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SIMBOL
m

o~

6(t)
y(t)

DAFTAR SIMBOL

KETERANGAN
Massa per satuan panjang balok (Kgsm) dengan formula %,

m = 657,3;900000; 950000

Konstanta spring (Kg/m), K = 3,75 (Stech, 2007)

Panjang balok [ = 60

Kekentalan gesek (viscous dumping) bernilai 0,01 (Ohene,
2011)

Konstanta antara 1,2 sampai 1,6 (Ohene, 2011)

: Amplitudo berkisar antara 0,02 sampai 0,06 (Ohene, 2011)

Besar sudut defleksi pada saat t
Besarnya perpanjangan dawai saat t
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ABSTRAK

Mufid, Imam. 2015. Analisis Dinamik Sudut Defleksi pada Model Vibrasi
Dawai. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing:
() Ari Kusumastuti, S.Si., M.Pd. (11) Fachrur Rozi, M.Si.

Kata kunci: sistem dinamik, model McKenna, sistem tak homogen, sudut
defleksi

Model McKenna merupakan model yang merepresentasikan sistem gerak
yang terjadi pada dua dawai yang menggantung balok. Model McKenna
menggambarkan gerak vertikal dawai dan gerak torsi pada balok yang
digantungnya. Sudut defleksi merupakan sudut yang terbentuk pada gerak torsi.
Dengan mengasumsikan bahwa dawai tidak pernah kehilangan ketegangan, maka
diperoleh K(y +1sin(8))* = K(y = 1sin(0)), sehingga diperoleh sistem tak
berpasangan yang dapat dianalisis secara terpisah. Dengan mereduksi persamaan
gerak torsi dan melinierisasinya di sekitar titik tetap, maka diperoleh model sudut
defleksi sebagai berikut:

0, = 0,
g, = —%Kel — 86, + B sin(ut).

Pada skripsi ini ditunjukkan pengaruh eksternal psin(ut) terhadap
kestabilan dan perubahan besarnya sudut pada model sudut defleksi. Untuk
mengetahui perilaku dari model baik kestabilan maupun perubahan besarnya
sudut defleksi digunakan analisis sistem dinamik. Berdasarkan hasil analisis,
dengan menambahkan massa pada balok yang digantung akan diperoleh tiga
solusi yang berbeda berdasarkan nilai eigennya. Faktor eksternal g sin(ut)
memiliki pengaruh terhadap kestabilan dan perubahan besarnya sudut yang
terbentuk pada model sudut defleksi, hal ini disebabkan setelah ditambahkan
faktor eksternal medan vektor dari model bergerak secara tidak beraturan atau
bersifat chaotic.
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ABSTRACT

Mufid, Imam. 2015. Dynamical Analysis of Deflection Angle of String
Vibration Model. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science
and Technology, State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim
Malang. Advisors: (1) Ari Kusumastuti, S.Si., M.Pd. (Il) Fachrur Rozi,
M.Si.

Keywords: dynamical system, McKenna model, nonhomogeneous system,
deflection angle

McKenna model represents the system of motion that occurs in two
stringed hanging beams. The McKenna is model describes vertical motion on
string and torque motion on the beam that is hunged by string. Deflection is an
angle formed at the torque motion. Assuming that string never lost tension, we
obtained K (y = L sin(6))* = K(y = lsin(6)). So an unpaired system that can be
analyzed separately is obtained. By reducting the equation of torque motion and
linearizing about a fixed point, we obtained a model of deflection angles as
follow:

91 = 92
h 6K .
0, = —?91 — 692 5 ,BSln(.ut) .

In this thesis we show the influence of external factor g sin(ut), on
stability and evolution of deflection angle of the models. To know the behaviour
of the model both stability and deflection angle model, we used dynamic system
analysis. Based on the analysis, by adding mass of the beam which is suspended
will be obtained three different solutions based on it’s eigenvalues. External
factors g sin(ut) have an influence on the stability and evolution of angle formed
on the deflection angle models, this is due to external factors after adding the

vector field of the model moves irregularly or is chaotic.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Saat ini tuntutan terhadap penguasaan matematika terapan semakin kuat.
Kerja efektif, praktis, dan akurat diperlukan untuk menjalani kehidupan saat ini.
Matematika terapan diperlukan khususnya dalam membantu menyelesaikan
masalah-masalah yang berkaitan dengan model matematika (Rochmad, 2014:1).
Pemodelan matematika merupakan bidang matematika yang berusaha
merepresentasikan dan menjelaskan masalah-masalah nyata ke dalam pernyataan
matematis (Widowati & Sutumin, 2007:1). Banyak fenomena alam yang terjadi
yang dapat dianalisis dengan menggunakan model matematika, seperti
perkembangbiakan bakteri, penyebaran penyakit, getaran, gelombang, dan masih
banyak lagi.

Di dalam Islam juga terdapat perintah untuk terus mengembangkan ilmu
pengetahuan dan memahami fenomena alam ciptaan Tuhan yang menarik untuk
diteliti, diselidiki, dan dikembangkan. Hal ini dijelaskan dalam al-Quran surat

Yunus/10:101, yaitu:

e

50 05l ¥ 5 o8 5l N G G q;aﬁT; paidl g 150 Tl B
Katakanlah: "Perhatikanlah apa yang ada di langit dan di bumi, tidaklah
bermanfaat tanda kekuasaan Allah dan Rasul-rasul yang memberi peringatan
bagi orang-orang yang tidak beriman™ (QS. Yunus/10:101).

Ayat al-Quran di atas merupakan salah satu landasan dalam Islam untuk terus
mengembangkan ilmu pengetahuan dan teknologi. Sebagai bentuk pengamalan

dari surat Yunus/10 ayat 101, skripsi ini mengkaji salah satu fenomena alam yaitu



2
vibrasi. Mengkaji fenomena vibrasi ini akan memberikan manfaat yang besar,
karena fenomena ini sering terjadi di sekitar manusia. Hal ini menunjukkan betapa
rapi, teratur dan menakjubkan penciptaan yang dilakukan oleh Allah Swt., yang
sekaligus akan semakin menyadarkan manusia betapa Allah Maha Bijaksana dan
Maha Luas Pengetahuan-Nya.

Salah satu cara memahami fenomena alam yang terjadi seperti yang
diperintahkan dalam al-Quran adalah dengan merepresentasikan suatu fenomena
alam yang terjadi ke dalam model matematika. Salah satu contoh model
matematika tersebut adalah model vibrasi dawai. Menurut Halliday dan Resnick
(1989:442), partikel yang bergerak bolak-balik melalui lintasan yang sama,
geraknya disebut vibrasi. Vibrasi dawai yang dimaksud dalam skripsi ini adalah
gerakan dari dua buah dawai yang menggantung sebuah balok yang mengalami

pembebanan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 1.1.

C'l

Titik Kesetimbangan

y+{sin @
Gambar 1.1 Gerak Vertikal pada Dawai (Gazzola, 2013)

Gerak berulang-ulang yang terjadi pada dawai yang ditunjukkan pada
Gambar 1.1 adalah gerak vertikal seperti yang terjadi pada pegas dan
mengakibatkan terjadi puntiran (torsi) ke atas dan ke bawah pada balok yang
digantungnya. Gerak vertikal itu terjadi dikarenakan balok diberi beban sebesar B,
akibatnya balok bergeser dari posisi mula-mula. Perubahan posisi inilah yang
disebut defleksi. Menurut Gere dan Timoshenko (1972:266) defleksi suatu balok

di sebarang titik di sepanjang sumbunya merupakan peralihan titik tersebut dari
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posisi semula, diukur dalam arah y. Sudut yang terbentuk akibat perubahan posisi
tersebut disebut sudut defleksi.

Pada tahun 1999, Lazer dan McKenna berhasil merumuskan model
matematika yang merepresentasikan fenomena di atas. Lazer dan McKenna
menurunkan model matematika dalam sistem tak berpasangan persamaan
diferensial tak linier dengan asumsi model tersebut merupakan model yang
bergantung waktu. Kemudian Lazer dan McKenna menggunakan model
matematika tersebut untuk menganalisis runtuhnya jembatan Tacoma pada
tanggal 7 November 1940 yang diakibatkan besarnya gerakan puntiran pada
jembatan karena hembusan angin. Lazer dan Mckenna menggunakan laporan
forensik dari jembatan yang kemudian digunakan sebagai parameter dari model
tersebut. Sehingga masih memungkinkan model ini digunakan untuk menganalisis
vibrasi yang terjadi pada objek lain yang memiliki kesamaan dengan kondisi yang
ditunjukkan Gambar 1.1.

Berikut adalah model matematika yang diajukan oleh McKenna yang
menggambarkan dinamika pergerakan torsi vertikal yang dinyatakan dalam @ =

::’T:T cos0 [(y — LsinB)* — (y + sin0)*]— 6,0’ + f) dan j= -K
m

[(y —lsin@)* + (y+1sin@)*] — 6,y + g, dengan 6(t) merupakan sudut dari
horizontal pada dawai pada waktu tertentu yang disebut dengan sudut defleksi.
Sedangkan y(t) menyatakan dinamika pergerakan vertikal dawai. Sudut defleksi
pada skripsi ini menggambarkan gerak torsi dari dawai yang dibebani balok.
Model dari sudut defleksi adalah salah satu model dinamik karena modelnya

bergantung waktu dan dapat merepresentasikan skenario yang dapat berubah
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sepanjang waktu. Tujuan dari analisis dinamik adalah untuk menilai perilaku
struktural dalam berbagai beban setiap waktu.

Berdasarkan teorema Hartman-Grobman, perilaku dari persamaan tak
linier ekuivalen dengan persamaan hasil linierisasinya di sekitar titik
kesetimbangan jika titik tetap tersebut hyperbolic. Titik kesetimbangan dikatakan
hyperbolic jika nilai eigen dari hasil linierisasi di sekitar titik tersebut memiliki
bagian real tak nol (Vries, dkk., 2006:93). Karena model McKenna adalah
persamaan diferensial tak linier, maka untuk dapat menganalisis model tersebut
dilakukan pendekatan dengan melinierisasi model tersebut disekitar titik
kesetimbangannya. Pada Gambar 1.1 terlihat titik kesetimbangan dari balok
adalah ketika balok berada pada posisi tepat horizontal, yaitu sudut horizontal dari
balok adalah nol. Sehingga pada skripsi ini akan dianalisis perilaku dari model
sudut defleksi di sekitar nol.

Skripsi ini merupakan upaya ilmiah untuk menganalisis perilaku dari
perubahan sudut defleksi pada vibrasi dawai dalam kerangka penelitian
pengembangan. Penelitian sebelumnya yang membahas tentang model McKenna
ini ditulis oleh Kwofie Richard Ohene tahun 2012 dalam artikel berjudul A
Mathematical Model of Suspension Bridge-Case Study: Adomy Bridge, Atimpoku,
Ghana, membahas model vibrasi dawai yang diterapkan pada jembatan Adomi.
Ohene meneliti respon jembatan dan besarnya vibrasi yang terjadi pada jembatan
Adomi dengan menggunakan metode numerik Runge-Kutta orde empat. Semakin
besar nilai konstanta pegas yang diberikan akan menghasilkan respon yang stabil
terhadap nilai awal sudut defleksi. Karena pada penelitian sebelumnya hanya

dibahas menggunakan metode numerik dan menyimpulkan respon dari model
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menggunakan beberapa uji coba saja dan tidak ditunjukkan seberapa besar
pengaruh faktor eksternal pada model, maka pada skripsi ini dilakukan analisis
sistem dinamik terhadap model tersebut, sehingga dapat diketahui respon yang
terjadi dengan berbagai parameter yang diberikan dan juga dapat diketahui
seberapa besar pengaruh dari faktor eksternal.

Dari pemaparan latar belakang di atas, maka penulis memiliki gagasan
dalam menyusun skripsi dengan judul “Analisis Dinamik Sudut Defleksi pada

Model Vibrasi Dawai”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, masalah yang dapat
dirumuskan dalam skripsi ini adalah sebagai berikut:
1. Bagaimana penurunan model sudut defleksi pada vibrasi?
2. Bagaimana solusi model sudut defleksi pada vibrasi dawai?
3. Bagaimana perilaku struktural dari model sudut defleksi dengan dan tanpa

faktor eksternal?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah, tujuan dari penulisan
skripsi ini adalah:
1. Mengetahui penurunan model sudut defleksi pada vibrasi.
2. Mengetahui solusi model sudut defleksi pada vibrasi dawai.
3. Memahami perilaku struktural dari model sudut defleksi dengan dan tanpa

faktor eksternal.



1.4 Batasan Masalah
Agar masalah dalam skripsi ini lebih jelas, maka perlu adanya batasan-

batasan masalah sehingga diperoleh hasil yang sesuai dengan sasaran yang

diharapkan. Adapun batasan-batasan masalah tersebut vaitu:

1. Dawai yang diteliti pada skripsi ini adalah dua dawai yang selalu mengalami
tegangan karena menggantung sebuah balok.

2. Model sudut defleksi diambil dari sistem persamaan gerak torsi dari model
McKenna yang telah dilinierisasi.

3. Penelitian pada skripsi ini ditekankan pada analisis sudut defleksi yang
terbentuk pada gerak torsi, tanpa memperhatikan gerak vertikal yang terjadi.

4. Dawai mengikuti hukum Hooke vyaitu dawai tidak menahan terjadinya

pemampatan tetapi menahan terjadinya perpanjangan.

1.5 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari skripsi ini diantaranya adalah sebagai berikut:

1. Sebagai alternatif untuk menganalisis fenomena vibrasi tanpa melakukan
penelitian eksperimental dan memberikan efisiensi waktu dan keakuratan
hitungan, karena model dapat dikembangkan sesuai kebutuhan.

2. Memberi pemahaman perilaku dari model sudut defleksi pada vibrasi dawai di
sekitar titik kesetimbangan.

3. Hasil dari skripsi ini dapat digunakan sebagai pembanding untuk menganalisis
gerak sederhana lainnya seperti pendulum maupun pegas.

4. Memberi pengetahuan tentang stabilitas gerakan vertikal dan torsi pada dawai

akibat besar kecilnya sudut defleksi.



1.6 Metode Penelitian

Pendekatan penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah
pendekatan kualitatif. Pendekatan ini dipilih karena skripsi ini bertujuan membuat
deskripsi, gambaran atau uraian secara sistematis dan akurat mengenai fakta-fakta
atau fenomena yang diselidiki yaitu perilaku dari sudut defleksi. Jenis penelitian
yang digunakan dalam skripsi ini adalah kepustakaan, karena skripsi ini terfokus
pada pengkajian buku, jurnal ataupun artikel lain yang berhubungan dengan gerak
torsi vertikal. Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam skripsi ini adalah
sebagai berikut:
1. Mereduksi sistem persamaan torsi vertikal menjadi sistem tak berpasangan.
2. Mereduksi persamaan torsi (sudut defleksi) menjadi sistem linier.
3. Menentukan solusi sistem homogen dari model sudut defleksi.
4. Menentukan solusi sistem tak homogen dari persaaman sudut defleksi.
5. Interpretasi grafik solusi dan potret fase serta menganalisis pengaruh faktor

eksternal terhadap model.

1.7 Sistematika Penulisan
Dalam penulisan skripsi ini, penulis menggunakan sistematika penulisan
yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam subbab dengan
sistematika penulisan sebagai berikut:
Bab | Pendahuluan, yang meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian dan
sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Pustaka, yang berisikan tentang landasan teori yang menguatkan



analisis dari hasil penelitian.

Bab Il Pembahasan, yang berisikan tentang hasil penelitian dan analisis data
dari hasil penelitian.

Bab IV Penutup, yang meliputi tentang kesimpulan dari hasil penelitian dan

pembahasan serta saran-saran untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Sistem Dinamik

Suatu sistem dinamik terdiri dari satu himpunan dari variabel-variabel
yang menggambarkan keadaan dan aturan yang menjelaskan perubahan keadaan
dari suatu variabel-variabel terhadap waktu (yaitu, bagaimana keadaan dari sistem
di saat berikutnya yang tergantung waktu dan keadaan yang ada pada waktu
sebelumnya) (Izhikevich, 2007:8).

Sistem dinamik adalah formalisasi matematis untuk setiap aturan yang
tetap (fungsi) yang menggambarkan ketergantungan posisi titik dalam beberapa
ruang di sekitar parameter. Parameter di sini sering disebut dengan “waktu” dan
dapat berbentuk diskrit yang dinyatakan dalam bilangan bulat dan kontinu yang
dinyatakan dalam suatu interval di R (Tohaneanu, 2014:1). Jika dikaji secara
geometri, sistem dinamik menggambarkan pergerakan titik-titik di dalam ruang
fase sepanjang kurva-kurva solusi dari sistem persamaan diferensialnya (Roat,

2012:7).

2.2 Sistem Linier

Definisi 2.1 Suatu operator £ dikatakan linier jika memenuhi sifat superposition
dan homogeneity yaitu: L(u + v) = L(u) + L(v) dan L(cu) = cL(u).

Untuk setiap fungsi u dan v, dan konstanta c. Suatu persamaan diferensial
berbentuk L(u) =0 dikatakan linier jika operator £ linier (Hedrick &

Girard,2010:10).
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Adapun contoh sistem linier adalah sebagai berikut. Diberikan persamaan
diferensial linier orde dua:

X = —kx — bx. (2.1)
Persamaan tersebut adalah model linier dari fungsi pegas. x mewakili gl)t( dan %

2
mewakili C:it;( Untuk menghitung pergerakannya, harus diketahui posisi dari x

dan  kecepatan x. Diketahui posisi dan kecepatan adalah kuantitas untuk
menghitung gerak, jadi dapat menggunakan koordinatnya. Misal x; = x dan
X, = x, Sehingga persamaan (2.1) dapat ditulis sebagai sistem persamaan

diferensial linier orde satu.

X1 = X,
(2.2)
5(2 - —kx1 v be
atau dalam bentuk matriks sebagai berikut:
ool S
x= [—k _b]x (2.3)

Untuk melihat sistem (2.3) adalah linier, akan dibuktikan bahwa (2.3) memenuhi
definsi 1. Dari sistem (2.3) diperoleh: £( )—[ Xy = X ]
efinsi 1. sistem (2.3) dip e bl =%, + kx, + b, |

~ @+v)—(p+q)
1, L(u+v,p+q)—[(p+q)+k(u+v)+b(p+q)]
(@-p)+@-q)

= (p+ku+bp)+(g+kv+ bq)] = L(u,p) + L(v,q)

cu+cv

2. Lleu,cv) = [c1'7 + kcu + bcv

] =cL(u,v)

Terbukti bahwa sistem (2.3) merupakan sistem linier. Generalisasi dari sistem

linier dengan n variabel dengan koefisien konstan dapat ditulis sebagai berikut:
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X1 = a11X1 T QX F o ag Xy

Xy = Qp1X1 ¥ Ay Xy - F Ay Xy
(2.4)

Xp = QpiXy + ApaXy + oot appXy
dimana semua a; ; adalah konstanta bilangan real. Dengan menggunakan notasi
matriks persamaan (2.4) dapat ditulis sebagai:
x = Ax (2.5)
dimana A adalah matriks ukuran n x n dengan konstanta real a;; di dalamnya,

dan x adalah vektor kolom di ruang R",

X1
X = (xl, ,xn)T — ( >
Xn

(Robinson, 2004:13-14).

2.3 Solusi Umum dari Sistem Persamaan Diferensial

Misalkan x;(t) adalah solusi dari persamaan (2.5) dan c; adalah skalar real
atau kompleks untuk j = 1,...,n. Dengan menggunakan sifat dari turunan dan

perkalian matriks maka diperoleh:

(et o ) = eyt () -+ et (®)
= 1 A[O)x1(€) + -+ + c, A(O)x, ()
= A(t)(clxl(t) + - cnxn(t)).
Jadi kombinasi linier c;x;(t) + - c,x,,(t) juga merupakan solusi. Sehingga

kombinasi linier dari solusi-solusi adalah solusi (Robinson, 2004:15).
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Untuk kasus koefisien konstan persamaan (2.5), ada cara untuk

memperoleh solusi dari matriks menggunakan eksponensial dari matriks yang

akan sama dengan identitas ketika t sama dengan 0. Eksponensial ini biasanya
tidak mudah untuk dihitung, tetapi sangat berguna sebagai solusi yang terkonsep.

Untuk suatu persamaan skalar x = ax, solusinya adalah x(t) = x,e?*

untuk x, adalah sebarang konstanta. Untuk persamaan (2.5), e4¢ dipertimbangkan

sebagai solusi dari matriks. Didefinisikan:

t2 tTl 2 tTl
eAt:I+tA+_A2+...+_An+...:Z—An
2! nl

Untuk membuktikan bahwa e4t adalah solusi dari matriks, substitusikan e4t ke

persamaan (2.5), sehingga diperoleh:

tn—l

t
eft=0+ A+ =A%+ -+

dat 1 e b

tZ tn—l
= AlIT+tA+—A4%2+ -+ A1 + ...
< 2 (n— 1) )

= A(e).

Karena e4? = I, et adalah solusi utama dari matriks yang akan sama dengan
identitas jika t sama dengan 0. Jika v adalah sebarang vektor, maka x(t) = e4*v
adalah solusi dengan x(0) = v (Robinson, 2004:17-18).
Teorema 2.2 Jika nilai eigen A,,4,, ... 4,, dari suatu matriks A berukuran n x n
adalah real dan berbeda, maka himpunan dari vektor-vektor eigen yang
bersesuaian {v,, v, ... v,,} membentuk basis untuk R™, matriks P = [v,, V5, ... V;,,]
adalah invertible dan

P~1AP =diag [1,, 1,, ... A,,]

(Perko, 2000:6).
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Bukti: Misalkan matriks A mempunyai n vektor eigen bebas linier p;,p,, ... Pn
dan A; adalah nilai eigen dari A yang bersesuaian dengan p; untuk setiap i
(beberapa dari A; boleh sama). Misalkan P adalah matriks di mana vektor kolom
ke-j adalah p; untuk j = 1,2, ..., n, terlihat Ap; = A;p; adalah vektor kolom ke-j
dari AP, maka
AP = [Ap, Ap, ... Ap,]

AP = [A1p; 43P ... AyD4]

A O 01
|0 1, 0 0|
=ippill
Loy o == A
AP = PD
P-14P = D.

Definisi 2.3 Misalkan A adalah matriks n x n, maka vektor x yang tidak nol di

R™ disebut vektor eigen (eigen vector) dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari

x, yaitu Ax = Ax untuk suatu skalar A. Skalar A dinamakan nilai eigen (eigen

value) dari A (Karso, 2012:3).

Teorema 2.4 Jika A adalah suatu matriks n % n dan A adalah suatu bilangan real,

maka pernyataan-pernyataan berikut ini adalah ekuivalen.

(a) A adalah nilai-nilai eigen dari matriks A.

(b) Sistem persamaan (AI — A)x =0 mempunyai selesaian tak trivial (non
trivial).

(c) Ada vektor x yang tidak nol dalam R™ sedemikian sehingga Ax = Ax.

(d) A adalah suatu selesaian real dari persamaan karakteristik [AI — A] = 0.
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Bukti: Akan diperlihatkan bahwa (a), (b), (¢) dan (d) ekuivalen satu sama
lainnya dengan membuktikan urutan implikasi (a) = (b) = (¢) - (d) - (a).
(a) - (b). Karena A adalah nilai-nilai eigen dari matriks A, maka menurut
definisi nilai eigen berlaku Ax = Ax dengan x tak nol.
AMx—Ax =0
(AI-4)x=0

Karena x tak nol maka sistem persamaan linier homogen (AI — A)x = 0 harus
mempunyai selesaian non trivial.
(b) - (¢). Karena (AI — A)x = 0 maka

Ax = Alx

Ax = Ax
(c) - (d). Karena Ax = Ax

Ax = Ax

(A1-A)x=0.

Karena ada x tidak nol, maka sistem persamaan linier homogen (AI — A)x =0
haruslah det(AI — A) = 0 dengan A adalah suatu selesaian realnya.
(d) — (a). Karena A adalah selesaian real dari persamaan det(AI — A) = 0, maka
A adalah selesaian dari persamaan karakteristik det(AI — A) = 0 atau dengan kata
lain A adalah nilai eigen dari matriks A (Karso, 2012:8-9).
Teorema 2.5 Misal matriks A dari sistem (2.5) merupakan matriks berukuran
2 x 2 dan jika sistem (2.5) mempunyai nilai-nilai eigen yang berbeda, maka solusi
umum sistem (2.5) adalah:

x(t) = CyveMt + C,ue’2t (2.6)
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dengan v dan u adalah vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen
A, dan A, (Boyce & DiPrima, 2009:487).

Bukti: Dari persamaan (2.6) maka diperoleh:

x(t) = C, A, veht + C, 2, ue’2t
Diketahui bahwa Av; = 1;v;, maka

x(t) = C;AveMt + C,Aue’?!

x(t) = A(C,veMt + Cyue’?t)

x(t) = Ax(¢t).
Teorema 2.6 Misal matriks A dari sistem (2.5) merupakan matriks berukuran
2 x 2 dan jika persamaan karakteristik dari sistem (2.5) mempunyai akar kembar
A1, = 4, dan diperoleh:
(a) Dua vektor eigen, maka solusinya adalah:

x(t) = Cyve?t + C,ue?t

(b) Satu vektor eigen, maka solusinya adalah:

x(t) = Cyve?t + C, (vt — w)elt
dengan (A — Dw = v.
Bukti: (a) Bukti analog dengan teorema 2.4. (b) Pada situasi ini (4 — AI)(AI) =
(AI)(A — AI), AI adalah perkalian skalar dengan identitas, sehingga

Aty = e(;u+(A—;u))tw = (Dt o (A-ADty,,

— oDt (A-ADty,
t2
= gDt <Iw +t(A—Aw + 5 (A - ADPw + - )

Misalkan (A — AI)w = v, dimana v adalah vektor eigen dari A, maka

(A4 —-AD*w = (4 - ADv jadi
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A-2D"w=A-AD"vuntukn > 2
Sehingga diperoleh solusi kedua dari persamaan
x,(t) = e (w + tv)

(Boyce & DiPrima, 2009:488 dan Robinson, 2004:35).

Teorema 2.7 Misalkan A suatu matriks n % n dengan entri-entri bilangan real.

(@) Asumsikan bahwa z(t) = x(t) + iy(t) adalah solusi kompleks dari z = Az,
dimana x(t) dan y(t) adalah real. Maka x(t) dan y(t) adalah solusi real dari
persamaan.

(b) Jika A, , = a + ib adalah nilai eigen kompleks dengan vektor eigen kompleks
v;, = u *iw, maka

x,(t) = e?(cos(bt) u — sin(bt) w) dan
x,(t) = e (sin(bt) u + cos(bt) w)
adalah masing-masing solusi dari x = Ax.

Bukti: (a) Dengan menggunakan aturan turunan dan perkalian matriks maka

diperoleh:

x(t) +iy(t) = z(t)
= Az(t)

= A(x(t) + iy(t))
= Ax(t) + iAy(t).

Dengan menghubungkan bagian real dan imajiner dari bilangan kompleks maka

diperoleh x(t) = Ax(t) dan y(t) = Ay(t).

(b) Untuk bagian kedua dari teorema mengikuti bagian pertama dan merupakan

penjabaran dari e+ (u + iw) (Robinson, 2004:28).
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2.4 Sistem Tak Homogen
Sistem persamaan diferensial linier tak homogen secara umum dapat
dituliskan sebagai:
x=A()x+ g(t). (2.7
Karena g(t) pada sistem persamaan (2.7) menyebabkan sistem tersebut menjadi
tak homogen. Sehingga x = A(t)x merupakan bagian homogen dari sistem
persamaan (2.7). Teorema yang menyatakan hubungan antara bentuk homogen
dan bentuk tak homogennya adalah sebagai berikut,
Teorema 2.8 (a) Misalkan x;(t) dan x,(t) adalah dua solusi dari persamaan
diferensial linier tak homogen x = A(t)x+ g(t). Maka, x;(t) — x,(t)
merupakan solusi dari persamaan linier diferensial homogen x = A(t)x.
(b) Misalkan x,(t) adalah solusi dari persamaan diferensial linier tak homogen
x = A(t)x+ g(t) dan x,(t) menjadi solusi dari persamaan diferensial linier
homogen x = A(t)x. Maka, x,(t)+ x,(t) adalah solusi dari persamaan
diferensial linier tak homogen x = A(t)x + g(t).
(c) Misalkan x,t) adalah solusi dari persamaan diferensial linier tak homogen
x = A(t)x + g(t) dan M(t) adalah matriks pokok yang menjadi solusi dari
persamaan diferensial linier homogen. Maka solusi dari persamaan diferensial
linier tak homogen dapat ditulis sebagai x,,(t) + M(t)c dan ¢ merupakan vektor.

Bukti: (a) Gunakan x,(t) dan x,(t) sebagai pernyataan dari teorema,
d
e (x,(t) — x,(t)) = Ax; (1) + g(t) — (Ax,(t) + g(¢))

= A(x, (t) — x,(¢))

yang menunjukkan x, (t) — x,(t) adalah solusi persamaan homogen.
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(b) Misalkan x,(t) adalah solusi dari persamaan diferensial tak homogen dan

x;, (t) adalah solusi dari persamaan homogen, maka diperoleh:

%(xp(t) —xp(t)) = Axy () + g(6) + Axy ()

= A(x,() + %)) + g (1)

yang menunjukkan x,,(t) + x,,(t) merupakan solusi dari persamaan tak homogen.
(c) Misal x,(t) adalah solusi dari persamaan tak homogen dan M(t) adalah
matriks pokok yang merupakan solusi dari persamaan homogen. Misal x(t)
adalah sebarang solusi persamaan tak homogen. Maka x(t) — x,(t) adalah solusi
dari bagian (a), tetapi beberapa solusi dari persamaan homogen dapat ditulis
sebagai M(t)c untuk suatu vektor c. Sehingga,
x(t) —x,(t) =M(t)c

x(t) = M(t)c+ x,(t)
untuk suatu vektor c.

Teorema di atas menyatakan bahwa cukup menentukan satu solusi
partikular dari persamaan diferensial tak homogen dan menjumlahkannya dengan
solusi umum dari persamaan diferensial homogen. Hanya dalam kasus pada orde
kedua persamaan berupa skalar terkadang dapat ditebak solusinya (Metode ini
sering disebut dengan koefisien tak tentu). Metode yang lebih umum disebut
dengan variasi parameter. Metode ini lebih sulit digunakan, tetapi selalu berhasil.
Teorema 2.9 (Variasi Parameter). Solusi x(t) dari persamaan diferensial linier

tak homogen dengan kondisi awal x(0) = x,, dapat ditulis sebagai:

x(t) = e4t <x0 + Jte"‘tg(s) ds).
0
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Bukti: turunkan bentuk solusi x(t) dari persamaan tak homogen. Solusi dari
persamaan homogen dapat ditulis sebagai e4‘c. Untuk solusi persamaan tak
homogen diselidiki kemungkinan dari penulisannya dari bentuk ini. Dimana ¢
berubah dengan t, dengan memperhatikan
x(t) = ety (t).

Variasi y(t) mengukur banyaknya variasi solusi dari solusi sistem homogen.
Dengan menyelesaikan y(t) = e~4¢x(t), diperoleh:
y(t) = —Ae 4tx(t) + e i (t)

= —Ae 4 x(t) + e A Ax(t) + e 4 g(t)

= g(t)

integralkan dari t sama dengan O sampai t memberikan:

t

e Atg(s)ds atau x(t) = eAy(0) + e“”] e 45g(s) ds.
0

t

y©) =y + [

0

Persamaan pertama menunjukkan solusi umum dari persamaan homogen
dan integralnya memberikan solusi partikular dari persamaan tak homogen, jika

x(0) = y(0) (Robinson, 2004: 44-46).

2.5 Potret Fase dan Kestabilan
Definisi 2.10 Diberikan persamaan sebagai berikut:
x = f(x). (2.8)
Titik x, € R™ dinamakan titik kesetimbangan atau titik kritis dari persamaan (2.8)
jika f(x,) = 0 (Perko, 2000:102).
Diberikan sistem sebagai berikut:

x(t) = Ax(t) (2.9
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dengan A matriks 2 x 2, serta A;, 4, merupakan nilai-nilai eigen dari A dan v, v,
merupakan vektor-vektor eigen yang bersesuain, maka solusi dari sistem (2.9)
adalah:
x(t) = veMC, + vyet2C,.
Solusi tersebut mendefinisikan sebuah gerakan di sepanjang kurva. Gerakan ini
dapat digambarkan secara geometri dengan kurva solusinya pada bidang x;,x,
yang disebut bidang fase dan panah-panah yang menunjukkan arah gerakan pada
kurva bersamaan dengan meningkatnya waktu. Potret fase dari sistem persamaan
diferensial seperti sistem di atas dengan x € R? adalah himpunan dari semua
kurva solusi dari sistem persamaan di atas dalam ruang fase R™ (Perko, 2000:2).
Pada kasus satu persamaan diferensial solusinya dapat digambarkan pada
bidang y-t. Tetapi, hal ini akan sulit jika solusinya dalam bentuk vektor-vektor.
Kemudian gambarkan solusi sebagai titik dalam bidang x;-x,. Titik ekuilibrium
akan sama dengan titik asal dari bidang x,-x, dan bidang x;-x, disebut sebagai
bidang fase. Untuk menggambarkan solusi dalam bidang fase dapat diambil nilai
dari t dan letakan dalam solusi. Hal ini memberikan satu titik dalam bidang fase
yang dapat digambar. Lakukan ini untuk semua nilai t. Gambar dari solusi
partikular dalam bidang fase disebut trayektori dari solusi. Ketika didapatkan
trayektori dari solusi dapat diketahui atau tidak solusi akan mendekati titik
ekuilibrium seiring bertambahnya waktu t. Selain dengan menggunakan solusi,
terdapat cara lain untuk menggambar trayektori. Cara tersebut adalah pilih nilai
dari x dan kemudian hitung Ax. Hal ini akan memberikan suatu vektor yang
merepresentasikan x pada solusi partikular. Sebagai persamaan diferensial vektor

ini menjadi tangen dari titik tersebut. Dengan menggambarkan garis yang
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ditunjukkan oleh anak panah maka grafik tersebut disebut potret fase (Dawkins,
2007:274-276).

Cara tersebut hanya dapat digunakan untuk sistem autonomous karena
sistem autonomous tidak bergantung variabel t secara eksplisit. Untuk
menggambar persamaan diferensial nonautonomous harus dilakukan transformasi
menjadi sistem autonomous terlebih dahulu. Seperti contoh berikut, diberikan

persamaan diferensial sebagai berikut:

2 = sin(t)

— (2.10)

Misalkan t = t, maka persamaan (2.10) dapat diubah menjadi:

dx . y
Ty sin(t), —=1

Sehingga diperoleh sistem autonomous, yang dapat digambarkan trayektorinya
pada bidang x-t (Roussel, 2005:01).
Adapun kestabilan dari sistem adalah sebagai berikut:

Tabel 2.1. Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Dinamik Linier (Boyce &
DiPrima, 2009:494)

No. Nilai Eigen Kestabilan Jenis

1. A A ER - -

2. A, A, >0 Tidak Stabil Node/Simpul
3. A, A, <0 Stabil Asimtotik Node/Simpul
4, AL <0</ Tidak Stabil Saddle/Pelana
5. A=4,>0 Tidak Stabil Node/Simpul
6. A =4, <0 Stabil Asimtotik Node/Simpul
7. Mo=axbi €C - -

8. a>0 Tidak Stabil Spiral

9. a<0 Stabil Asimtotik Spiral

10. a=0 Stabil Terpusat/Center

Sedangkan jenis kestabilan dari sistem yang disajikan dalam gambar adalah

sebagai berikut:
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Gambar 2.1 (a) Node Tidak Stabil, (b) Node Stabil Asimtotik, (c) Node Tidak Stabil, (d) Node
Stabil Asimtotik, (e) Saddle Tidak Stabil, (f) Center Stabil, (g) Spiral Tidak Stabil, (h) Spiral
Stabil Asimtotik (Dawkins, 2007)

Perhatikan perbedaan antara stabil dan stabil asimtotik, Pada kestabilan jenis node

stabil asimtotik atau spiral stabil asimtotik semua lintasan akan bergerak dalam

menuju titik kesetimbangan seiring bertambahnya t, sedangkan center (selalu

stabil) lintasan hanya akan bergerak di sekitar titik kesetimbangan tetapi tidak

pernah benar-benar bergerak ke arahnya (Dawkins, 2007:278).
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2.6 Linierisasi dengan Deret Taylor
Dalam proses linierisasi diperlukan titik kesetimbangan dari persamaan tak
linier. Untuk memperoleh titik kesetimbangan, semua persamaan diferensial yang
ada dalam sistem disamadengankan nol. Dari kalkulus diketahui jika fungsi
f(xq,x,) dapat diekspansi dengan menggunakan deret Taylor di sekitar titik
kesetimbangan (x;,x20), Maka ekspansi deret Taylor dari fungsi tersebut adalah

sebagai berikut:

af af
X1,Xp) — X10: X et ——— X1 — X e S X, — X
f (e, x2) = f(x10,%20) 9, 1¥1=x10 (o 10) x5 1X1=x10 (x, 20)
X2=X20 X2=X20
1( 8%f 92
+—| — (6 —x0) = - (3 — x20)?
2. 6x12 X1=X10 k '] 6x22 X1=X10 - 1
X2=X20 X2=X20
0%f
(28— 28 X, — X AP ©o00
%1025 |x1=x10 (x4 10) (x2 20)
X2=X20

Berikut adalah teknik linierisasi yang disajikan dalam gambar.

A fx,u)
)
af af
sl Ar+ 2| .
ox = . du =z A
(x0, flg, o))
Fxg,u,
Equilibrium point
(o) *x

Gambar 2.2 llustrasi Linierisasi (Parlos, 2004)

Dari gambar di atas terlihat bahwa, kurva f(x,u) dilinierisasi di sekitar titik
kesetimbangan (uq, f(xo,4,)) dan hasilnya adalah garis singgung kurva di titik

kesetimbangan. Persamaan garis lurus diperoleh dari ekspansi deret Taylor.
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Linierisasi valid untuk interval yang sangat kecil di sekitar titik kesetimbangan

yang ditunjukkan pada gambar (Parlos, 2004:1-3).

2.7 Model Vibrasi Dawai McKenna

Pada tahun 1999, McKenna mengusulkan model persamaan diferensial
biasa untuk gerakan torsional penampang. Dengan menggunakan konstanta-
konstanta fisik dari laporan para insinyur tentang runtuhnya jembatan Tacoma
Narrows, McKenna menyelidiki model ini secara numerik. McKenna,
merumuskan suatu model mekanik untuk keseimbangan balok yang berfluktuasi
secara torsional, dan ditangguhkan pada keduanya oleh dawai (kawat) (Ohene,
2012:49).

Untuk model gerakan jembatan gantung, McKenna menganggap
penampang horizontal jembatan gantung sebagai balok (batang) dengan panjang
21 dan massa m yang ditangguhkan oleh kawat tak linier, y(t) menunjukkan jarak
ke bawah pusat gravitasi batang dan 6(t) menunjukkan sudut batang dari
horizontal pada waktu t (Ohene, 2012:50).

Persamaan diferensial tidak berpasangan yang diperoleh yaitu untuk gerak
torsi dan vertikal balok dengan asumsi bahwa kawat vertikal tidak pernah
kehilangan tegangan yang telah diberikan. McKenna menunjukkan bahwa besar
kecilnya hasil akhir gerakan periodik amplitudo bergantung pada kondisi awal.

Gaya yang digunakan oleh dawai sebanding dengan pemanjangan pada
dawai. Diketahui bahwa perpanjangan dawai bagian kanan adalah (y — Isin(8))

oleh karena itu gaya yang digunakan adalah:
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) —K(y —1sin(8)) ,y—1sin() =0
— — + =
K(y —Lsin(9)) {0 ,y—1sin(0) <0
Dengan cara yang sama, gaya yang digunakan oleh dawai bagian kiri adalah:

—K(y +1sin(8)) ,y+1sin() =0
0 ,y +1sin(f) <0

—K(y + Lsin())* = {
Penurunan persamaan vibrasi merambat pada dawai mengikuti energi
potensial dari dawai dengan konstanta spring K dan merentang sejauh x dari titik

kesetimbangan. Sehingga diperoleh:
1
EPjowai = jl(xdx - Esz
Dengan demikian energi potensial total dari dawai kanan dan Kiri adalah:

EPgawai totar = %K(((y —1sin(0))*)? — ((y + Isin(6))*)?)

Energi potensial EP,,;,, karena beban dari balok dengan massa m yang
mengalami perubahan posisi ke bawah dari titik kesetimbangan dengan jarak y,
diberikan sebagai berikut:

EPpgion = —myg
Dimana g adalah gaya gravitasi. Sehingga diperoleh energi potensial model dari
dawai dan balok yaitu:

EPm = EPdawai total + EPbalok

K . .
Ebn = 5 ([(y = 1sin(0))*]* = [(y + Lsin(6))*]*) — myg
Kemudian dilanjutkan untuk menemukan energi kinetik total, untuk pergerakan
vertikal energi kinetik dari pusat massa balok adalah:

1 )
EKvertikal = Emy
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Dimana y adalah kecepatan dari berat balok, dan persamaan untuk energi kinetik

dari gerak torsi yaitu:

1 .
EKiorsi = Emlzez

dimana 6 adalah kecepatan dari perubahan sudut.
Untuk membuktikan persamaan EK,,;,, ingat bagian yang sangat kecil
dari batang dengan massa dm yang berada sejauh r dari pusat balok yang telah

ditunjukkan pada gambar berikut:

b

il
r [

o]

] G

r

*=

_".":

Gambar 2.3 Partisi Bagian Balok Sebesar dm (Ohene, 2011) '

Energi kinetik dari massa dm yaitu:

1 .
EKy, = > dm(r@)z

r6 adalah kecepatan linier dari bagian yang sangat kecil dm. Massa dari balok

adalah m dan panjangnya adalah 21, maka:

= g 2.9
m = o dr. (2.9)

Substitusi persamaan (2.9) ke dalam persamaan KE,, dan integralkan dengan

batas [—1,1] , maka diperoleh:

.1
mo 1 .
EKtOT'Si = ﬂ JTZ dr = gmlze
-1

Dengan demikian, energi kinetik total diberikan sebagai berikut:

EKm = EKvertikal + EKtorsi

1 1 .
EK,, = Emyz +€m1292.
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Sekarang diperoleh Lagrangian sebagai berikut:

L = EK,, — EP,
1 1 .. K _ .
L= Emy2 + gmlzez ) ([(y = Isin(8))*]? + [(y + Isin(6))*]?) + myg.

Berdasarkan pada asas least action, gerakan balok memenuhi persamaan

Euler-Lagrange.

d <6L) oL ,
dy

d(@L) aL_O ey Ll oL
dt\ag/ 06 dt dy

Hasil diperoleh dengan mengevaluasi turunan yang diperlukan pada persamaan

Euler-Lagrange. Pertama turunkan L terhadap @, sehingga diperoleh

o ) ml20
96 3

. 0 . :
Kemudian turunkan —g terhadap ¢, sehingga diperoleh:

d (GL) _ ml%f
dt\ag/ 3

Kemudian turunkan L terhadap 6, sehingga diperoleh:

4% [(y — Lsin(8))* — (v + Lsin(6))*].

a0
d (0L\ 0L
e dt <69) a0 0 menjadi
mil%é - .
3 = ki cos(6) [(y — Isin(B))* — (y + Lsin(6))*]. (2.10)
Dengan cara yang sama, turunkan L terhadap y sebagai berikut:
oL .
ay Y

. oL
Kemudian turunkan % terhadap t.
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d <6L) .
dt\ay) — ™

Kemudian turunkan L terhadap y, sehingga diperoleh:

T = Ky~ L5in(@)* — (r+ Lsin(@)*] + g,
d Ly oL
Maka a(a—> — 6—3; = 0 menjadi
my = —K[(y — Isin(8))* — (y + Isin(8))*] + mg. (2.11)

Penyederhanaan dan penambahan redaman 8,6 dan &,y berturut-turut ke
persamaan  (2.10) dan (2.11), karena pasti ada faktor eksternal yang
mempengaruhi gerakan torsi maka tambahkan fungsi gaya luar f(t) ke persamaan

(2.10) diperoleh sistem persamaan diferensial orde dua sebagai berikut:

b= 2K cos(8) [(y = Lsin(8))* — (y + Lsin(@))*] - 5,68" + F(&)
mi (2.12)

K
y= ——ly=1sin(@)" + (y +1sin(6))*] = 6,y + g.
Sistem persamaan (2.12) merupakan model vibrasi dawai yang diusulkan oleh

McKenna (Ohene, 2011:22-28).

2.8 Kajian Vibrasi dalam Al-Quran

Getaran adalah suatu gerak bolak-balik di sekitar titik kesetimbangan.
Benda dikatakan berada dalam kesetimbangan apabila benda tetap diam atau
bergerak dengan kecepatan konstan. Apabila benda dalam kesetimbangan maka
resultan dari semua gaya yang bekerja pada benda tersebut sama dengan nol.
(Jonifan, dkk, 2008:155). Sehingga dapat disimpulkan benda tidak akan

mengalami getaran tanpa adanya suatu gaya. Di dalam al-Quran juga dijelaskan
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bahwa setiap ciptaan Allah Swt. tidak ada yang tidak seimbang. Hal ini

dijelaskan dalam al-Quran surat al-Mulk/67:3 yang berbunyi:

//////

yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. kamu sekali-kali tidak melihat
pada ciptaan Tuhan yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang. Maka
lihatlah berulang-ulang, Adakah kamu Lihat sesuatu yang tidak seimbang? (QS.
Al-Mulk/67:3).

Langit seperti yang tampak disusun berlapis-lapis, dan astronomi dahulu
kala sudah menjelaskan mengenai gerakan benda-benda langit itu dalam bagan
yang cukup terperinci. Apa yang sekarang menjadi persoalan di sini ialah susunan
dan keindahan ruang angkasa yang begitu luas serta benda-benda langit yang
begitu menakjubkan, berjalan menurut hukum gerak dalam ruang-ruang yang luar
biasa besarnya di dunia (Ali, 2009:1495). Kemudian Allah Swt. memerintahkan
manusia memandang langit dan bumi beserta isinya, kemudian memperhatikan
masing-masingnya dan mempelajari sifat-sifatnya. Perhatikanlah matahari
bersinar dan bulan bercahaya mana guna dan faedah sinar dan cahaya itu bagi
kehidupan seluruh makhluk yang ada. Perhatikanlah binatang, tumbuh-tumbuhan,
gunung-gunung yang tinggi, laut yang terhampar luas membiru, langit dan segala
isinya. Semuanya tumbuh, berkembang, tetap dalam kelangsungan hidupnya, serta
berkesinambungan yang mempunyai sistem. Cobalah pikirkan dan renungkan,
apakah ada sesuatu cacat atau ketidakseimbangan pada makhluk yang diciptakan
Allah Swt., hal ini menunjukkan betapa seimbangnya setiap ciptaan Allah Swt.
(Dasuki, dkk, 1990: 247-248). Selain itu dalam al-Quran surat al-Mulk/67:16 juga

dijelaskan tentang peristiwa gempa bumi yang terjadi merupakan kehendak dari

Allah Swt.. Jika dikaitkan al-Quran surat al-Mulk/67:3 dengan al-Mulk/67:16,
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maka pada mulanya bumi yang berada pada kondisi seimbang bergetar
dikarenakan kehendak dari Allah Swt.. Adapun bunyi surat al-Mulk/67:16 adalah

sebagai berikut:

P

Apakah kamu merasa aman terhadap Allah yang (berkuasa) di langit bahwa Dia

akan menjungkir balikkan bumi bersama kamu, sehingga dengan tiba-tiba bumi
itu bergoncang? (QS. Al-Mulk/67:16).

Dalam ayat ini Allah Swt. memperingatkan orang-orang kafir akan azab
yang akan menimpa mereka, apabila mereka tetap dalam kekafiran. Peringatan ini
diberikan Allah Swt. karena mereka seakan-akan merasa akan terhindar dari siksa
Allah Swt. yang akan ditimpakan kepada mereka. Pada saat Allah akan
membenamkan mereka ke dalam bumi, maka terjadilah gempa yang dahsyat yang
menggoncangkan bumi (Dasuki, dkk, 1990:446).

Dari al-Quran surat al-Mulk ayat 3 dan ayat 16 dapat disimpulkan bahwa
setiap ciptaan Allah Swt. pada mulanya merupakan ciptaan yang seimbang, tetapi
atas kehendak Allah Swt. bumipun dapat terguncang. Hal ini merupakan tanda
kebesaran Allah Swt. dan sebagai peringatan kepada manusia yang ingkar kepada

Allah Swt..
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PEMBAHASAN

3.1 Model Sudut Defleksi

Model sudut defleksi pada skripsi ini adalah model yang menggambarkan
gerak torsi dari balok yang digantung oleh dua dawai. Model yang
menggambarkan sistem gerak ini adalah model McKenna. llustrai sistem gerak

dari model McKenna akan ditunjukkan pada Gambar 3.1.

Titik l

Kesetimbangan ¢ | .

y +1sin(6)

-

()  y — Lsin(6)

6(t)
Gambar 3. 1 llustrsi Model McKenna

Dengan mengasumsikan bahwa dawai tidak pernah kehilangan
ketegangan, maka dimiliki y = Isin(8) = 0 dan (y £ 1sin(8))* =y £ 1sin(H).
Sehingga dengan mensubstitusikan (y +1sin(@))* =y +1sin(@) pada sistem

persamaan (2.12) maka diperoleh sistem persamaan diferensial sebagai berikut:

0" = 2 cos(0) [(y — Lsin(8)) — &y + Isin(0))] ~ 5,6' + F(2)
3.1)
y' =~ [y~ Isin(e) + (v +sin(e)] - 5y + g.

31
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Dari sistem persamaan (3.1) dapat disederhanakan menjadi:

.. 6K .
0 = ——cos(8)sin(8) — 6,0 + f(t)
2’}‘( (3.2)
j= 2 _s+g
y m y 2y .

Karena sistem persamaan (3.2) merupakan sistem tidak berpasangan maka
sistem (3.2) dapat diselesaikan secara terpisah, sehingga dapat dilakukan analisis
terhadap perilaku dari perubahan sudut defleksi saja maupun perilaku dari
perubahan gerak vertikal pada dawai. Model sudut defleksi dari sistem persamaan
(3.2) tersebut yang dianalisis dalam skripsi ini. Persamaan tersebut adalah:

. 6K . :

6=~ cos(6) sin(6) — 6,6+ £(©) (3.3)
Karena pada persamaan (3.3) tidak lagi masuk dalam sistem, maka &, ditulis
dengan & dan f(t) = B sin(ut) sehingga dari persamaan (3.3) menjadi:

6 = —%Kcos(e) sin() — 66 + B sin(ut). (3.4)

Pada persamaan (3.4) bentuk cos(8) sin(8) dapat disederhanakan menjadi

bentuk sudut rangkap trigonometri sebagai berikut:

) 1
cosfsing = E(sin(e + 0) —sin(6 — 9))

b, %(sin(Ze) — sin(0))

1 .
= E(Sln(29) —-0)

1
= Esin(ze).

Sehingga persamaan (3.4) dapat tulis sebagai:

6 = —:%Ksin(ze) — 80 + Bsin(ut). (3.5)
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Persamaan (3.5) adalah bentuk paling sederhana dari model matematika sudut
defleksi pada dawai.

Pada dasarnya seluruh persamaan diferensial biasa atau sistem persamaan
diferensial dapat ditransformasikan ke dalam bentuk sistem persamaan diferensial.
Tujuan dari transformasi ini adalah agar lebih mudah dalam penentuan solusi baik
analitik maupun numerik. Persamaan (3.5) adalah persamaan diferensial biasa tak
homogen orde dua yang selanjutnya akan ditransformasi ke dalam bentuk sistem
persamaan diferensial. Diperlukan pemisalan untuk mereduksi persamaan
diferensial biasa orde dua menjadi suatu sistem.

Misal : 6, = 6 dan 6, = 6, dengan menurunkan 6, dan 6, terhadap t
maka akan diperoleh 6, =6 dan 6, = 6. Akibatnya persamaan (3.5) berubah

menjadi sistem sebagai berikut:

91 = 02
. 3K 3.7
0, = ——=sin(26,) — 66, + B sin(ut). o0

6; menyatakan besarnya sudut defleksi dan 6, menyatakan kecepatan
perubahan sudut defleksi. Sehingga sistem (3.7) merupakan suatu sistem gerak
yang merepresentasikan gerak torsi dari balok. Karena bentuk dari model sudut
defleksi pada dawai (3.7) adalah sistem tak linier maka untuk menganalisisnya
periu dilakukan linierisasi. Tahap pertama yang dilakukan adalah menentukan
titik kesetimbangan dari bentuk homogennya. Titik kesetimbangan diperoleh jika
6,(t) = 0 dan 6,(t) = 0 sehingga dari sistem (3.7) akan diperoleh:

Jika 6,(t) =0 maka 6, =0.

L 3K
Jika 6,(t) = 0 maka —?sin(zel) — 56, =0. (3.8)



34

Karena 6, = 0 akibatnya persamaan (3.8) menjadi:

3K
——sin(26,) —-6-0 =0
m

3K
——sin(26,) =0
m

sin(26,) =0

20, = arcsin(0)

1
8.5\= Earcsin(o)

maka diperoleh nilai 6; = nm dengann = 0,1,2, ....

Selanjutnya titik kesetimbangan akan ditulis dengan notasi (6", 6,"). Dari hasil
perhitungan di atas diperoleh titik kesetimbangan (6;%,6,") = (nm,0) dengan
n=20123,...

Tahap selanjutnya setelah diketahui titik kesetimbangan adalah
melinierisasi persamaan kedua dari sistem persamaan (3.7) vyaitu 6,(t) dengan
menggunakan deret Taylor di sekitar titik kesetimbangan. Untuk melakukan
ekspansi Taylor cukup dibutuhkan satu titik kesetimbangan saja, maka dipilih
(6,7,6,") = (0,0). Bentuk tak linier dari persamaan tersebut diakibatkan karena
adanya bentuk trigonometri, sehingga linierisasi hanya dilakukan pada bentuk
sinusnya saja. Didefinisikan:

1. A6, =6,—-6,"=6,—0=0,.
2. N0, =6,—6,"=6,—0=0,.
Dari definisi di atas, selanjutnya bentuk sin(26,) dilakukan ekspansi dengan

menggunakan deret Taylor dan dipotong sampai suku kedua.

. d
sin(26,) = sin(26,") + @sin(zel*) (6, —60,7) + -
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~ sin(26,") + 2cos(20,") - (6, — 6,7) + ---.
Karena nilai 8, * untuk n = 0,1,2,3, ... adalah 0, maka:
sin(26;) =~ sin(0) + 2cos(0) - (B; — ;") + ---
~0+2-1-(6, —6,") + -
~2(0, —06,")+ -
Dari definisi yang diberikan yaitu A9, = 8; — 8, = 6,, maka akan diperoleh:
sin(26,) =~ 26,. (3.9)
Selanjutnya substitusikan (3.9) ke dalam persamaan 6, (t) dari sistem (3.7).
g8 = —%(291 — 80, + S sin(ut)
= —6—K€1 — 660, + B sin(ut).
m
Sehingga diperoleh sistem untuk sudut defleksi yang baru sebagai berikut:
6,= 6,
{9'2 = — %Kel — 86, + Bsin(ut). (3.10)
Sistem persamaan (3.10) dapat dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut:
0 1 0
6=| 6K -0+ (3.11)
N \ﬁ sin(ut)]

. 91- 61
dimana: @ =| | dan 6 = [ }
92_ 92
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3.2 Solusi Model Sudut Defleksi
3.2.1 Solusi Model Sudut Defleksi Tanpa Faktor Eksternal
Untuk menyelesaikan sistem tak homogen maka harus diselesaikan
terlebih dahulu bentuk homogennya. Dari sistem (3.11) diabaikan g sin(ut) yang
merupakan bentuk tak homogennya. Sehingga akan diperoleh sistem homogen

sebagai berikut:

0 1
6=| 6K 4 -0 (3.12)
e

Berdasarkan teorema 2.1 dapat dimisalkan solusi dari sistem persamaan
(3.12) adalah 8(t) = ve?* dengan v suatu vektor, dan A adalah suatu nilai skalar.

Dari pemisalan diperoleh 8'(t) = Ave?t. Selanjutnya substitusikan @ dan @’ ke

dalam sistem (3.12).

0 1
Misalkan: A =| 6K )
— F -0
maka diperoleh:
6 = A6
Ave™ = Ave™
Av = Av
Av—Av = 0
AUI-Av = 0 (3.13)

Dari pemisalan solusi sistem persamaan diferensial di atas, diperoleh
persamaan (3.13) yang tidak lain adalah hubungan nilai eigen dan vektor eigen.
Jadi untuk memenuhi persamaan (3.13) haruslah A adalah nilai eigen dari A dan v

adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan A. Selanjutnya untuk mencari solusi
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dari model sudut defleksi pada dawai, harus dicari nilai eigen dan vektor eigen

dari matriks A.

0 1
Diketahui: A = 6K sl
-— -

maka nilai eigennya adalah:

det(A—-AI) = O

o Lt 1 0]
det 6K —A =J 10
Pk i M e
0 1 vl
det 6K = =0
e O1rLol
-1 1N
det 6K = 0
— — O 1
m |
6K
(—/1(—5—/1))—(——) = 0
m
Gr+22)+— = 0
A a5y 18U
2 = —51\[52—4'1'6—1(
1,2 m
> :
Maka nilai eigen dari A adalah:
11: 2 dan 12: 2

Selanjutnya dapat dicari vektor eigen yang bersesuaian dengan A,dan A,.



6K

6K

——1v, — 0V
L m 1 2_
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[ 24K\ |
| Gl
\ i /VI
[s2_ 24K '
6K /6+ 62——\
|—— v, | m

Berdasarkan kesamaan letak elemen matriks maka diperoleh dua

persamaan sebagai berikut:

W
SN,

B m s+ |52 24K
(o 12K m K1
24K

0+ [62——— v, =5
m

Misalkan : v, = ~13K

1 24K
maka: 172:5 -6 + 52—7 So

Sehingga diperoleh:

vy 1|
=11 24K \ |
—| =6+ |62 ——— |5
vy 2 m J
1 ]
I
= 24K \|s.
| =5 52— |
2 m J




Misalkan: p = ’52 _ 24K maka, v = l
m
24K
Untuk _6_«/52__m
A, = :

2

maka:
A-ADu =
Au—ALu =

Au =
Uy
LJ

U,
6K ] >

0 1

——u1 - 5u2
m

U

6K 5
|~ — 0y

6K

1
-5+ P|

2

40
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[ 24K\ ]
wy - /6 \/52—7\

\: )
6K /5 |52 - 22K
M \E‘T/“Z

Berdasarkan kesamaan letak elemen matriks maka diperoleh dua

persamaan sebagai berikut:

1 24K
maka: u, ==| -6 — |62 ———]s.
2 m
Sehingga diperoleh:
Uy ° 1|
= 24K\ |
~|-6- |62 ——|s]|
Uy 2 m J
1 ]
I
= 24K \|s.
| —5- |62 -—"T |
2 m J
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1
Misalkan: p = [§2 — 24_K maka, u = |-§ — P|.
{ m 2

Setelah diperoleh bentuk umum dari nilai-nilai eigen dan juga vektor-
vektor eigen, terdapat tiga kemungkinan bentuk dari nilai-nilai eigen dan vektor-
vektor eigen yang bersesuaian, hal ini mengakibatkan terdapat kemungkinan tiga
bentuk solusi untuk sistem persamaan diferensial homogen sudut defleksi. Berikut
kemungkinan-kemungkinan tersebut:

A. Nilai Eigen Real Berbeda

Nilai-nilai eigen dari model sudut defleksi akan bernilai real berbeda jika

nilai dari 5° _&lk >0, sehingga akan nilai eigen akan menjadi:
m

Berdasarkan teorema 2.5 solusi dari model sudut defleksi adalah sebagai berikut:

O(t) == vClellt + uCle/lzt

L —5+P, L ~6-P,
0(t) =|-6+P|Cie" 2 "+ |-§5—P|Cre 2 (3.14)
2 2
24K
dengan p= [§2 -
m

Untuk mendapatkan nilai C; dan C, dari solusi diperlukan nilai awal dari
0, (t) dan 6,(t). Misalkan diberikan nilai awal sebagai berikut, 8, (0) dan 6,(0).
Dengan mensubstitusikan nilai awal pada persamaan (3.14), maka diperoleh hasil

berikut:
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6:(0) = C; + C;
P—6 P+6 (3.15)

6,(0) = ——C; = ——Cz.

Untuk memperoleh nilai C; dan C, digunakan metode eliminasi pada sistem (3.15)
sehingga diperoleh:

_ (P+5)6,(0) +26,(0)

_ (P -6)6,(0) — 26,(0)
1 op - .

Dan C, >p

(3.16)

Dengan mensubtitusikan (3.16) ke dalam persamaan (3.14), maka akan diperoleh
solusi partikular untuk model sudut defleksi homogen.
B. Nilai Eigen Real Kembar

Nilai-nilai eigen dari model sudut defleksi akan bernilai sama (kembar)

jika nilai dariéz—%zo, hal ini berakibat hanya diperoleh satu vektor eigen

m
1
&

Sehingga hanya akan diperoleh satu solusi untuk sistem persamaan diferensial

yaitu:

model sudut defleksi yaitu:
i
9,
0,(t) = I 5] Cie 2",
_—

Berdasarkan teorema 2.6, untuk memperoleh solusi yang kedua digunakan

8

formula sebagai berikut, 8,(t) = C,(ut —n)e 2", sehingga harus ditemukan n

yang memenuhi persamaan (4 — AI)n = u.
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0 1 -_é 0 (1]
6K ~| 2 5 n—|_¢
I 2
5 L] 1
2 TIZ S
_6K ¢ 2
m 2
5 _1
_E 1 1
i =S Nsl 2
T 2]
5
1
1 |73 1
T~ 52 6K|6K 6| | N8
47 mly, Tall 2

fl-

Sehingga diperoleh solusi yang kedua untuk model sudut defleksi yaitu:

1 0
0,(t) = C, 5t+“
-2 .

Karena kombinasi linier dari solusi merupakan solusi maka diperoleh solusi dari

sistem persamaan diferensial model sudut defleksi yaitu:

0(t) = 6,(t) + 0,(t)

1
0(t)=| 6|Ce” 2 + C, ]t+\ ‘ (3.17)
2
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Dengan nilai awal yaitu 6,(0) dan 6,(0), dan diterapkan pada persamaan
(3.16) sehingga akan diperoleh nilai C; dan C, dari solusi model sudut defleksi
homogen kasus nilai eigen kembar.
6,(0) = C,
6,(0) = —gcl + C,.
Maka diperoleh
C, =6,(0) + 291(0).

Sehingga diperoleh nilai C; dan C, sebagai berikut:

¢, =6,(0) dan C, = 6,(0) + gel (0). (3.18)

Dengan mensubtitusikan (3.18) ke persamaan (3.17), maka diperoleh solusi
partikular untuk model sudut defleksi homogen kasus nilai eigen real kembar.
C. Nilai Eigen Kompleks

Nilai-nilai eigen dari model sudut defleksi akan bernilai kompleks jika
- o 24K ' . o
nilai dari 6°———<0, sehingga diperoleh nilai eigen kompleks dengan
m

konjugatnya.

—5 + Qi
—

/11,2 =

Serta diperoleh vektor eigen kompleks yang bersesuaian adalah

1 1 0
U, =|=6% Qi] = I—(S] *i IQ]
2 21 12

’241(
dengan Q = |— — §2.
m
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Berdasarkan teorema 2.7 bagian real dan bagian imajiner merupakan

solusi. Akibatnya diperoleh dua solusi yaitu:

0,(t) = Re(8(t)) = e‘gt <[;] oS (g t) — [;] sin (g t))
2 2

dan
s ([ Q O Q
8,(t) = Im(6(t)) = e‘zt< _5] sin (5 t) + Q] Ccos (5 t))
2 2

Karena kombinasi linier dari solusi merupakan solusi maka diperoleh solusi

umum homogen untuk model sudut defleksi adalah sebagai berikut:

s, cos sm
0(t)=e2| G _g Qt _ Qt Cz 5 /0t
7COS( sm (3)
(3.19)

/241(
dengan Q = |— — §2.
m

Dengan nilai awal yaitu 6,(0) dan 6,(0), dan diterapkan pada persamaan
(3.19) sehingga diperoleh nilai C; dan C, dari solusi model sudut defleksi

homogen kasus nilai eigen kompleks.

0,(0) = C;
4 Q
92(0) = _Ecl +EC2
Maka diperoleh
20,(0) + 66,(0)
2 = Q "

Diperoleh nilai C; dan C, sebagai berikut:
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26,(0) + 56,(0)
7 .

Dengan mensubstitusikan (3.20) ke dalam persamaan (3.19), maka akan diperoleh

c; =6,(00) dan C, =

(3.20)

solusi partikular untuk model sudut defleksi homogen kasus nilai eigen kompleks.
3.2.2 Solusi Model Sudut Defleksi dengan Faktor Eksternal

Model sudut defleksi jika ditambahkan faktor eksternal, maka model
tersebut akan menjadi sistem persamaan diferensial tak homogen. Untuk
menyelesaikan sistem persamaan ini, berdasarkan teorema 2.9, maka terlebih
dahulu diselesaikan model homogennya. Karena terdapat tiga kemungkinan solusi
pada bentuk homogennya, akibatnya solusi model sudut defleksi tak homogen
juga memiliki tiga kemungkinan bentuk solusi, yaitu:
A. Nilai Eigen Real Berbeda

Solusi umum model sudut defleksi homogen dengan nilai eigen real
berbeda telah diperoleh pada persamaan (3.14). Kemudian persamaan tersebut

dapat dituliskan kembali dalam bentuk lain yaitu:

0,(t) = P

dengan p = [§2 _24_K
m

Dari solusi homogennya diperoleh matriks M yang kemudian akan dicari M~!

dan [ M~ f(t) untuk menentukan solusi dari bentuk tak homogennya, dengan

0= [/3 sin(ut)l'
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Diketahui bahwa untuk mendapatkan invers dari M digunakan rumus sebagai

berikut:

¥ g e _8+P .7
> e 2 —e 2
1
-1 —
M= pesr
d—P —6+P, P-5,
5 e 2 e 2

Selanjutnya kalikan M~ dengan f(t), sehingga diperoleh matriks berikut:

O+P _6+P §+P, 7
=3 3 7R
8t 2
Mf(t) = ——
A p lﬁ Sin(ut)l
0 — P -6+/P P-5
> e 2 £ eTt

5 _—e_ST_Ptﬁ Sin(ut)]l

—5+P
e~z ‘Bsin(ut) |
Setelah diperoleh matriks M1 £(t) selanjutnya hitung [ M~1f(t) dt.

—(6+P)
5| = ‘B Sln(ut)]

P
|
- S
lef(t)dt—j P| {dt
[ e ,Bsm(ut) J
e 2 ,BSIn(ut)]

-
=5)] &
[ ePerS B sin(ut) J

"UII—‘

Karena integral dari matriks tidak lain adalah integral dari elemmen-elemennya

maka dapat dihitung secara terpisah dari tiap-tiap elemennya.
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_ B(8 — P 5—
J—eSTPt,B sin(ut) dt —'l[l—;e z ‘cos(ut) — (2” )Jcos(ut) "7 tdt

Hasil integral parsial dari perkalian eksponen dengan sinus masih terdapat
perkalian eksponensial dan cosinus maka harus diintegralkan lagi sampai kembali

ke bentuk perkalian eksponen dan sinus.

&P, p s p(6—P) (1 5P,
—e 2 'Bsin(ut) dt = —e 2 ‘cos(ut) - ——= <e2 sin(ut) —
j B sin(u p I Ty, (ut)
9P [ in(ut S_Tptdt)
20 sin(ut) e .
Setelah dijabarkan bentuk di atas menjadi:
5— 5- §—P) s-p
j—e z ‘Bsin(ut) dt = ge z “cos(u t)—ﬁ(z—uz)eTtsin(yt)+

(5—13)2] o =
B 20 sin(ut) e .
Dengan mengumpulkan suku yang mengandung integral menjadi satu ruas maka

diperoleh persamaan sebagai berikut:
2

f N\ ssings dt—ﬁ(‘sz;up) f O

es%Pt cos(ut) —'8(5; )66;P Esin(ut).

T I

Kemudian diterapkan sifat distributif, sehingga diperoleh:

<1 + (52_“ ) )f —e(szitﬁ sin(ut) dt = gesz;lp't (cos(yt) - 52_“13 Sin(ut)).

Hasil akhir dari integralnya adalah sebagai berikut:

5P

J T psinguy e = 2670 (o os(u) — (5 - P)sinGue)
4z + (6 — pyz W o
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Setelah diperoleh hasil integralnya, kemudian dikalikan dengan —%. Sehingga

diperoleh:

1 8=p, . — Zﬁea%Pt((S — P) sin(ut) — 2u cos(ut))
_ 2 dt =
P j e 2z Bsin(ut)dt G+ 5= PP

dengan p = [§2 — 24_K
m

Kemudian akan dihitung integral dari elemen kedua dari matriks M~1f(t), yaitu

P46
e 2 ‘Bsin(ut). Dengan cara yang sama pada pengintegralan elemen pertama,

maka diperoleh:
5
P+_6t i _ Zﬂep%t .
f e 2z "Bsin(ut) dt = m((P + 8) sin(ut) — 2p cos(ut)).

. | 4 ! 1 i .
Setelah diperoleh hasil integralnya, kalikan dengan _ﬁ' Sehingga diperoleh:

L e _ 286”7 (24 c08(ut) — (P + 8) sin(ut))
Pj e B sin(ut) dt G+ (PP

Sehingga hasil integral [ M~1f(t) dt adalah sebagai berikut:

_ZﬁeS%Pt(@ — P)sin(ut) — 2u cos(yt))_
(4u? + (5 — P)?)P
j M-1f(t) dt =
2pe 2 (2 c0s(ut) — (P + &) sin(ut))
(4u? + (P +6)?)P
24K

dengan p= [§2 -
m

Berdasarkan teorema 2.9, untuk memperoleh solusi sistem tak homogen

digunakan rumus berikut:
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o(t) =M [gﬂ + MJM‘lf(t) dt

0(t) = 0,(t) + 0,(¢).

Sehingga terlebih dahulu dicari hasil dari 8,,(t) = M [ M~ 1f(¢)dt.

_5+4P _gif _2ﬂ€6;—Pt((5—P)Sin(ut)—2u cos(ut))_
2zt ez (4% + (6 — P)2)P

| e 1
0p=|_5+P -6+P, —§ — P|
[ 2 MtJ

2e 2 2/36%%(2# cos(ut) — (P + &) sin(ut))

(4u? + (P +6)*)P

2B((8 — P) sin(ut) — 2u cos(ut)) N 2B2p cos(ut) — (P + 8) sin(ut))
(4u2 + (6 — P)*)P (4u2 + (P +6)*)P

]
|
|

B((8 — P)sin(ut) — 2u cos(ut)) S+P 4B (# COS(ﬂt)— sm(ut) J
@u? + (8 — P)2)P 2 Gz + (P + 5)2)p

Setelah menyamakan penyebut dan menyederhanakan bentuk di atas diperoleh

matriks sebagai berikut:

4 ((52 — 4u?) sin(ut) — 4ué cos(;u)) T
Pl Gz vG-rD@i+ (o))
0,(t) =

p (62 — P2 — 4p?)u cos(ut) + 46u? sin(ut)
ﬁ( @2+ 0 — P)D) (42 + (P +0)7) )

Sehingga solusi umum untuk model sudut defleksi dengan faktor eksternal adalah:

0(t) = 6,(t) + 6,(t)

—6+P, —6-P, 1 (6% — P2 — 4u2) sin(ut) — 4us cos(ut)\
IR K ( e T ))
0= | |+
P-4 eﬂt _65_ p llC Jl 48 ((62 — P%2 — 4u?)ucos(ut) + 48> sin(,ut))
Pl (42 + (8 = P)2)(4u? + (P + 8)?)

(3.21)

Dengan p = ’52 — 24_](,
m
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Dengan nilai awal yang sama yaitu 6, (0) dan 6,(0), dan diterapkan pada
persamaan (3.18) sehingga diperoleh nilai C; dan C, dari solusi model sudut

defleksi tak homogen kasus nilai eigen real berbeda.

(0,0)=c, +C, + =l
| T TR T @+ (6P @ + (P +6)?)

3.22
ooy 2 20 apu (25— 2 o2
1820 =76 ~— 2" g2 + (6 — PY2)(4? + (P + 6)2)

Kemudian untuk memperoleh nilai C; dan C, eliminasi persamaan-persamaan dari

sistem (3.22), maka diperoleh nilai dari C; dan C, sebagai berikut:

_C+ 80,0 +26,0) 4 (G — ) + Bpus(p — 8)
L 2P  P(42 + (5 — P)2) (4% + (P + 6)?)

(3.23)

_ _20,(0) — (P - 8)6:(0) Apu (247[( 1 4u2) +8Bus(P — §)
? - 2p P + (5 — PY2) (42 + (P + 0)2)

Dengan mensubstitusikan nilai C; dan C, ke dalam persamaan (3.21), maka akan
diperoleh solusi partikular untuk model sudut defleksi tak homogen kasus nilai
eigen real berbeda.
B. Nilai Eigen Real Kembar

Adapun solusi untuk model tak homogen pada kasus nilai eigen kembar
adalah sebagai berikut. Telah dimiliki solusi homogen persamaan (3.17) yang

dapat dituliskan kembali menjadi:

Pk ‘ H
_edt|—s -6
M

Sehingga akan diperolen M~1 adalah:




53
Maka dapat dihitung perkalian matriks M~ dengan f(t).

M) = 1 (%St + 1) —t \ 0 ‘ _ egt \—tﬁ Sin(ut)‘
_S, 1) : .
ez > 1 [ LB sin(ut) B sin(ut)

Sehingga integral dari M~ f(¢t) terhadap t adalah:

—jegttﬁsin(ut) dt
jM‘lf(t) dt = 5
ez' B sin(ut) dt

Kemudian dihitung integral dari masing-masing elemen dari M~ f(t).

6

)
~ j e2'tB sin(ut) dt — Pe?
u

cos( t) 3 [}
i t62t+62t) dt

cos( t) — Bj

8
s : 2t 5 P
| j = i el g ﬁeu cos(ut) — g—yf cos(ut) t e2" dt

8
—g] cos(ut) ez'dt

[

& 2* g
— j ezttﬁ Sln([,tt) dt — wcos(ﬂt) = @ <£ eft Sin(ﬂt)
u 2\

)

sin(ut) (6 8, 8 B[ ez
—j 7 (Et62t+62t>dt>—;<5z
i}

(g cos(ut) + u sin(yt))

)
) . 2t g
—Jezttﬁ sin(ut) dtzﬁe: £ cos(ut) —f—;teftsin(ut) +

ps?

8 BS [ 9.
) 2Jez t sin(ut) dt+-5 2Jez sin(ut) dt —
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T
@
N
o~

52 (g cos(ut) + u sin(ut))

8

52 5t
B <1 * 4p2 )]ez tBsin(ut) dt — pez y tcos(ut) — ﬁ—itez sin(ut) +

9,
b )

2
S
i Ecos(yt) + 1 sin(m))

5 TR
—jeittﬁsin(ut) de \* u(%ﬂﬂ)

9
pez" cos(ut) +

)
Bez" sin(ut).

Setelah disederhanakan maka diperoleh hasil dari integralnya sebagai berikut:

5, W B Aut 16ud
—fez tp sin(ut) dt= (52 .y ~ 7+ 4 2)2) Bezt cos(ut) +

4(8% —4p*) 26t 8,
((52 + 4p2)? 52+ a2 Bez" sin(ut).

[
Kemudian integralkan elemen kedua dari vektor M~1f(t), yaitu ez‘g sin(ut).
Dengan cara yang sama pada pengintegralan elemen pertama, maka diperoleh

hasil sebagai berikut:
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9
J egtﬁ sin(ut) dt = ﬁ (gsin(ut) —u cos(ut)).

Sehingga hasil dari integral M~ f(t) adalah:

fM‘lf(t) dt =
[( 4wt 16us 4(6% — 4u?) 2t ) ]
5 I(az a2 07+ 4u2)2> oSt *+\ Gz apzye ~ 57+ 4z ) SN0
pe2’| > |
| —(V(Esm(ut) L ucos(yt)) |
| RN |

Setelah diperoleh integral dari M~1f(t), hasilnya dikalikan dengan M. Dimana

hasil perkalian tersebut merupakan solusi untuk @, (t).

1 t
el

7 (7
[( Aut 16u6 4(6% — 4u?) 26t . ]
(G a2 (6% + 4u2)2> oslut) + \ Gz a5+ az) )|

B 7 Vi |
| —52<§sm(,ut) - ucos(yt)) |
| W+ |

Maka solusi tak homogen untuk model sudut defleksi dengan nilai eigen berulang

adalah:

B 1 t C, 1 t
o=t gl g
)

[(4ut  16u 46— 26t \ ]

; I (5= ap? (67 + 4u2)2) A\ R e e sm(ﬂt)I
1 0

| S (ESin(ut) —u cos(ut)) |

| W+ |

(3.24)
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Dengan nilai awal yaitu 8,(0) dan 6,(0), dan diterapkan pada persamaan
(3.24) sehingga akan diperoleh nilai C; dan C, dari solusi model sudut defleksi tak

homogen kasus nilai eigen kembar.

6,(0) = C, +(—ﬂ>ﬁ

(62 +4w?)°
) 4u 8ué?
0 =-3G+6—F (52 +4u? (6% + 4u2)2>'

Kemudian dengan menggunakan metode substitusi akan diperoleh nilai C; dan C,

sebagai berikut:

16ué
(0) + ((62 N 4#2)2> B

(3.25)

Cz=92(o)+§91(0)+/3< u £ )

52+ a2 (62 + 4p)2
Dengan mensubstitusikan nilai C; dan C, ke dalam persamaan (3.24), maka akan
diperoleh solusi partikular untuk model sudut defleksi tak homogen kasus nilai
eigen real kembar.
C. Nilai Eigen Kompleks

Adapun solusi tak homogen pada kasus nilai eigen kompleks adalah
analog dengan kasus nilai eigen real berbeda maupun nilai eigen berulang. Dari
hasil solusi homogennya yang diperoleh pada persamaan (3.19), dapat dituliskan

kembali menjadi:

] () o (39 N
On(t) = _76COS (%t) —%sin(%t) _76Sil’l (%t) +%cos (%t) G
M

Sekarang dapat ditentukan hasil dari M1,
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et :e_%t —65in(%t)+Qcos (%t) —2sin (%t) |
q 6 cos (gt> + Qsin(%t) 2c0s (gt>
Kemudian mengalikan M~ dengan f(t).
e_%bcos(%t)—dsin(gt) —Zsin<%t> [ 0 ]
¢ |6 cos (g t) + Qsin (g t) 2c0s (g t) B sin(ut)
§ —23 sin (g t) sin(ut)
Zﬁ coS (g t) sin(ut) ‘

Mf(t) =

n

M7f(t) =

Kemudian mengintegralkan M~1£(t) terhadap t.

. E_f e sin(g )sin(ut)dt]l
fM f@®dt = 0 |
f292 cos sm(ut) dtJ

e ) g
2 foan{(Ze ) - an(@ o)

Dengan cara yang sama dengan integral dari perkalian eksponen dengan

trigonometri pada bagian nilai eigen real berbeda, maka akan diperoleh:
fM‘lf(t) dt =

Soos (G +0)e)+ G rmsin((§)e) (Soos((G-n)e)+ G -msn((§-0)e))

( ( |
¢ gsn((§+1)) -G rmeos(Bme) (Sn((8-n)e) - (§-r)ens((E-)1))
( 2 2 ( 2 2
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Untuk memperoleh solusi partikular tak homogennya kalikan M dengan hasil
[M~1f(t)dt.

M(®) f M Of) =5 cos (g t) sin(g t) |
Q _76005 (g t) - gsin (§t> ?sin (%&) + gcos (§t>

Sehingga diperoleh solusi tak homogen untuk model sudut defleksi sebagai

berikut:

2 . (Q
= —ét €08 (E t) g <§ t) [Cl]
0(t)=e2 [—5003<Qt)_Qsin<gt) ?sin<gt)+gcos<gt) C, +

2 2

L o8 in(%

_75003 (gt) x Qsin(%t) ?sin(%t) +gcos (gt)] |

gcos <(g+,u) t) + (g+,u) sin<(%+y) t) _gcos<(g—u) t) P (g—#) Sin((g—#) f)-

©) +(G+n) @) +(§-n
ﬁsm<<%+ﬂ>t)z— %w)c;s((w)t)_%sm<<%—u>t)z— %—/oc;s((%—u)t)
©) +(§+w) ©) +(3-w)

(3.26)
Dengan nilai awal yaitu 8,(0) dan 6,(0), dan diterapkan pada persamaan
(3.26) sehingga diperoleh nilai C; dan C, dari solusi model sudut defleksi tak

homogen kasus nilai kompleks sebagai berikut:

B ( 26 26 )

6,(0) = C, T o\GTT Q20?2 T 52+ (0 — 202
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ooy Sp Q. PO 25 25
20 =30+ 30 T Fro-20

E 2Q0 +4u N —2Q +4u
2\ +(Q+2u? 2+(Q-2u)2?)

Dengan menggunakan substitusi maka diperoleh nilai C; dan C, sebagai berikut:
B ( 20 28 )
Q\82+ (Q+2w)? 62+(Q—2w?

o 20200 +66,(0) B ( 20 +4uQ 202 — 4uQ
2 Q S Q2\62+(Q+2w)? 52+ (Q-2w?)

¢, =6,(0) —
(3.27)

Dengan mensubstitusikan nilai C; dan C, ke dalam persamaan (3.26), maka
diperoleh solusi partikular untuk model sudut defleksi tak homogen kasus nilai

eigen kompleks.

3.3 Interpretasi Grafik dan Potret Fase

Dengan K = 3,75; m = 657,3; 6§ = 0,01; 8 =0,04; u = 1,6; nilai awal
. .o, 24K .
0,(0) =1,2; 6,(0) = 0; t = [0,2000]. Akibatnya nilai 5° ————<0. Sehingga
m

solusi yang digunakan adalah solusi dengan nilai eigen kompleks persamaan

(3.19) untuk solusi homogen dan persamaan (3.26) untuk solusi tak homogen,

Untuk menggambar solusi homogennya substitusikan parameter-parameter yang

diberikan pada solusi (3.19) dan untuk memperoleh nilai C; dan C, substitusikan

parameter-parameter pada persamaan (3.20), sehingga diperoleh solusi berikut:
0,(t) = e~2005¢(1,2c0s(0,18494t) + 0,03244sin(0,18494t))

. (3.28)
0,(t) = —0,2221e~005¢ 5in(0,18494¢).
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Dengan t € [0,2000], maka diperoleh grafik solusi dari persamaan (3.28), yaitu:

A

e | ! I !
100a 1500 2000 i 300 1000 1500 2000

05 oed

14

(@) (b)
Gambar 3.2 (a) Grafik Solusi 8, (t) Nilai Eigen Kompleks Tanpa Faktor Eksternal dengan
K=3,75;m =657,3;6=0,01;0,(0) = 1,2; 6,(0) = 0, (b) Grafik Solusi 8,(t) dengan
Bantuan Program Maple

0,10 4
0,1

0,05 -

T T 1 T T T 1
S0 1000 1500 2000 S0 1000 1500 2000
i f

-0,05
-0,1

~0,10

-0,2 4 -0,15

() (b)
Gambar 3.3 (a) Grafik Solusi 8, (t) Nilai Eigen Kompleks Tanpa Faktor Eksternal dengan
K =3,75;m =657,3;6 =0,01;0,(0) = 1,2; 6,(0) = 0, (b) Grafik Solusi 8,(t) dengan
Bantuan Program Maple

Kemudian untuk menggambar grafik solusi tak homogennya substitusikan
parameter-parameter yang telah diberikan di atas ke dalam solusi (3.26) dan untuk
nilai konstanta C; dan C, substitusikan parameter pada persamaan (3.27).

sehingga diperoleh hasil sebagai berikut:
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0, (t) = e~2005¢(1,2001 cos(0,184t) + 0,1694 sin(0,184t))
+ ¢0s(0,184t) (0,00016 cos(1,784t) + 0,0605 sin(1,784t)
— 0,00027 cos(1,415t) — 0,0764 sin(1,415t))
+ sin(0,184t) (0,00016 sin(1,784t) — 0,0605 cos(1,784t)
+0,00027 sin(1,415t) — 0,0764 cos(1,415t))
0, (t) = e~°005t(0,025 cos(0,184t) — 0,222 sin(0,184¢)
(3.29)
+ 0.01081(—0,005 cos(0,184¢t)
— 0,184 5sin(0,184t))(0,0015 cos(1,784t) + 0,560sin(1,784t)
—0,0024 cos(1,415t) — 0,706sin(1,415t))
+ 0.01081(—0,005sin(0,184t)
+ 0,184 cos(0,184t))(0,0015sin(1,784t) — 0,560 cos(1,784t)

+ 0,0024 sin(1,415¢t) — 0,706 cos(1,415t))

Dengan t € [0,2000] maka diperoleh grafik solusi dari persamaan (3.29) sebagai

berikut:

0,5

D T T T 1
e ] i} 1000 1500 2000
i

-0,5 1
] -0,5

1 i
(@) (b)
Gambar 3.4 (a) Grafik Solusi 8, (t) Nilai Eigen Kompleks dengan Faktor Eksternal dengan
K=3,75,m=657,3;6=0,01;=0,04;, u=1,6,0,(0) =1,2;0,(0) =0
(b) Grafik Solusi 84 (t) dengan Bantuan Progam Maple
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Gambar 3.5 (a) Grafik Solusi 8, (t) Nilai Eigen Kompleks dengan Faktor Eksternal dengan
K=3,75m=657,3;6=0,01;=0,04; u=1,6;0,(0) =1,2;0,(0) =0
(b) Grafik Solusi 8, (t) dengan Bantuan Progam Maple

Dari grafik solusi Gambar 3.2 dan 3.4 serta Gambar 3.3 dan 3.5 terlihat
bahwa pada kasus nilai eigen kompleks dengan faktor eksternal tidak memiliki
pengaruh yang besar terhadap besarnya sudut defleksi pada model vibrasi dawai.
Tetapi grafik dengan faktor eksternal setelah turun menuju ke nol, grafik masih
berfluktuasi di sekitar nol. Pada Gambar 3.2 dan 3.4 yang menyatakan besar
sudut defleksi pada saat t, titik maksimum dari keduanya tidak lebih dari 1,5
radian serta kecepatan perubahan sudut tiap satuan waktu t yang ditunjukkan
Gambar 3.3 dan 3.5 nilai maksimumnya tidak lebih dari 0,3 radian per t. Pada
kasus nilai eigen kompleks ini solusi dari model yang telah dilinierisasi memiliki
eror yang tidak besar jika dibandingkan dengan grafik solusi dengan bantuan
maple. Kemudian jika massa m ditambah menjadi 900000 kg sehingga nilai

52 24K =0 akibatnya solusi yang digunakan adalah solusi homogen untuk nilai

m
eigen kembar persamaan (3.17) dan persamaan (3.24) untuk tak homogen.
Dengan parameter-parameter yang tetap kecuali massa yang bertambah yaitu,

K = 3,75; m = 900000; 6§ = 0,01; f = 0,04; u = 1,6; dan nilai awal 6,(0) =
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1,2 dan 6,(0) = 0 subtitusikan ke persamaan (3.17) untuk solusi homogen dan
substitusi ke (3.18) untuk nilai C; dan C,nya. Sehingga diperoleh:

0,(t) = e=0005¢(1 2 + 0,006t)

(3.30)
8,(t) = e~0005t(—0 006 + 0,006(—0,005¢ + 1)).
Dengan t € [0,2000], maka grafik solusi untuk persamaan (3.30) adalah:
(@) (b)

Gambar 3.6 (a) Grafik Solusi 8, (t) Nilai Eigen Real Kembar Tanpa Faktor Eksternal dengan
K =3,75; m =900000; 6 =0,01;0,(0) =1,2; 6,(0) = 0 (b) Grafik Solusi 8,(t) dengan
Bantuan Progam Maple
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—~0,0004 4

-0,0010 4
J -0,0006 4

00015 4 -0,000% o

-0,0010

—-0,0020 -

-0,0012 4
(a) (b)
Gambar 3.7 (a) Grafik Solusi 8,(t) Nilai Eigen Real Kembar Tanpa Faktor Eksternal dengan
K =3,75; m =900000; § =0,01; 6,(0) =1,2; 8,(0) = 0 (b) Grafik Solusi 8,(t) dengan
Bantuan Progam Maple
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Untuk grafik solusi tak homogennya substitusikan parameter-parameter ke
persamaan (3.24) dan substitusikan parameter ke persamaan (3.25) untuk
memperoleh nilai C; dan C,, sehingga diperoleh:
6,(t) = e0095t(1 2001 + 0,031¢) + 0,04(0,625¢t — 0,00244) cos(1,6t)
—0,04(0,39 + 0,00195) sin(1,6t)
+ 0,0156¢(0,005 sin(1,6t) — 1,6 cos(1,6t))
0,(t) = e70005t(0,025 —15-107%t) — 2 (3.31)
-107%(0,625t — 0,0024) cos(1,6t)
+0,04(0,00195 + 9,76 - 106¢) sin(1,6¢)
+ 0,0156(1 — 0,05t)(0,05sin(1,6t) — 1,6 cos(1,6t)).
Dengan t € [0,2000], maka diperoleh grafik solusi untuk persamaan di atas

sebagai berikut:

3,5
2.5 ]

0,5

0 500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000

I3
(@) (b)
Gambar 3.8 (a) Grafik Solusi 84 (t) Nilai Eigen Real Kembar dengan Faktor Eksternal dengan
K =3,75;m =900000; 6§ =0,01;8=0,04; u=1,6;0,(0) =1,2;0,(0) =0
(b) Grafik Solusi @, (t) dengan Bantuan Program Maple



65

0,04 4 0,04

003 ooz

0,02 o N B RIRR ligdl ( N-R00 SERY BAGRE (R 1L

0,01 - L 1=
0,01 4 1=

T T T 1
500 1000 1500 2000
~0,01 1
-0,01 1

0,02 1
-0,02 1

(@) (b)
Gambar 3.9 (a) Grafik Solusi 8, (t) Nilai Eigen Real Kembar dengan Faktor Eksternal dengan
K =3,75;m =900000; 6 =0,01; 8 =0,04;u=1,6;6,(0)=1,2;60,(0)=0
(b) Grafik Solusi 8, (t) dengan Bantuan Program Maple

Setelah massa ditambah terlihat pada Gambar 3.6, grafik turun dan menuju
nol, tetapi model dengan faktor eksternal yang ditunjukkan pada Gambar 3.8
grafik naik hingga dua kali nilai awal. Tetapi, grafik hasil linierisasi dan grafik
hasil bantuan program maple memiliki perbedaan dimana grafik linierisasi
berjalan menuju nol, sedangkan grafik dengan bantuan maple berjalan menuju
nilai 3,1. Sedangkan kecepatan perubahan sudut yang ditunjukkan pada Gambar
3.7 dan 3.9 terlihat faktor eksternal memiliki pengaruh yang besar terhadap
fluktuasi dari grafik, grafik 6,(t) hasil linierisasi dan hasil bantuan program

maple tidak memiliki perbedaan yang besar. Kemudian jika m ditambah menjadi

9500000 mengakibatkan &2 rLl >0 , dengan parameter-parameter yang tetap
m

kecuali massa yang bertambah vyaitu, K =3,75; m =950000; &§ = 0,01,
B =0,04; u=16; dan nilai awal 6,(0) = 1,2 dan 6,(0) = 0 subtitusikan ke
persamaan (3.14) untuk solusi homogen dan substitusi ke persamaan (3.16) untuk

nilai C; dan C,nya. Sehingga diperoleh:



6,(t) = 3,215 700038t _ 2 015 ¢~00061t
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(3.32)

0,(t) = —0,0123 ¢0.0038t 4 0 0123 ¢~0.0061¢

Dengan t € [0,2000], maka diperoleh grafik solusi untuk persamaan di atas

sebagai berikut:
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Gambar 3.10 (a) Grafik Solusi 84 (t) Nilai Eigen Real Berbeda Tanpa Faktor Eksternal dengan
K =3,75; m =950000; 6 =0,01; 6,(0) = 1,2; 6,(0) = 0, (b) Grafik Solusi 8, (t) dengan

Bantuan Program Maple
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Gambar 3.11 (a) Grafik Solusi 6, (t) Nilai Eigen Real Berbeda Tanpa Faktor Eksternal dengan
K =3,75; m =950000; § = 0,01; 6,(0) =1,2;0,(0) =0, (b) Grafik Solusi 8,(t) dengan

Bantuan Program Maple

Untuk grafik solusi tak homogennya substitusikan parameter-parameter ke

persamaan (3.21) dan substitusikan parameter ke persamaan (3.23) untuk

memperoleh nilai C; dan C,, sehingga diperoleh:
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01 (t) = 449,46e~00038t — 448 46¢~00061t — 90,0156 sin(1,6t) — 9,7 - 107> cos(1,6t) ( )
3.33

0,(t) = —1,731e7000338t + 2 756¢-0.0061t _ 00249 cos(1,6t) + 1,5+ 10~* sin(1,6¢)

Dengan t € [0,2000], diperoleh grafik untuk persamaan (3.33) sebagai berikut:

A
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0 50 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000

i i3
() (b)
Gambar 3.12 (a) Grafik Solusi 84 (t) Nilai Eigen Real Berbeda dengan Faktor Eksternal dengan
K =3,75;m = 950000; 5 =0,01; 8 = 0,04, u = 1,6, 6,(0) = 1,2; 8,(0) = 0, (b) Grafik
Solusi 84 (t) dengan Bantuan Program Maple
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Gambar 3.13 (a) Grafik Solusi 8, (t) Nilai Eigen Real Berbeda dengan Faktor Eksternal dengan
K =3,75;m =950000; 6§ =0,01; 8 =0,04; u=1,6; 0,(0) = 1,2; 6,(0) =0, (b) Grafik
Solusi 8,(t) dengan Bantuan Program Maple

Pada kasus nilai eigen real ini grafik solusi yang ditunjukkan pada Gambar
3.10, 3.11, 3.12, 3.13 memiliki perilaku yang hampir sama dengan grafik solusi
nilai eigen real kembar, Tetapi, besarnya nilai maksimum dari grafik solusi nilai

eigen real berbeda lebih besar daripada solusi nilai eigen real kembar. Sedangkan
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kestabilan dari solusi akan diperlihatkan dari potret fase dari model sudut defleksi.
Untuk menggambar potret fase berikan nilai untuk (6,,6,) kemudian
substitusikan ke persamaan diferensial maka akan diperoleh suatu vektor.
Kemudian kan vektor tersebut dengan titik (6,,6,) sebagai titik pangkalnya.
Dengan mengulangi proses tersebut dan memberikan nilai (6,,6,) yang berbeda
maka akan diperoleh medan vektor untuk model sudut defleksi. kemudian
gambarkan solusi 6, (t) dan 6,(t) dalam bidang 6,-68, untuk mendapatkan bidang
fase. Sedangkan untuk menggambar sistem nonautonomous ubah sistem (3.10)

menjadi sistem autonomous, dengan memisalkan T = t maka diperoleh:

(do; 9

o S ;

do, 6K !

— - Weify & + B sin(ut
<dT m91 56, + B sin(ut)
dt_1

&

Dengan nilai K = 3,75; m = 657,3 kg; 6 = 0,01; g = 0,04; u = 1,6; nilai awal

0,(0) =1,2; 6,(0) = 0; t = [0,2000]. Berikut adalah potret fasenya:

e e NN

Gambar 3.14 Potret Fase Nilai Eigen Kompleks Tanpa Faktor Eksternal
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Gambar 3.15 (a) Medan Vektor Solusi Nilai Eigen Kompleks dengan Faktor Eksternal, (b) Solusi
Nilai Eigen Kompleks dengan Faktor Eksternal pada Bidang 64-6,

Pada Gambar 3.14 anak panah menunjukkan medan vektor dan grafik

berwarna biru merupakan solusi khusus dari sistem. Dari Gambar 3.14 terlihat

bahwa untuk nilai eigen kompleks stabil asimtotik dan berjenis spiral spink.

Sedangkan pengaruh faktor ekstenal ditunjukkan pada medan vektor Gambar 3.15

(a) dan grafik solusi khusus pada bidang 6,-6, pada Gambar 3.15 (b), karena

medan vektor pada Gambar 3.15 (a) tidak menunjukkan menuju nol, dan grafik

Gambar 3.15 (b) meskipun menuju nol, tetapi dari grafik bersifat acak atau

chaotic sehingga tidak dapat disimpulkan bahwa model dengan faktor eksternal

stabil.

diperoleh potret fase sebagai berikut:

Dengan merubah m menjadi 900000 dan parameter yang lain tetap

R R
e T UV VL - IR S A
e U Vi [ W S S
P o T O T
1 —ﬁ,q 0 )l‘ﬁ K ll,

L R N R N
L T S T O B N N
T Taemd NN

TR K\\KN

Gambar 3.16 Potret Fase Nilai Eigen Real Kembar Tanpa Faktor Eksternal
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Gambar 3.17 (a) Medan Vektor Solusi Nilai Eigen Real Kembar dengan Faktor Eksternal, (b)
Solusi Nilai Eigen Real Kembar Dengan Faktor Eksternal pada Bidang 64-6,

Seperti pada kasus nilai eigen kompleks pada kasus nilai eigen kembar ini,
faktor eksternal berpengaruh terhadap kestabilan dari solusi, hal ini terlihat dari
medan vektor Gambar 3.17 (a) di mana anak panah tidak menuju nol, begitu juga
dengan grafik solusi khusus pada Gambar 3.17 (b) grafik tidak menuju nol.
Sehingga dapat disimpulkan faktor eksternal berpengaruh terhadap kestabilan
solusi. Dengan merubah m menjadi 950000 dan parameter yang lain tetap

diperoleh potret fase sebagai berikut:
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Gambar 3.18 Potret Fase Nilai Ei
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Gambar 3.19 (a) Medan Vektor Solusi Nilai Eigen Real Berbeda dengan Faktor Eksternal, (b)
Solusi Nilai Eigen Real Berbeda dengan Faktor Eksternal pada Bidang 64-6,

Gambar 3.18 adalah potret fase dari model sudut defleksi dengan nilai
eigen real berbeda tanpa faktor eksternal, terlinat bahwa kestabilannya adalah
stabil asimtotik dan berjenis simpul spink Seperti pada kasus sebelumnya, faktor
eksternal berpengaruh terhadap kestabilan dari nilai eigen real berbeda. Pada
Gambar 3.19(a) medan vektor dari model dengan faktor eksternal tidak menuju ke
titik pusat yang merupakan titik kesetimbangannya, sedangkan pada Gambar
3.19(b) yang merupakan solusi khusus pada bidang 6,-6, terlihat dengan jelas
nilai 8, dan 6, nol yang berarti solusi tidak stabil.

Sedangkan untuk melihat pengaruh nilai awal terhadap besar kecilnya
sudut maksimal yang terbentuk diberikan nilai-nilai awal sebagai berikut,
{6.(0) =0,6,(0) =0}, {6,(0)=1,6,(0) =0} dan {6,(0) =1,6,(0) = 1}.

Sehingga diperoleh grafik sebagai berikut:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Gambar 3.20 (a) Grafik 8, dengan {6,(0) = 0,6,(0) = 0}, (b) Grafik 8, dengan {6,(0) =
0,0,(0) =0}, (c) Grafik 8, dengan {6,(0) = 1,6,(0) = 0}, (d) Grafik 6, dengan {6,(0) =
1,06,(0) = 0}, (e) Grafik 9, dengan {8,(0) = 1,06,(0) = 1}, (f) Grafik 6, dengan {6,(0) =
1 ’ 92 (O) = 1}1
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Dari grafik-grafik yang ditunjukkan Tabel 3.1, nilai awal 6,(0) dan 8,(0)
memiliki pengaruh yang besar terhadap grafik solusi. Semakin besar nilai awal
yang diberikan semakin besar pula nilai maksimum dari grafik solusi, dan pada
arafik 6,(t) perubahan nilai awal dari nol menjadi satu merubah pola dari
grafiknya. Seperti pada perubahan nilai awal pada kasus nilai eigen berbeda
dengan faktor eksternal perubahan nilai awal pada kasus lain memiliki pengaruh

yang sama.

3.4 Perintah Mempelajari Fenomena Alam dalam Pandangan Islam

Berdasarkan al-Quran surat Yunus/10:101 yang pada awal ayatnya
memerintahkan manusia untuk memperhatikan apa yang ada di langit dan bumi,
sehingga manusia dapat melihat kebesaran dari penciptaan Allah Swt.. Alasan
ayat ini diturunkan adalah untuk menunjukkan sarana untuk memperoleh iman.
Sehingga dengan melakukan penelitian, mengembangkan ilmu, dan mengamati
fenomena alam dapat memberikan manfaat langsung kepada manusia sekaligus
meningkatkan keimanannya.

Salah satu fenomena alam yang sangat penting dan perlu untuk diamati
adalah vibrasi. Vibrasi sangat erat kaitannya dengan keseimbangan dan gaya yang
bekerja. Menara penyangga jembatan gantung, perangkat pendarat pesawat, pegas
yang bekerja pada mobil merupakan salah satu contoh penerapan vibrasi yang
sangat mempertimbangkan titik keseimbangan, sehingga diperoleh pengetahuan
agar menara penyangga jembatan gantung cukup kuat untuk menahan beban
jembatan. Manusia perlu melakukan penelitian untuk dapat membuat sesuatu

dengan baik dan seimbang, tetapi seberapapun manusia berusaha pasti memiliki
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cacat tidak seperti penciptaan Allah Swt. Oleh karena itu sebagai manusia tidak
boleh sombong karena sebaik apapun ciptaan manusia tidak akan lebih baik dari

ciptaan Allah Swt..



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, penelitian mengenai
analisis dinamik sudut defleksi pada model vibrasi dawai diperoleh kesimpulan
sebagai berikut:
1. Dari model McKenna dapat diambil model sudut defleksi yang

menggambarkan gerak torsi dari balok yaitu:

0, = 0,
g 6K
0, = —_91 — 86, + B sin(ut)

2. Akibat massa m yang berubah terdapat tiga kemungkinan solusi dari model
sudut defleksi pada vibrasi dawai.

a. Nilai Eigen Real Berbeda

A A (6% — P?2 — 4u?) sin(ut) — 4ué cos(ut)
I[ e e -il[Cl'l I[ 43( (4”2 + (6 — P)2)(4pz + (P +6)2) ) -i
0= [l [+] |
P—s G5B ll J | (6% — P2 — 4u®)ucos(ut) + 45u? sin(ut) |
l 2 Z;;PtJ P l“ﬁ( (4112 + @ = PY) @+ (P +8)) )J

dengan p = /52 _24_K
m

b. Nilai Eigen Real Kembar

- el el

75

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



76

[4utcos(ut)  16us cos(ut) (4(8% — 4u?) 26t _ ]
- + - sin(ut)
I 52 + 42 (62 + 4u?)? (62 +4u2)? 62 +4u2 I
B 1 /6.
|l . (Esm(ut) —u cos(ut)) J|
W+

c. Nilai Eigen Kompleks

o0 = l_5 os(50) sn(g:) MC]

7005 (gt) —gsin@t) ?sin(%t) +§cos<g t)

L o8 in(%

Geos()e) * Grmsin((Gme) Seos((-w)e) + §-r)sn((§-1)e)

3 +G+u) ®) +3-»
giin((§+)e) = (§+w)eos((§ +w)e) Gsin((§-n)e) - (§-)eos((§-)¢)
®) +G+w) 6 +G-

dengan ¢ = 247’(_ 52,

3. Faktor eksternal f(t) memiliki dampak yang lebih besar terhadap kasus nilai
eigen real berbeda dan real kembar daripada pada kasus nilai eigen kompleks,
hal ini terlihat dari potret fase model sudut defleksi dengan f(t) pada kasus
nilai eigen real berbeda dan real kembar trayektori 6,(t) dan 6,(t) tidak
mendekati titik kesetimbangan, sedangkan pada potret fase kasus nilai eigen
kompleks trayektori 6,(t) dan 6,(t) meskipun bersifat chaotic tetapi masih
mendekati nol, tetapi kasus nilai eigen kompleks dengan f(t) tidak bisa

dikatakan stabil karena sifat grafik yang acak.
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4.2 Saran
Pada penulisan skripsi selanjutnya dapat dilakukan penelitian dengan
model yang sama yaitu model vibrasi dawai tanpa mengabaikan gaya yang
bekerja pada dawai yaitu —K(y *+ [sin8)* dan analisis sistem dinamik terhadap
model tak liniernya tanpa linierisasi agar diperoleh interpretasi model yang lebih
akurat, serta lebih diperdalam mengenai analisis kestabilan dari sistem

nonautonomous.
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Lampiran 1: Grafik 6, dan 6, Nilai Eigen Real Berbeda Homogen dengan
Berbagai Nilai Awal
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Lampiran 2:

Grafik 6, dan 6, Nilai Eigen Real Berulang Homogen dengan

Berbagai Nilai Awal

04(t)

0,(t)
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1,0 0 T T T ]
00 1000 1500 2000
i f
0g -0,0002
0,8 4
—-0,0004
0,7 1
-0,0006 4
0,6
0,54 -0,0002
0,44 -0,0010
0,34 -0,0012
0,2 4
-0,0014
0.1
-0,0016 4
1] I50‘0 ‘ IDIDDI ‘15‘00‘ o I20‘00
f -0,0018 4
Saat #,(0) = 0dan 6,(0) =1
-
0+
60 | ol
04
b 0.6
0l
30 0,4
20 4
0,2
10+
0 T T T !
1 T T T 1 00 1oon 1500 2000
0 300 1000 1500 2000 i
i
Saat #,(0) = 1dan 6,(0) =1
-
0+
60 - 02
304
1 0,6
]
30 0,44
20 4
0,2
10+
] L T L P = e sy [P s |
— L e e L a m e a0 1000 1500 2000
u] 300 1000 1500 2000 *
1




Lampiran 3:

Grafik 6, dan 8, Nilai Eigen Kompleks Homogen dengan Berbagai

Nilai Awal
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Lampiran 4: Grafik 8, dan 8, Nilai Eigen Real Berbeda Tak Homogen dengan
Berbagai Nilai Awal
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Lampiran 5: Grafik 6, dan 8, Nilai Eigen Real Berulang Tak Homogen dengan
Berbagai Nilai Awal
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Lampiran 6: Grafik 6, dan 6, Nilai Eigen Kompleks Tak Homogen dengan
Berbagai Nilai Awal
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Lampiran 7 : Progam Maple untuk Menggambar Grafik Solusi dan Potret Fase
Kasus Nilai Eigen Real Berbeda

IGtaﬁk Solusi Homogen Nilai Eigen Real Berbeda
[ restart: K= 375 0m = 757300000 : 8 1= 0.01
=
=> Bl = 12: 8,y:=10

2_ MK
2-820+[ & - — +6]-em .

> O = m
2
N &
28 ‘ &8
S B P ‘ 10
? BE
2
L v "
[ [ 139 1y
oy 3
—6+f62 UK ) [ 6_[62 UL )
> PI= Y exp 3 I + Cexp 3 R ’r}
( 1 WS 5 1y 4 1y
¢ 3y 2 3\ 5 K Nt
{’6+[5272;K| 76+[62 24;K| A [52 21;{ { 76152 21K|
P2 o= L Lo~ i en| L '
7 1= 7 J 2 a1y B

=> with(plots)
plot(PI t=0.2000, color = red, Hrckness = |, gridlines = true), plot(P2, = 0..2000, color = cyan, thickness = |, gridlines = true);
F#er=plat(P1 =10 2000, calor = magenta, Yackness = 1) & = plat(P2 =0 2000, calor = cyan, thickness = 3)  display(|a, &), gridines = trug);

=o5ys = 62,7% af — & 82|:

T with (plats)
& = Raldplot(sys, 87 = —1.3 . 1.3, 82 = -0.005 .0.005, grid = [ 10, 10], arrows = SLIM, axes = nomal, cofor=red} :
b= plot([PI, P2, 1=10.2000], color = biue) :
display([a, &]);

L[>

Grafik Solusi Nonhomogen Nilai Eigen Real Berbeda
[> restart . K = 375 ;m = 657300000 : 8 += 0.00:f =004 :p = 1.6:

I .
=> Bp = 121 By =

£ ) MK 2 1 MEY L)
e afp [ ZE a2 1 ap p-a(sqn[a——|—6|
> o - L J _ o / \ L 4 .
HE 2724-K’"[ 2 B 2724-K“2\[ 2 1 ey
= sqrt[B = J .‘4 e+ [B sqrt[B p JJ /| .4 pe+ [6+ sqrt[ﬁ N ||
HE A
6|8
¢y P J 10
B
m
MK, 2) ( 2 MK L)
4B-u-[T—4p. ‘+8-Bp.6-[sqrt[5—m—‘—6|
+ . J
2 4K 2 2 241{\\2‘[ g 2 K
i) 85— —— | [4.0° + |8 — sort| 8" — —— 4.0 + | 6+ sqrt| &
e o Pl o e g
1_\ hY s 1_\ hY
. 2 2
e (¢- 2) (5= 25)
iy ) L.
> Pi= ) exp 3 rJ+C2exp 3 :J+ 4-0
( [62— [62—ﬂ\‘—4-|.L2\|-sin(u-t}—4-@-6-005(@-1} 1
i
i I . 23
4|.|,2+'6—sqr‘t[62— 24K\|\‘ | [4|.|, +[5+sqrt[62—M\|\| |
\ \ § 2/ L. mo L) . .
¢ e { [ 133 1y (o i3
. p] p] \ 2
|—6+:62—212K\| | L_6+r62 2;15\' o[ 2;1{\‘ o[ 2=;K|
B2 = 2 — Cl EX}]\ = 2 CZ'EXp 2 ¢
[527[27 24K} u]ucns[ut)+4|¢ Bsm[uf]
+ |4

I [0+ (o= (e = 2LE)T) o (o (- 2]

= with(plats)
plot(PI, ¢ =0.2000, color = magenta, tickness = 1, gridlines = trug ),
plot(P2,4=10.2000, color = yellow, thickness = 1, gridlines = irug),

:) Ha=plat(FPI 1= 0_4000, color = magenia, thickness = 2) - b = plot(F2, t =0 4000, calor = cyan, thickness = 2) - display(|a, b, gridlines = irue);

> gys = 62—6,”—]{ 8 — & 02+ Bosin(pz), 1]

> with (plats) -
A= array(1.2) (A= ﬁeid’p.s’otid[sys, 0f = —0.0005 .. 0.0005, 82 =-1 .1,z=10.. 1000, grid = [ 10, 10, 2], arrows = SLIM, axes = nomal, color

= red, orientation = [ - 90, D]] Ay = pfm‘( [#5, P2, b=10.1000], lakels = [61, 81 } axes = normal, color = greem)
display(4);




Lampiran 8 : Progam Maple untuk Menggambar Grafik Solusi dan Potret Fase

Kasus Nilai Eigen Real Kembar

| v

T
¥

Grafik Solusi Homogen Nilai Eigen Eerulang
restart . K= 375 m = 534456000 : § == 0.01
B =12 8y=10

1= P
&
=Byt T By
Pi=C) exp|( _T6r‘| + Cytexp |, —76:| :
B (;_ N . _‘ ) N - 5
P2 = Tﬁ-Cl-EXpl Tﬁz| + |‘Tﬁ-z+ 1 l|-cg-expl761/|

with ( plats )
plot(Pit=0 2000, calor = red, Hrcknass = |, gridiines = true |, plot( P2, =0 2000, calor = cyan, thickness = 1, gridiines = trug ),

#a=plot(Pi, =0 2000, calor = magenta, thickness = 1) . & = plot(P2, ¢ =10 2000, color = cyan, thickness = 1), display(|a, &), gridlines = trug ),
ﬂZ,—ﬁ-Ef = 5-52].
m

5YE

with ( plats)

o = Raldplot(sys, 67 = =13 .. 1.3, 82 = —0.005 ..0.005, grid = [ 10, 10], crrrows = SLIM, axes = nomal, c:cfor=red] 1
&= plat(|PI, P2, ¢=0 .2000], calor = blue)
display([a. £]).

4 4 b " Grafik Solusi Nonhomogen Nilai EigEHBErulmg
pestart: K= 375 m = 534456000 : 6= 001 :f= 004 p = 16

BIU = 1.2: 82U = 0:

- . 3
G =8+ 167“62
(2 2
(8" +407) )
& 4 Bpd )
G=Oyt ooyt h| ot 5 = TV
F+4p” (7 4a0°)
3 2
-8 ) 40t 16p8 ) - 408 —a 28
P = EXp[—I|-(Cl+02'f)+B' = — 2 cos(p-t) + = H) = -sm(p..f]—O— 4
27 e W (% i (& 22 gt &
s (8t at) ) (& +ap7) n o
4
5 il
-{—-sm(ut]—p-cos(ut”
2 4
4
-5\ [ -8 =B Y ) 4opt i G| =B 4(8 -4 Z8¢
P2:=eXp[TI|-[T-Cl+[T-:+1|-C2|+B- 5 T |5 osled) + | — - >
4 Y F+ayp (8 +ap°)" ) (8° +4-p°) a4y
_: 3
= PR )
—sm{u-t}+—62-[? si.n{u-:)—u-cos(p.:”
2 I
o
O )
with( plats )

plat(PI =10 2000, color = magenta, thickness = |, gridlines = trug ),
plat( P2 =10 2000, calor = yellow, thickness = |, gridlines = true);

Har=plat(Pi 1 =0_4000, color = magenia, thickness = 2) - b == plot( P2, 1 =0 4000, color = cyan, Hrckness = 2) - display(|a, &), gridlines = true),
55 = 92,—%-91 — 582+ Brsin(p-z), 1]
with(plots)
A= array(l..2) A= feldpiotid(sys, 87 = —0.0005 .. 0.0005, 82 =—1.1,z=0_. 1000, grid = [ 10, 10, 2], arrows = SLIM, axes = nomal, colar
= rad, origntation = [ =90, El]} (= plot([R24, P2, t=0.1000), labels = [81, 61 ] axes = nomal, color = gresn)
display(4),



Lampiran 9 : Progam Maple untuk Menggambar Grafik Solusi dan Potret Fase
Kasus Nilai Eigen Kompleks

Grafik Solusi Homogen Nilai Eigen Kompleks

[> resiart . K= 375..m = @573 8= 0.01:
:> g = Ll By =
> O = Bw:
o (2 8y +06,) .
EE3)
> Pi= exp|Tr|- 2 -cos - 7 =t |+ Cyesin 5 0
‘ i om0 ME 2y ) (2K 2
(=& H Cz'“lﬁl m —5/| o8 sqrt[ - 6/| Cl-sqrt[ 3 | o8
e e e e ) e s e o
{ Sqrt|’ 24K o 62\] ANY
-sin \, Ly
- . 2 v

= with(plois)
plot(PI F=10 2000, color = red, thickress = 1, gridlines = irue ), plot(P2, 1 =10 2000, color = cyan, thickness = 1, gridlines = true ),
#a = plot(PF =0 100, calar =magenia ) b = plat( P2, =0 100, calor = cyan) : display([ b, @ |, gridines = trug ),

[

ogys = [92,77 af — 8 92‘
m

| = with(ploks)

a = fleldplot(sys, 8/ = —1.5 . 1.5, 82 = =5 .5 grid = [ 10, 10, arrows = SLIV, axes = nomal, co.s'or=red) :
b= plot([P1, P2, 1=0.20], color = blug)

display([a, &]),

Grafik Sohasi Nont Nilai Eigen K leks
[) restart s K= 375 im= 0573 8= 001:f=004 p:=14:
=
=> BID = 1.2 820 =0
4K 21
= = gnrt — 0 |
= e [ - J

- B 28 28 )
e BT Rl w P =
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5 A 3\ Ny
5 Y sqﬁ[%—ﬁﬂ sqrt[zi;—K—fS” B sqrt[zi;%g—ﬁz‘
> Pl= Exp[f?if‘ Cy-cos 5 & }+Cz sm\ 5 = /) P oy 3 H
sqrt| —— — |
. kg .t
3\ ¢ A A AT
5 sqr‘t[ 21]{.’752' Sﬂ{ 24;]{' 52 sqrt[ ZLK 62|
- —— ||+ i T
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7. 3 52
6\2 sqrtl 24mK 62‘
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YAy il B
. Sqﬁ[ “ik _ @)
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5 syt 225 — 5 ‘ ‘ | £ - &) st S ) ‘ ‘
—_ - L) - i 4
7 smu 7 +|4.)3 7 +|J.‘ cos 7 +|4.)3
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a 2 sqrt[zjﬂ%g—ﬁzJ
= + +
[2] z H
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=

o 5yS =

>

5 o6 sqrt{ p —62] Cl-sqrt[ ;K 62J [ sqrt{zg;—K—ﬁzj 8

P2 = exp 7 r] - cos 2 H = 3 1) 2 -
Sqﬂ[ ZZK 62} Cg_sm[ 221{ 62] { sqrt[ z;i{ _ 62] ]J 5 { sare| 22K _ 62] J
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thh(pfor's) :
plot(PI =0 _2000, color = magents, thickness = 1, gridlines = true ), plot(P2, 1 =0 2000, calor = yellow, thickness = |, gridlines = true),
# @ = plot(PI, t=0.100, color =magenta ) b = plat(P2, 1= 0100, calor =cyan ) : display( [ b, a], gridiines = trug),

ez,—ﬁm—K 87 — 882+ Bsin(p-z), 1:

=> with(plats) -

A= array(1.2): Ay = ﬁe{dploﬁd[sys, 8f=-15.135682=-5_52z=0.1, grid =10, 10, 2], arrows = SLIM, axes = nammal, colar = red,
origniation = [ 90, D]) (A = pfo:([Pf, P21 =10.20], labels = [61, 62}, axas = nommal coicr=green) :
display(4).
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