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ABSTRAK

Muyassaroh, Siti. 2015. Penyelesaian Persamaan Diferensial Parsial Fokker-
Planck dengan Metode Garis. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas
Sains dan Teknologi. Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (I) Ari Kusumastuti, S.Si., M.Pd. (II) Dr. H. Imam
Sujarwo, M.Pd.

Kata kunci: persamaan Fokker-Planck, metode garis, metode Runga-Kutta.

Persamaan Fokker-Planck merupakan persamaan diferensial parsial yang
menggambarkan fungsi distribusi partikel dalam suatu sistem yang berisi banyak
partikel yang saling bertumbukan. Digunakan metode garis untuk menyelesaikan
solusi numerik pada persamaan Fokker-Planck. Metode ini merepresentasikan
bentuk persamaan diferensial parsial ke dalam bentuk sistem persamaan
diferensial biasa yang ekuivalen pada bentuk persamaan diferensial parsialnya.
Langkah pertama yang dilakukan untuk menyelesaikan persamaan Fokker-Planck
dengan metode garis yaitu mengganti turunan ruang dengan metode beda hingga
pusat, sehingga diperoleh bentuk sistem persamaan diferensial biasa. Langkah
kedua yaitu menyelesaikan sistem persamaan diferensial biasa yang telah
diperoleh pada langkah pertama dengan metode penyelesaian yang berlaku pada
persamaan diferensial biasa yaitu metode Runga-Kutta orde empat. Hasil solusi
numerik dengan metode garis kemudian dibandingkan dengan solusi eksak
menghasilkan galat yang sangat kecil atau mendekati nol, sehingga dapat
disimpulkan bahwa metode garis merupakan metode yang baik untuk
menyelesaikan persamaan Fokker-Planck.

XV



ABSTRACT

Muyassaroh, Siti. 2015. Solution Of Fokker-Planck Partial Differential
Equation Using Line Method. Thesis. Department of Mathematics,
Faculty of Science and Technology. State Islamic University of Maulana
Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Ari Kusumastuti, S.Si., M.Pd. (Il) Dr.
H. Imam Sujarwo, M.Pd.

Keywords : Fokker-Planck equation, line method, Runge-Kutta method

Fokker-Planck equation is partially differential equation that describe
distribution function of particles on system contain many particles that collide
each other. The method of lines is used to solve numerical solution of Fokker-
Planck equation. This method represents form of partially differential equation
into the form of ordinary differential equation that equivalent to the form of its
partially differential equation. The first step to solve Fokker-Planck equation
using line method of lines is replacing spatial derivative with center finite
difference, in order to obtain system of ordinary differential equation. The second
step is solving the system of ordinary differential equation that have been
obtained in the first step using the method of lines using the solving method that
used at ordinary differential equation, that is Runga-Kutta method of fourth order.
Then numerical solution obtained by using the method of lines is compared to the
exact solution and produce error that very small or tend to zero, therefore it can
be concluded that the method of lines is good method for solving Fokker-Planck
equation.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan Fokker-Planck merupakan persamaan yang menggambarkan
fungsi distribusi partikel dalam suatu sistem yang berisi banyak partikel yang
saling bertumbukan. Persamaan ini berisi komponen difusi partikel dan interaksi
antar partikel (Palupi, 2010:A1). Dalam literatur matematika persamaan Fokker-
Planck biasa disebut dengan persamaan Kolmogorov maju. Bentuk umum

persamaan Fokker-Planck adalah:

i N 1 0° .
E(x, t) = —a( (x, Hv(x, b)) +§W( (x, )v(x, t))

a(x,t) disebut sebagai koefisien apung (drift coefficient) dan b(x,t) disebut
sebagai koefisien diffusi (Zauderer, 1998:10). Persamaan Fokker-Planck termasuk
persamaan diferensial parsial karena mengandung turunan parsial, yaitu turunan
dengan dua variabel bebas x dan t.

Terdapat beberapa metode untuk menyelesaikan masalah pada persamaan
diferensial parsial. Salah satu metode yang bisa digunakan yaitu metode garis. Ide
dasar metode garis adalah mengubah bentuk persamaan diferensial parsial ke
dalam bentuk persamaan diferensial biasa (Hamdi dkk, 2009:5). Menurut Sadiku
(1997), metode garis dianggap sebagai metode beda hingga khusus tetapi lebih
efektif sehubungan dengan keakuratan dan waktu perhitungan dibandingkan
dengan metode beda hingga biasa.

Metode garis telah banyak diterapkan pada beberapa permasalahan

persamaan diferensial parsial. Penelitian terdahulu yang membahas metode garis

1



2
antara lain yaitu M. N. O. Sadiku dan C. N. Obiozor (1997) yang menerapkan
metode garis pada persamaan Laplace. Langkah pertama yang dilakukan adalah
mendiskritisasi variabel x dan mengganti turunan kedua yang bergantung pada x
dengan metode beda hingga. Kemudian langkah kedua menyelesaikan persamaan
yang dihasilkan pada langkah pertama dengan invers transformasi menggunakan
bentuk matriks dan nilai eigen. Penelitian lain dilakukan oleh A. Ozdes dan E. N.
Aksan (2006) membahas solusi numerik persamaan Korteweg-de Vries dengan

metode garis. Langkah pertama yang dilakukan yaitu mengganti turunan parsial

3

: 0 d
yang bergantung pada variabel ruang, yaitu % dan ﬁ dengan metode beda

hingga sehingga menghasilkan sistem persamaan diferensial biasa yang
bergantung pada t. Kemudian langkah kedua menyelesaikan persamaan
diferensial biasa dengan metode Euler.

Sadiku (1997) menerangkan bahwa metode garis memiliki beberapa
keunggulan vyaitu, metode ini sangat efisien dalam perhitungan karena
menghasilkan solusi yang akurat dengan sedikit waktu yang ditempuh. Selain itu
metode ini juga mudah dalam menentukan kestabilannya dengan memisahkan
antara variabel ruang dan waktu.

Islam memerintahkan manusia untuk membangun segala pemikirannya
berdasarkan agidah Islam, bukan lepas dari agidah itu. Hal ini dapat dipahami dari

ayat berikut:

2
2 oe

S RCTR OGP

“Bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu yang Menciptakan”. (QS. al-
Alag/96:1).
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Ayat di atas merupakan ayat pertama yang diturunkan oleh Allah untuk
menginspirasikan manusia agar senantiasa belajar, salah satunya yaitu membaca
fenomena di alam raya ini. Namun dalam proses membaca tersebut, haruslah
dengan berdasarkan iman kepada Allah, karena igra’ haruslah dengan bismi
rabbika. Dengan membaca, manusia akan memperoleh pengetahuan dan
pemahaman tentang segala sesuatu. Selain memperoleh pemahaman, membaca
juga mampu meningkatkan ketagwaan manusia terhadap Sang Pencipta.

Banyak sekali fenomena di alam raya yang telah dijelaskan oleh al-Quran.
Menurut penulis, persamaan Fokker-Planck merupakan salah satu fenomena yang
harus dipelajari agar diperolen pemahaman baru dalam menyelesaikan solusinya.

Dengan melihat beberapa urgensi tersebut, maka penelitian ini difokuskan
pada penerapan metode garis untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial
Fokker-Planck. Sehingga tema penelitian yang diangkat adalah “Penyelesaian

Persamaan Diferensial Parsial Fokker-Planck dengan Metode Garis”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah yang diambil
adalah:
1. Bagaimana penerapan metode garis untuk menyelesaikan persamaan
diferensial parsial Fokker-Planck?
2. Bagaimana perbandingan solusi analitik dan solusi numerik persamaan
diferensial parsial Fokker-Planck dengan metode garis?
3. Bagaimana interpretasi hasil penyelesaian persamaan diferensial parsial

Fokker-Planck dengan metode garis?
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Bagaimana kaitan antara penyelesaian persamaan diferensial parsial Fokker-

Planck dengan metode garis terhadap kajian agama?

Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah:
Mengetahui penerapan metode garis untuk menyelesaikan persamaan
diferensial parsial Fokker-Planck.
Mengetahui perbandingan solusi analitik dan numerik persamaan diferensial
parsial Fokker-Planck dengan metode garis.
Mengetahui interpretasi hasil penyelesaian persamaan diferensial parsial
Fokker-Planck dengan metode garis.
Mengetahui kaitan antara penyelesaian persamaan diferensial parsial Fokker-

Planck dengan metode garis terhadap kajian agama.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian ini adalah untuk mengemukakan suatu metode lain

sebagai alternatif untuk menyelesaikan solusi numerik persamaan diferensial

parsial Fokker-Planck yaitu dengan menggunakan metode garis (method of lines).

1.5

Batasan Masalah

Adapun dalam penelitian ini digunakan persamaan diferensial parsial

Fokker-Planck sebagai berikut:

2

dv v v
- — yp3t —_ — 2t _ L2t
T (x,t) —xe 3 (x,t) I (x,t) = 2xe e
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dengan kondisi awal dan kondisi batas yang diberikan masing-masing yaitu
v(x,0) = x, untuk x € (0,1) dan nilai batas v(0,t) = 0, v(1,t) = e?t. Daerah
solusi dibatasi pada 0 <x <1 dan 0 <t <1. Solusi eksak atau analitik
persamaan di atas vaitu:

v(x, t) = xe?
Persamaan di atas diambil dari jurnal “Applied Mathematical Sciences” vol. 7,

nomor 35 Tahun 2013 karya Eman Ali Hussain dan Zainab Mohammed Alwan.

Dalam penelitian ini, masalah kestabilan tidak dibahas.

1.6 Metode Penelitian
Penelitian ini menggunakan metode kepustakaan yaitu pengumpulan
referensi dengan membaca buku literatur yang berkaitan dengan masalah
penelitian. Adapun langkah-langkah penelitian yang dilakukan adalah:
1. Menganalisis metode garis dan menerapkan metode garis pada persamaan
diferensial parsial Fokker-Planck. Langkah-langkah yang dilakukan adalah:
a. Mengganti turunan variabel yang bergantung pada x untuk memperoleh
sistem persamaan diferensial biasa dengan metode beda hingga pusat.
b. Menghitung solusi dari sistem persamaan diferensial biasa dengan metode
Runga-Kutta orde empat.
2. Menganalisis perbandingan solusi eksak terhadap solusi numerik pada
penyelesaian persamaan diferensial parsial Fokker-Planck dengan metode
garis untuk mengetahui galatnya.

3. Interpretasi hasil penyelesaian.
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4. Membahas kaitan kajian agama dengan pembahasan tentang penyelesaian

persamaan diferensial parsial Fokker-Planck dengan metode garis.

1.7 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan terdiri dari empat bab. Masing-

masing bab dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut:

Bab |

Bab Il

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Bab ini terdiri atas teori-teori yang mendukung bagian pembahasan
serta yang berhubungan dengan penelitian. Teori-teori tersebut antara
lain persamaan diferensial parsial Fokker-Planck, metode beda hingga
persamaan Fokker-Planck, metode Garis, metode Rung-Kutta, galat,
kajian penelitian terdahulu dan kajian Agama.

Pembahasan

Bab ini berisi tentang pembahasan mengenai langkah-langkah
menyelesaikan persamaan diferensial parsial Fokker-Planck dengan
menggunakan metode garis sebagaimana yang telah dijelaskan dalam
metode penelitian.

Penutup

Bab ini berisi tentang kesimpulan dari pembahasan dan saran untuk

pembaca dan peneliti selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial Parsial Fokker-Planck

Persamaan Fokker-Planck merupakan persamaan yang menggambarkan
fungsi distribusi partikel dalam suatu sistem yang berisi banyak partikel yang
saling bertumbukan (Palupi, 2010:A1). Persamaan ini pertama kali dikenalkan
oleh Fokker dan Planck. Beberapa penerapan persamaan Fokker-Planck antara
lain pada gerakan tidak menentu partikel kecil yang direndam dalam suatu cairan,
fluktuasi intensitas sinar laser, dan distribusi kecepatan partikel cairan dalam
aliran turbulen. Secara umum persamaan Fokker-Planck dapat diaplikasikan pada
sistem keseimbangan maupun ketakseimbangan (Frank, 2004:1).

Bentuk umum persamaan Fokker-Planck adalah:

N il i % taz t (2.1)
av(x. ) = (x, )a 5 ( 2o )W v(x,t) .

dimana v(x,t) menggambarkan fungsi distribusi partikel, A(x,t) dan B(x,t)
masing-masing disebut koefisien apung (drift coefficient) dan koefisien diffusi
(diffusion coefficient). Persamaan Fokker-Planck termasuk persamaan diferensial
parsial (PDP) karena persamaan ini menggambarkan laju perubahan terhadap dua
variabel bebas yaitu waktu dan jarak (ruang).

Awal terbentuknya persamaan nonlinier Fokker-Planck merupakan akibat
terjadinya tumbukan antara partikel, sehingga mengalami perubahan arah gerak
secara acak (Brownian Motion). Partikel yang disebut sebagai partikel Brownian
tersebut mengalami proses difusi. Gerakan partikel bersifat acak dan gerakan

partikel tidak dipengaruhi oleh gerakan partikel sebelumnya (Palupi, 2010:A1).
7
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Zauderer (2006) menyatakan bahwa awal terbentuknya persamaan Fokker-

Planck diperoleh dari asumsi partikel yang berpindah dari posisi awalnya pada
sumbu-x yang bergerak ke segala arah dengan besar pergeserannya yaitu &. x;
adalah variabel acak dengan asumsi nilai +& untuk partikel yang bergerak ke

kanan dan - & untuk partikel yang bergerak ke kiri. Probabilitas jarak berupa +&

dimisalkan sebagai p dan probabilitas jarak -& dimisalkan sebagai q. Jadi
probabilitas total kedua gerakan yaitu p + g = 1. Andaikan partikel Brownian
dalam interval waktu yang singkat t bergeser sejauh & maka total pergeseran
setelah melakukan n langkah dinyatakan dengan X,, = x; + x; + - + x,,.

Lokasi perpindahan partikel dinyatakan dalam harga harapan (ekspektasi)
yang ditulis dengan E(X) = (X) = (p —q)d, sedangkan besar perpindahan
partikel (total jarak) dinyatakan dalam nilai variansi yang ditulis dengan
V(X) = 4pq6®. Nilai tersebut berlaku ketika partikel bergeser pada setiap
langkah. Pada kasus banyak langkah  (multistep) maka berlaku
E(X,) =(X,) = (p—q)én dan V(X) = 4pqd?n. Banyaknya langkah n dapat

dihitung yaitu n = = sehingga E(X,,) = (X,,) = (p — q)6 = dan V.(X) = 4pq52-.

Diambil § dan 7 sangat kecil infinitif mendekati nol, sehingga nilai 5—: memiliki
nilai tertentu dan nilai (p — q) mendekati suatu kelipatan 5°.

Apabila X merupakan suatu fungsi waktu maka probabilitas untuk p dan g
menjadi p = %(a + b6) dan g = %(a — b6) dimana a merupakan suatu fungsi

yang nilainya 0 <a <1 sedangkan b merupakan konstanta yang dipilih
sedemikian hingga 0 < p, q < 1. Jadi diperoleh nilai p + g = a. Karena peluang

partikel ini terdiri dari dua bagian, yaitu peluang bergeser ke kanan dan ke kiri
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serta masing-masing pergerakan partikel bersifat bebas maka penurunan rumus
didekati berdasarkan teori probabilitas dengan menggunakan distribusi binomial.
Fungsi distribusi probabilitas partikel di titik x pada waktu t + t terdefinisi
sebagai berikut:

vix,t+7)=[1—-p—qlvixt) +pv(x —3§,t) +qu(x+9,t) (2.2)
Digunakan deret Taylor untuk menguraikan setiap nilai v. Deret Taylor untuk
distribusi probabilitas partikel (v) saat t+t yaitu
v(x, t+1) =v(x,t) + tv.(x,t). Deret Taylor untuk distribusi probabilitas
partikel (v) pada posisi x+ 6 vyaitu v(x+6,t) =v(x,t)+ v, (x,t) +

%52?7“(96. t), sedangkan deret Taylor untuk distribusi probabilitas partikel (v)
pada posisi x — ¢ yaitu v(x —§,t) = v(x,t) — dv,(x, t) + %6217“ (x,t). Deret

Taylor terhadap variabel x dipotong sampai turunan kedua karena pada persamaan
kolmogorov maju atau Fokker-Planck hanya mempertimbangkan kecepatan dan
percepatan yang dinyatakan dalam turunan pertama dan kedua variabel x.

Setelah diperoleh deret Taylor pada masing-masing distribusi probabilitas

partikel, maka disubstitusikan ke persamaan (2.2) diperoleh

v(x,t) + tv.(x,t) =[1—p—qlvix,t) +p [v(x, t) —év,.(xt) +
1¢2 1¢2
202 D) +a[v( 0) + 8u, (6, 0) + 562 ()]

Suku-suku sejenis dikelompokkan menjadi satu
() =[-1+1-p—q+p+qlvixt) +[-p +qlév,(x,0) +

T dipindah ruas ke kanan, diperoleh

v, (6, 1) = [—a+alv(e t) — [p — 120,00 ) + [p + g3 5 vie (3, 0)



10
Diambil § dan 7 sangat kecil, dengan (p —q)6 = E(X). Karena X merupakan

bentuk fungsi maka diasumsikan:

0
limip — == A(x,t)

-0
Untuk [p + q] = a maka

2

_ )
lrl_r)r(} a—= B(x,t)

Jadi persamaan sebelumnya menjadi:

vi(x, t) = —A(x, v, (x,t) + %B(x, OV, (x, t)

atau dapat ditulis sebagai berikut:

2

4z t) = —A(x,t . t +1B t g t
E(xi )_ (xl )%U(x, ) E (xl )Wv(x' )

Persamaan inilah yang disebut persamaan nonlinier Fokker-Planck (Zauderer,
2006:10).

Orde dari PDP adalah pangkat tertinggi dari turunan parsial yang muncul
pada persamaan tersebut. Jika dilihat dari persamaan (2.1), maka persamaan
Fokker-Planck merupakan PDP orde satu terhadap variabel bebas t dan orde dua
terhadap variabel bebas x.

Menurut Sasongko (2010), PDP diklasifikasikan berdasarkan kondisi-
kondisi berikut :

1. Apabila koefisien pada persamaan adalah konstanta atau fungsi yang terdiri
dari variabel bebas saja, maka persamaan tersebut disebut linier.
2. Apabila koefisien pada persamaan adalah fungsi dari variabel tak bebas dan

atau merupakan turunan dengan orde yang lebih rendah daripada persamaan

. . dv dv
diferensialnya (a_’_

" at)’ maka persamaan tersebut disebut kuasilinier.
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3. Apabila koefisien pada persamaan adalah fungsi dengan orde turunan yang

%y 9%v 9%v

mﬁ'—axat)’ maka

sama dengan orde persamaan diferensialnya (

persamaan tersebut disebut persamaan nonlinier.

Berdasarkan klasifikasi di atas, maka persamaan (2.1) termasuk dalam
persamaan nonlinier karena koefisien pada persamaan berupa fungsi. Selain
klasifikasi di atas, Zauderer (2006) juga mengklasifikasikan PDP orde dua dengan
melihat nilai diskriminan D dimana D = B?(x,t) — 4A(x,t)C(x,t). Jika D >0
maka PDP dikatakan bertipe hiperbolik. Jika D = 0 maka PDP memiliki tipe
parabolik dan jika D < 0 maka dikatakan bertipe elliptik. Dilihat dari pernyataan
tersebut, maka persamaan (2.1) memiliki tipe parabolik karena nilai D = 0.

Dalam rangka melengkapi masalah pada PDP, maka diperlukan beberapa
kondisi tambahan. Jumlah kondisi tambahan tersebut ditentukan oleh turunan orde
tertinggi pada setiap variabel bebasnya. Dengan melihat turunan orde tertinggi
masing-masing variabel bebas pada persamaan (2.1) maka diberikan satu kondisi
tambahan pada t dan dua kondisi tambahan pada x. t disebut dengan variabel nilai
awal sehingga membutuhkan satu kondisi awal. x disebut variabel nilai batas
sehingga membutuhkan dua kondisi batas (Hamdi, dkk, 2009:2).

Kondisi batas dibagi menjadi tiga kelompok yaitu:

1. Kondisi batas yang berupa nilai dari suatu fungsi yang tidak diketahui disebut
dengan kondisi Dirichlet.

2. Kondisi batas yang berupa turunan dari v disebut dengan kondisi Neumann.

3. Kondisi batas yang nilainya linier terhadap v dan juga mengandung turunan
dari v disebut kondisi Robin (campuran Dirichlet dan Neumann) (Humi dan

Miller, 1992:42-43).
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2.2 Metode Beda Hingga Persamaan Fokker-Planck
Penyelesaian persamaan diferensial parsial dengan kondisi awal dan batas
dapat diselesaikan dengan metode beda hingga dengan cara membuat jaringan
titik hitungan pada daerah tinjauan. Sebagai contoh penyelesaian persamaan ellips
pada daerah S yang dibatasi oleh kurva C seperti tampak pada Gambar 2.1.
Daerah tinjauan S dibagi menjadi sejumlah pias (titik hitungan P) dengan jarak
antara pias adalah Ax dan Ay. Kondisi dimana variabel tidak bebas (v) harus
memenuhi di sekeliling kurva C disebut dengan kondisi batas. Penyelesaian
persamaan diferensial merupakan perkiraan dari nilai v pada titik-titik hitungan

Py1, P13, ..., P;;, ... Perkiraan dilakukan dengan mengganti turunan dari persamaan

ijr =

diferensial parsial dengan menggunakan perkiraan beda hingga (Triatmodjo,

2002:200).
vk | [
P i, |
/ N
] Pis Pii \ r
.
\ Ay . //
LD LY
\ e pi——
o 73

Gambar 2.1. Penyelesaian Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan Fokker-Planck yang mengandung variabel x dan t, perkiraan
beda hingga dilakukan dengan membuat jaringan titik hitungan pada bidang x-t
(Gambar 2.2), yang dibagi dalam sejumlah pias dengan interval ruang dan waktu

adalah Ax dan At.
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N

i-1 1 i+

p— A ax-——f

—_ X

Gambar 2.2. Jaringan Titik Hitungan Dalam Bidang x — ¢

Tururnan parsial dalam persamaan diferensial parsial pada setiap titik grid

didekati dari nilai-nilai tetangga dengan menggunakan deret Taylor. Dibentuk

skema beda hingga untuk turunan parsial fungsi v yang terdiri dari dua variabel

bebas x dan t. Berikut merupakan deret Taylor:

2

Ax
v(x + Ax,t) = v(x, t) + Axv, (x, t) + TUXX(x, t) + -

Ax@—D
+ mvx(n_l)(x, t) + O(Ax”)

2

(2.3)

Ax
v(x — Ax, t) = v(x,t) — Axv, (x,t) + — v, (x, 1) — -

2!

Ax®~D

r mvx(n_l)(x, t) + 0(Ax™)

2

(2.4)

At
v(x, t + At) = v(x, t) + Atv.(xg, t) + ETRL (x,t) + -

At(n—l)

+ mvt(n_l)(x, t) + O(Ax")

2

(2.5)

At
v(x, t —At) = v(x, t) — Atv,(xp, t) + — v (x, t) — -

2!

+ mvt(n_l)(x, t) + 0(Ax™)

(2.6)
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dimana O(Ax™) merupakan galat. Untuk memperoleh turunan parsial pertama
pada variabel x dengan skema beda hingga pusat, maka persamaan di atas
dipotong sampai turunan kedua kemudian persamaan (2.3) dikurangi persamaan
(2.4) maka akan diperoleh:

v(x; + Ax, t,) — v(x; — Ax, t,,)

vx(xi; tn) —~ ZAX (27)
Karena Ax konstan sehingga x;,; = x; + Ax, persamaan di atas menjadi:
v(Xiy1, ty) — v(x;_q, t
Ux(xi; tn) = (xl+1 n) (Xl ! n) (28)

2Ax

Apabila notasi v(x;,t,) dituliskan sebagai v, maka berikut merupakan skema

beda hingga pusat untuk turunan parsial fungsi v pada x:

7
[ =y Al (2.9)

vx(xi» tn) ~ 2Ax

Persamaan (2.9) disebut skema beda hingga pusat untuk x. Skema beda hingga
untuk turunan parsial fungsi v pada t dilakukan dengan cara yang sama yaitu
mengurangkan persamaan (2.5) dengan persamaan (2.6) sehingga didapatkan
persamaan sebagai berikut yang merupakan turunan pertama skema beda hingga

pusat untuk t:

perl L el

vl V]
Ve (X, ty) = Ttl (2.10)

Selanjutnya akan dibentuk skema beda hingga pusat untuk turunan kedua
fungsi v pada x dengan memotong deret Taylor di atas sampai turunan ketiga
kemudian menjumlahkan keduanya sehingga akan diperoleh:

n n n
Vi1 — 2V Vi

Ax?

vxx(xi; tn) ~ (211)

Demikian juga untuk turunan parsial kedua fungsi v pada t dilakukan dengan cara

yang serupa dengan langkah sebelumnya yaitu dengan menjumlahkan deret
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Taylor v(x,t+ At) dengan v(x,t — At) yang dipotong sampai turunan ketiga
maka diperoleh:

vt — 2 4 Pt

Vi (X, ) & — Az (2.12)

Zauderer (2006) menyebutkan bahwa aproksimasi solusi pasti konvergen
ke solusi analitiknya, jika konsistensi dari persamaan beda dan kestabilan dari
skema yang diberikan terpenuhi. Kriteria konsistensi dengan sendirinya akan

terpenuhi jika At — 0 dan Ax — 0.

2.3 Metode Garis

Metode garis merupakan salah satu dari metode numerik yang paling
efisien untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial. Metode ini banyak
diaplikasikan pada beberapa masalah di bidang fisika teori. Metode garis pertama
kali dikenalkan oleh matematikawan asal Jerman bernama Erich Rothe pada tahun
1930 (Pregla, 2008:15).

Ide dasar metode garis adalah mengganti turunan ruang (nilai batas) pada
persamaan diferensial parsial dengan pendekatan aljabar. Setelah langkah ini
dilakukan, maka turunan ruang tidak lagi dinyatakan secara eksplisit dalam
variabel bebas ruang. Dengan demikian, hanya ada variabel nilai awal saja artinya
dengan adanya satu variabel bebas yang tersisa maka diperoleh sistem persamaan
diferensial biasa (PDB) yang mendekati persamaan diferensial parsial yang asli.
Kemudian selanjutnya adalah merumuskan pendekatan sistem persamaan
diferensial biasa. Setelah ini dilakukan maka bisa diterapkan beberapa pendekatan
untuk nilai awal persamaan diferensial biasa guna menghitung solusi numerik dari

persamaan diferensial parsial (Hamdi, dkk, 2009:5).
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llustrasi metode garis di atas dapat dipahami dengan melihat beberapa

contoh berikut. Akan diselesaikan solusi persamaan berikut dengan metode garis.

ou u
-~ g 2.13
o T Vg =0 (2.13)

Langkah pertama yaitu mengganti turunan variabel ruang dengan pendekatan beda

hingga, yaitu

Ou_w—wg (2.14)
0x Ax
dimana i adalah indeks yang menunjukkan posisi sepanjang garis x dan Ax adalah
interval x sepanjang garis, yang diasumsikan konstan. Jadi nilai akhir sebelah Kiri
dari x adalah i = 1, dan nilai akhir sebelah kanan dari x adalah i = M atau dapat
dikatakan bahwa garis x memiliki M titik. Sehingga pendekatan dengan metode

garis pada persamaan (2.13) adalah

% = _A;‘i‘lﬂ <i<M (2.15)

Pada persamaan (2.15) ditulis sebagai bentuk persamaan diferensial biasa karena
hanya terdapat satu variabel bebas, yaitu t. Persamaan (2.15) merepresentasikan
sistem yang terdiri dari M PDB. Untuk menghitung solusi PDP, maka dihitung
solusi pada sistem PDB yang terbentuk. Diberikan nilai awal dan nilai batas
persamaan (2.13) sebagai berikut:

u(x, t =0) = f(x)

u(x =0,t) = g(t)
Selama persamaan (2.15) memiliki M nilai awal, maka dibutuhkan M kondisi
awal juga, sehingga nilai awal menjadi

u(x;, t=0)=f(x),1<i<M

Sedangkan penerapan pada nilai batas pada titik i = 1 yaitu
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u(x, t) = g(t)

Jadi solusi dari sistem PDB adalah

U (t), Uy (t), e Uy—1 (t), uM(t)
yang merupakan pendekatan terhadap u(x, t) pada titik i = 1,2,---, M.

Contoh lain yaitu diberikan persamaan difusi berikut:
ou -D 62u (216)
at ~  ox?
dengan kondisi awal yang diberikan pada ¢t = 0 adalah u = 1 dan kondisi batas

Z—Z = u pada x = 0 dan ‘;—Z = —u pada x = 1 untuk setiap t. Misalkan D = 1,0

maka persamaan di atas menjadi

2
Qu 13_‘; (217)
X

Langkah pertama pada metode garis adalah mengganti turunan ruang dengan

menggunakan metode beda hingga pusat

o°ul _utg 2w gy (2.18)
0x? (Ax)?2

Substitusi ke persamaan (2.17) sehingga diperoleh

oup  uf q —2u; +ufyy (2.19)
at (Ax)2 '

Karena tersisa satu variabel bebas maka bentuk parsial tersebut berubah menjadi
biasa

du} _ ut , — 2u; + Uiy (2.20)
dt (Ax)?

Saat t = 0 atau n = 0 semua harga u = 1 atau u(x,0) = 1. Pada kondisi batas

pertama yaitu saat x = 0 atau i = 0 maka

ou

a_
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dug _ u®yj—u?

0x 2Ax
ul = uly—uf
0 20x
uy = —2Axuf + uf (2.21)

Substitusikan persamaan (2.21) ke persamaan (2.20) sehingga diperoleh

dug 2

Jika diambil Ax = 0,1 maka ketika x = 1 atau i = 10 persamaan (2.20) menjadi

duf, J up — 2ufo + uly (2.23)
dt (Ax)?

dengan kondisi batas kedua

ou
dx

0x 2Ax
n
n Ui1—uUg
u —
10 20x
uty = —2Axufy + ug (2.24)

Substitusikan persamaan (2.24) ke persamaan (2.23) diperoleh

n
duf, B

dt ~ awpl (A0 ] (229)

Dari persamaan (2.25) dan (2.22) disimpulkan bahwa terdapat suatu simetri pada

1 .
saat x = 5 atau i = 5 maka

oul  ug—ul}
ot 24x
0= ug_uzl-l
2Ax
ug = uy (2.26)

Sehingga pada saat i = 5 persamaan (2.22) menjadi
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dus 2

T oz v U] (2.27)

Jadi sistem persamaan diferensial biasa yang terbentuk yaitu:

dug 2
= oo (L 80w+ u] (2.28)
dul  up—2uj +uj (2.29)
at (Ax)? '
duf  uf —2uy +uj (2.30)
dt (Ax)? '
duj uj—2uz +uj} (2.31)
dt —  (Ax)? '
n T n n
duj _u3 2u42+ Us (2.32)
dt (Ax)
duz 2
T = @4 233

Skema ini dikenal sebagai metode garis karena solusi pada setiap jaringan
titik x; ditentukan pada sepanjang garis x = x; dengan t > 0 pada bidang x —t
dengan nilai awal yang diberikan saat t = 0 (Zauderer, 2006:763-764). Setelah
diperoleh suatu sistem persamaan diferensial biasa, maka akan dengan mudah
dicari solusi numeriknya menggunakan metode penyelesaian pada persamaan

diferensial biasa seperti metode Euler, metode Runga-Kutta dan lain-lain.

2.4 Metode Runga-Kutta

Penyelesaian PDB dengan metode deret Taylor tidak praktis, karena
metode tersebut membutuhkan perhitungan turunan f(x,y). Di samping itu, tidak
semua fungsi mudah dihitung turunannya terutama bagi fungsi yang bentuknya
rumit. Semakin tinggi orde metode deret Taylor, maka semakin tinggi turunan

fungsi yang harus dihitung. Selain itu untuk mendapatkan hasil yang lebih teliti
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diperlukan Ax atau h yang kecil, padahal penggunaan Ax yang kecil menyebabkan
waktu hitungan yang lebih panjang. Oleh karena itu metode Runga-Kutta
merupakan alternatif dari metode deret Taylor yang memberikan ketelitian hasil
yang lebih besar dan tidak memerlukan turunan fungsi (Triatmodjo, 2002:182).

Bentuk umum metode Runga-Kutta

Y1 =Y, T he(x,, v, h) (2.34)
dengan e(x,,y,, h) adalah fungsi pertambahan yang menggambarkan kemiringan
pada interval. Fungsi pertambahan tersebut dapat ditulis dalam bentuk umum

e =ak; +ayk, +--+a,k,

dengan a adalah konstanta dan k adalah
ki = Ax.f(x.,y,)
ky = Ax.f(x. + D, ¥, + qy1k1)

ks = Dx.f(x, + D, v, + qy k1 + qyk2)

kn = Ax.f(xn T Pp 1 Ve T Aoy + Qgypke + 0+ q(n—1)(n—1)k(n—1))
dengan p dan g adalah konstanta. Nilai k menunjukkan hubungan berurutan,
karena k; muncul dalam persamaan untuk menghitung k,, k, juga muncul dalam
persamaan untuk menghitung k3, dan seterusnya (Chapra dan Canale, 2002:701).
Hubungan yang berurutan ini membuat metode Runga-Kutta adalah efisien dalam
hitungan (Triatmodjo, 2002:184).

Ada beberapa tipe metode Runga-Kutta yang tergantung pada nilai n yang
digunakan. Untuk n = 1 disebut metode Runga-Kutta orde satu atau disebut juga

metode Euler, yang diperoleh dari

e =ark, = aif(x, yr)



maka persamaan (2.34) menjadi

yr+1 =yr+hf(xr’yr)
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(2.35)

Pada metode Runga-Kutta, setelah nilai n ditetapkan, kemudian nilai

a,p, q dicari dengan menyamakan persamaan (2.34) dengan suku-suku dari deret

Taylor (Triatmodjo, 2002:184). Untuk selanjutnya bisa ditentukan metode Runga-

Kutta pada orde selanjutnya.

Metode Runga-Kutta orde dua adalah

dengan
ky = f(xr, yr)
ky = f(x. +ph v, +q, kih)
Metode Runga-Kutta orde tiga adalah
Yoy =Y, T % (k1+ 4k, + k3)h

dengan:

kl = f(xr'yr)
il 1
k2 = f<xr +§h’yr +§k1>

k3 = f(xr ol h’yr - kl + Zkz)

Metode Runga-Kutta orde empat adalah

1
yr+1 =Y, + g(k1+ 2k2 + 2k3 + k4)h

dengan

kl = f(xwyr)

1 1
k2 = f(xr +§h’yr +Ek1>

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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k; = f(xr +%h,yr +%k2>

ko = f( +hy, + k)
Metode Runga-Kutta orde empat banyak digunakan karena mempunyai ketelitian
yang lebih tinggi (Triatmodjo, 2002:192).

Misalnya akan diselesaikan persamaan diferensial biasa berikut dengan
metode Runga-Kutta orde empat

du
d—t" =200(—1,1u) + 1)

Dengan metode Runga-Kutta orde empat, maka dapat dicari nilai u} yaitu:
= Ui +%(k1+ 2k, + 2ks + ka)At
dimana
ki; = £(0,1) = 200(—1,1(1) + 1) = 200(—=0,1) = —20
k, = £(0,00125;0,975) = 200(—1,1(0,975) 4+ 1) = —14,5
ks = £(0,00125,;0,98187) = 200(—1,1(0,98187) + 1) = —16,012
k, = £(0,0025; 0,95997) = 200(—1,1(0,95997) + 1) = —11,194
Jadi diperoleh solusi
u§ = ud + = Uy + 2k + 2ks + ky)At
= 1+=(-20 — 29 — 32,024 — 11,194)(0,0025)

=1-0,03842 = 0,9615

2.5 Galat
Penyelesaian secara numerik suatu persamaan matematik hanya
memberikan nilai perkiraan yang mendekati nilai sejati yang sesuai dengan

kenyataan. Solusi numerik jelas tidak sama dengan solusi sejati (exact), sehingga
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terdapat selisih antara keduanya yang disebut galat (error). Terdapat tiga macam
galat yaitu galat bawaan, galat pembulatan dan galat pemotongan (Urifah,
2008:57-58).

Galat bawaan adalah galat dari nilai data. Galat tersebut bisa terjadi karena
kekeliruan dalam menyalin data, salah membaca skala atau galat karena
kurangnya pengertian mengenai hukum-hukum fisik dari data yang diukur. Galat
pembulatan terjadi karena tidak diperhitungkannya beberapa angka terakhir dari
suatu bilangan. Galat ini terjadi apabila bilangan perkiraan digunakan untuk
menggantikan bilangan eksak. Galat pemotongan terjadi karena tidak
dilakukannya hitungan sesuai dengan prosedur matematik yang benar. Sebagai
contoh suatu proses takhingga diganti dengan proses berhingga dalam
matematika. Suatu fungsi dapat dipresentasikan dalam bentuk deret tak hingga,
misalkan:

e* = 1+x+’;—2!+’;—3!+’;—f+~-

Nilai eksak dari e* diperoleh apabila semua suku deret tersebut
diperhitungkan. Dalam praktek, sulit memperhitungkan semua suku pertama
sampai tak hingga. Apabila hanya diperhitungkan beberapa suku pertama saja,
maka hasilnya tidak sama dengan nilai eksak (Triatmodjo, 2002:2-3).

Strauss (2007) menyebutkan bahwa terdapat dua jenis galat dalam sebuah
komputasi yang menggunakan aproksimasi beda hingga yaitu truncation error
(error pemotongan) yaitu error yang terjadi karena pemotongan dari suatu deret
tak hingga menjadi deret berhingga dan roundoff error (error pembulatan) yaitu
error yang terjadi akibat pembulatan suatu bilangan sampai pada beberapa digit

tertentu.
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Terdapat dua jenis galat hubungan antara nilai eksak dan nilai perkiraan,
yaitu:
1. Galat absolut adalah kesalahan perbedaan (selisih) antara nilai eksak dan nilai
perkiraan (pendekatan pada nilai sebenarnya). Dituliskan:
xX=x—e
dimana x adalah nilai sebenarnya, x adalah pendekatan pada nilai sebenarnya
dan e adalah galat. Di sini e adalah galat absolut yaitu:
e=x—x
2. Galat relatif adalah tingkat kesalahan yang dilakukan dengan membandingkan
kesalahan yang terjadi dengan nilai eksak.
b 4
dengan ep = galat relatif, e = galat absolut dan x = nilai eksak. Galat relatif

sering diberikan dalam bentuk persen sebagai berikut:

er = =% 100% (Urifah, 2008:59).
X

2.6 Kajian Penelitian Terdahulu

Metode garis merupakan suatu pendekatan untuk pencarian solusi
persamaan diferensial parsial yang pada dasarnya terdiri dari dua langkah besar.
Pertama mengganti variabel turunan ruang dengan pendekatan beda hingga.
Kemudian setelah diperoleh sistem persamaan diferensial biasa maka langkah
kedua adalah menyelesaikan persamaan diferensial biasa dengan metode
penyelesaian pada persamaan diferensial biasa yang ada, seperti metode Euler,

metode Runga-Kutta dan lainnya (Hamdi, dkk, 2009:5).
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Metode garis sebagai salah satu metode penyelesaian PDP, awalnya hanya
diterapkan pada kajian mengenai elektromagnetik saja oleh R. Pregla. Namun
dalam perkembangan selanjutnya metode garis ini diterapkan pada beberapa
kajian mengenai persamaan diferensial. Beberapa peneliti menerapkan metode
garis untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa maupun persamaan
diferensial parsial (Sadiku dan Obiozor, 1997:282).

A.Ozdes dan E. N. Aksan (2006) dalam penelitiannya membahas solusi
persamaan Korteweg-de Vries dengan menggunakan metode garis. Persamaan
Korteweg-de Vries merupakan persamaan diferensial parsial nonlinier orde tiga
yang mempunyai bentuk umum sebagai berikut:

U, + 30U, + iU, =0, a<x<bh
dengan a dan a adalah parameter yang bernilai positif. Nilai awal yang diberikan
yaitu U(x, 0) = g(x) dan nilai batasnya yaitu U(a,t) = 0; U(b,t) =0; t > 0.
Langkah pertama yang dilakukan yaitu mengganti turunan parsial yang

3
bergantung pada variabel ruang, yaitu g—z dan 3713‘ dengan metode beda hingga

sehingga menghasilkan sistem persamaan diferensial biasa yang bergantung pada
t. Kemudian langkah kedua menyelesaikan persamaan diferensial biasa dengan
metode Euler. Hasil solusi dengan metode garis tidak hanya dibandingkan dengan
solusi eksak saja tetapi juga dibandingkan dengan solusi yang diperoleh dengan
metode lain seperti metode beda hingga eksponensial (EFDM), metode elemen
hingga Galerkin (GFEM) dan lainnya. Dari hasil penelitian diperoleh kesimpulan
bahwa metode garis melakukan perhitungan dengan waktu yang lebih ekonomis
dan solusi numerik yang diperoleh lebih baik daripada menggunakan metode beda

hingga biasa.
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Penelitian lain dilakukan oleh M. N. O. Sadiku dan C. N. Obiozor (1997)

yang memperkenalkan metode garis sebagai salah satu metode numerik untuk
menyelesaiakan masalah persamaan diferensial parsial. Dalam penelitian ini,
diberikan contoh penerapan metode garis pada persamaan Laplace. Bentuk umum

persamaan Laplace yang digunakan adalah

0’V . o’V
ox2  dy?

0

Hampir sama seperti penelitian sebelumnya, langkah pertama yang
dilakukan adalah mendiskritisasi variabel x dan mengganti turunan kedua yang
bergantung pada x dengan metode beda hingga. Kemudian langkah selanjutnya
menyelesaikan persamaan yang dihasilkan pada langkah pertama dengan invers
transformasi menggunakan bentuk matriks dan nilai eigen. Dengan
mensubtitusikan kondisi batas maka akan diperoleh hasil numeriknya. Dalam
penelitian ini diperoleh hasil bahwa solusi numerik dengan metode garis bisa

mendekati solusi eksaknya. Selain dua penelitian tersebut, masih banyak lagi

penelitian yang membahas metode garis.

2.7 Kajian Agama

IImu pengetahuan telah memberikan sumbangan yang berarti dalam
memahami ayat-ayat al-Quran terutama yang berkaitan dengan fenomena alam
semesta. Ayat-ayat tersebut hanya dapat dipahami maknanya dengan bantuan
teori-teori dan penemuan-penemuan ilmiah. Dengan demikian ilmu pengetahuan
adalah disiplin ilmu yang juga memberi sumbangan kepada ilmu tafsir

(Mangunjaya, dkk, 2007:5).
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Semua peristiwa dalam kehidupan di alam raya ini sebenarnya sudah
terpola dengan rapi, tersusun dari beberapa aturan-aturan yang saling berkaitan,
ada langkah-langkahnya, perhitungannya bahkan formulanya. Para ilmuwan
secara umum tidak membuat suatu formula, tetapi mereka menangkap fenomena
yang terjadi, kemudian meneliti dan merumuskannya dalam suatu bentuk tertentu
sehingga terbentuk suatu formula baru. Salah satu contoh fenomena di alam yaitu
gerakan partikel yang bergerak secara acak dan saling bertumbukan. Fenomena ini
dalam ilmu fisika dapat digambarkan dalam sebuah persamaan yang disebut
persamaan Fokker-Planck.

Banyak sekali fenomena alam vyang dijelaskan dalam al-Quran.
Diantaranya yang tersebut dalam al-Quran yaitu sebagai berikut:

) Doszs el 3255 AT Gl 00T N 50T 3,38 of T o i BT
“Tidaklah mungkin bagi matahari mendapatkan bulan dan malampun tidak dapat
mendahului siang dan masing-masing beredar pada garis edarnya.” (QS.
Yaasiin/36: 40).

Allah menjelaskan dalam ayat ini bukti tentang kekuasaan-Nya, yaitu
matahari dan bulan yang beredar pada orbitnya masing-masing dan tidak
melampauinya dengan hitungan yang tepat dan tidak menyimpang dari garis
edarnya. Tidaklah mungkin terjadi tabrakan antara matahari dan bulan, dan tidak
pula malam mendahului siang. Semuanya berjalan sesuai dengan pengaturan dan
ketetapan Allah. Dalam ayat lain, Allah juga menjelaskan fenomena langit dan

bumi sebagai berikut:

20

T o F L B - S s PR PEx L2 ‘ng/s_, . z 5 PEPEPIC P
Gl 3y JIT e 5Ll 5555 L6011 330 GIL (o3 wonetl G5
7 ow B N S IPF BN PR E;//u/

D 5 Y1 28 g2 2 e T

“Dia menciptakan langit dan bumi dengan (tujuan) yang benar, Dia menutupkan
malam atas siang dan menutupkan siang atas malam dan menundukkan matahari
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dan bulan, masing-masing berjalan menurut waktu yang ditentukan. ingatlah
Dialah yang Maha Perkasa lagi Maha Pengampun. ” (QS. al-Zumar/39:5).

Sebagaimana penciptaan matahari dan bulan, langit dan bumi juga diciptakan
dengan tujuan tertentu dimana didalamnya terdapat pergantian siang dan malam
yang berjalan secara beriringan dan teratur. Kepastian dan ketentuan waktu ini
merupakan kebijaksanaan Yang Maha Mulia. Hal tersebut adalah bukti atas
kekuasaan Allah Yang Maha Perkasa (Al-Jazairi, 2009:170).

Dalam ayat lain Allah juga menjelaskan tentang ke-Esaan-Nya dalam
mencipta dan mengatur, dimana hal itu menunjukkan bahwa hanya Dia yang
berhak disembah. Ayat tersebut berbunyi:

o lo
- 2R - oo T i Cisl e s B SN i iR T8 s e ©
oo B NI 200 ol o g5nal 5l a3 (oY il Gle Al 4SS5 0)

Pd
£%% 4452 g r B

. b N - ay 2 e f N o
(20 Z095 531 galels e il o &m)'d cad) das (e Y[l;:-ﬁ—w

“Sesungguhnya Tuhan kamu ialah Allah yang menciptakan langit dan bumi
dalam enam masa, kemudian Dia bersemayam di atas 'Arsy untuk mengatur
segala urusan. Tiada seorangpun yang akan memberi syafa'at kecuali sesudah
ada izin-Nya. (Dzat) yang demikian itulah Allah, Tuhan kamu, maka sembahlah
Dia. Maka apakah kamu tidak mengambil pelajaran? ” (QS. Yunus/10:3).

Berdasarkan beberapa ayat tersebut, diketahui bahwa alam raya beserta
isinya ini tidak berjalan tanpa aturan dan tidak pula berputar secara serampangan.
Melainkan semuanya mengikuti takdir (ketentuan) Allah dan perputarannya sesuai
dengan hukum Allah. Allah mengatur dan menjaga alam, menciptakan undang-
undang dan hukum-hukum untuk mengatur kehidupan manusia di dunia dan
akhirat. Aturan tersebut dibuat agar manusia dapat menjalani kehidupan dengan
teratur.

Dengan diciptakannya fenomena alam tersebut, Allah menganjurkan
manusia agar senantiasa menggunakan akal pikirannya untuk memikirkan tentang

penciptaan alam semesta ini, tentang keindahan dan kebesaran penciptanya serta
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segala sesuatu yang ditempatkan oleh Allah di dalamnya. Perenungan tersebut
mendorong mereka untuk mengatakan bahwa tiadalah Allah menciptakan semua
ini sia-sia tanpa ada hikmah yang bisa dijadikan pelajaran dan tanpa ada tujuan.
Allah menciptakan semua ini agar senantiasa diingat dan disyukuri.

Allah memuliakan orang-orang yang pandai bersyukur dan pandai
mengingat-Nya di dalam surga, tempat kemuliaan serta menghinakan orang-orang
yang ingkar dalam neraka. Mereka bertawassul dengan keimanan kepada Allah
melalui permohonan-permohonan yang baik dan mulia, yaitu ampunan atas dosa-
dosa mereka dan mereka diwafatkan beserta orang-orang yang berbakti. Hal ini

terdapat dalam surat al-Najm ayat 31 berikut:

G 1T Gl G 18 Ly il Gl e s T G U el 4 G g
“Dan hanya kepunyaan Allah-lah apa yang ada di langit dan apa yang ada di
bumi supaya Dia memberi balasan kepada orang-orang yang berbuat jahat
terhadap apa yang telah mereka kerjakan dan memberi balasan kepada orang-
orang yang berbuat baik dengan pahala yang lebih baik (syurga).” (QS. al-
Najm/53:31).

Dalam ayat lain juga diterangkan balasan bagi orang-orang yang bertagwa kepada

Allah:

z
o ARG~ r S S

- Lo
B o0 A gz g 2 A - PRI S A S :
M‘F))rfpwl@?) |¢l%dﬂ>ﬁ&|%wd}9&wm)4ﬁ?&)‘f

“Balasan mereka di sisi Tuhan mereka ialah syurga 'Adn yang mengalir di
bawahnya sungai-sungai; mereka kekal di dalamnya selama-lamanya. Allah
ridha terhadap mereka dan merekapun ridha kepada-Nya. yang demikian itu
adalah (balasan) bagi orang yang takut kepada Tuhannya.” (QS. al-
Bayyinah/98:8).
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PEMBAHASAN

3.1 Penerapan Metode Garis pada Penyelesaian Persamaan Fokker-Planck

Metode garis merupakan salah satu metode yang digunakan untuk
menyelesaikan permasalahan solusi pada persamaan diferensial parsial. Metode
ini merepresentasikan bentuk persamaan diferensial parsial ke dalam bentuk
sistem persamaan diferensial biasa yang ekuivalen pada bentuk persamaan
diferensial parsialnya (Hamdi, dkk., 2009:5). Ide dasar metode garis terdiri dari
dua langkah, pertama mengganti turunan ruang dengan menggunakan metode
beda hingga sehingga diperoleh sistem persamaan diferensial biasa. Kemudian
menyelesaikan sistem persamaan diferensial biasa yang sudah diperoleh dengan
menggunakan metode penyelesaian pada persamaan diferensial biasa, seperti
metode Euler, metode Runga-Kutta dan lain-lain.

Menurut Sadiku dan Obiozor (1997), metode ini dinamakan metode garis
karena solusi ditentukan pada setiap garis x = x; dimana daerah solusi dibagi
menjadi beberapa garis lurus yang sejajar dengan sumbu-y pada batas tertentu.

Berikut merupakan bentuk umum persamaan diferensial parsial nonlinier

Fokker-Planck.

2

ov v 1 v
ov —_ ov 2 ov 3.1
7 (00 = —A ) 5 (6 ) + 5B 55 (6,0 + f(x,) (3.1)

Selanjutnya akan diselesaikan solusi numerik persamaan Fokker-Planck dengan

menggunakan metode garis. Adapun model persamaan yang digunakan yaitu

av 0%v av
- — yedt—— 2 = 2t _ p2t (3.2)
T (x,t) —xe 3 (x,t) I (x,t) = 2xe e

30
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dengan nilai awal yang diberikan yaitu v(x,0) = x, untuk x € (0,1) dan nilai
batas v(0,t) = 0, v(1,t) = e?. Daerah solusi dibatasi pada 0 <x <1 dan
0 <t <1 (Hussain & Alwan, 2013:1784).

Langkah pertama yang harus dilakukan pada metode garis adalah
mengganti turunan ruang pada persamaan diferensial parsial dengan
menggunakan metode beda hingga pusat. Pendekatan beda hingga diperoleh dari
deret Taylor dimana domainnya berupa grid. Untuk menyederhanakan penulisan,
ditulis dengan notasi indeks seperti berikut:

o (A —
dimana i adalah indeks yang menunjukkan posisi di sepanjang grid x sedangkan n
adalah indeks yang menunjukkan posisi di sepanjang grid t. Transformasi beda
pusat untuk turunan pertama variabel ruang sebagaimana dijelaskan pada kajian
pustaka adalah sebagai berikut:

n n
Viv1 — Vi

v B

Sedangkan untuk turunan kedua variabel ruang sebagai berikut:
2

v
2 (x;, ty) =

n n n
‘UH_l - Zvl' + Ui_l
2
Ax

Turunan variabel waktu tidak dilakukan transformasi beda hingga. Bentuk beda

hingga di atas disubtitusikan pada persamaan (3.2) sehingga diperoleh bentuk

berikut:
ovh L D R no_
% — xie3tn (UH-l Avlz + vl—l) + vl+12Axvl—1 + 2Xi€2t" _ eZtn (33)
X

Menurut Hamdi dkk (2009), ketika turunan variabel ruang sudah diganti
dengan beda hingga, maka turunan ruang tersebut tidak lagi dinyatakan secara

eksplisit dalam variabel bebas ruang, sehingga tersisa variabel nilai awal saja
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yaitu variabel t. Dengan demikian karena tersisa satu variabel bebas saja maka
diperoleh sistem persamaan diferensial biasa (PDB) yang mendekati PDP aslinya.
Maka persamaan diferensial parsial di atas berubah menjadi bentuk persamaan
diferensial biasa berikut:

n
dvi = x,e3tn Viy1 = 20 v, n Viy1 — Vi + 2x,e%tn — g2tn (3.4)

Dengan demikian, bentuk PDP (3.2) telah diubah ke dalam bentuk sistem PDB.
Jika dipilih Ax = 0,25 maka daerah solusi terdiri dari x;, dengan i =
0,1,2,3,4 dan At = 0,01 atau n = 0,1,2,---,101, sehingga akan diperoleh sistem

persamaan diferensial biasa sebagai berikut:

dv?t v —2vp + " v — vt
—0 — xedtn [ 2L 14Fe = L4 2xpe2tn — g2t

dt sz ZAX

dv? vE =207 + v\ vl — o

d_tl - xle3tn < 2 Ax; O> + 22Ax 0 + 2x1325n — e2ta
dv? VP 4 U\ SR

_dtz = x,e3 < 3 Axé 1) + 32Ax L} 2x,e2tn — g2tn
vy 3 vy —2v3 +v§\ v — v} e y
Tt 7 + > Ax + 2x3e“'n — e4in
dv? vE—2v) + v\ v — vl
d_t4 = X483tn ( 5 5 ; 3) + SZAX 3 + 2x432tn i eZtn

X

0 0.25 0.5 0,75 1 x

Gambar 3.1 lustrasi Diskritisasi Variabel x



33

Berdasarkan kondisi awal dan kondisi batas yang diberikan maka akan
dihitung nilai v}* di sepanjang titik x; dan pada setiap waktu t,. Untuk i = 0 atau
x =0 dan i =4 atau x = 1 solusi v(x,t) mengikuti nilai batas yang diberikan
yaitu v(0,t) =0 dan v(1,t) = e?t. Jadi dapat dikatakan bahwa ketika nilai
x = 0 maka diperoleh nilai v = 0 dan ketika nilai x = 1 maka diperoleh nilai

v = e?t. Berikut merupakan tabel kondisi batas dan kondisi awal:

Tabel 3.1. Kondisi Awal dan Batas

XN | " xy =025 x; =05 x3 =0,75 x;=1
to=20 0 0,25 0,5 0,75 1
t; = 0,01 0 E E ’ 1,0202
t, = 0,02 0 - - - 1,0408
t3 = 0,03 0 - - - 1,0618
tipo =1 0 - - - 7,3891

Langkah kedua setelah diperoleh sistem PDB adalah menyelesaikan PDB
tersebut dengan metode Runga-Kutta orde empat. Bentuk umum metode Runga-

Kutta orde empat yaitu:
1
U?+1 = U? + g(k1+ Zkz I 2k3 + k4)
dengan

kl = Atf(tn' U?)

1 1
kz = Atf(tn +§At,l7? +§k1>

1 1
kz = Atf(tn + EAt, 17? + §k2>
k4 = At. f(tn + At, U? + k3)
Pada saat t = 0 atau n = 0 terdapat tiga persamaan diferensial biasa yaitu

sebagai berikut:
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Untuk i = 1 atau x = 0,25 bentuk PDB yaitu:

dv? v9 — 209 + v v) — v
- - = 3tg 2 1 0 2 0 2 2ty _ p2tg
o = x1e < " + ( e > + 2x; €20 — ¢

dv? a0 (V5 —2V1 +0 v)—0
—_— = ol <« - 2ty _ p2t)
T (0,25)e 00625 + ( 05 ) + 2(0,25)e e

0

v
= 4e3t0 (v(z) — 217(1)) + <0 25> — 0,52t

dt

Untuk i = 2 atau x = 0,5 bentuk PDB yaitu:

dv) v3— 209 + 9 v) — Y
—c= 3tg [ 23 2 1 3 1 2 x,e2t0 — g2to
dt ¢ ( Ax? " ( 20x > K RN €

d—17(2)=(05)e3t0 M + vi-n
dt y 0,0625 0,5

dv) . o B vy — 1?0
7—86 0(U3—2U2+U1)+ 0’5

) +2(0,5)e2t0 — e2to

Untuk i = 3 atau x = 0,75 bentuk PDB vyaitu:

0 0 0 0 0 0
dv3 _ 3&0 v4 - 2173 + vz v4 T 172 Zto Zt()
— = X3 5 + 2x3e°'0 —e

dt Ax 2Ax

0 p g, 0_ .0
% — (0,75)e0 (174 2v3 + Uz) + (U4 Uz) +2(0,75)e2t0 — 2t

dt 0,0625 0,5
dvg 3ty ((p2t 0 0 oelh = 17(2) 2t
W = 12e°% (e - 21]3 + 172) + <0'—5> + 0,56 0

Dengan menggunakan metode Runga-Kutta orde empat, dapat diperoleh nilai

n+1

Vi

1
U% = Ug + g(kll_i_ 2k21 + 2k31 + k41)
1 0 1
Uy =7, + 6(k12+ Zkzz + 2k32 + k42)

1
’U% = Ug + g(k13+ 2k23 + 2k33 + k43)
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Langkah awal yang harus dilakukan dengan metode Runga-Kutta adalah mencari
masing-masing nilai k

ky, = At. £(0;0,25)

0,5
= (0,01) (4e3(°) (0,5 —2(0,25)) + (E) - O,SeZ(O))

= 0,005

0,75 — 0,25
= (0,01) <8e3(0)(0,75 s 2(0B) 0,250 + <T>>
= 0,01

k13 = At. f(O, 0,75)

e20 _o5
= (0,01) | 12e3@(e2® —2(0,75) + 0,5) + <—>

0,5
= 0,015

k,1 = At. £(0,005;0,2525)
0,5
= (0,01) (4¢3 (05— 2(0,2525)) + (=) - 0,520 )

= 0,0049

ky, = At. £(0,005; 0,505)

0,75 — 0,25
= (0,01) <8e3(0'005)(0,75 —2(0,505) + 0,25) + (T))
= 0,0092
ka3 = At. £(0,005;0,7575)

e 2(0,005)_0’5)

= (0,01) (1293(0'005)(e2(0'005) —2(0,7575) +0,5) + —

= 0,0132

k31 = At. £(0,005;0,2523)
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3(0,005) 0’5 2(0,005)
= (0,01) (4e3©00) (0,5 — 2(0,2523)) + 05 0,520

= 0,00476

ks, = At. £(0,005;0,504)

0,75 — 0,25
= (0,01) <8@3(0’°°5)(0,75 —2(0,504) + 0,25) + (T))
= 0,0094
kss = At. £(0,005; 0,7566)

62(0’005)—0,5)

= (0,01) (12e3<0’0°5)(e2(°’005) —2(0,7566) + 0,5) +

= 0,0134
k4, = At. £(0,01; 0,2547)
0,5
= (0,01) <4e3(0'°1)(0,5 —2(0,2547)) + e 0,5e2(0'01))
= 0,0045
k4, = At. £(0,01; 0,5093)
0,5

0,75 — 0,25
= (0,01) <8e3(0'01)(0,75 —2(0,5093) + 0,25) + (—))

= 0,0085

kqs = At. £(0,01;0,7634)

e20001) _ g
= (0,01) <1Ze3(°’°”(e2<°'°1) ~2(0,7634) + 0,5) + T)

=0,0117

Setelah diperoleh semua nilai k, selanjutnya disubtitusikan ke rumus awal:

1
U% = 17(1) + 6(k11+ 2k21 + 2k31 + k4,1)

1
=0,25+ 3 (0,005 + 0,0094 + 0,0095 + 0,0045)
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= 0,2549

1
17% = 'U(Z) + €(k12+ Zkzz + 2k32 + k42)

1
=05+ 5 (0,01 40,0184 + 0,0188 + 0,0085)
=0,5100

1
U% = Ug i 6(k13+ 2k23 + 2k33 + k43)

1
=0,75+ 4 (0,015 + 0,0264 + 0,0268 + 0,0117)

= 0,7651
Jadi pada saat t = 0,01 diperoleh nilai v} = 0,2550, nilai v} = 0,5093 dan vi =
0,7634. Langkah di atas kemudian diulang sampai iterasi ke-101 yaitu ketika t = 1 atau
n = 100. Untuk mempermudah perhitungan digunakan bantuan program matlab
sebagaimana terlampir pada lampiran 2. Hasil yang diperoleh ketika t = 1 yaitu
1% = 1,8091, 3% = 3,9021 dan v3%° = 5,1894. Hasil perhitungan solusi metode
garis digambarkan dalam tabel berikut. Hasil penyelesaian selengkapnya dapat

dilihat di lampiran 4.

Tabel 3.2 Solusi Persamaan Fokker-Planck (3.2) dengan Metode Garis

Iterasi t X0 X1 Xy X3 X4
1 0 0 0,25 0,5 0,75 1
2 0,01 0 0,2549 0,5100 0,7651 1,0202
3 0,02 0 0,2600 0,5202 0,7804 1,0408
4 0,03 0 0,2652 0,5306 0,7961 1,0618
5 0,04 0 0,2704 0,5412 0,8121 1,0833
101 1 0 1,8091 3,9021 5,1894 7,3891
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3.2 Perbandingan Solusi Analitik dan Numerik Metode Garis pada
Persamaan Fokker-Planck

Metode garis dikatakan sebagai metode beda hingga khusus karena
metode ini dianggap lebih efektif dan efisien dalam perhitungannya sehingga
tidak memerlukan waktu yang lama untuk menentukan penyelesaiannya. Menurut
Eman Ali Hussain dan Zainab Mohammed Alwan (2013), solusi eksak (analitik)
persamaan Fokker-Planck (3.2) adalah sebagai berikut:

v(x, t) = xe?

Bertujuan untuk menunjukkan bahwa solusi dengan metode garis adalah
mendekati solusi analitik maka digambarkan perbandingan gambar antara solusi
analitik dan solusi numerik dengan metode garis persamaan Fokker-Planck (3.2)

dalam tabel berikut:

Tabel 3.3. Perbandingan Gambar Solusi Analitik dan Solusi Numerik dengan Metode Garis

Solusi Analitik Solusi Numerik dengan Metode Garis

SOLUSI ANALITIK PERSAMAAN FOKKER-PLANCK Solusi Numerik Metode Garis

Sebagaimana dijelaskan pada kajian pustaka bahwa penyelesaian secara
numerik hanya menghasilkan nilai yang mendekati pada solusi analitiknya.
Sehingga penyelesaian secara numerik pasti menghasilkan error. Bertujuan untuk
mengetahui besarnya error metode garis terhadap solusi eksaknya, dapat

dilakukan dengan menghitung selisih antara nilai eksak dan nilai pendekatan
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dengan metode garis. Dengan memasukkan nilai x dan ¢ maka akan diperoleh nilai
eksaknya sebagaimana perhitungan berikut:

Ketika nilai x = 0,25 dan t = 0,01 maka
v(0,25;0,01) = (0,25)e?(00D
v(0,25; 0,01) = (0,25)(1,0202)
v(0,25;0,01) = 0,2551
Ketika nilai x = 0,25 dan t = 0,02 maka
v(0,25; 0,02) = (0,25)e?(0:02)
v(0,25;0,02) = (0,25)(1,0408)
v(0,25;0,02) = 0,2602
Ketika nilai x = 0,5 dan t = 0,01 maka
v(0,5; 0,01) = (0,5)e2(®0D
v(0,5;0,01) = (0,5)(1,0202)
v(0,5;0,01) = 0,5101
Ketika nilai x = 0,5 dan t = 0,02 maka
v(0,5; 0,02) = (0,5)e2(%.02)
v(0,5;0,02) = (0,5)(1,0408)
v(0,5;0,02) = 0,5204
Demikian seterusnya untuk nilai x dan t tertentu. Untuk hasil selengkapnya
digunakan bantuan program MATLAB sebagaimana terlampir pada lampiran 5.
Setelah diperoleh nilai eksaknya maka error dicari dengan menghitung
selisih antara nilai eksak dan nilai perkiraan yang telah diperoleh pada subbab

sebelumnya. Besarnya error digambarkan pada tabel berikut.
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Tabel 3.4. Perbandingan Solusi Eksak dan Solusi Numerik dengan Metode Garis

X ¢ Solusi Numerik Solusi Eksak Nilai error
v(x, t) v(x,t)
0,25 0,01 0,2549 0,2551 0,0002
0,25 0,02 0,2600 0,2602 0,0002
0,25 0,03 0,2652 0,2655 0,0003
0,25 0,04 0,2704 0,2708 0,0004
0,25 0,05 0,2758 0,2763 0,0005
0,25 1 1,8091 1,8473 0,0382
0,5 0,01 0,5100 0,5101 0,0001
0,5 0,02 0,5202 0,5204 0,0002
0,5 0,03 0,5306 0,5309 0,0003
0,5 0,04 0,5412 0,5416 0,0003
0,5 0,05 0,5521 0,5526 0,0005
0,5 1 3,9021 3,6945 0,2076
0,75 0,01 0,7651 0,7652 0,0001
0,75 0,02 0,7804 0,7806 0,0002
0,75 0,03 0,7961 0,7964 0,0003
0,75 0,04 0,8121 0,8125 0,0004
0,75 0,05 0,8285 0,8289 0,0004
0,75 1 5,1894 5,5418 0,3524

Bertujuan untuk mengetahui error pemotongan yang dihasilkan oleh

persamaan Fokker-Planck, dilakukan diskritisasi dengan metode beda hingga

pusat, sehingga diperoleh skema sebagai berikut:
vt -t Vi T 200 + v\ 1 (Vi — v
24t ‘_A< A >+EB< 20x )+f(x't)

Atau dapat ditulis:

prtl

1 v —2v0 + v 1 _(vh, — Vv
#4_14( i+1 i 12 i 1>—§B<%>=f(x;t) (3.4)
x
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Konsistensi dapat dicari dengan menggunakan ekspansi deret Taylor yang
disubstitusikan ke dalam persamaan (3.4). Berikut merupakan ekspansi deret
Taylor yang digunakan dalam persamaan (3.4).

n 1 n, 1 n

n 1 n 1 n
Vi =Vt Ax Vel +5Ax2 Vx| ; igAx3 Vx| ; + 0
Selanjutnya deret Taylor tersebut disubstitusikan ke dalam persamaan (3.4) yang

sebelumnya diuraikan satu-persatu sebagai berikut:
— n 1 n 1 n 1 n

n n 1 n 1 n
— At vtttttli ) — (‘U? — At v, |l +5At2 Utt| i _EAt3 Vtet |l +

4 |”_L
24 i 120

5 n
At vtttttli +)
_ n 1 2 n 1 2 n 1 4 n

o n n n d 2 n 1 3 n

T A vl +
W Y,
120 tttttll

1.4
= Ats v | .
24 tttt i

n 1 . n 1 ¢ n
n 1 n 1 n
v?-}_l —_ v?_l A ZAt Ut | i + gAt3 Uttt| l + %Ats U”ttt | i + ‘e
2At 2At
n 1 , n 1 ., n

n n — n
Vit1 — Vi1 = (vi + Ax v,

n o1
o+ EAxZ Vyy

n o1
o+ gAx3 Vyxx

n 1, 4 n
i+ﬁAx Vyxxx i+

1
120

5 n n
Ax vxxxxxli + ) — (vi - Ax v,

n 1 n
A+ -Axtu |
l+2 x|

n, 1, 4 n
i+§Ax Vaxxx| 1 —

1,3
6Ax Vixx i 120
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— n
=v; +Axv,

n 1 2
i +5Ax Vyx

n 1
i + EAJC3 Vax

n 1 4
i + ZAX Voxx

n
.+
{

1 5 n n n 1 2 n 1 3 n
EAx Vyxxxx l.+---—vl- + Ax v, i_EAx Vyx i+EAx Vx| +
1 4 n 1 5 n
ZAX Usexxx i + EAx Usexxxx i~
5
B n_ g% _ n n
= 20x v, i +§Ax Vaxx| +%Ax vxxxxx|l. + -
n 1, 3 n, 1, s n
Vi — vy 2Ax v, i T 30X Ve | + o5 A% Vexxxx |+
2Ax 2Ax
n 1 n 1 n
_ 2 4
-7 vxli +5Ax vxxxli +mAx vxxxxxll' + - (36)

n n n N n n 1 7) n 1 3 n 1 4
Vipr — 20 v = (vi FAX U [} 58X Uy |} + 2 AX7 Uy [+ 57 DX Vg +

1 n
EAXS kx| T ) —2v0 + (v? —Ax v,

me n
i +5Ax2 ||

1pe i3
EAX Vyxx

e
i T 348X Vxxax

n il 5 n
i_ﬁAx 17xxxxx|i +)
n 1 n 1 n 1 n
. ) 2 3 4
=v; +Axvx|l. +5Ax vxxll. +5Ax vxxx|l. +5Ax vxxxxll. +

1 n
EAxS Virwax|  + 00— 20 + v — Ax v,

n+1A2 n
.+ -Ax“v
i 2 x| q

1 3 n 1 4 n 1 5
EAX Usexx i"'ZAx Usexxx i_EAX vxxxxxli ¥

= Ax? n iAAf TLr..
= Ax vxx|i+12 X vxxxxli-l'

n 1 n
n n n 2 — Ax?
vi+1 - ZUL' + Vi1 - Ax Uxx |i s 12 Ax vxxxxll' +

Ax? Ax?

n 1 n
= Uxx i +EAx2 Vxxxx i + - (37)

Selanjutnya persamaan (3.5), (3.6) dan (3.7) disubstitusikan ke dalam persamaan

(3.4) sehingga diperoleh
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1 n n 1 n
_At4 vtttttli +"')+A(17x|l +3AX2 Uxxxll- +

n 1 n
ey v |
(vt|l+6 " Veer l+120

1 4 n 1 n 1 2 n _
ﬁAx 17xxxxx|i +"')_5B(vxx i +EAx VUxxxx i +) _f(xrt)
Atau dapat ditulis
n 1 n 1 n n
Ut|l +gAt2 Uttt| l +mAt4 Uttttt|i +'+Avx l +
A, 5 n. A, 4 n B (. o n _
EAX VUxxx i +EAx VUxxxxx i + R Uxx i _ﬁAx Uxxxx i = f(X, t)

Kemudian dikelompokkan suku-suku yang sejenis, sehingga diperoleh

1
6

n
i

n A B
Atz vtttli is sz (g Uxxx — ﬁ vxxxx)

B n
(vt+Avx—§ vxx> i+

(3.8)

1 n A n
+_At4 Utttet i o Ax4 (m Uxxxxx — )| i = f(x: t)

120

Dari persamaan (3.8) dapat diketahui bahwa error pemotongan yang
dihasilkan mempunyai orde dua yaitu O(At? Ax?). Persamaan (3.8) dikatakan

konsisten jika

1 n A B n
g ZA$2 2 (2 - —
(At!kg)l_)o 6At Vere | i + Ax <6 Uxxx 24 Uxxxx) | i 0

Jika At dan Ax sangat kecil maka jumlah dari limit tersebut akan semakin kecil,
karena berapapun nilai v;;;, Vyxry, Vixxx Jika dikalikan dengan nilai dari At dan Ax

akan ikut mengecil. Error pemotongan yang dihasilkan akan menuju nol untuk

At - 0dan Ax - 0.

3.3 Interpretasi Hasil

Persamaan Fokker-Planck merupakan persamaan diferensial parsial yang
memiliki orde satu terhadap variabel t dan orde dua terhadap variabel x. Dalam
penelitian ini penyelesaian persamaan Fokker-Planck diselesaikan dengan

menggunakan metode garis. Berdasarkan teori pada Bab Il dikatakan bahwa
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metode ini menghasilkan solusi numerik yang lebih akurat dibandingkan metode
beda hingga biasa serta waktu perhitungan yang dibutuhkan lebih efisien.
Sehingga digunakan metode garis untuk menyelesaikan persamaan Fokker-
Planck.

Penyelesaian dengan metode garis terdiri dari dua tahap, yaitu mengganti
turunan variabel ruang dengan metode beda hingga sehingga diperoleh sistem
PDB yang mendekati bentuk PDP asli, kemudian langkah kedua yaitu
menyelesaikan sistem PDB dengan metode penyelesaian PDB. Bentuk metode
beda hingga yang digunakan yaitu beda hingga pusat karena titik-titik yang
dihitung dipengaruhi oleh titik-titik disekitarnya sehingga beda hingga pusat
dianggap lebih baik daripada beda hingga maju dan mundur. Kemudian
penyelesaian PDB menggunakan metode Runga-Kutta orde empat karena metode
ini mempunyai ketelitian yang lebih tinggi (Triatmodjo, 2002:192).

Persamaan Fokker-Planck yang diselesaikan dalam penelitian ini yaitu
persamaan (3.2) yang diambil dari jurnal karangan Eman Ali Hussain dan Zainab
Mohammed Alwen (2013) dengan kondisi awal dan kondisi batas yang diberikan
sebagaimana tersebut pada pembahasan di atas.

Langkah pertama yaitu mengganti turunan variabel ruang dengan metode
beda hingga pusat. Pendekatan beda hingga pusat diperoleh dari deret Taylor
sebagaimana yang dijelaskan pada Bab Il. Setelah ini dilakukan maka diperoleh
sistem PDB yang mendekati bentuk PDP aslinya. Karena daerah x dibatasi antara
0 sampai 1 maka dipilih Ax = 0,25 sehingga diperoleh sistem PDB yang terdiri

dari lima persamaan.
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Setelah diperoleh bentuk PDB maka langkah kedua yaitu menyelesaikan
masing-masing PDB dengan metode Runga-Kutta orde empat. Berdasarkan nilai
awal dan nilai batas yang telah diberikan, digambarkan dalam Tabel 3.1 yaitu
v(x,0) = x, untuk x € (0,1) dan nilai batas v(0,t) =0, v(1,t) = e?. Jadi
tersisa tiga persamaan yang harus diselesaikan dengan metode Runga-Kutta orde
empat yaitu v7, v} dan vj. Solusi dihitung pada setiap waktu ¢, di sepanjang titik
X;.

Dipilih At = 0,01 maka iterasi berjalan dari n = 0,1,2,---,100. Untuk
menyelesaikan PDB dengan metode Runga-Kutta orde empat, maka langkah awal
adalah menentukan nilai k4, k,, k3, k4. Kemudian baru dihitung nilai v dengan
formula yang ada pada metode Runga-Kutta orde empat. Iterasi dilakukan terus
menerus sampai iterasi ke-101. Untuk mempermudah perhitungan yang
membutuhkan banyak iterasi maka digunakan bantuan program MATLAB
sebagaimana terlampir pada Lampiran 2. Hasil yang diperoleh digambarkan pada
Tabel 3.2.

Persamaan (3.2) mempunyai solusi analitik yaitu wv(x,t) = xe?t.
Sebagimana dijelaskan pada Bab Il bahwa penyelesaian secara numerik suatu
persamaan diferensial hanya memberikan nilai perkiraan yang mendekati nilai
eksak dari penyelesaian analitik persamaan tersebut. Sehingga dalam penyelesaian
numerik tersebut terdapat galat atau kesalahan terhadap nilai eksaknya. Nilai
eksak adalah besarnya nilai solusi secara analitik sedangkan nilai perkiraan adalah
besarnya nilai solusi yang dicari dengan metode garis.

Bertujuan untuk mengetahui perbandingan solusi analitik dan solusi

metode garis, maka keduanya digambarkan dalam bentuk plot masing-masing
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dalam Tabel 3.3 di atas. Hasil tersebut menunjukkan bahwa solusi analitik dan
solusi metode garis pada persamaan (3.2) hampir sama atau dapat dikatakan
bahwa solusi metode garis mendekati solusi analitiknya.

Besarnya nilai error yang dihasilkan solusi metode garis terhadap solusi
analitik, dilakukan dengan cara menghitung selisih antara nilai perkiraan dengan
nilai eksaknya. Hasil perhitungan errornya digambarkan pada Tabel 3.4. Hasil
perhitungan menghasilkan nilai error yang sangat kecil menunjukkan bahwa
solusi metode garis hampir mendekati solusi analitik.

Error pemotongan pada persamaan Fokker-Planck dapat dilihat dengan
cara ekspansi deret Taylor pada tiap suku-sukunya sehingga dihasilkan error
pemotongan yang mempunyai orde dua yaitu O(At?, Ax?). Limit yang dihasilkan
dengan nilai At dan Ax yang sangat kecil adalah sebesar nol, artinya solusi
persamaan (3.1) mempunyai nilai galat kecil.

Berdasarkan beberapa pernyataan di atas, diperoleh kesimpulan bahwa
solusi persamaan Fokker-Planck dengan metode garis merupakan solusi numerik
yang mendekati nilai eksaknya, atau bisa dikatakan bahwa metode garis
merupakan metode yang baik untuk menyelesaikan permasalahan solusi numerik

pada persamaan Fokker-Planck.

3.4 Tinjauan Agama terhadap Hasil Pembahasan

Perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi pada masa sekarang
sangat besar kontribusinya dalam memahami ayat-ayat Allah baik ayat gauliyah
(al-Quran) maupun ayat kauniyah (alam semesta). Selain sebagai pedoman hidup

umat manusia, Al-Qur’an juga banyak terkandung informasi-informasi ilmiah
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meskipun al-Quran bukan kitab sains dan teknologi. Di dalamnya terkandung
azas-azas yang sangat penting dari ilmu-ilmu dan teknologi yang dimaksud.
Sehingga al-Quran mampu mendorong umat manusia untuk senantiasa belajar,
mengkaji dan menganalisis alam ciptaan Allah.

Pembahasan mengenai penyelesaian persamaan Fokker-Planck dengan
metode garis dimaksudkan untuk menganalisis dan mengkaji metode lain yang
digunakan untuk menyelesaikan PDP agar diperoleh solusi yang mendekati solusi
sebenarnya, yaitu dengan metode garis. Metode garis termasuk metode beda
hingga khusus karena hampir menyerupai metode beda hingga biasa. Bedanya
pada metode garis, diskritisasi hanya dilakukan pada variabel bebas yang
menyatakan ruang. Selain itu perhitungan pada metode garis juga lebih efektif
dibanding dengan metode beda hingga biasa. Untuk memperoleh solusi yang baik
pada penyelesaian persamaan Fokker-Planck, maka perlu dikaji dan diteliti
metode apa yang digunakan. Dalam agama Islam juga sangat menganjurkan
umatnya untuk melakukan penelitian dan pengkajian fenomena alam yang terjadi.

Alam raya dengan segala isinya berisi aturan-aturan (Sunnatullah) yang
harus dan pasti dijalani agar tercipta keharmonisan gerak, tatanan dan sistem
diantara objek-objeknya. Tidaklah Allah menciptakan segala sesuatu di bumi
dengan sia-sia. Segala ciptaan-Nya memikili arti dan makna tertentu serta berjalan
sesuai dengan aturan dan ketetapan Allah. Sebagaimana yang telah dijelaskan
pada bab sebelumnya bahwa banyak sekali fenomena di alam raya ini yang
dicptakan oleh Allah agar manusia senantiasa berpikir. Matahari senantiasa terbit
dari timur dan tenggelam ke barat, gunung-gunung akan senantiasa menjadi pasak

dan langit menjadi atap bagi bumi. Matahari, bulan beserta bumi bergerak
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mengikuti garis edarnya masing-masing, angin berhembus dari tekanan tinggi ke
rendah, api dengan sifat panasnya, sedangkan air sifat dinginnya dan lain
sebagainya.

Firman Allah “tidaklah mungkin matahari mendapatkan bulan”
dijelaskan dalam tafsir al-Aisar maksudnya adalah tidaklah mudah atau tidak
mungkin bagi matahari untuk mendapati bulan sehingga hilanglah cahayanya,
akan tetapi setiap mereka memiliki poros sehingga tidak akan saling bertemu
kecuali jarang sekali pada bagian tertentu dari ufuk sehingga terjadilah gerhana
bulan atau matahari. Sedangkan firman-Nya “dan masing-masing beredar pada
garis edarnya masing-masing ” maksudnya masing-masing baik matahari maupun
bulan dan bintang yang beredar pada garis peredarannya maka tidaklah mungkin
terjadi bercampur atau beradu sebagian dengan sebagian yang lainnya sampai
berakhirnya kehidupan. Bila itu terjadi maka hancurlah alam semesta ini.

Penciptaan alam semesta merupakan bukti nyata kebesaran dan kekuasaan
Allah. Hal ini telah dinyatakan dalam al-Quran sejak zaman dahulu kala. Seiring
dengan perkembangan zaman, para ilmuwan banyak menemukan penemuan-
penemuan penting dari alam yang pada dasarnya sesuai dengan apa yang telah
dituliskan dalam al-Quran. Hal ini menunjukkan bahwa sesungguhnya al-Quran
berisi dasar-dasar segala ilmu baik ilmu alam maupun lainnya.

Semakin tinggi kemampuan pengetahuan yang dimiliki manusia maka
sejatinya semakin tinggi pula kebenaran-kebenaran yang tersingkap dalam al-
Quran. Semakin besar manusia memahami akan sesuatu hal, maka semakin

meningkatkan rasa syukur serta ketagwaannya terhadap Sang Pencipta.
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Dalam kehidupan sehari-hari, manusia juga berpegang teguh pada aturan

yang telah ditetapkan Allah. Manusia yang senantiasa mengikuti aturan sesuai
dengan perintah Allah maka dalam hidupnya tidak akan pernah ada kekhawatiran
dan tidak pula merasakan kesedihan. Mereka akan mendapatkan pahala sebagai
balasan atas kepatuhan terhadap perintah Allah. Sesuai dengan firman Allah

dalam surat al-Bagarah ayat 38 berikut:
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“Kami berfirman: Turunlah kamu semuanya dari surga itu! kemudian jika datang
petunjuk-Ku kepadamu, maka barang siapa yang mengikuti petunjuk-Ku, niscaya
tidak ada kekhawatiran atas mereka, dan tidak (pula) mereka bersedih hati.”" (QS.
al-Bagarah/02: 38).

Oleh karena itu, sebagai makhluk ciptaan-Nya yang dianugerahi akal
hendaknya umat manusia senantiasa membenahi paradigma berfikir dan sikapnya
dalam kehidupan di dunia ini. Hendaklah manusia bertindak sesuai dengan aturan
yang ditentukan oleh Rabb-nya. Karena aturan yang dibuat oleh Allah itu pasti
memiliki maksud dan tujuan tertentu yang pada hakikatnya untuk kesejahteraan

umat manusia itu sendiri.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan yang telah diuraikan, diperoleh kesimpulan
sebagai berikut:

1. Langkah yang harus dilakukan untuk menyelesaikan persamaan Fokker-
Planck dengan metode garis yaitu mengganti turunan variabel ruang dengan
menggunakan metode beda hingga pusat. Sehingga diperoleh suatu sistem
persamaan diferensial biasa. Langkah selanjutnya yaitu menyelesaikan
masing-masing persamaan diferensial biasa yang diperoleh dengan
menggunakan metode yang berlaku pada persamaan diferensial biasa yaitu
metode Runga-Kutta orde empat.

2. Perbandingan solusi analitik dengan solusi numerik menggunakan metode
garis menghasilkan galat yang kecil dimana error pemotongan yang
dihasilkan pada persamaan mempunyai orde dua yaitu O(At?, Ax?). Solusi
numerik yang dihasilkan dengan metode garis mendekati nilai sebenarnya.

3. Interpretasi hasil penyelesaian persamaan Fokker-Planck dengan metode garis
yaitu metode garis menghasilkan solusi yang mendekati solusi analitiknya.
Sehingga metode garis ini dikatakan sebagai metode yang baik untuk
menyelesaikan solusi numerik pada persamaan Fokker-Planck.

4. Kaitan antara pembahasan penyelesaian persamaan Fokker-Planck
menggunakan metode garis terhadap kajian agama yaitu sebagai makhluk

yang dianugerahi akal pikiran, manusia dianjurkan untuk senantiasa mengkaji
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fenomena alam yang diciptakan oleh Allah agar memperoleh pemahaman

baru sehingga mampu meningkatkan rasa syukur dan ketagwaannya kepada

Allah.

4.2 Saran

Penyelesaian persamaan diferensial parsial secara numerik dapat dilakukan
dengan menggunakan beberapa metode antara lain metode beda hingga skema
implisit, eksplisit dan Crank-Nicolson serta metode garis. Untuk penelitian
selanjutnya disarankan menggunakan metode lain seperti Finite Volume Method

(FVM) sebagai perbandingan terhadap metode garis.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

Lampiran 1. Program Matlab Grafik Solusi Analitik Persamaan Fokker-
Planck

clc,clear all

dx=0.25;

dt=0.01;

x=0:dx:1;

t=0:dt:1;

nx=length (x) ;

mt=length (t) ;

for n=1:mt

for i=1l:nx
veksak(n,1)=x (1) *exp (2*t (n))

end
end
surf (x, t,veksak)
xlabel ('x")
ylabel ('t")
zlabel ('v(x,t)")
grid on

title ('SOLUSI ANALITIK PERSAMAAN FOKKER-PLANCK')
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Lampiran 2. Program Matlab Penyelesaian Numerik dengan Metode Garis

clc,clear all

f=inline (' ((x*exp (3*t) * (v2-(2*v1)+v0))/a”2)+ ((v2-
v0)/(2*a) )+ (2*x*exp (2*t) ) —exp (2*t) ")

a=input ('masukkan interval x =');

b=input ('masukkan interval t =");

x=0:a:1;

t=0:b:1;

nx=length (x) ;
mt=length (t) ;

%$kondisi awal dan kondisi batas
v=zeros (mt, nx) ;
v(l,:) x,

v(:,1)=0;

v(: ,DX) =exp (2*t) ;

$Runga-kutta
for n=2:mt
for i=2:nx-1

k1l=b*f (a (=1L )7 (il 211 )8 (ei=dE, 50) v @a=1, La=1) sz (Gl) ) &

k2=b*f (a (n L)) PR (1L 79280 o))y a7 (gl - L b)) SR (/20 =S TKL)) 5 (G
1,i)+ ((1/2)*kl) V(n 1,i+1)+ ((1/2)*kl),X(i));

k3=b*f (a IS (L. /20 v(n-1,i-1)+((1/2)*k2),v(n-
1,1)+((1/2) *k2) (n 1,i+1)+ 1/2 *k2),x(1));

k4=b*f (a 1)+b, v (n- 1 i-1)+k3,v(n-1,1i)+k3,v(n-

l,i+l)+k3,x(i))

v(n,i)=v(n-1,1i)+ ((k1l+(2*k2)+ (2*k3)+k4)/6)
end
end
v
surf (x,t,v)
zlim ([0 97)
grid on
xlabel ('x'");ylabel ('t');zlabel ('v(x,t)"):;
title('Solusi Numerik Metode Garis')
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Lampiran 3. Program Matlab Perbandingan Solusi Numerik Metode Garis
dan Analitik serta Perhitungan Error

clc,clear all
%$solusi numerik

f=inline (' ((x*exp (3*t)* (v2-(2*v1)+v0))/a"2)+ ((v2-
v0)/(2*a) )+ (2*x*exp (2*t) ) —exp (2*t) ")

a=input ('masukkan interval x =');

b=input ('masukkan interval t ='");

x=0:a:1;

t=0:b:1;

nx=length (x) ;
mt=length (t) ;

%$kondisi awal dan kondisi batas
v=zeros (mt, nx) ;
v(l,z:) x,

v (7 O

v(: ,DX) =exp (2*t) ;

$Runga-kutta
for n=2:mt
for i=2:nx-1

Idl=lowiE (B e (a— 18k 7 (ke Thgd BE—10 )W (eIl ¥ Ave (M=l sLaFL ) s ((aL) ) &

k2=b*f (a,t (n-1)+((1/2) *b) ,v(n-1,1i-1)+((1/2) *kl) , v (n-
1,1)+((1/2)*k1l),v(n-1, i+l) ((1/2)*kl) X (1)) 7

k3=b*f (a, t (n-1) 1/2 b),v(n-1,1i-1)+((1/2)*k2),v(n-
1,1)+((1/2)*k2), (n it 1+1 1/2) k2),x(1));

kd=b*f (a,t (n-1)+b, v( ,1i-1)+k3,v(n-1,1)+k3,v(n-

1,i+l)+k3,x(i));

v(n,i)=v(n-1,1)+ ((k1l+(2*k2)+(2*k3)+k4)/06);
end
end
v

$solusi analitik
for j=1l:mt
for i1=1:nx
veksak (j,1)=x (1) *exp (2*t (j))
end
end
veksak

o\°

Kalkulasi Eror
=zeros (nx+1,mt+1) ;
= abs (v - veksak)

® O
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Lampiran 4. Output Solusi Numerik v(x, t) dengan Metode Garis

<
(@]

cNeoNeoRoNoNoNoRoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNeoNoNololNeoNoNoNolNoNoNoNolNoloNoNoNoloNoNoNoNolNoNoNoNoNoNoNeoNoNoNoloNoNoNolNolNoNoNel

eNeoNeoloNoNoBoNolNeolNeoNoNololoNoNololololololololNeoNolNoNololoNolNolololololololNeoNoNoNolololNolNolololNolNololololNeoNoNololNelNeNol

vl

.2500
.2549
.2600
.2652
.2704
.2758
.2813
.2869
.2926
.2984
.3044
5105
s 9L©7
- 230
.3295
.3361
.3428
.3497
.3567
.3639
53 1142
.3787
.3864
.3942
.4021
.4102
.4185
L4270
.4356
L4445
.4535
L4627
.4720
.4816
.4914
.5013
5 SILILS
.5219
.5325
.5433
.5543
.5656
.5771
.5888
.6007
.6129
.6254
.6381
.6510
. 6642
L6777
.6914
.7055
.7198
L7344
.7493
.7645
.7800
.7958

R RPRPRPRPRPRPPRPRPRPPRPPPPRPPEPPPPPRPROOOOODOOOOOO0O0OOO0O00O00O0O00O00O00O00O00O00O0O00O000O0OO0OOoOOoOOoOOo

v2

.5000
.5100
.5202
.5306
.5412
15 2,1
.5631
.5744
.5860
- 997
5 BOEY
.6220
.6345
.6473
.6603
.6736
.6871
./ O8O
71518
o 293
. 7443
5993
L7746
AP0
.8062
- 8 440
.8391
.8561
.8734
.8910
.9090
.9274
.9462
.9653
.9849
.0048
.0251
.0459
.0671
.0887
.1107
.1332
.1561
.1795
.2034
L2278
.2527
.2780
.3039
.3303
.3572
.3847
L4127
.4413
L4705
.5003
.5306
.5616
.5932

NNNNMNNMNNNNNNNR R, R RRRR,RERERRRRR,RRERERRRR,RERERRRRPRERRRPRPRPREROO0000000000000O0

v3

.7500
L7651
.7804
.7961
.8121
.8285
.8452
.8622
.8796
59U
.9154
.9338
o 9527
. 97LE
.9915
.0115
.0319
.0528
.0740
.0957
il 1¥8
.1404
.1634
.1869
25140 9
.2354
.2603
.2858
o Skl €
# 3Bi5S
.3654
NEI05 0
.4211
.4498
L4791
.5090
.5396
55707
.6024
.6348
.6679
.7016
.7360
i
.8069
.8435
.8807
.9188
.9576
L9971
.0375
.0787
.1208
.1636
.2074
.2520
.2975
.3440
.3914

WWWWNNNRNONNNNONNNNNNOMNNMNNONNNNNMNNMNNOMNNNNNRERRRR R, RERRRRRRERRRRRRERRRRRRRERRRRRBERRRE

v4

.0000
.0202
.0408
.0618
.0833
.1052
.1275
.1503
5 LTS5
L1972
L2214
.2461
o 2712
.2969
- S22
.3499
51 WAL
.4049
.4333
.4623
.4918
43Y72) 74l
k SIEP
.5841
PG 1!
.6487
.6820
.7160
NTSI07
.7860
.8221
.8589
.8965
.9348
5 97IC
.0138
.0544
-085¢
.1383
.1815
.2255
.2705
.3164
.3632
.4109
.4596
.5093
.5600
L6117
.6645
L7183
L7732
.8292
.8864
.9447
.0042
.0649
.1268
.1899
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ecNoNoNoNoNoNoNoNoNoNeoNoNololNoNoNoNololNoNoNoNoNoNeNoNolNoNoNoNoloNoNoNoNoNoNoNoNeoNoNe)

e e e e e e e e e e e e R e e R e Rl SN W M P O O O O O O O O O O O

.8119
.8284
.8452
.8623
.8798
.8976
.9158
.9343
.9533
.9726
.9923
.0124
.0329
.0538
.0751
.0969
L1191
.1417
.1648
.1884
.2124
.2370
.2620
.2875
5L IE
.3402
- 3673
sio O
L4232
.4519
.4813
A5)1L 1R}
.5418
.5730
.6048
.6373
.6704
.7041
o 1389
L7723
5L
- B9l

WWWWWWWWWWWRONNNNNOMNRNONNONNNONNOMNONNONNNONODNONNNNDNE PR R R R R R e

. 6255
.6584
. 6919
L7261
L7611
L7967
.8330
.8701
.9080
.9465
.9859
.0261
.0671
.1089
.1515
5 ALE)5)0)
.2394
.2847
.3309
- 37
.4261
.4752
.5252
gton// (O
.6284
.6815
AT
o PEILY
.8474
.9050
9.6 5S¢
BO23 6
.0847
.1471
o 2L 07
.2756
.3417
.4097
.4765
S SI6Y
- SN
.9021

Gr U1 OO U1 Ol DD D DD DD D WWWWWwWwWwwWwWwwWwWwWwWwwWwWwNDNDNDNDNDDNDNDNDDNDDNDN

L4397
.4890
.5393
.5907
.6430
.6965
.7510
.8066
.8633
.9212
.9802
.0404
.1019
.1646
.2285
R29E8
.3604
.4283
.4976
o SEt)Z
.6404
L7139
.7890
- 995
.9437
.0234
.1047
.1876
o 222
.3585
.4466
oK 65
.6281
L 12100
o QL7
.9144
.0138
.1144
L2212
FEHL00)
.4997
.1894

N JJOoO OO OO OO0 ULUu OOl Or Ol Ul OO DD DD DD D WWWWWWwwWwwWwwww

.2544
.3201
.3872
.4556
.5254
.5966
.6693
L7434
.8190
.8962
.9749
.0552
L1371
L2207
.3060
- 3929
.4817
o) 127
.6646
.7588
.8550
5 9530
.0531
5 L1552
.2593
.3656
.4739
.5845
F6O) 3
.8124
NO20 9
.0496
L1719
.2965
L4237
. 5385
.6859
.8210
JOBIBIE!
.0993
.2427
.3891
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Lampiran 5. Output Solusi Eksak v(x, t)

<
(@]

cNeoNoRoNoNoNoNoNoNoNoNoRoNoNoNoNoNoNolololoNoNolNoNoNoloBololoNolNoNoNoNoNololololNoNoNoNoNololBolololNoNoNolNolNoNo]

cNeoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoRoNoNolNoNoNoloBololoNoNolNoNoNoloBololoNolNoNoNoNololololoNoNoNoNoNolNoNolololNoNoNoNolNoNo]

vl

.2500
.2551
.2602
.2655
.2708
L2763
.2819
.2876
.2934
. 24898
.3054
SSINES
o 3L 76}
.3242
.3308
o 33 NS
.3443
- 83512
> BB S
.3656
.3730
.3805
.3882
.3960
.4040
L4122
.4205
.4290
L4377
.4465
.4555
L4647
L4741
.4837
.4935
.5034
.5136
.5240
.5346
.5454
.5564
.5676
.5791
.5908
.6027
.6149
L6273
. 6400
.6529
.6661
.6796
.6933
L7073
L7216
L7362

[l el el e e e e e i e N o N eoNeoNeoNeoNeololoholoNoNoNoNoNoloBololoNoNoNoNoNololNolNoNoNoNoNoNoNo o]

v2

.5000
.5101
.5204
.5309
.5416
.5526
.5637
.5751
.5868
.5986
- (IO
- 62 30
.6356
. 6485
.6616
.6749
.6886
.7025
- LG
o 1Ll
. 7459
3 GILIO
L7764
.7920
.8080
.8244
.8410
.8580
-8 58
.8930
o i
.9295
.9482
.9674
- 9869
.0069
-0272
.0480
.0691
.0907
.1128
.1352
.1582
.1816
.2054
.2298
.2546
.2800
.3058
.3322
.3591
.3866
.4146
.4432
L4723

NNMNNMNNNR R RRRRPRRRRRERRRRERRRRRRRRRRRRRRRRPRPRPRRERROO0O0000000000O0O0O0

v3

.7500
.7652
.7806
.7964
.8125
.8289
.8456
.8627
.8801
.8979
.9161
.9346
.9534
o QN2
29923
.0124
.0328
.0537
.0750
.0967
FN1 319
.1415
.1645
.1881
L2181
.2365
= 46 S
.2870
o S48 0)
393
.3666
.3942
L4224
.4511
.4804
.5103
.5408
.5720
.6037
.6361
.6692
.7029
L7373
L7724
.8082
.8447
.8820
.9200
.9588
.9983
.0387
.0799
L1219
.1648
.2085

NNV RNMNNMNNNNNNNMNOMNNNNNNOMNNNNOMNNNNNRRRR, R, R R, R RERRRRRERRRRRRERRRRRRERRRRE R

v4

.0000
.0202
.0408
.0618
.0833
.1052
.1275
.1503
.1735
. NGy 2
L2214
.2461
L2712
.2969
o 231,
.3499
o3 7 7L
.4049
.4333
.4623
.4918
.5220
.5527
.5841
.6161
. 6487
.6820
. 7160
.7507
.7860
.8221
> 8589
5 BI6S
.9348
- 9739
.0138
.0544
.0959
o LSS
.1815
.2255
.2705
.3164
.3632
.4109
.4596
.5093
.5600
L6117
.6645
.7183
L7732
.8292
.8864
.9447
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cNeoNoBololNoloNoNoNoNolNololNoloNolNoNoNoNolololNoNoNoNoNoNolololNololoNoNoNoNoloNoNoNolNoNolNolNoNo]

PR~~~ RPRPRPRRrPRrPREPRPRPRARPRPRPRPRPEPRPRPRPERPRARPPRPPRPPPEPEPRPEPRPRPOOOODOOOO0O00O0O0OOOOOO

.7510
.7662
L7817
.7975
.8136
.8300
.8468
.8639
.8814
.8992
.9173
.9359
.9548
.9740
.9937
- OIS
.0343
- 0552
.0765
.0982
.1204
.1431
.1661
.1897
o AL T
%2 SIS
o 4633
.2888
.3148
.3414
.3685
o AUG L
.4243
.4531
.4825
.5124
.5430
.5741
5 0059
.6384
.6715
.7052
_ 7887
.7748
.8107
.8473

WWWWwWwwwwwww NN NDNDNDDNDNDMNDNdDNMdNdNd NN RPRrPRPREPRPRERrPRrRErRPRRPRRRRE

.5021
.5324
.5634
.5950
.6272
.6601
.6936
L7278
L7627
.7983
.8346
.8717
.9095
.9481
.9875
.0276
.0686
o LI OS]
.1530
.1965
.2408
.2861
NG 3178
.3794
L4275
.4765
.5265
.5776
A2 97/
.6828
o 1S TAY)
o2 3
.8487
.9062
.9649
.0248
.0859
.1483
.2119
.2768
.3429
.4105
.4794
.5497
.6214
.6945

L U101 O U1 O b D DD DS DD D WWWWWWWWWWWWWWNNDNDNNNDNDNDMNDNDNMdNDNDNDDNDDND

.2531
.2986
.3451
.3924
.4408
.4901
.5404
.5917
.6441
.6975
.7520
.8076
.8643
.9221
ORI
.0414
.1028
- LSS
A28
.2947
.3613
L4292
.4984
.5691
.6412
.7148
o MRS
.8664
.9445
.0242
- LSS,
.1884
) 30
L 3593
.4474
o3 [
.6289
L7224
.8178
> 9IS 1L
.0144
.1157
.2191
.3245
.4321
.5418

~N J ~JOoO OO OO U OOl OOl U1 U1 U1 U b DD DD DD DD WWWWWwWwWwwwwwwwwww

.0042
.0649
.1268
.1899
.2544
.3201
.3872
.4556
.5254
.5966
.6693
.7434
.8190
.8962
.9749
.0552
L1371
o 2207
.3060
381928,
.4817
5D 22
.6646
WASIBI8
5 (550
.9530
.0531
L5522
4593
.3656
.4739
.5845
.6973
.8124
0 9289
.0496
o L7 LY
5 2968
L4237
.5535
.6859
.8210
.9588
.0993
L2427
.3891
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