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ABSTRAK 

 

Hadi, Sopyan. 2009. Estimasi Parameter Model Regresi Non Linier Resiprokal 
dengan Menggunakan Metode Maksimum Likelihood Estimation (Study 
Kasus Oksidasi Amoniak Menjadi Asam Nitrat). Skripsi, Jurusan 
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri 
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: Sri Harini, M. Si dan Abdul 
Aziz, M. Si. 

 
Kata kunci : regresi non linier resiprokal, pendugaan parameter, maksimum 

likelihood estimation. 
 

Regresi non linier adalah regresi yang variabel-variabelnya berbentuk tidak 
biasa. Bentuk grafik regresi non linier adalah berupa lengkungan hubungan fungsi 
antara dua variabel X dan Y tidak selalu bersifat linier, akan tetapi bisa juga 
bukan linier (non linier). Diantara beberapa bentuk regresi nonlinier, salah 
satunya adalah regresi nonlinier keterbalikan atau biasa disebut dengan regresi 
nonlinier resiprokal. Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui parameter pada 
masing-masing parameter intersep dan parameter slop. Sedangkan dalam 
penentuan peramalannya menggunakan fungsi dan bukan matrix.  

Metode yang digunakan untuk mendeteksi parameter model regresi nonlinier 
resiprokal adalah metode maximum likelihood estimation. Untuk membuktikan 
suatu pendugaan parameter pada model regresi nonlinier resiprokal dilakukan 
suatu pengujian terhadap pendugaan parameter yang dihasilkan dari metode 
maximum likelihood estimation yaitu dengan cara menentukan sifat-sifat 
pendugaan parameter sesuai sifat-sifat pendugaan parameter yang baik yaitu 
unbias, efisien, dan konsisten. 

Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa pendugaan parameter yang 
dihasilkan model regresi resiprokal merupakan penduga yang  baik dikarenakan 
pendugaan parameter yang dihasilkan model regresi resiprokal memenuhi sifat-
sifat dari pendugaan parameter yang baik yaitu unbias, efisien dan konsisten. 
Sedangkan untuk study kasus pada oksidasi amoniak menjadi asam nitrat sesuai 
dengan pendugaanya dihasilkan model penaksiran seperti di bawah. 

 
iii

i XXX
Y

321

1
1903,09088

1
569,12798

1
2934,6210572,5876 +−−=  

Dari data yang ditentukan maka diperolah jika menginginkan jumlah iY  

kecil maka  1X , 2X  harus bernilai kecil dan untuk 3X  harus bernilai besar. 

Sedangkan jika menginginkan iY  besar maka  1X  dan 2X  harus bernilai besar dan 

untuk 3X  harus bernilai kecil. Dalam proses untuk menentukan iY  kecil atau 

besar, maka kondisi di atas harus terpenuhi.  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Sejak peradaban manusia bermula, matematika memainkan peranan yang 

sangat penting dalam kehidupan sehari-hari. Berbagai bentuk simbol digunakan 

untuk membantu perhitungan, pengukuran, penilaian dan peramalan. Salah satu 

cabang dari matematika terapan adalah statistika, yang menggunakan teori 

probabilitas sebagai alat dan memberikan deskripsi, analisis dan perkiraan 

fenomena dan digunakan dalam seluruh ilmu. 

Statistik merupakan salah satu cabang pengetahuan yang paling banyak 

mendapatkan perhatian dan dipelajari oleh ilmuan dari hampir semua bidang ilmu 

pengetahuan, terutama peneliti yang dalam penelitiannya banyak menggunakan 

statistik sebagai dasar analisis maupun perancangannya. Dapatlah dikatakan 

bahwa statistika mempunyai sumbangan yang penting dan besar terhadap 

kemajuan berbagai bidang ilmu pengetahuan. 

Dalam statistik tidak jarang berhadapan dengan persoalan yang melibatkan 

dua atau lebih peubah atau variabel yang ada, atau diduga ada, dalam suatu 

hubungan tertentu. Bentuk hubungan ini dikenal dengan nama regresi untuk satu 

peubah atas peubah lain. Regresi merupakan bentuk hubungan antara peubah 

respon atau peubah terikat atau peubah tak bebas dan peubah prediktor atau 

peubah bebas, dengan tujuan untuk memperkirakan dan atau meramalkan nilai 

rata-rata dari variabel tak bebas (dependent variabel) apabila nilai variabel yang 

menerangkan sudah diketahui. Variabel yang menerangkan sering disebut variabel 
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bebas (independent variable) atau explanatory variable (Supranto, 1995: 44). Pola 

hubungan antara variabel tak bebas dengan variabel bebas pada regresi dapat di 

aplikasikan pada data oksidasi amoniak menjadi asam nitrat. 

Oksidasi amoniak menjadi asam nitrat adalah proses pembentukan asam 

nitrat ( )3HNO  yang didapat dengan proses kimiawi antara amoniak ( )3NH  

dengan oksigen ( )2O . Zat kimia ini merupakan salah satu bahan penting dalam 

pembuatan pupuk, obat bius dan bahan peledak. Di Indonesia kebutuhan akan zat 

kimia ini sangat tinggi, di perkirakan setiap tahunnya mengalami peningkatan 

yang tinggi yaitu mencapai 2,6% per tahun. Oleh karenanya, dari penelitian proses 

oksidasi amoniak menjadi asam nitrat ini diharapkan dapat mengetahui peramalan 

jumlah amoniak yang hilang (tidak terikat) dari proses oksidasi. Dengan hasil 

peramalan ini di harapkan pada proses oksidasi selanjutnya jumlah amoniak yang 

hilang bisa diminimalkan. Sehingga hasil asam nitrat yang diperoleh (terikat) juga 

menjadi semakin besar. 

Suatu penelitian khususnya yang melibatkan suatu variabel respon dan 

variabel explanatory, maka model regresi merupakan model yang cocok 

digunakan dalam menganalisis data. Model regresi ini mempunyai 2 bentuk yaitu 

bentuk linier dan tak linier dalam parameternya. Model yang linier dalam 

parameternya adalah yang dapat didekati dengan teknik regresi berganda, seperti 

model-model polinom. Model yang tak linier dalam parameternya dikatakan linier 

instrinsik bila suatu transformasi dapat membuatnya linier. Kurva-kurva logaritma 

dan resiprokal termasuk golongan ini. Model yang tak dapat dilinierkan melalui 

transformasi dikatakan tidak linier instrinsik dan analisis yang berhubungan 
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dengannya disebut regresi tak linier (Steel dan Torrie, 540:1993). Salah satu 

model regresi nonlinier (yang secara instrinsik linier) adalah model resiprokal. 

Data yang digunakan dalam penelitian ini merupakan data nonlinier sehingga 

regresi resiprokal ini sesuai jika dijadikan fasilitas untuk menganalisa. 

Penggunaan analisis regresi ini bertujuan untuk mendeteksi parameter pada model 

regresi nonlinier resiprokal.  

Dalam estimasi parameter pada model regresi nonlinier resiprokal terdapat 

beberapa macam asumsi tehadap nilai pengamatan (variabel random) akan tetapi 

dalam pendugaan parameter menggunakan satu asumsi, yaitu nilai pengamatannya 

diasumsikan berdistribusi normal, dikarenakan distribusi normal merupakan salah 

satu pendekatan penyelesaian yang cukup baik bagi distribusi-distribusi lain, 

termasuk distribusi bagi variabel diskrit seperti binomial dan poisson (Harini, 

2007:123). 

Pendugaan parameter pada oksidasi amoniak menjadi asam nitrat dengan 

regresi nonlinier resiprokal dilakukan karena merupakan masalah yang paling 

utama dalam menentukan model untuk peramalan. Maka dari itu diperlukan suatu 

cara untuk mengatasinya yaitu melakukan suatu pendugaan terhadap model 

tersebut dengan menggunakan suatu metode. Dan metode tersebut haruslah 

memberikan hasil yang baik, metode tersebut adalah metode maximum likelihood 

estimation. Untuk membuktikan apakah pendugaan tersebut memenuhi syarat 

sifat-sifat pendugaan yang baik maka dilakukan suatu pengujian terhadap hasil 

pendugaan dengan sifat-sifat pendugaan itu sendiri yaitu unbias, efisien, dan 

konsisten.  
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Dalam Al Quran telah disinggung terkait dengan permasalahan pendugaan 

dan perbandingan dua hal. Untuk permasalahan pendugaan yaitu terdapat pada 

Surat Al-Baqoroh ayat 80: 

((( ÷ ÿ…çν y‰ôγ tã#Î=øƒ ä† n=sù Y‰ ôγ tã«! $#‰Ζ ÏãΝè? õ‹ sƒ ªBr&≅è% 4 öο yŠρ ß‰÷è ¨Β$YΒ$ −ƒ r&Hω Î)‘$̈Ψ9$# H$ uΖ¡¡ yϑ s?s9  #θä9$s% uρ 
∩∇⊃∪χθßϑ n=÷è s?ω$ tΒ Ÿ «!$# ’ n?tãβθ ä9θ à)s?Π r& 

Artinya: “Dan mereka berkata: "Kami sekali-kali tidak akan disentuh oleh api 

neraka, kecuali selama beberapa hari saja." Katakanlah: "Sudahkah kamu 

menerima janji dari Allah sehingga Allah tidak akan memungkiri janji-Nya, 

ataukah kamu Hanya mengatakan terhadap Allah apa yang tidak kamu 

ketahui?"”(QS. Al- Baqoroh:80) 

Pada surat Al- Baqoroh:80 dijelaskan bahwa umat yahudi berkata bahwa 

mereka tidak akan disentuh oleh api neraka, kecuali beberapa hari saja. Pada ayat 

tersebut terdapat ketidakpastian dalam pernyataan jumlah hitungan hari lama 

orang yahudi akan disentuh oleh api neraka.  

Atas dasar uraian di atas, peneliti akan mengkaji masalah model non-linier 

dengan judul ”Estimasi Parameter Model Regresi Non Linier Resiprokal 

dengan Menggunakan Metode Maximum Likelihood Estimation (Study Kasus 

Oksidasi Amoniak Menjadi Asam Nitrat)”.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka permasalahan dirumuskan sebagai 

berikut:  

1. Bagaimana bentuk estimasi parameter pada model regresi Non-linier 

Resiprokal dengan menggunakan metode Maximum Likelihood Estimation? 
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2. Bagaimana model regresi Non-linier Resiprokal pada data oksidasi amoniak 

menjadi asam nitrat dengan menggunakan Maximum Likelihood Estimation? 

 

1.3 Tujuan Penelitian  

 Adapun tujuan dari penelitian ini adalah 

1. Untuk mengetahui bentuk estimasi parameter pada model regresi Non-linier 

Resiprokal dengan menggunakan metode Maximum Likelihood Estimation. 

2. Untuk mengetahui model regresi Non-linier Resiprokal pada data oksidasi 

amoniak menjadi asam nitrat dengan menggunakan Maximum Likelihood 

Estimation. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Untuk membatasi permasalahan agar sesuai dengan yang dimaksudkan 

dan tidak menimbulkan permasalahan yang baru, maka peneliti memberikan 

batasan pada asumsi yaitu ),(~ 2σµε N dimana estimasi parameter β , µ   dan 

2σ  akan dicari dengan metode Maximum Likelihood Estimation. Dalam 

menentukan pendugaan parameter model regresi Resiprokal digunakan sifat-sifat 

pendugaan yaitu unbias, efisien, dan konsisten.  

 

1.5 Manfaat Penelitian 

a. Bagi peneliti  

Kegunaan bagi peneliti adalah dapat memperdalam pemahaman peneliti 

mengenai statistik inferensi  khususnya pendugaan parameter model non linier . 
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b. Bagi Pembaca 

 Melalui penelitian ini dapat menambah penguasaan materi, sebagai 

pengalaman dalam melakukan penelitian dan menyusun karya ilmiah dalam 

bentuk skripsi, serta media untuk mengaplikasikan ilmu matematika yang telah 

diterima dalam bidang keilmuannya, khususnya menentukan parameter model 

non-linier secara realistis. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Adapun metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini ialah 

menggunakan studi literatur yaitu penelitian yang dilakukan diperpustakaan 

dengan cara mengumpulkan data dan informasi dengan bantuan bermacam-

macam material yang terdapat di ruang perpustakaan seperti buku-buku, majalah, 

artikel, jurnal dan lain-lain (Mardalis,1999:28). 

Adapun langkah-langkah dalam penulisan ini adalah  

1. Menentukan model persamaan regresi resiprokal  

2. Menentukan penduga parameter pada model regresi Resiprokal dengan 

metode Maximum Likelihood Estimation dengan cara menentukan 

persamaan model dengan: 

a. Menentukan fungsi likelihood yang diperoleh dari fungsi distribusi 

peluang 

b. Mengubah bentuk fungsi likelihood menjadi log-likelihood 

c. Menentukan penduga parameter β̂  dan 2σ  dengan meMaximumkan 

persamaan  
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d. Menentuka  sifat-sifat penaksir unbias, efisien dan konsisten 

3. Mensubstitusikan data yang ada pada model untuk menentukan pendugaan 

parameter yang dihasilkan dari model dan menentukan hubungan yang 

terjadi pada data. 

4. Membuat kesimpulan, kesimpulan merupakan jawaban dari permasalahan 

yang telah dikemukakan dalam pembahasan. 

 

 1.7 Sistematika Pembahasan 

Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis menggunakan sistematika penulisan 

yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam subbab dengan 

sistematika penulisan sebagai berikut: 

BAB 

I 

Pendahuluan, yang meliputi beberapa sub bahasan yaitu latar 

belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan 

masalah,  manfaat penelitian, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan. 

BAB 

II 

Kajian pustaka, kajian yang berisi tentang teori-teori yang ada 

kaitannya dengan hal-hal penulis bahas diantaranya adalah 

regresi, regresi resiprokal, pendugaan parameter, metode 

Maximum Likelihood Estimation, distribusi normal, dan 

Kajian Estimasi, Non Linier dan Ramalan dalam Al-Quran 

dan Al-Hadis 

BAB 

III 

Pembahasan, pada bab ini berisi tentang uraian cara menduga 

parameter yang meliputi: menentukan penduga parameter 
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model regresi  Resiprokal dengan metode maximum likelihood 

estimation, menentukan penduga parameter dari data, dan 

menentukan sifat-sifat pendugaan parameter metode maximum 

likelihood estimation, dan Aplikasi pada data. 

BAB 

IV 

Penutup, pada bab ini penulis mengkaji tentang kesimpulan 

yang dilengkapi dengan saran-saran yang berkaitan dengan 

penelitian ini. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Regresi 

Istilah regresi dikemukakan untuk pertama kali oleh Francis Galton dalam 

artikelnya “Family Likeness in Stature” pada tahun 1886. Studinya ini 

menghasilkan apa yang dikenal dengan hukum regresi universal tentang tingginya 

anggota suatu masyarakat. Hukum tersebut menyatakan bahwa distribusi tinggi 

suatu masyarakat tidak mengalami perubahan yang besar sekali antargenerasi. Hal 

ini dijelaskan Galton berdasarkan fakta yang memperlihatkan adanya 

kecenderungan mundurnya (regress) tinggi rata-rata anak dari orang tua dengan 

tiggi tertentu menuju tinggi rata-rata seluruh anggota masyarakat. Ini berarti 

terjadi penyusutan kearah keadaan sedang. Tetapi sekarang istilah regresi telah 

diberikan makna yang jauh berbeda dari yang dimaksudkan oleh Galton. Secara 

luas sekarang analisis regresi diartikan sebagai suatu analisis tentang 

ketergantungan suatu variable kepada variabel lain dalam rangka membuat 

estimasi atau prediksi dari rat-rata nilai variabel tergantung dengan diketahuinya 

nilai variabel bebas. (Lains, 2003: 19) 

Jadi analisis regresi secara modern diinterpretasikan berkenaan dengan studi 

ketergantungan dari suatu variabel yang disebut variabel takbebas (dependent 

variable), pada satu atau lebih variabel, yaitu varibel yang menerangkan, dengan 

tujuan untuk memperkirakan dan atau meramalkan nilai rata-rata dari variabel tak 

bebas apabila nilai variabel yang menerangkan sudah diketahui. Variabel yang 
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menerangkan sering disebut variabel bebas (independent variable) atau 

explanatory variable. (Supranto, 1995: 44) 

Tujuan utama dari analisis regresi adalah mendapatkan dugaan (ramalan) 

dari suatu variabel dengan menggunakan variabel lain yang diketahui. Analisis 

regresi mempunyai dua jenis model yaitu regresi linier dan regresi non linier. 

Namun yang akan dibahas dalam penelitian  ini hanyalah mengenai regresi non 

linier. 

 

2.2 Regresi Non Linier 

Regresi non linier adalah regresi yang variabel-variabelnya berbentuk tidak 

biasa. Bentuk grafik regresi non linier adalah berupa lengkungan (Hasan, 2002: 

279). Sedangkan Menurut Supranto (1994: 262) hubungan fungsi antara dua 

variabel X dan Y tidak selalu bersifat linier, akan tetapi bisa juga bukan linier 

(non linier). Diagram pencar dari hubungan yang linier akan menunjukkan suatu 

pola yang dapat didekati dengan garis lurus, sedangkan yang bukan linier harus 

didekati dengan garis lengkung. Dan  menurut Sugiarto (1992: 29) hubungan 

fungsi diantara dua peubah X dan Y dikatakan tidak linier apabila laju perubahan 

dalam Y yang berhubungan dengan perubahan satu satuan X tidak konstan untuk 

suatu jangkauan nilai-nilai X tertentu  

 

2.3 Regresi Non Linier Resiprokal 

Model regresi non linier dibagi menjadi dua jenis yaitu model linier 

instrinsik dan model nonlinier instrinsik. Jika suatu model adalah linier instrinsik, 
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maka model ini dapat dinyatakan melalui transformasi yang tepat terhadap 

peubahnya. jika suatu model nonlinier tidak dapat dinyatakan dalam bentuk baku 

ini, berarti model itu secara nonlinier instrinsik (Draper dan Smith,1992: 212).   

Diantara bentuk-bentuk model (linier instrinsik) yang dapat 

ditransformasikan kedalam bentuk linier adalah model regresi resiprokal. Pada 

model regresi resiprokal terdapat dua bentuk, yang diantaranya ditunjukkan 

sebagai berikut: 

a. Model pertama 

i
0 1 i1 2 i2 k ik i

1
Y

X X ... X
=

β + β + β + + β + ε
     

transformasi modelnya ditentukan dengan membalik persamaan sehingga 

diperoleh 

0 1 i1 2 i2 k ik i
i

1
X X ... X

Y
= β + β + β + + β + ε  

dimana: 

Y   = Variabel terikat (Dependent variable) 

0β   = Parameter intersep 

1 2 3 p, , ,...,β β β β  = Parameter slope 

pXXX L,, 21  = Variabel bebas  (Independent variable) 

i   = n,,3,2,1 L  peubah acak 

ε   = Galat 
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b. Model kedua 

Pada model resiprokal yang pertma memiliki perbedaan bentuk, yang mana 

pada model kedua ini dapat ditunjukkan sebagai berikut: 

i
i

i X
Y εββ +








+= 1

10  

Model ini memiliki variable X  yang berbentuk nonlinier karena variable 

tersebut dimasukkan ke dalam model bentuk kebalikan atau berbanding terbalik. 

Namun jika dilakukan proses pengembalian model maka bentuk di atas 

merupakan bentuk linier.. 

Dari bentuk model yang ada di atas maka model resiprokal yang memiliki 

variable independent sebanyak n  maka dapat ditentukan sebagai berikut: 

i
ni

k
ii

i XXX
Y εββββ +++++= 111

2
2

1
10 L     (2.1) 

dimana: 

Y    = Variabel terikat (Dependent variable) 

1β    = Parameter intersep 

pββββ ,,,, 321 K  = Parameter slope 

pXXX L,, 21   = Variabel bebas  (Independent variable) 

i    = n,,3,2,1 L  peubah acak 

ε    = Galat    (Draper dan Smith,1992: 212) 
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Bentuk seperti model (2.1) dapat dilihat pada kurva Phillips, yang mencoba 

membuktikan hubungan antara laju pengangguran dan laju inflasi selain itu model 

ini juga dapat dilakukan untuk meramalkan biaya tetap rata-rata. 

Beberapa bentuk kurva yang mungkin ditunjukan pada gambar dibawah ini:  

 

 

  

 

           

 

Gambar 2.1 Model regresi non linier resiprokal 

Pada gambar 2.1 dapat di lihat bahwa terdapat hubungan antara dua variable 

X  dan Y  yang mempunyai persamaan sebagai berikut: 

X
Yi

1
10 ββ += .        (2.2) 

Dimana Y merupakan variabel terikat dan X  sebagai variabel bebas. Selain 

itu terdapat 0β  dan 1β  yang keduanya merupakan konstanta. Untuk 

mempermudah pemahaman terhadap persamaan maka di buat visualisasinya. 

Sehingga bentuk visualisasi yang mungkin dari persamaan (2.2) adalah perhatikan 

apabila X  sebagai variabel terikat naik dalam jumlah yang tak terhingga, maka 

faktor  
iX

1
 mendekati nol. Sedangkan untuk Y  akan mendekati nilai batas atau 

nilai asimtot sebesar 0β  apabila nilai dari X  sebagai variabel terikat naik dalam 

jumlah yang tak terhingga. Oleh karena itu, model-model di atas memuat nilai 

X
Yi

1
10 ββ +=
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asimtot atau nilai batas yang akan menjadi nilai variable tak bebas apabila nilai 

variable X naik dalam jumlah tak terhingga.   

Contoh: 

Data  diambil dari metode statistik yaitu data dari tujuh pengamatan rata-rata 

dimana Y (nomor pengamatan) dan X  (nilai rata-rata)  dan Z (hasil substitusi ke 

persamaan). Penyajian datannya sebagai berikut: 

Y X Z 

1 4 
5.5 

2 5 
5 

3 6 
4.666667 

4 7 
4.428571 

5 8 
4.25 

6 9 
4.111111 

7 10 
4 

dengan menggunakan persamaan (2.2) yang mana untuk nilai 0β  dan 1β  berturut 

turut adalah 3 dan 10. Kemudian data dan konstanta 0β  dan 1β  di substitusikan 

ke persamaan sehingga diperoleh nilai baru hasil substitusi sebagaimana Z pada 

tabel di atas. 

 Dari hasil di atas maka dapat di buat sebuah grafik antara variable Y 

dengan Z sebagai berikut: 

 

 

 

 

 Gambar 2.2. Grafik rata-rata nilai menggunakan persamaan (2.2) 

hasil substitusi ke persamaan 2.2

0

1

2

3

4

5

6

7

8

0 2 4 6

Z

Y hasil
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Dari hasil yang di  keluarkan grafik dapat dilihat bahwa hubungan antara 

faktor 
iX

1
 dan Y adalah keterbalikan. Artinya semakin besar nilai  maka nilai 

faktor dari 
iX

1
 akan mendekati nol sedangkan untuk Y semakin mendekati nilai 

konstanta 0β . 

 

2.4 Pendugaan Parameter 

2.4.1 Pengertian Pendugaan Parameter dan Penduga 

Pendugaan (estimasi) adalah proses yang menggunakan sampel statistik 

untuk menduga atau menaksir hubungan parameter populasi yang tidak diketahui. 

Pendugaan merupakan suatu pernyataan mengenai parameter populasi yang 

diketahui berdasarkan populasi dari sampel, dalam hal ini sampel random, yang 

diambil dari populasi yang bersangkutan. Jadi dengan pendugaan ini, keadaan 

parameter populasi dapat diketahui (Hasan, 2002: 111). Menurut Yitnosumarto 

(1990:211-212), penduga (estimator) adalah anggota peubah acak dari statistik 

yang mungkin untuk sebuah parameter (anggota peubah diturunkan). Besaran 

sebagai hasil penerapan penduga terhadap data dari semua contoh disebut nilai 

duga (estimate). 

2.4.2 Sifat-Sifat Penduga 

1) Tak bias (unbias) 

Satu hal yang menjadi tujuan dalam pendugaan adalah penduga harus 

mendekati nilai sebenarnya dari parameter yang diduga tersebut. Misalkan 
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terdapat parameter θ . Jika θ̂  merupakan penduga tak bias (unbiased 

estimator) dari parameter θ , maka: 

( )ˆE θ = θ  

 (Yitnosumarto,1990: 212) 

2) Efisien 

Suatu penduga (misalkan: θ̂ ) dikatakan efisien bagi parameter ( )θ  apabila 

penduga tersebut mempunyai varians yang kecil. Apabila terdapat lebih dari 

satu penduga, penduga yang efisien adalah penduga yang mempunyai varian 

terkecil. Dua buah penduga dapat dibandingkan efisiensinya dengan 

menggunakan efisiensi relative (Relative efficiency). Efisiensi relatif 

ˆ
2θ terhadap ̂ 1θ  dirumuskan: 

R( ) ( )
( )

2

2

ˆ ˆ
ˆ ˆ,

ˆ ˆ

E

E

1

2 1

2

θ − θ
θ θ =

θ − θ
 

( )( )
( )( )

2

2

ˆ ˆ

ˆ ˆ

1 1

2 2

θ − θ
=

θ − θ

E E

E E
 

ˆvar
ˆvar

1

2

θ=
θ

 

ˆ

ˆ
1

2

θ=
θ

R , Jika R>1 maka 2
ˆ ˆ

1θ > θ artinya secara relatif ˆ 2θ  lebih efisien daripada 

ˆ
1θ ,  dan  jika R<1 maka 2

ˆ ˆ
1θ < θ  artinya secara relatif ˆ1θ  lebih efisien daripada 

ˆ
2θ . 
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3) Konsisten 

Suatu penduga dikatakan konsisten apabila memenuhi syarat sebagai berikut: 

1) Jika ukuran sampel semakin bertambah maka penduga akan mendekati 

parameternya. Jika besar sampel menjadi tak terhingga maka penduga 

konsisten harus dapat memberi suatu penduga titik yang sempurna 

terhadap parameternya. Jadi, 
∧ θ 
 

 merupakan penduga konsisten, jika 

dan hanya jika: 

( )( )2ˆE E 0θ − θ → jika n → ∞  

2) Jika ukuran sampel bertambah besar maka distribusi sampling penduga 

akan mengecil menjadi suatu garis tegak lurus diatas parameter yang 

sama dengan probabilitas sama dengan 1. (Hasan, 2002: 113-115) 

  

2.5 Maximum Likelihood 

2.5.1. Fungsi likelihood 

Definisi  

Fungsi likelihood dari n variabel random 1x , 2x ,..., nx  didefinisikan 

sebagai fungsi kepadatan bersama dari n variabel random. Fungsi kepadatan 

bersama );,...,( 1,...,1
θnxx xxf

n
, yang mempertimbangkan fungsi dari θ . Jika 

1x ,..., nx  adalah sampel random dari fungsi kepadatan );( θxf , maka fungsi 

likelihoodnya adalah );()...;();( 21 θθθ nxfxfxf (Mood, Graybill and Boes, 

1986:278) 
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Notasi  

 Untuk mengingatkan dalam mempelajari fungsi likelihood sebagai fungsi 

dari θ , dapat dinotasikan );,...,( 1 θnxxL  atau ),...,( 1 nxxL  

Contoh 

Jika 1x , 2x ,..., nx  adalah random sampel dari distribusi ),(~ µθNx . Fungsi 

likelihoodnya adalah: 

);,...,,( 21 θnxxxL = );()...;();( 21 θθθ nxfxfxf , Θ∈θ  

Karena berdistribusi normal, maka fungsi );( θxf =
2)(

2

1

22

1 σ
θ

πσ

−
− ix

e  

Fungsi likelihoodnya adalah: 

);,...,,( 21 θnxxxL = );()...;();( 21 θθθ nxfxfxf  

      = 
21 )(

2

1

22

1 σ
θ

πσ

−
−

x

e
21 )(

2

1

22

1 σ
θ

πσ

−
−

x

e ...
21 )(

2

1

22

1 σ
θ

πσ

−
−

x

e  

      = ∏
=








 −
−++







 −
−+







 −
−n

i

xxx

e
1

)(
2

1
...)(

2

1
)(

2

1

2

212121

2

1 σ
θ

σ
θ

σ
θ

πσ
 

      = ∏
=








 −
+

−
+

−
−n

i

xxx

e
1

)()()(
2

1

2

212121

2

1 σ
θ

σ
θ

σ
θ

πσ
 

      = 
∑











=

−
−

n

i

xn

e 1

21 )(
2

1

22

1 σ
θ

πσ
 

      = 
( )

∑
















=

−
−

n

i

x
n

e 1

21 )(
2

1

2

1
22

1 σ
θ

πσ
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      = 
( )

∑
=

−
−

n

i

x

n
e 1

21 )(
2

1

222

1 σ
θ

πσ
 

 Sehingga fungsi likelihood dapat di tulis sebagai berikut: 

     );,...,,( 21 θnxxxL = 
( )

∑
=

−
−

n

i

x

n
e 1

21 )(
2

1

222

1 σ
θ

πσ
 

 

2.5.2. Maximum Likelihood Estimation  

 Metode Maximum likelihuood estimation adalah suatu metode untuk 

memperoleh perkiraan (estimator) θ̂ , sedemikiab rupa sehingga membuat 

Maximum fungsi kepadatan bersama, suatu fungsi yang dianggap sebagai fungsi 

θ , untuk nXXX L,, 21  yang tetap. Ringkasnya prinsip dari metode Maximum 

likelihuood estimation ialah untuk memilih pemerkira (estimator), yang membuat 

probabilita untuk memperoleh sampel yang diteliti menjadi Maximum.(Supranto, 

1986: 38-39)  

  Kita telah membahas sifat baik yang dimiliki dalam pendugaan. Jadi untuk 

mengetahui apakah suatu pendugaan bersifat unbias, efisien dan konsisten dan 

sebagainya terlebih dahulu ditentukan pendugaannya dengan menggunakan suatu 

metode yaitu metode maximum likelihood estimation. Metode tersebut sering 

memberikan hasil yang baik (yaitu sering memberikan penaksir yang baik). 
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Definisi.  

 Andaikan 1X , 2X ,..., nX  peubah acak dengan fungsi distribusi 

)|,...,,( 21 θnxxxF  dengan θ ∈ Θ  yang tidak diketahui. Dan fungsi likelihood 

ialah  

  )(θL =




pFxxxp

fFxxxf

n

n

padat  fungsi mempunyai  jika),|,...,,(

padat  fungsi mempunyai  jika ),|,...,,(

21

21

θ
θ

 

Setiap ),...,,(ˆˆ
21 nn XXXθθ = ∈ Θ  sehingga 

    { }Θ∈= θθθ :)(sup)ˆ( LL  

disebut maximum likelihood estimation. 

     (Dudewicz dan Mishra, 1995: 412) 

Contoh: 

Andaikan bahwa sampel random berukuran n berdistribusi bernoulli  

 );( pxf = )()1,0(
1 xIqp xx − , untuk 10 ≤≤ p dan pq −= 1  

Nilai sampel 1x , 2x ,..., nx  menjadi barisan bernilai nol dan satu, fungsi 

likelihoodnya adalah 

 )( pL =∏
=

−
n

i

xx ii qp
1

1 = ∑∑ − ii xnx
qp  

Dimisalkan 

 ∑= ixy  

Maka fungsi likelihoodnya menjadi: 

 )( pL = ii yny qp −  

Dengan melogaritmakan persamaan di atas, diperoleh: 
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 )(log pL = qynpy log)(log −+     (2.3) 

Untuk mendapatkan penduga dari p maka dengan mendiferensialkan persamaan 

(2.6) terhadap p, diperoleh: 

q

yn

p

y

p

pL −−=
∂

∂ )(log
     (2.4) 

Karena 0
)(log =

∂
∂

p

pL
, persamaan (2.7) menjadi 

q

yn

p

y −−=0  

Untuk pq −= 1 , maka: 

0
ˆˆ

=−−
q

yn

p

y
 

p

yn

p

y
ˆ1ˆ −

−=  

                 )(ˆˆ ynpypy −=−  

   yynpyp −=−−− )(ˆˆ  

     yynyp −=−+− )(ˆ  

                    ynp −=− ˆ  

                                xx
nn

x

n

y

n

y
p i

i =∑=∑==
−
−= 1

ˆ  

 

2.6  Distribusi Normal 

Distribusi yang penting dalam statistika ialah distribusi normal atau sering 

pula disebut distribusi Gauss.  
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( ) 2

2

1

22

1
)(








 −







 −
= σ

µ

πσ

y

i eyf       (2.5) 

Distribusi ini mempunyai rataan µ  dan variansi 2σ . Grafiknya mirip 

lonceng dan tertentu sepenuhnya bila  µ  dan 2σ diketahui. Suatu peubah acak Y  

yang berdistribusi normal dengan rataan µ  dan simpangan baku 2σ  sering 

disingkat dengan lambang Y ~ ),( 2σµN . 

 Distribusi normal dengan rataan 0 dan simpangan baku 1 disebut normal 

baku., lambang )1,0(N . Untuk suatu distribusi ),( 2σµN  berlaku 

 68,0    6826,0)( ≈=+≤≤− σµσµ YP  

 95,0    9544,0)22( ≈=+≤≤− σµσµ YP  

 997,0   9774,0)33( ≈=+≤≤− σµσµ YP     (2.6) 

       (Sembiring, 1995: 4-5) 

 

2.7 Kajian Regresi Nonlinier Resiprokal Baku  

Pada kajian regresi nonlinier resiprokal baku, yang hanya menggunakan satu 

variabel bebas akan dicari estimasi parameternya dengan menggunakan 

Maksimum Likelihood Estimation. Yangmana ini merupakan dasar dalam 

menggunakan model dengan tiga variabel yang akan di bahas pada bab III,  

sehingga perlu diketahui model bakunya adalah sebagai berikut: 

ii X
Y εββ ++=

1
10

1
        (2.7) 

dimana (i = 1,2,…,n), dan ε  tidak berdistribusi normal, karena yang berdistribusi 

normal adalah ε . 
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Dari model (3.1) diketahui dengan variabel bebas 1X  sedangkan untuk 

variabel terikat adalah (Y). Sehingga (3.1) dapat dibentuk ke dalam model berikut: 

i
i

i X
Y εββ ++= 1

10    

iε  = 







+−

i
i X

Y
1

10 ββ  

i
ii X

Y
1
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dimana ( )ni ,,2,1 L= .  

Menentukan Penduga Parameter Regresi Resiprokal Baku Menggunakan 

Metode Maksimum Likelihood Estimation sebagai berikut: 

2.7.1 Penduga Parameter β  

Dari persamaan (2.8) diketahui bahwa iY  = ( 1Y , 2Y , …, nY ), adalah variabel 

random, dimana n = 21 dan i = 1,2,…,n . Karena diasumsikan berdistribusi normal 
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Untuk menentukan penduga parameter menggunakan metode maksimum 

likelihood estimation, terlebih dahulu ditentukan fungsi likelihood ( )L  yang di 

peroleh dari fungsi distribusi peluang pada persamaan (2.9) di atas sebagai 

berikut: 
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untuk mendapatkan penduga parameter maka persamaan (2.10) diubah menjadi 

fungsi log-likelihood sehingga diperoleh  
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Untuk mendapatkan penduga parameter 0β̂ dan 1β̂  yaitu dengan 

memaksimumkan persamaan (2.11) terhadap 0β dan 1β , artinya 

mendeferensialkan ),,(lnL 2
10 i|Yββ σ  terhadap 0β dan 1β : 

2.7.1.1 Etimasi 0β  
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diperoleh: 
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2.7.1.2 Etimasi 1β  

Untuk menentukan estimasi 1β  yang kemudian dinotasikan 1β̂  dengan 

mendeferensialkan ),,(lnL 2
10 i|Yββ σ  terhadap 1β  dan sama dengan nol sehingga 

diperoleh: 
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Untuk menentukan masing-masing nilai dari estimasi 0β̂  dan 1β̂  dilakukan 

metode substitusi pada masing-masing persamaan. Sehingga persamaan masing-

masing estimasi parameter β  untuk 0β̂  dan 1β̂  adalah sebagai berikut: 
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Untuk estimasi parameter 0β̂  sebagaimana pada persamaan (2.12). 
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Untuk menentukan estimasi parameter 1β̂  persamaan  maka dilakukan 

substitusi 0β̂  persamaan (2.12) sehingga didapat sebagai berikut: 
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sehingga estimasi parameter dari 1β̂  adalah sebagai berikut: 
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2.7.2 Penduga Parameter  2
σ  

Untuk menentukan estimasi 2σ  yang kemudian dinotasikan 2σ̂  dengan 
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Jadi penaksiran terhadap 2σ̂  adalah 

2

1
10

2 1ˆˆ1
ˆ ∑ 








−−=

=

n

i i
i X

Y
n

ββσ   

  

2.8 Kajian Estimasi, Non Linier dan ramalan dalam Al-Quran dan Al-Hadis 

Islam adalah agama yang mengatasi dan melintasi waktu karena sistem nilai 

yang dikandungnya adalah mutlak. Kebenaran nilai Islam bukan hanya untuk 

masa dahulu, namun juga sekarang dan akan datang. Nilai-nilai dalam Islam 

berlaku sepanjang masa. Jadi Islam memiliki pandangan hidup mutlaknya sendiri, 

meliputi persoalan ke-Tuhanan, ke-Nabian, kebenaran, alam semesta, dan lain-

lain. 
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Dalam al-Qur’an pada surat al-Baqarah ayat 80 terdapat ayat yang 

menyinggung masalah statistika, yaitu tentang pendugaan. Surat al-Baqarah yang 

286 ayat itu turun di Madinah yang sebagian besar diturunkan pada permulaan 

tahun Hijrah, kecuali ayat 281 diturunkan di Mina pada Hajji wadaa' (hajji Nabi 

Muhammad s.a.w. yang terakhir). Seluruh ayat dari surat al-Baqarah termasuk 

golongan Madaniyyah, merupakan surat yang terpanjang di antara surat-surat al-

Quran yang di dalamnya terdapat pula ayat yang terpanjang (ayat 282).  

2.7.1. Kajian Estimasi 

÷ ÿ…çν y‰ôγ tã#Î=øƒ ä† n=sù Y‰ôγ tã «! $#‰Ζ ÏãΝè? õ‹ sƒªBr&≅è% 4 öο yŠρ ß‰÷è ¨Β$ YΒ$−ƒ r&Hω Î)‘$ ¨Ψ9$# H$uΖ ¡¡yϑ s?s9  #θ ä9$s% uρ 
∩∇⊃∪χθßϑ n=÷è s?ω$ tΒ Ÿ «!$# ’ n?tãβθ ä9θ à)s?Π r& 

Artinya: “Dan mereka berkata: "Kami sekali-kali tidak akan disentuh oleh api 

neraka, kecuali selama beberapa hari saja." Katakanlah: "Sudahkah kamu 

menerima janji dari Allah sehingga Allah tidak akan memungkiri janji-Nya, 

ataukah kamu Hanya mengatakan terhadap Allah apa yang tidak kamu 

ketahui?"”(QS. al- Baqoroh:80) 

 

Surat ini dinamai al-Baqarah karena di dalamnya disebutkan kisah 

penyembelihan sapi betina yang diperintahkan Allah kepada Bani Israil (ayat 67 

sampai dengan 74), dimana dijelaskan watak orang Yahudi pada umumnya. 

Dinamai Fusthaatul-Quran (puncak Al Quran) karena memuat beberapa hukum 

yang tidak disebutkan dalam surat yang lain. Dinamai juga surat alif-laam-miim 

karena surat ini dimulai dengan Alif-laam-miim 

Abdussyakir ( 2007:155-156) mengatakan bahwa pendugaan (estimasi) 

adalah keterampilan untuk menentukan sesuatu tanpa melakukan proses 



32 
 

 
 

perhitungan secara eksak. Disebutkan juga bahwa dalam matematika terdapat tiga 

jenis estimasi yaitu estimasi banyak/jumlah (numerositas), estimasi pengukuran 

dan estimasi komputasional. 

1. Estimasi banyak/ jumlah 

Estimasi banyak adalah menentukan banyaknya objek tanpa menghitung 

secara eksak. Objek disini maknanya sangat luas. Objek dapat bermakna 

orang, uang kelereng, titik, dan mobil.  

2. Estimasi pengukuran 

Estimasi pengukuran adalah menentukan ukuran sesuatu tanpa menghitung 

secara eksak. Ukuran disini maknanya sangat luas. Ukuran dapat bermakna 

ukuran waktu, panjang, luas, usia dan volume. Ketika melihat orang berjalan 

tanpa menanyakan tanggal lahirnya, pembaca dapat menebak/menaksir 

usianya. Estimasi pada al-Baqoroh ayat 80 adalah estimasi ukuran yaitu 

ukuran waktu.  

3. Estimasi komputasional 

Estimasi komputasional adalah menentukan hasil suatu operasi hitung tanpa 

menghitungnya secara eksak. Seseorang mungkin akan menghitung dengan 

cara membulatkan kepuluhan terdekat. 

Dari pengertian diatas, maka dapat diketahui kaitan ayat diatas dengan 

pendugaan Ïterletak pada kalimatš ‰÷è ¨Β$YΒ$−ƒ r& Hω Î) (kecuali selama beberapa hari saja) 

Karena pada ayat tersebut tidak dijelaskan secara jelas lama waktu ketika orang 

yahudi meentukan masa akan disentuh oleh api neraka, akan tetapi hanya tertulis 
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”beberapa hari saja”. Sehingga terdapat perbedaan dalam menafsirkan ayat 

tersebut. 

Dalam suatu riwayat dikemukakan bahwa di waktu Rasulullah SAW sampai 

ke Madinah, kaum Yahudi berkata: "Umur dunia ini tujuh ribu tahun. Manusia 

disiksa tiap seribu tahun dari hari dunia ini sehari di Yaumilakhir, sehingga 

jumlahnya hanya tujuh hari saja, dan setelah itu putuslah siksaan itu. Maka Allah 

turunkan ayat ini (S. 2: 80) sebagai bantahan dan peringatan kepada orang-orang 

yang menganggap dirinya lebih tahu dari Allah SWT.(Diriwayatkan oleh at-

Thabarani di dalam kitabnya al-Kabir, demikian juga Ibnu Jarir, Ibnu Abi Hatim, 

dari Ibnu Ishaq dari Muhammad bin Abi Muhammad dari Ikrimah atau Sa'id bin 

Jubair yang bersumber dari Ibnu Abbas.)  

Kemudian dalam riwayat lain dikemukakan bahwa turunnya ayat ini (S. 2: 

80) sehubungan dengan ucapan kaum Yahudi yang berkata: "Kita tidak akan 

masuk neraka kecuali beberapa hari saja, selama kita menyembah anak sapi, yaitu 

empat puluh hari, sesuai dengan sumpah kita. Dan apabila telah habis empat puluh 

hari, putuslah siksaan terhadap kita." (Diriwayatkan oleh Ibnu Jarir dari ad-

Dlahhak yang bersumber dari 'Ikrimah, Ibnu Abbas dan lain-lain.) 

Sehingga terdapat perbedaan penafsiran antara riwayat satu dengan yang 

lain. Riwayat pertama mengungkapkan bahwasanya kata-kata beberapa hari saja 

dimaknai dengan hitungan dimana perbandingan antara hari diduni dengan hari 

yaumul akhir adalah satu berbanding 1000. berarti makna beberapa hari dimaknai 

dengan 7 hari saja. Kemudian di riwayat yang kedua maksud dari beberapa hari 

adalah empat puluh hari. 
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2.7.2. Kajian Non Linier 

Dalam kajian non linier ini akan dibahas ayat al-Quran surat lukman ayat 29 

óΟ s9 r& t�s? ¨β r& ©! $# ßkÏ9θ ãƒ Ÿ≅ ø‹©9 $# ’Îû Í‘$yγ ¨Ψ9$# ßkÏ9θãƒ uρ u‘$ yγ̈Ψ9 $# †Îû È≅øŠ ©9$# t�¤‚y™uρ }§ôϑ ¤±9 $# 

t�yϑs) ø9 $#uρ @≅ ä. ü“ Ì�øg s† #’ n< Î) 9≅ y_ r& ‘wΚ |¡ •Β āχr& uρ ©! $# $ yϑ Î/ tβθè= yϑ÷è s? ×��Î7yz ∩⊄∪   

 
Artinya: "Tidakkah kamu memperhatikan, bahwa Sesungguhnya Allah 

memasukkan malam ke dalam siang dan memasukkan siang ke dalam malam dan 

Dia tundukkan matahari dan bulan masing-masing berjalan sampai kepada waktu 

yang ditentukan, dan Sesungguhnya Allah Maha mengetahui apa yang kamu 

kerjakan". (QS. Lukman: 29) 

Ayat di atas menerangkan bahwa " Allah memasukkan malam ke dalam 

siang dan memasukkan siang ke dalam malam dan Dia tundukkan matahari dan 

bulan masing-masing berjalan sampai kepada waktu yang ditentukan ". Pada 

kalimat inilah penjelasan mengenai kajian nonlinier diambil. 

Bentuk nonlinier yang dimaksud di sini adalah mengenai perubahan waktu, 

dimana antara siang dan malam dalam setiap harinya mengalami perubahan. 

Perubahan yang terjadi merupakan perubahan yang bersifat tidak linier dan selalu 

berubah-ubah.  

Perubahan itu dapat diketahui dari perubahan waktu solat magrib dan subuh. 

Waktu solat magrib merupakan petanda perubahan dari siang menjadi alam begitu 

juga dengan waktu subuh merupakan petanda pergantian malam kepada siang. 

Pergantian siang menjadi malam dan malam menjadi siang dalam setiap harinya 

selalu mengalami perubahan. Perbadaan waktu yang tidak tetap inilah yang 

kemudian di sebut perubahan yang bersifat nonlinier.  
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2.7.3. Kajian peramalan 

Ilmu peramalan merupakan ilmu yang sudah ada sejak berabad abad tahun 

yang lalu. Ilmu peramalan merupakan ilmu yang digunakan utnuk menafsirkan 

kajadian-kejadian atau kondisi yang akan terjadinamun kondisi tersebut belum 

dikatahui secara pasti. Terdapat dua jenis peramalan pertama peramalan yang 

bersifat ilmiah seperti peramalan cuaca, peramalan indek harga saham dan 

permalan lain yang bisa di tentukan dengan cara ilmiah. Kedua, peramalan non 

ilmiah atau yang biasa di sebut dengan ramalan bintang dan lain-lain. 

Dalam agama islam telah diatur dengan tegas dan jelas mengenai ramalan. 

Dimana islam dengan tegas mengatakan bahwa ramalan merupakan sesuatu yang 

diharamkan. Hal ini sesuai dengan beberapa riwayat di bawah ini: 

Dalam hadis nabawi, Dari Abu Hurairah ra. dari Nabi SAW, beliau 

bersabda, ”Barang siapa yang mendatangi tukang ramal lalu membenarkan apa 

yang dikatakannya maka ia telah kufur apa yang diturunkan kepada Muhammad 

SAW.” (agama Islam). (HR Abu Daud, Bukhari, Ahmad dan Tirmidzy) 

Muslim meriwayatkan dalam Shahih-nya, meriwayatkan dari salah seorang 

isteri Nabi Shallallahu ‘alaihi wa sallam, bahwa beliau bersabda: “Barangsiapa 

mendatangi tukang ramal lalu menanyakan kepadanya tentang sesuatu perkara 

dan dia mempercayainya, maka shalatnya tidak diterima selama empat puluh 

hari”.  

Dan diriwayatkan oleh keempat periwayat dan Al-Hakim dengan 

menyatakan: Hadits ini shahih menurut kriteria Al-Bukhari dan Muslim, dari Abu 



36 
 

 
 

Hurairah Radhiyallahu ‘anhu, bahwa Nabi Shallallahu ‘alaihi wa sallam 

bersabda: 

“Barangsiapa mendatangi seorang dukun dan mempercayai apa yang 

dikatakannya, maka sesungguhnya dia telah kafir dengan wahyu yang diturunkan 

kepada Muhammad Shallallahu ‘alaihi wa sallam”. Abu Ya’la pun meriwayatkan 

hadits mauquf dari Ibnu Mas’ud seperti tersebut di atas, dengan sanad jayyid. 

Al-Bazzar dengan isnad jayyid meriwayatkan hadits marfu’ dari Imran bin 

Hushain. 

Tidak termasuk golongan kami orang yang melakukan atau meminta 

tathayyur, meramal atau meminta diramalkan, menyihir atau minta disihirkan; dan 

barangsiapa mendatangi tukang ramal lalu mempercayai apa yang diucapkannya, 

maka sesungguhnya dia telah kafir dengan wahyu yang diturunkan kepada 

Muhammad Shallallahu ‘alaihi wa sallam.  

Hadits ini diriwayatkan pula oleh At-Thabrani dalam Al-Mu’jam al-Ausath 

dengan isnad hasan dari Ibnu ‘Abbas tanpa menyebutkan kalimat: Dan 

barangsiapa mendatangi …; dan seterusnya. 

Al-Baghawi berkata: al-’Arraf ialah orang yang mengaku tahu dengan 

menggunakan isyarat-isyarat untuk menunjukkan barang curian atau tempat 

barang hilang atau semacamnya. Ada pula yang mengatakan: Dia adalah kahin , 

padahal kahin adalah orang yang memberitahukan tentang perkara-perkara yang 

akan terjadi di masa mendatang. Adapula yang mengatakan: yaitu orang yang 

memberitahu apa yang tersimpan dalam hati seseorang.  



37 
 

 
 

Menurut Abu Al-’Abbas Ibnu Taimiyah: Al-’Arraf adalah sebutan untuk 

tukang ramal, tukang nujum, peramal nasib dan yang sebangsanya, yang 

menyatakan tahu tentang perkara-perkara dengan cara-cara tersebut.  

Dari beberapa hadis yang ada di atas, kesemuanya  melarang dan bahkan 

mengharamkan kepada umat islam untuk melakukan peramalan. Akan tetai 

peramalan yang dmaksud di sini adalah peramalan nasib, nujum. Disisi lain agama 

islam memperbolehkan peramalan yang bersifat ilmiah. Seperti peramalan 

produksi suatu barang ataupun peramalan ilmu pengetauan. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1. Menentukan Transformasi Model Resiprokal 

Pada pembahasan penelitian ini akan digunakan regresi nonlinier Resiprokal 

model kedua sebagaimana pada (2.1) yang dinyatakan dalam bentuk 
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i XXX
Y εββββ +++++= 111
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10 L     (3.1) 

dimana (i = 1,2,…,n), dan ε  berdistribusi normal 

Dari model (3.1) akan diaplikasikan pada kasus data oksidasi amoniak 

menjadi asam nitrat yang diambil dari Brownlee (1965), pasal 13.12, dikutip oleh 

Daniel dan Wood, table 5.1,  Draper dan Smith (1981), bab 6, dan Sembiring 

(2003), bab 7. Dengan variabel bebas 1X , 2X , dan 3X  berturut-turut adalah 

aliran udara, suhu air pendingin,  dan konsentrasi pendingin. Sedangkan untuk 

variabel terikat adalah (Y) merupakan persentase amoniak yang hilang yang tidak 

terikat. Sehingga (3.1) dapat dibentuk ke dalam model berikut: 
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3.2. Menentukan Penduga Parameter Regresi Resiprokal Menggunakan 

Metode Maksimum Likelihood Estimation 

3.2.1. Penduga Parameter β  

Dari persamaan (3.2) diketahui bahwa iY  = ( 1Y , 2Y , …, nY ), adalah variabel 

random, dimana n = 21 dan i = 1,2,…,n . Karena ε  diasumsikan berdistribusi 
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Untuk menentukan penduga parameter menggunakan metode maksimum 

likelihood estimation, terlebih dahulu ditentukan fungsi likelihood ( )L  yang di 

peroleh dari fungsi distribusi peluang pada persamaan (3.3) di atas sebagai 

berikut: 

),,,,(L 2
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Untuk mendapatkan estimasi parameter β , karena harus diturunkan 

terhadap β  untuk mendapatkan fungsi maksimum, maka persamaan (3.4) diubah 

menjadi fungsi log-likelihood sehingga diperoleh  
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untuk mempermudah penulisan dan penganalisisan maka persamaan (3.5) diubah  

menjadi 
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untuk mempermudah penulisan digunakan lambang pemisalan menggunakan 

huruf  balok yaitu huruf A sampai huruf  L, dimana pelambangan ini digunakan 

sampai pada pembahasan selesai.  
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Untuk mendapatkan penduga parameter 0β̂ , 1β̂ , 2β̂ dan 3β̂  yaitu dengan 

memaksimumkan persamaan (3.6) terhadap 0β , 21, ββ dan 3β , artinya 

mendeferensialkan ),,,,(lnL 2
3210 i|Yββββ σ  terhadap 0β , 21, ββ dan 3β  : 
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3.2.1.1. Etimasi 0β  

Untuk menentukan estimasi 0β  yang kemudian dinotasikan 0β̂  dengan 

mendeferensialkan ),,,,(lnL 2
3210 i|Yββββ σ  terhadap 0β  dan sama dengan nol  

sehingga diperoleh: 

Mendeferensialkan ),,,,(lnL 2
3210 i|Yββββ σ  terhadap 0β  diperolah: 

0

2
3210 ),,,,(lnL

β
σ

∂
∂ i|Yββββ

  

= 000A
1

000
2

++++−−−
σ

00J
1

H
1

F
1

2

2
32221202

−−−−−− β
σ

β
σ

β
σ

β
σ
n

     

    0000 −−−−  

= A
1

2σ
J

1
H

1
F

1
32221202

β
σ

β
σ

β
σ

β
σ

−−−− n
   

dan menyamakanya dengan nol diperoleh:   

0

2
3210 ),,,,(lnL

β
εσ

∂
∂ i|ββββ

= 0 

0Jˆ1
Hˆ1

Fˆ1ˆA
1

322212022
=−−−− β

σ
β

σ
β

σ
β

σσ
n

 

A
1

Jˆ1
Hˆ1

Fˆ1ˆ
232221202 σ

β
σ

β
σ

β
σ

β
σ

−=−−−− n
 

 AJˆHˆFˆˆ
3210 =+++ ββββn  

JˆHˆFˆAˆ
3210 ββββ −−−=n      

nnnn

JˆHˆFˆAˆ 321
0

ββββ −−−=     (3.7) 



45 
 

 

0β̂  =



















−−−
∑∑∑∑

====

n

X

n

X

n

X

n

Y
n

i i

n

i i

n

i i

n

i
i

1 3
3

1 2
2

1 1
1

1

1

ˆ

1

ˆ

1

ˆ βββ     

 

3.2.1.2. Etimasi 1β  

Untuk menentukan estimasi 1β  yang kemudian dinotasikan 1β̂  dengan 

mendeferensialkan ),,,,(lnL 2
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3.2.1.3. Etimasi 2β  

Untuk menentukan estimasi 2β  yang kemudian dinotasikan 2β̂  dengan 

mendeferensialkan ),,,,(lnL 2
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3.2.1.4. Etimasi 3β  

Untuk menentukan estimasi 3β  yang kemudian dinotasikan 3β̂  dengan 

mendeferensialkan ),,,,(lnL 2
3210 i|Yββββ σ  terhadap 3β  dan sama dengan nol 

sehingga diperoleh: 
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Untuk menentukan masing-masing nilai dari estimasi 0β̂ , 1β̂ , 2β̂ , dan 3β̂  

dilakukan metode substitusi pada masing-masing persamaan. Sehingga persamaan 

masing-masing estimasi parameter β  untuk 0β̂ , 1β̂ , 2β̂ , dan 3β̂  adalah sebagai 

berikut: 

Untuk estimasi parameter 0β̂  sebagaimana pada persamaan (3.7). 
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Untuk menentukan estimasi parameter 1β̂  maka dilakukan langkah-langkah 

sebagai berikut: 

Langkah I:  mensubstitusikan 2β̂  persamaan  (3.11) ke 1β̂  persamaan  (3.8) 
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Langkah II:  mensubstitusikan 2β̂  persamaan  (3.11) ke 3β̂  persamaan  (3.12) 
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Langkah III:  mensubstitusikan 3β̂  persamaan (3.17)  ke 1β̂  persamaan (3.14) 
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Untuk menentukan estimasi parameter 2β̂  maka dilakukan langkah-langkah 

sebagai berikut: 

Langkah I:  mensubstitusikan 3β̂  persamaan  (3.13) ke 1β̂  persamaan  (3.8) 

sehingga  

Gˆ
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( )2
1 MGKˆ −β  =( ) ( ) ( )NMLKˆJMFKˆEMCK 20 −−−−− ββ   (3.19) 

1β̂   =
( )
( )

( )
( )

( )
( )2
2

2
0

2 MGK

NMLKˆ

MGK

JMFKˆ

MGK

EMCK

−
−

−
−

−
−

−
− ββ

  (3.20) 

Langkah II:  mensubstitusikan 3β̂  persamaan  (3.13) ke 2β̂  persamaan  (3.10) 

sehingga  
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Langkah III:  mensubstitusikan 1β̂  persamaan (3.20) ke 2β̂  persamaan  (3.21) 

sehingga  
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 (3.23) 

Untuk menentukan estimasi parameter 3β̂  maka dilakukan langkah-langkah 

sebagai berikut: 

Langkah I:  mensubstitusikan persamaan 1β̂  (3.9) ke persamaan 2β̂  (3.10) 

sehingga  
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Langkah II:  mensubstitusikan persamaan 1β̂  (3.9) ke persamaan 3β̂  (3.12) 

sehingga  
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Langkah III:  mensubstitusikan persamaan 2β̂  (3.24) ke persamaan 3β̂  (3.25) 

sehingga  
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Menentukan persamaan 0β̂  

nnnn

JˆHˆFˆAˆ 321
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ββββ −−−=  
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Untuk persamaan 1β̂ , 2β̂ , 3β̂  dimisalkan untuk mempermudah dalam 

menentukan  0β̂  
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maka diperoleh: 
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maka diperoleh: 
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maka diperoleh: 

3β̂  =
Z

YˆX 0β−
 

Dari hasil pemisalan dapat diketahui sebagai berikut: 
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Sehingga dapat diketahui persamaaan 0β̂  adalah sebagai berikut:  
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Menentukan estimasi 1β̂  

Dari persamaaan 0β̂  yang ada di atas maka dapat diketahui persamaan1β̂  

adalah sebagai berikut: 
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Menentukan estimasi2β̂  

Dari persamaaan 0β̂  yang ada di atas maka dapat diketahui persamaan2β̂  

adalah sebagai berikut: 
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Menentukan estimasi 3β̂  

Dari persamaaan 0β̂  yang ada di atas maka dapat diketahui persamaan2β̂  

adalah sebagai berikut: 

3β̂  =
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Untuk nilai fungsi dari 0β̂  persamaan (3.28), 1β̂  persamaan (3.29), 2β̂  

persamaan (3.30), dan 3β̂  persamaan (3.31) terdapat pada lampiran. 

 

3.2.2. Penduga Parameter  2
σ  

Untuk menentukan estimasi 2σ  yang kemudian dinotasikan 2σ̂  dengan 
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dan menyamakanya dengan nol diperoleh: 
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3.3. Menentukan Sifat-sifat Penduga Parameter Regresi Resiprokal 

Untuk mengetahui apakah penduga yang dihasilkan dari metode maksimum 

likelihood estimation memenuhi syarat-syarat penduga yang baik, maka 

diperlukan suatu pengujian sifat-sifat penduga yang baik, yaitu unbias (tak bias), 

efisien, dan konsisten.   

Untuk mengetahui sifat-sifat penduga parameter regresi resiprokal telah 
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jadi nilai untuk ( )iE ε 0=  
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dari persamaan (3.34) di peroleh ( ) 00
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tak bias (unbias). 

Untuk ( )1β̂E :  

( )1β̂E  =
G

Mˆ

G

Lˆ

G

Fˆ

G

C 320 βββ
−−−  

( )1β̂E =







































−



















−









−



















∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

=

=

=

=

n

i i

n

i ii

n

i i

n

i ii

n

i i

n

i i

n

i i

n

i i
i

X

XX

X

XX

X

X

X

X
Y

E

1

2

1

1 31
3

1

2

1

1 21
2

1

2

1

1 1
0

1

2

1

1 1

1

11

ˆ
1

11

ˆ
1

1

ˆ
1

1

1 βββ  



68 
 

 





















−







−−

















= ∑∑∑∑
∑

====

=

n

i ii

n

i ii

n

i i

n

i i
i

n

i i

XXXXXX
YE

X

1 31
3

1 21
2

1 1
0

1 1

1

2

1

11ˆ11ˆ1ˆ1

1

1 βββ  







−
















++++









= ∑∑
∑

==

=

n

i i

n

i i
i

iiin

i i

XXXXX
E

X

1 1
0

1 13
3

2
2

1
10

1

2

1

1ˆ1111

1

1 βεββββ

 












−







− ∑∑

==

n

i ii

n

i ii XXXX 1 31
3

1 21
2

11ˆ11ˆ ββ  





















+++








+









= ∑
∑

=

=

n

i i
i

iiiiiin

i i

XXXXXXX
E

X

1 131
3

21
2

2

1
1

1
0

1

2

1

1111111

1

1 εββββ

 












−







−− ∑∑∑

===

n

i ii

n

i ii

n

i i XXXXX 1 31
3

1 21
2

1 1
0

11ˆ11ˆ1ˆ βββ  
















+







+








+









= ∑∑∑∑
∑

====

=

n

i ii

n

i ii

n

i i

n

i in

i i

XXXXXX
E

X

1 31
3

1 21
2

1

2

1
1

1 1
0

1

2

1

111111

1

1 ββββ

 












−







−−








+ ∑∑∑∑

====

n

i ii

n

i ii

n

i i

n

i
i

i XXXXXX 1 31
3

1 21
2

1 1
0

1 1

11ˆ11ˆ1ˆ1 βββε  

=

























+






















+
















∑∑∑

∑
===

=

n

i ii

n

i i

n

i in

i i

XX
E

X
E

X
E

X

1 21
2

1

2

1
1

1 1
0

1

2

1

1111

1

1 βββ  



















−







−







+
















− ∑∑∑∑

====

n

i ii

n

i i

n

i i
i

n

i ii XX
E

X
E

X
E

XX
E

1 21
2

1 1
0

1 11 31
3

11ˆ1ˆ111ˆ ββεβ

 

























− ∑

=

n

i ii XX
E

1 31
3

11β̂  



69 
 

 
















+







+








+









= ∑∑∑∑
∑

====

=

n

i ii

n

i ii

n

i i

n

i in

i i

XXXXXX

X

1 31
3

1 21
2

1

2

1
1

1 1
0

1

2

1

111111

1

1 ββββ

( ) 












−







−−








+ ∑∑∑∑

====

n

i ii

n

i ii

n

i i

n

i
i

i XXXXX
E

X 1 31
3

1 21
2

1 1
0

1 1

111111 βββε  

= ( )






















+

















∑∑

∑
==

=

n

i
i

i

n

i in

i i

E
XX

X

1 11

2

1
1

1

2

1

11

1

1 εβ  

Karena pada persamaan (3.33) ( )iE ε 0=  maka  

( )1β̂E  = ( )






















+

















∑∑

∑
==

=

n

i i

n

i in

i i

XX

X

1 11

2

1
1

1

2

1

0
11

1

1 β  

 =













+

















∑

∑
=

=

0
1

1

1

1

2

1
1

1

2

1

n

i in

i i

X

X

β  

( )1β̂E   = 1β          (3.35) 

dari persamaan (3.35) di peroleh ( ) 11
ˆ ββ =E , maka 1β̂  merupakan penaksir yang 

tak bias (unbias). 

Untuk ( )2β̂E  :  

I

Nˆ

I

Lˆ

I

Hˆ

I

Dˆ 310
2

ββββ −−−=

( )






































−



















−









−



















=

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

=

=

=

=

n

i i

n

i ii

n

i i

n

i ii

n

i i

n

i i

n

i i

n

i i
i

X

XX

X

XX

X

X

X

X
Y

EE

1

2

2

1 32
3

1

2

2

1 21
1

1

2

2

1 2
0

1

2

2

1 2
2

1

11

ˆ
1

11

ˆ
1

1

ˆ
1

1

ˆ ββββ  



70 
 

 



















−







−−

















= ∑∑∑∑
∑

====

=

n

i ii

n

i ii

n

i i

n

i i
i

n

i i

XXXXXX
YE

X

1 32
3

1 21
1

1 2
0

1 2

1

2

2

11ˆ11ˆ1ˆ1

1

1 βββ

 



























++++









= ∑
∑

=

=

n

i i
i

iiin

i i

XXXX
E

X

1 23
3

2
2

1
10

1

2

2

1111

1

1 εββββ  

 












−







−− ∑∑∑

===

n

i ii

n

i ii

n

i i XXXXX 1 32
3

1 21
1

1 2
0

11ˆ11ˆ1ˆ βββ  
















+








+








+








+









= ∑∑∑∑∑
∑

=====

=

n

i
i

i

n

i ii

n

i i

n

i ii

n

i in

i i

XXXXXXX
E

X

1 21 32
3

1

2

2
2

1 21
1

1 2
0

1

2

2

1111111

1

1 εββββ

 












−







−− ∑∑∑

===

n

i ii

n

i ii

n

i i XXXXX 1 32
3

1 21
1

1 2
0

11ˆ11ˆ1ˆ βββ  





























+






















+


















+
















= ∑∑∑∑
∑

====

=

n

i ii

n

i i

n

i ii

n

i in

i i

XX
E

X
E

XX
E

X
E

X

1 32
3

1

2

2
2

1 21
1

1 2
0

1

2

2

111111

1

1 ββββ


























−
















−







−
















+ ∑∑∑∑

====

n

i ii

n

i ii

n

i i

n

i
i

i XX
E

XX
E

X
E

X
E

1 32
3

1 21
1

1 2
0

1 2

11ˆ11ˆ1ˆ1 βββε
















+








+







+









= ∑∑∑∑
∑

====

=

n

i ii

n

i i

n

i ii

n

i in

i i

XXXXXX

X

1 32
3

1

2

2
2

1 21
1

1 2
0

1

2

2

111111

1

1 ββββ

 

( ) 












−







−−








+ ∑∑∑∑

====

n

i ii

n

i ii

n

i i

n

i
i

i XXXXX
E

X 1 32
3

1 21
1

1 2
0

1 2

11ˆ11ˆ1ˆ1 βββε  

( )






















+

















= ∑∑
∑

==

=

n

i
i

i

n

i in

i i

E
XX

X

1 21

2

2
2

1

2

2

11

1

1 εβ  

Karena pada persamaan (3.33) ( )iE ε 0=  maka  



71 
 

 

( )2β̂E  






















+

















= ∑∑
∑

==

=

n

i i

n

i in

i i

XX

X

1 21

2

2
2

1

2

2

0
11

1

1 β  

 02 += β  

( )2β̂E  2β=          (3.36) 

dari persamaan (3.36) di peroleh ( ) 22
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( )3β̂E  =






















+










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




∑∑

∑
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=

n

i i

n

i in

i i

XX
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2

1 3
3

1

2

3

0
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 = 03 +β  

( )3β̂E  = 3β          (3.37) 

dari persamaan (3.37) di peroleh ( ) 33
ˆ ββ =E , maka 3β̂  merupakan penaksir yang 

tak bias (unbias). 

 

3.3.2. Efisien 

Suatu penduga dikatakan efisien apabila penduga tersebut mempunyai 

varians yang kecil sehingga 

Untuk 0β̂  :   

( )0β̂Var  = ( )( )2

00 β̂β EE −  

Dari persamaan (3.30) diperoleh ( )0β̂E = 0β , maka 

( )0β̂Var  = ( )( )2

00
ˆˆ ββ EE −  

  = ( )200
ˆ ββ −E  

  = ( )( )0000
ˆˆ ββββ −−E  

  = ( ) ( )( )( )0000
ˆˆ ββββ −− EE  

  =( )( )0000
ˆ ββββ −−  

  =( )( )00
ˆ0 ββ −   

= 0        (3.38) 

Untuk 1β̂  :   

( )1β̂Var  = ( )( )2

11 β̂β EE −  
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Dari persamaan (3.31) diperoleh ( )1β̂E = 1β , maka 

( )1β̂Var  = ( )( )2

11
ˆˆ ββ EE −  

  = ( )2

11
ˆ ββ −E  

  = ( )( )1111
ˆˆ ββββ −−E  

  = ( ) ( )( )( )1111
ˆˆ ββββ −− EE  

  =( )( )1111
ˆ ββββ −−  

  =( )( )11
ˆ0 ββ −   

= 0        (3.39) 

Untuk 2β̂  :  

( )2β̂Var  = ( )( )2

22 β̂β EE −  

Dari persamaan (3.32) diperoleh ( )2β̂E = 2β , maka 

( )2β̂Var  = ( )( )2

22
ˆˆ ββ EE −  

  = ( )2

22
ˆ ββ −E  

  = ( )( )2222
ˆˆ ββββ −−E  

  = ( ) ( )( )( )2222
ˆˆ ββββ −− EE  

  =( )( )2222
ˆ ββββ −−  

  =( )( )22
ˆ0 ββ −   

= 0        (3.40) 
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Untuk 3β̂  :  

( )3β̂Var  = ( )( )233 β̂β EE −  

Dari persamaan (3.33) diperoleh ( )3β̂E = 3β , maka 

( )3β̂Var  = ( )( )233
ˆˆ ββ EE −  

  = ( )2

33
ˆ ββ −E  

  = ( )( )3333
ˆˆ ββββ −−E  

  = ( ) ( )( )( )3333
ˆˆ ββββ −− EE  

  =( )( )3333
ˆ ββββ −−  

  =( )( )33
ˆ0 ββ −   

= 0        (3.41) 

Dari persamaan (3.38), (3.39), (3.40) dan (3.41)  diperoleh ( ) 0ˆ
0 =βVar , 

( ) 0ˆ
1 =βVar , ( ) 0ˆ

2 =βVar , dan ( ) 0ˆ
3 =βVar , maka 0β̂ , 1β̂ , 2β̂ , dan 3β̂  merupakan 

penaksir efisien, karena variannya mempunyai nilai yang kecil. 

 

3.3.3. Konsisten 

Penduga yang konsisten adalah  

( )( ) 0ˆˆ 2
→− θθ EE  jika ∞→n  

Sehingga 

Untuk 0β̂  :   

( )( )2

00
ˆˆ ββ EE −  = ( )( ) ( )( )[ ]0000

ˆˆˆˆ ββββ EEE −−  
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Dari persamaan (3.30) diperoleh ( )0β̂E = 0β , maka 

( )( ) ( )( )[ ]0000
ˆˆˆˆ ββββ EEE −−  = ( )( )[ ]0000

ˆˆ ββββ −−E  

    = ( )( )0000
ˆˆ ββββ −−E  

    = ( ) ( )( )( )0000
ˆˆ ββββ −− EE  

    =( )( )0000
ˆ ββββ −−  

    =( )( )00
ˆ0 ββ −   

= 0      (3.42) 

Untuk 1β̂  :   

( )( )2

11
ˆˆ ββ EE −  = ( )( ) ( )( )[ ]1111

ˆˆˆˆ ββββ EEE −−  

Dari persamaan (3.31) diperoleh ( )1β̂E = 1β , maka 

( )( ) ( )( )[ ]1111
ˆˆˆˆ ββββ EEE −−  = ( )( )[ ]1111

ˆˆ ββββ −−E  

    = ( )( )1111
ˆˆ ββββ −−E  

    = ( ) ( )( )( )1111
ˆˆ ββββ −− EE  

    =( )( )1111
ˆ ββββ −−  

    =( )( )11
ˆ0 ββ −   

= 0      (3.43) 

Untuk 2β̂  :  

( )( )2

22
ˆˆ ββ EE −  = ( )( ) ( )( )[ ]2222

ˆˆˆˆ ββββ EEE −−  

Dari persamaan (3.32) diperoleh ( )2β̂E = 2β , maka 

( )( ) ( )( )[ ]2222
ˆˆˆˆ ββββ EEE −−  = ( )( )[ ]2222

ˆˆ ββββ −−E  
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    = ( )( )2222
ˆˆ ββββ −−E  

    = ( ) ( )( )( )2222
ˆˆ ββββ −− EE  

    =( )( )2222
ˆ ββββ −−  

    =( )( )22
ˆ0 ββ −   

= 0      (3.44) 

Untuk 3β̂  :  

( )( )233
ˆˆ ββ EE −  = ( )( ) ( )( )[ ]3333

ˆˆˆˆ ββββ EEE −−  

Dari persamaan (3.33) diperoleh ( )3β̂E = 3β , maka 

( )( ) ( )( )[ ]3333
ˆˆˆˆ ββββ EEE −−  = ( )( )[ ]3333

ˆˆ ββββ −−E  

    = ( )( )3333
ˆˆ ββββ −−E  

    = ( ) ( )( )( )3333
ˆˆ ββββ −− EE  

    =( )( )3333
ˆ ββββ −−  

    =( )( )33
ˆ0 ββ −   

= 0      (3.45) 

Dari persamaan (3.42), (3.43), (3.44) dan (3.45)  diperoleh ( )( ) 0ˆˆ 2

00 =− ββ EE , 

( )( ) 0ˆˆ 2

11 =− ββ EE , ( )( ) 0ˆˆ 2

22 =− ββ EE , dan ( )( ) 0ˆˆ 2

33 =− ββ EE , maka 0β̂ , 1β̂ , 

2β̂ , dan 3β̂  merupakan penaksir konsisten 
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3.4. Study Kasus Oksidasi Amoniak Menjadi Asam Nitrat 

Parameter yang digunakan pada data penelitian ini yaitu oksidasi amoniak 

menjadi asam nitrat yang diambil dari literatur Brownlee (1965), pasal 13.12, 

dikutip oleh Daniel dan Wood, table 5.1,  Draper dan Smith (1981), bab 6, dan 

Sembiring (2003), bab 7.  

Dari kasus diketahui oksidasi amoniak menjadi asam nitrat, perlu diketahui 

yaitu pertama, amoniak adalah gas tak berwarna, berbau tajam/pesing, dan bersifat 

racun dengan rumus kimia 3NH . Dibuat secara industrial melalui proses haber 

dengan reaksi antara 2N  dan 2H  oleh adanya katalis logam Pt. gas ini dapat 

dikemas sebagai amoniak cair; digunakan untuk memenuhi kebutuhan industri-

industri pupuk, asam sulfat, bahan peledak, dan serat sintetis. Amoniak cair 

bersifat antoionisasi dan digunakan sebagai pelarut pada reaksi-reaksi bebas air. 

Kedua, asam anorganik dengan rumus molekul 3HNO ; zat cair tak berwarna 

atau agak sedikit kekuningan; berasap dan bersifat sangat korosif . asam yang 

bersifat oksidator ini menyerang (bereaksi) hampir semua logam. Digunakan 

dalam industri ammonium nitrat, industri pupuk dan dibuat untuk bahan peledak. 

Proses reaksi untuk menentukan asam nitrat ini didapatkan dengan 

mereaksikan antara amoniak dengan oksigen dengan bentuk reaksi 

OHHNOONH 2323 2 +→+ . Dari reaksi ini akhirnya didapat sebuah data 

oksidasi amoniak menjadi asam nitrat sebagai berikut: 
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Tabel 3.1. Data dari pabrik oksidasi amoniak menjadi asam nitrat 

No. Pengamatan)(i  1X  2X  3X  Y  

1 80 27 89 42 

2 80 27 88 37 

3 75 25 90 37 

4 62 24 87 28 

5 62 22 87 18 

6 62 23 87 18 

7 62 24 93 19 

8 62 24 93 20 

9 58 23 87 15 

10 58 18 80 14 

11 58 18 89 14 

12 59 17 88 13 

13 58 18 82 11 

14 58 19 93 12 

15 50 18 89 8 

16 50 18 86 7 

17 50 19 72 8 

18 50 19 79 8 

19 50 20 80 9 

20 56 20 82 15 

21 70 20 91 15 

(Sembiring, 2003: hal 220) 

dimana: 

1X   = aliran udara 

2X  = suhu air pendingin 

3X  = konsentrasi pendingin 

Y  = persentasi amoniak yang hilang (yang tak terikat) 
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P e n g a m a t a n

Y

2 01 51 050

4 5

4 0

3 5

3 0

2 5

2 0

1 5

1 0

5

D a t a  o k s i d a s i  a m o n i a k  m e n j a d i  a s a m  n i t r a t

 

Gambar 3.1. Grafik data oksidasi amoniak menjadi asam nitrat pengamatan  terhadap Y  

Gambar di atas merupakan grafik dari data yang belum dianalisa 

menggunakan regresi resiprokal. Dan data tersebut merupakan data yang cocok 

untuk dianalisa dengan regresi nonlinier resiprokal karena gambar grafiknya sama 

dengan grafik regresi nonlinier resiprokal. 

Dari tabel di atas diketahui bahwa: 

∑
=

n

i
iY

1

  = A  = 368  ∑
=

n

i
iY

1

2   = B  = 8518 

∑
=








n

i i
i X

Y
1 1

1
 = C  = 5,783 ∑

=







n

i i
i X

Y
1 2

1
 = D  = 16,639  

∑
=








n

i i
i X

Y
1 3

1
 = E  = 4,218 ∑

=

n

i iX1 1

1
 = F  = 0,354 

∑
=








n

i iX1

2

1

1
 = G = 0,006 ∑

=

n

i iX1 2

1
 = H  = 1,016 

∑
=








n

i iX1

2

2

1
 = I  = 0,050 ∑

=

n

i iX1 3

1
 = J  = 0,244  

∑
=








n

i iX1

2

3

1
 = K  = 0,003 ∑

=







n

i ii XX1 21

11
 = L  = 0,017  
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∑
=








n

i ii XX1 31

11
 = M  = 0,004 ∑

=







n

i ii XX1 32

11
= N  = 0,012 

Untuk menentukan0β̂ , 1β̂  , 2β̂ , dan 3β̂  menggunakan rumus pada 

persamaan (3.7), (3.19), (3.25), dan (3.31) di atas sebagai berikut 

 0β̂ =
nnnn

JˆHˆFˆA 321 βββ
−−−  

 =
( ) ( ) ( )

21

0.244336ˆ

21

1.015981ˆ

21

0.354277ˆ

21

368 321 βββ
−−−  

 = ( ) ( ) ( ) 321
ˆ0.0116ˆ0.0484ˆ0.016917.52 βββ −−−  

1β̂  = 
( )( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )[ ]222

2

LNMINKILGI

NLMIDNEINKIDLCI

−−−−
−−−−−

 

 
( )( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )[ ]222

2
0

LNMINKILGI

NLMIHNJINKIHLFIˆ

−−−−
−−−−−

−
β

 

 =
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]12-12-

-10-10
0

12-12-

-8-8

2,2x107,6x10

2,9x102,4x10ˆ

2,2x107,6x10

2,1x100,2x10

−
−

−
−
− β

 

 =
( )

12-
0

-10

12-

8-

5,4x10

ˆ0,5x10

5,4x10

1,9x10 β−
−−

 

 = ( ) 0
ˆ9,349723624 β−−−   

= ( ) 0
ˆ9,49723624 β+−  

2β̂ =
( )( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )[ ]222

2

MNLKMGKNIK

MNLKEMCKMGKENDK

−−−−
−−−−−

 

 
( )( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )[ ]222

2
0

MNLKMGKNIK

MNLKJMFKMGKJNHKˆ

−−−−
−−−−−

−
β
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 =
( )[ ]

[ ]
( )[ ]

[ ]13-13-

-13-13
0

13-13-

-10-10

2,2x105,2x10

3,3x105,5x10ˆ

2,2x105,2x10

4,5x105,6x10

−
−−

−
−

−−− β
 

 =
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]13-13-

-13-13
0

13-13-

-10-10

2,2x105,2x10

3,3x105,5x10ˆ

2,2x105,2x10

4,5x105,6x10

−
+

−
−
+− β

 

=
( )

13-
0

-13

13-

10-

x103

ˆ8,8x10

x103

1,1x10 β
−−

 

= ( ) 0
ˆ2,8965358,878 β−−  

3β̂ =
( )( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )[ ]222

2

MLNGLIGMKG

MLNGCLDGLIGCMEG

−−−−
−−−−−

 

( )( ) ( )( )[ ]
( )( ) ( )[ ]222

2
0

MLNGLIGMKG

MLNGFLHGLIGFMJGˆ

−−−−
−−−−−

−
β

 

 =
[ ]

[ ]
[ ]
[ ]13-13-

-11-11
0

13-13-

-9-9

x106,07.1x10

73x10,06,37x10ˆ

x106,07.1x10

2x10,05,5x10

−
−

−
−
− β

 

 =
( )

13-
0

-11

13-

9-

6,5x10

ˆ5,64x10

6,5x10

5,3x10 β
−  

 = ( ) 0
ˆ87,1198226,85 β−  

Sehingga nilai dari 0β̂ , 1β̂  , 2β̂ , dan 3β̂  adalah 

0β̂ = ( ) ( ) ( ) 321
ˆ0.0116ˆ0.0484ˆ0.016917.52 βββ −−−  

= ( ) ( )( )0
ˆ9,497236240,016917,52 β+−− ( ) ( )( )0

ˆ2,8965358,8780,0484 β−−−     

( ) ( )( )0
ˆ87,1198226,850,0116 β−−      

0β̂ = ( ) 00
ˆ0,140217,37ˆ0,160561,245617,52 ββ ++−+    

( ) 0
ˆ1,010695,4315 β+−  
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 = ( ) 0
ˆ1,01060,14020,160595,431517,3761,245617,52 β−−−−++  

 = ( ) 0
ˆ0,99030,7041 β−−  

 = ( ) 0
ˆ0,99030,7041 β+    

( ) 00
ˆ0,9903ˆ ββ − =0,7041 

0
ˆ0,0097β  =0,7041  

0β̂ =
0,0097

0,7041
=72,5876  

1β̂ = ( ) 0
ˆ9,49723624 β+−  

  = ( ) ( )72,5876x9,49723624+−  

  = 689,378953624+−  

  = 2934,62105−  

2β̂ = ( ) 0
ˆ2,8965358,878 β−−  

  = ( ) ( )72,5876x2,8965358,878−−  

  = 210,24998358,878−−  

  = 569,12798−  

3β̂ = ( ) 0
ˆ87,1198226,85 β−  

  = ( ) ( )72,5876x87,1198226,85−  

  = 6323,759128226,85−  

  =1903,09088 
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Sehingga dari hasil penelitian didapatkan model dengan persamaan sebagai 

berikut: 

iii
i XXX

Y
321

1
1903,09088

1
569,12798

1
2934,6210572,5876 +−−=  (3.46) 

Model (3.46) merupakan model yang dihasilkan dari pendugaan parameter 

regresi nonlinier resiprokal pada data oksidasi amoniak ( )3NH  menjadi asam 

nitrat ( )3HNO . Proses reaksi kimia untuk menghasilkan asam nitrat terjadi antara 

amoniak ( )3NH  dengan oksigen ( )2O . Dari persamaan di atas dapat dilakukan 

analisa modelnya dengan dua kemungkinan yaitu jumlah iY  besar atau jumlah iY  

kecil. 

Kedua kemungkinan yang terjadi dipengaruhi oleh  321 ,, XXX  yang 

merupakan variabel bebas. Sebagaimana di ketahui bahwa 321 ,, XXX  merupakan 

komponen reaktor pembentukan amoniak menjadi asam nitrat. Dari ketiga reaktor 

tersebut, merupakan komponen yang berpengaruh langsung dan tidak langsung 

terhadap reaksi pembentukan asam nitrat. Artinya, terdapat pengaruh yang 

merubah bentuk reaksi amoniak dari bentuk komponenya dan ada pengaruh dari 

luar bentuk komponen reaksinya. Dalam hal ini yang berpengaruh langsung 

terhadap reaksi adalah aliran udara dan suhu pendingin, sedangkan yang tidak 

langsung adalah konsentrasi pendingin. 

Dengan bantuan ilmu kimia maka analisa modelnya adalah jika 

menginginkan jumlah iY  kecil maka  1X , 2X  harus bernilai kecil dan untuk 3X  

harus bernilai besar. Sedangkan jika menginginkan iY  besar maka  1X  dan 2X  
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harus bernilai besar dan untuk 3X  harus bernilai kecil. Dalam proses untuk 

menentukan iY  kecil atau besar, maka kondisi di atas harus terpenuhi.  

Komponen 1X  memiliki pengaruh yang sangat besar dalam proses oksidasi 

amoniak menjadi asam nitrat. Hal ini karena asam nitrat akan terbentuk jika 

direaksikan dengan oksigen. Sedangkan oksigen dalam proses ini, didapat dari 1X  

yang dialirkan. Akan tetapi jumlah besaran aliran udara tidak berpengaruh 

terhadap jumlah oksigen yang didapat karena jumlah oksigen dalam aliran udar 

tetap yaitu sebesar 21%. Jumlah besar kecilnya 1X   memiliki pengaruh yang besar 

terhadap proses kimia ini. Jika mengiginkan  iY  kecil maka aliran udara 1X  juga 

harus kecil, karena jika besar maka gas amoniak yang akan di reaksikan dengan 

oksigen dari aliran udara akan berhamburan terbawa oleh aliran udara. Begitu 

juga sebalikanya jika mengiginkan iY  besar maka aliran udara 1X  juga harus 

besar. 

Komponen 2X  dalam proses oksidasi amoniak menjadi asam nitrat juga 

memiliki pengaruh yang besar pula. Karena merupakan salah satu yang 

mempengaruhi reaksi secara langsung. Dalam reaksi ini, semakin kecil suhu yang 

bereaksi maka semakin bagus pula hasil reaksi yang didapatkan. Sehingga jika 

menginginkan iY  kecil maka 2X  harus memiliki suhu yang kecil sehingga akan 

didapatkan sebuah reaksi yang bagus. Begitu juga sebalikanya jika mengiginkan 

iY  besar maka 2X  juga harus besar. 

Berbeda dengan 1X  dan 2X  yang merupakan faktor yang menentukan 

pembentukan reaksi, 3X  merupakan faktor pendukung eksternal dari reaksi ini. 
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Artinya 3X  merupakan komponen yang mendukung proses reaksi kimia antara 

amoniak dengan oksigen dari luar reaksi.  Dimana hal ini dilakukan karena 

percampuran proses reaksi kimia antara amoniak dengan oksigen menghasilkan 

suhu panas yang tinggi sehingga perlu dilakukan pendinginan misal salah satunya 

adalah dengan garam. Sehingga dengan jumlah 3X  maka akan didapatkan sebuah 

reaksi yang bagus. Jika mengiginkan  iY  kecil maka 3X  harus besar, karena jika 

kecil maka proses reaksi kimia antara amoniak dan oksigen yang panas tidak 

dapat didinginkan sehingga akan di dapat sebuah reaksi yang tidak bagus. Begitu 

juga sebalikanya jika mengiginkan iY  besar maka 3X  harus besar. 

Dari hasil analisis di atas maka jika menginginkan persentase amoniak yang 

hilang (tidak terikat) besar sehingga asam nitrat yang dihasilkan sedikit maka 

peneliti harus meningkatkan aliran udara dan suhu air pendingin serta mengurangi 

jumlah konsentrasi pendinginya. Begitu juga sebaliknya jika menginginkan 

persentase amoniak yang hilang (tidak terikat) kecil sehingga asam nitrat yang 

dihasilkan banyak, maka peneliti harus mengurangi aliran udara dan suhu air 

pendingin serta menambah jumlah konsentrasi pendinginya. 

Dari hasil estimasi yang dilakukan pada data oksidasi amoniak menjadi 

asam nitrat maka di hasilkan data sebagai berikut: 

Tabel 3.2. Data hasil estimasi oksidasi amoniak menjadi asam nitrat 

No pengamatan)(i  1X  2X  3X  Y  Ŷ  iii YY ˆ−=ε  

1 80 27 89 42 36.2091 5.79093 

2 80 27 88 37 36.4521 0.54795 

3 75 25 90 37 31.8397 5.16035 
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4 62 24 87 28 23.4159 4.58406 

5 62 22 87 18 21.2602 3.2602 

6 62 23 87 18 22.3849 4.3849 

7 62 24 93 19 22.0047 3.0047 

8 62 24 93 20 22.0047 2.0047 

9 58 23 87 15 19.1206 4.1206 

10 58 18 80 14 14.1611 0.1611 

11 58 18 89 14 11.7555 2.24449 

12 59 17 88 13 10.9962 2.00382 

13 58 18 82 11 13.5809 2.5809 

14 58 19 93 12 12.4999 0.4999 

15 50 18 89 8 3.66 4.34 

16 50 18 86 7 4.40592 2.59408 

17 50 19 72 8 10.3729 2.3729 

18 50 19 79 8 8.03083 0.0308 

19 50 20 80 9 9.22741 0.2274 

20 56 20 82 15 14.9357 0.06432 

21 70 20 91 15 23.1211 8.1211 

Dari data yang ada di atas maka dapat dibuat grafik untuk data hasil estimasi 

dan data galat dari penelitian. Sehingga grafiknya dapat ditunjukkan sebagai 

berikut: 

P e n g a m a t a n

Y
 t
o
p
i

2 01 51 050

4 0

3 0

2 0

1 0

0

E s t im a s i  o k s i d a s i  a m o n i a k  m e n ja d i  a s a m  n i t r a t

 

 Gambar 3.2 grafik estimasi oksidasi amoniak menjadi asam nitrat dengan regresi nonlinier 
resiprokal 
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Gambar 3.2 di atas merupakan grafik estimasi oksidasi amoniak menjadi 

asam nitrat yang telah dianalisis menggunakan regresi non linier resiprokal. 

Dimana grafik di atas merupakan hubungan antara nomor pengamatan terhadap  

estimasi ( )Ŷ . Sedangkan untuk grafik nilai galat ditunjukkan sebagai berikut: 

Pe ngama ta n

Y
-D
a
ta

20151050

40

30

20

10

0

Var iab le

Y

Y  to p i

G ra f ik  pe rband ingan Y  dengan Y  top i

 
 

Gambar 3.3 Grafik perbandingan Y dengan Y topi 
 

Gambar 3.3 merupakan gambar perbandingan antara Y  dengan Ŷ  atau di 

baca dengan Y  topi, sehingga dari grafik di atas dapat di ketahui nilai galat dari 

penelitian yang di lakukan dengan menggunakan persamaan iii YY ˆ−=ε ,  maka 

nilai dari galat pada penelitian oksidasi amoniak menjadi asam nitrat dengan 

menggunakan regresi resiprokal diketahui sebagaimana gambar tabel (3.2) di atas. 
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BAB IV  

KESIMPULAN 

 

4.1. Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa: 

1. Untuk mendeteksi parameter model regresi resiprokal terlebih dahulu harus 

menentukan model untuk memudahkan dalam pendeteksian, kemudian 

dilakukan pendeteksian parameter dengan menggunakan metode Maksimum 

Likelihood Estimation yang menghasilkan suatu pendugaan parameter sebagai 

berikut: 

( )
( )JYTWHVTZFSWZTWZ
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0 −−−

−−−=
n

β       

1β̂ =
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n
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
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












−−−
−−−− V

JYTWHVTZFSWZTWZ
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W

1

n
   

3β̂ =
( )
( ) 



















−−−
−−−− Y

JYTWHVTZFSWZTWZ

JXTWHUTZFRWZATWZ
X

Z

1

n
  

∑
=









−−−−=

n

i iii
i XXX

Y
n 1

2

3
3

2
2

1
10

2 1111
ˆ ββββσ    

Untuk nilai fungsi dari 0β̂ , 1β̂ , 2β̂ , dan 3β̂  terdapat pada lampiran. 

2. Dari hasil estimasi pada data oksidasi amoniak menjadi asam nitrat maka di 

hasilkan sebuah model yang di dapat dari regresi nonlinier resiprokal yaitu: 

 
iii

i XXX
Y

321

1
1903,09088

1
569,12798

1
2934,6210572,5876 +−−=  
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4.2. Saran 

Pada penelitian ini peneliti menggunakan model regresi nonlinier 

resiprokal yang merupakan model linier intrinsik yang di cari dengan fungsi. Bagi 

pembaca yang ingin melakukan penelitian serupa, peneliti menyarankan 

menggunakan model nonlinier intrinsik yang di jabarkan dengan fungsi. 
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Dimana nilai dari 0β̂  adalah persamaan yang ada di atas 
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Dimana nilai dari 0β̂  adalah persamaan yang ada di atas 
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