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ABSTRAK 

 

Nikmah, Jumrotun. 2015. Penyelesain Numerik Persamaan Telegraf 

Menggunakan Metode Beda Hingga Skema Eksplisit. Skripsi. 

Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam 

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Ari 

Kusumastuti, S.Si, M.Pd (II) Dr. Abdussakir, M.Pd. 

 

Kata kunci: Persamaan Telegraf, Metode Beda Hingga, Skema Eksplisit, Syarat 

Kestabilan, Syarat Konsistensi.  

 

Persamaan telegraf adalah persamaan diferensial parsial yang 

menjelaskan masalah gelombang sinyal-sinyal listrik di transmisi kabel. Metode 

beda hingga merupakan  sebuah metode numerik yang digunakan untuk 

mendekati solusi analitik. Metode yang digunakan dalam menyelesaikan 

persamaan telegraf pada penelitian ini adalah metode beda hingga skema eksplisit. 

Langkah dalam menyelesaikan persamaan telegraf dengan metode beda hingga 

eksplisit antara lain yaitu melakukan diskritisasi pada persamaan telegraf, 

kemudian  mendiskritisasi syarat awal, kemudian analisis  kestabilan skema 

eksplisist dan konsistensi untuk menunjukan bahwa metode yang digunakan 

tersebut mendekati solusi analitik. Dari analisis kestabilan menunjukan bahwa 

metode beda hingga skema eksplisit pada persamaan telegraf stabil dengan syarat. 

Dan konsistensi dari metode tersebut, error pemotongan yang dihasilkan adalah 

pada orde dua.



 
 

xiv 
 

ABSTRACT 

 

 

Nikmah, Jumrotun. 2015. Numerical Solution of Telegraph Equation Using 

Explicit Finite Difference Method. Thesis. Department of 

Mathematics, Faculty of Science and Technology, State Islamic 

University Maulana Malik Ibrahim of Malang. Advisors: (I) Ari 

Kusumastuti, S.Si, M.Pd  (II) Dr. Abdussakir, M.Pd.  

 

Keywords : Telegraph Equation, Difference Methods, Explicit Scheme, Stability, 

Consistency. 

 

Telegraph equation is a partial differential equation that describes the 

wave of electrical signals in the cable transmission. Finite Difference Method is a 

numerical method which is used to approximate analytic solutions. Explicit Finite  

Difference Schemes Method is used to solve the telegraph equations. There are 

some steps in solving telegraph equations using Explicit Finite Difference 

Schemes Method such as using discretization on telegraph equations, secondly 

decide the second rules, then decide the rules of stability and consistency to shows 

that used method is approaching the analytic solution. From the stability analysis 

obtained that finite difference method implementiny explicit scheme of the 

telegraph equation is stable with certain condition. The consistency of the method, 

the resulting truncation error is on the two order.
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 ملخص

 

 الفروق المحدودة طريقة باستخدامحل العددي معادلة التلغراف ال. 2015النعمة ، زمرة. 
امعة اإسساممية كلية العلوم والتكنولوجيا. الج  الرياضيات . بحث جامعي .شعبةواضح مخطط

( 11( أري كوسوما أستوتي، الماجستير )1الحكومية مولانا مالك إبراهيم مالانج. مشرف: )
 الدوكتور عبد الشاكر، الماجستير.

 

شروط الاستقرار، شروط معادلة التلغراف، واضح،  المحدودة، مخططلفروق اطريقة  الكلمة الرئيسية:
 اإستساق. 

 

معادلة التلغراف هي المعادلة التفاضلية الجزئية التي تصف مشكلة الموجة من اإسشارات 
 التحليلي.  الحل طريقة عددية لتقريب .كانت طريقة الفروق المحدودةالكهربائية فِ نقل الكابل

 معادلة لحل واضح. خطوات مخطط الفروق المحدودة طريقةالطريقة المستخدمة فِ هذا البحث هي 
تفريد الشرط ب التلغراف، قيام معادلة على تفريدب القيام  :بطريقة الفروق المحدودة وهن التلغراف

 الحل يقترب من الطريقة المستخدمة والثبات إسظهار ان واضحة إستقرار خطط الأول، تحليل
معادلة التلغراف واضح فِ  الفروق المحدودة مخطط التحليلي. من تحليل اإسستقرار يدلّ على أن طريقة

  .شروط، والثبات من تلك الطريقة، وكان خطأ القطع المنتج فِ الدرجة الثانيةمستقرةّ بال
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BAB I 

 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

 

Persamaan telegraf merupakan salah satu dari persamaan gelombang. 

Persamaan telegraf pada umumnya digunakan dalam studi propagasi gelombang 

sinyal-sinyal listrik di transmisi kabel line dan juga dalam fenomena gelombang 

(Javidi dan Nyamoradi, 2013).  

Solusi persamaan telegraf telah diselesaikan oleh Dosti dan Nazemi (2011) 

menggunakan metode B-spline quasi-interpolation. Mereka menggunakan metode 

B-spline quasi-interpolation untuk mendekati turunan parsial dari persamaan 

telegraf. Langkah pertama yang dilakukan adalah dengan menentukan fungsi basis 

cubic B-spline menggunakan interpolasi, kemudian langkah selanjutnya 

menentukan skema numerik dari persamaan telegraf dengan menggunakan beda 

pusat terhadap waktu. Penelitian lain oleh Javidi dan Nyamoradi (2013), 

menjelaskan solusi numerik persamaan telegraf satu dimensi hiperbolik dengan 

menggunakan Laplace transform homotopy pertubation method. Langkah yang 

dilakukan adalah dengan transformasi Laplace sehingga menghasilkan solusi dari 

persamaan telegraf, kemudian langkah selanjutnya dengan menggunakan 

homotopy perturbasi yang menghasilkan solusi numerik. Hasil dari penelitian 

mereka diperoleh error yang relatif kecil dan mendekati solusi analitiknya.   

Al-Quran Surah az-Zumar ayat 18, menyebutkan 

                                    

 “Yang mendengarkan perkataan lalu mengikuti apa yang paling baik di 

antaranya. Mereka itulah orang-orang yang telah diberi Allah petunjuk dan 

mereka itulah orang-orang yang mempunyai akal”(QS.az-Zumar : 18) 
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Ayat tersebut menjelaskan tentang mereka yang mengikuti sesuatu yang 

mengandung kemaslahatan bagi mereka. Berbagai macam pengetahuan wajib 

diketahui, baik pengetahuan al-Quran maupun pengetahuan yang lain. Akan tetapi 

tidak semua pengetahuan itu baik untuk diikuti, maka sebagaimana ayat tersebut 

segala sesuatu harus mengikuti apa yang paling baik di antaranya.  Seperti halnya 

dalam memilih metode numerik yang digunakan dalam menyelesaikan masalah 

persamaan diferensial parsial. Dalam penyelesaian numerik terdapat beberapa 

metode yang dapat membantu menyelesaikan permasalahan pada persamaan 

diferensial biasa maupun parsial, seperti halnya metode beda hingga skema 

eksplisit. 

Dalam penelitian ini persamaan telegraf diselesaikan menggunakan 

metode beda hingga. Metode beda hingga adalah suatu metode yang didasarkan 

pada ekspansi deret Taylor (Strauss, 2007). Salah satu pendekatan metode beda 

hingga adalah menggunakan skema eksplisit. Pada skema eksplisit nilai setiap 

besaran waktu yang sebelumnya selalu diketahui, sehingga nilai     dapat 

dihitung (Triatmodjo, 2002). Dalam penelitian ini penulis menfokuskan pada 

skema eksplisit Central Time Central Space (CTCS). Skema CTCS merupakan 

pendekatan numerik dengan beda pusat terhadap waktu dan beda pusat terhadap 

ruang. Langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah mendiskritisasi 

persamaan kontinu telegraf dan syarat awalnya. Selanjutnya memodifikasi bentuk 

diskrit persamaan telegraf dengan mensubstitusi bentuk syarat awalnya pada 

persamaan telegraf. Kedalaman analisis numerik dilanjutkan sampai pada syarat 

kestabilan dan syarat konsistensi dari persamaan telegraf.  
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Kestabilan mengakibatkan solusi numerik dengan beda hingga itu tidak 

sensitif terhadap data inisial (Flaherty, Tanpa tahun). Selanjutnya Zauderer (2006) 

menyebutkan bahwa  analisis kestabilan dari skema yang digunakan dapat dicari 

menggunakan stabilitas von Neuman dengan mensubstitusikan   
         ke 

dalam persamaan beda yang digunakan. Syarat perlu dan cukup stabilitas von 

Neuman yaitu | |   .  

Analisis konsistensi mengakibatkan persamaan beda hingga yang terjadi 

merupakan aproksimasi terbaik bagi bentuk persamaan diferensial parsialnya 

(Flaherty, Tanpa tahun). Analisis konsistensi dapat dicari dengan menggunakan 

ekspansi deret Taylor. Dan kriteria konsistensi akan terpenuhi jika    mendekati 

nol dan    mendekati nol, maka nilai limit dari error pemotongan mendekati nol. 

Jika syarat kestabilan dan konsistensi terpenuhi maka solusi numerik tersebut 

akan mendekati solusi analitik. 

Sering kali kasus matematika memiliki bentuk persamaan yang sulit untuk 

diselesaikan secara analitik. Sehingga metode aproksimasi skema eksplisit CTCS 

ini diharapkan dapat memberikan solusi atas permasalahan tersebut.  

Berdasarkan latar belakang tersebut, dalam penelitian ini tema yang 

diangkat penulis adalah “Penyelesaian Numerik Persamaan Telegraf 

Menggunakan Metode Beda Hingga Skema Eksplisit”.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam 

penelitian ini adalah sebagai berikut: 
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1. Bagaimana penyelesaian numerik persamaan telegraf menggunakan metode 

beda hingga skema eksplisit CTCS? 

2. Bagaimana analisis kestabilan dari skema CTCS  yang digunakan? 

3. Bagaimana analisis konsistensi dari skema CTCS  yang digunakan? 

4. Bagaimana simulasi dari metode yang digunakan? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Mengetahui penyelesaian persamaan telegraf menggunakan metode beda 

hingga skema eksplisit CTCS. 

2. Mengetahui  analisis  kestabilan dari skema  CTCS yang digunakan. 

3. Mengetahui  analisis  konsistensi dari skema CTCS yang digunakan. 

4. Mengetahui  simulasi dari metode yang digunakan. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Dalam pembahasan ini penulis membatasi masalah penelitian ini adalah 

sebagai berikut, yaitu merujuk pada Dosti dan Nazemi (2011:04-24) bahwa 

persamaan yang digunakan adalah sebagai berikut: 

          
        (   ),   (   )     [   ]     [   ] 

dengan syarat awal yang diberikan yaitu  (   )    ( ),   (   )    ( ) dan 

kondisi batas yang diberikan  (   )    ( ),  (   )    ( ),     
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1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat penelitian ini adalah memperoleh solusi numerik dari persamaan 

telegraf dan pengetahuan mengenai prosedur penyelesaian persamaan telegraf 

dengan menggunakan metode beda hingga skema eksplisit. 

 

1.6 Metode penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah dengan menggunakan 

kajian teoritis, dengan langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini 

adalah sebagai berikut: 

1. Melakukan diskritisasi pada persamaan telegraf dengan menggunakan metode 

beda hingga skema eksplisit CTCS (Central Time Central Space). 

2. Melakukan diskritisasi syarat awal dengan metode CTCS. 

3. Mensubstitusikan bentuk diskrit syarat awal pada bentuk diskrit persamaan 

telegraf. 

4. Analisis kestabilan skema CTCS. 

5. Analisis konsistensi skema CTCS. 

6. Melakukan simulasi dari metode yang digunakan. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan penelitian ini adalah sebagai berikut:  

Bab I Pendahuluan 

Memuat latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, 

manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 
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Memuat identifikasi persamaan telegraf, penurunan persamaan telegraf, 

metode beda hingga, skema eksplisit CTCS, analisis kestabilan, analisis 

konsistensi, dan kajian agama.  

Bab III Pembahasan 

Memuat bahan mengenai diskritisasi persamaan, mendiskritisasi syarat awal, 

analisis kestabilan, analisis konsistensi, melakukan simulasi dari metode yang 

digunakan, dan kajian agama. 

Bab IV Penutup 

Memuat kesimpulan dan saran. 
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BAB II 

KAJIAN  PUSTAKA 

 

2.1 Identifikasi Persamaan Telegraf 

Spiegel (1983) menyatakan bahwa persamaan telegraf merupakan salah 

satu dari persamaan gelombang hiperbolik. Persamaan gelombang dapat 

diterapkan pada getaran transversal yang kecil dari sebuah tali fleksibel yang 

tegang, yang mula-mula diletakkan pada sumbu   dan dibuat bergerak. Variabel 

 (   ) adalah pergeseran sebarang titik   dari tali pada waktu  . Konstanta    

 

 
, dimana   adalah tegangan (yang konstan) dalam tali dan   adalah massa (yang 

konstan) persatuan tali. 

Pada penelitian ini penulis menggunakan persamaan telegraf hiperbolik 

dimensi satu, yang merujuk pada Dosti dan Nazemi (2011:04-24) yang dinyatakan 

berikut  

   

   
   

  

  
     

   

   
  (   ) (   )     [   ]     [   ]  (   ) 

Persamaan telegraf (2.1) memiliki dua variabel bebas yaitu x dan t, serta 

satu variabel terikat yaitu  (   ) . Dimana  (   )  merupakan amplitudo 

gelombang, sedangkan a dan   diketahui koefisien konstan, serta   ( ),   ( ) dan 

turunannya adalah fungsi kontinu. Kedua tegangan listrik dan arus dalam 

konduktor ganda  memenuhi persamaan telegraf, dimana    adalah jarak dan   

adalah waktu. Untuk    ,     pada persamaan (2.1) merupakan persamaan 

gelombang teredam sedangkan untuk        merupakan persamaan telegraf. 
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2.1.1 Penurunan Persamaan Telegraf  

Penurunan persamaan telegraf didekati dengan menggunakan deret Taylor. 

Adapun penurunannya adalah sebagai berikut  

Asumsi yang mendasari model persamaan telegraf adalah  (   ) sebagai 

peluang partikel mendesak dari kiri dan  (   ) sebagai peluang partikel mendesak 

ke kanan. Serta asumsi dari bentuk persamaan telegraf adalah  

 (     )    (     )    (     ) 

 (     )    (     )    (     ) 

(2.2) 

(2.3) 

Dengan menggunakan ekspansi deret Taylor, maka deret Taylor untuk persamaan 

(2.2) sebagai berikut 

 (     )   (   )        (   )   ( 
 ) 

 (     )   (   )     (   )    
 

 
       (   )   ( 

 ) 

 (     )   (   )        (   )    
 

 
       (   )   ( 

 ) 

Sedangkan untuk persamaan (2.3) sebagai berikut  

 (     )   (   )       (   )   ( 
 ) 

 (     )   (   )       (   )    
 

 
       (   )   ( 

 ) 

 (     )   (   )     (   )    
 

 
       (   )   ( 

 ) 

Substitusikan deret Taylor   ke persamaan (2.2) dan (2.3), sehingga diperoleh  

 (   )        (   )   ( (   )     (   ) )   
 

 
       (   ) 

  ( (   )        (   )    
 

 
       (   )) 
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    (   )  (  (   )    (   )    (   ) )   (   (   )     (   ))

 
 

 
    (    (   )      (   )) 

    (   )  (  (   )    (   )    (   ) )   (   (   )     (   ))

       

   (   )   
 

 
(   )  

 

 
 (   )  

 

 
 (   )  

 

 
(   (   )     (   )) 

               
(    )

 
(   )  

 

 
 (   )  

 

 
(   (   )     (   )) 

   (   )  
 

 
(   ) (   )  

 

 
 (   )  

  

 
  (   ),          

Karena          , sehingga 

   (   )  
 

 
(  (   )) (   )  

 

 
 (   )  

  

 
  (   ) 

   (   )  
 

 
 (   )  

 

 
 (   )  

  

 
  (   ) 

(2.4) 

Kemudian diasumsikan    
 

 
   ,     konstanta tak nol dan    

 

 
   ,       

Sehingga persamaan (2.4) menjadi 

   (   )      (   )    (   )    (   ) (2.5) 

Persamaaan (2.5) dapat diubah dalam bentuk 

  

  
(   )    

  

  
(   )     (   )    (   ) 

(2.6) 

Kemudian substitusikan deret Taylor    ke persamaan (2.2) dan (2.3), sehingga 

diperoleh 

(   )     (   )   ( (   )       (   )    
 

 
       (   )) 

  ( (   )     (   )    
 

 
       (   )) 
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   (   )  (  (   )    (   )    (   ))   ( (  (   )     (   ) )

 
 

 
   (    (   )      (   ) 

   (   )  (  (   )    (   )    (   ))   ( (  (   )     (   ) )

       

  (   )  
  

 
(   )  

 

 
 (   )  

 

 
 (   )  

 

 
( (  (   )     (   )) 

                
(    )

 
(   )  

 

 
 (   )  

 

 
( (  (   )     (   )) 

  (   )  
 

 
(   ) (   )  

 

 
 (   )  

  

 
  (   )  

  

 
  (   ),          

Karena          , sehingga 

  (   )  
 

 
(  (   ))(   )  

 

 
 (   )  

  

 
  (   ) 

Sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut 

  (   )   
 

 
 (   )  

 

 
 (   )  

  

 
  (   ) 

(2.7) 

Kemudian diasumsikan     
 

 
   , 

 

 
       

 

 
    dan     maka 

          

Sehingga persamaan (2.7) menjadi 

  (   )     (   )    (   )    (   ) (2.8) 

Persamaan (2.8) dapat diubah ke dalam bentuk  

  

  
(   )   

  

  
(   )     (   )    (   ) 

(2.9) 

Selanjutnya persamaan (2.6) dan (2.9) masing-masing dijumlahkan dan 

dikurangkan. Untuk hasil penjumlah dari persamaan (2.6) dan (2.9) diperoleh 

 (   )

  
(   )   

 (   )

  
(   )    

(2.10) 
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Sedangkan untuk hasil pengurangan dari persamaan  (2.6) dan (2.9) diperoleh  

 (   )

  
(   )   

 (   )

  
(   )     (   )(   ) 

(2.11) 

Kemudian persamaan (2.10) dan (2.11) diturunkan, untuk persamaan (2.10) 

diturunkan terhadap  , sehingga diperoleh  

  (   )

   
(   )   

  (   )

    
(   )    

(2.12) 

Persamaan (2.11) diturunkan terhadap   dan mengalikan dengan  , sehingga 

diperoleh  

 
  (   )

    
(   )    

  (   )

   
(   )      

 (   )

  
(   ) 

(2.13) 

Persamaan (2.13) dimanipulasi ke dalam bentuk  

  
  (   )

    
(   )    

  (   )

   
(   )      

 (   )

  
(   ) 

Setelah diperoleh persamaan (2.12) dan (2.13), selanjutnya persamaan (2.12) dan 

(2.13) dijumlahkan diperoleh  

  (   )

   
(   )    

  (   )

    
(   )    

  (   )

   
(   )

    
 (   )

  
(   )    

Selanjutnya diasumsikan  

 (   )   (   )   (   ) dan           

Sehingga akan diperoleh  

   

   
(   )    

   

    
(   )    

   

   
(   )     

 (   )

  
(   )    

Jika 
   

    
(   ) bernilai   

  

  
(   ),    bernilai -1, dan  

  

  
(   ) bernilai 
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(   )    

   

    
(   )    

   

   
(   )     

 (   )

  
(   )    

   

   
(   )    (  

  

  
(   ))  (  )

   

   
(   )     (

 

 
  )    

Sehingga diperoleh persamaan telegraf sebagai berikut 

   

   
(   )    

  

  
(   )    (   )  

   

   
(   )   (   ) 

(2.14) 

2.2 Metode Beda Hingga 

Strauss (2007:199) menyatakan bahwa metode beda hingga merupakan 

sebuah metode yang sangat populer dalam penyelesaian masalah-masalah 

persamaan diferensial biasa maupun persamaan diferensial parsial, yang 

didasarkan pada ekspansi deret Taylor. Berikut adalah ekspansi deret Taylor di 

sekitar (   ) yaitu: 

 (      )   (   )    (   )   
 

 
   (   )  

  

 
 

 
    (   )  

      (2.15) 

 (      )   (   )    (   )   
 

 
   (   )  

  

 
 

 
    (   )  

      (2.16) 

 (      )   (   )    (   )   
 

 
   (   )  

  

 
 

 
    (   )  

      (2.17) 

 (      )   (   )    (   )   
 

 
   (   )  

  

 
 

 
    (   )  

      (2.18) 
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Sehingga turunan hampiran pertama suatu fungsi  ( ) untuk beda pusat terhadap 

  dapat diperoleh  sebagai berikut 

 (      )   (      )     (   )   
 

 
    (   )  

  
(2.19) 

Maka  

  (   )  
 (      )   (      )

   
 (2.20) 

  

Sehingga persamaan (2.20) dapat ditulis  

  

  
 
  
      

   

   
 (2.21) 

Adapun untuk memperkirakan turunan kedua  ( ) beda pusat terhadap   adalah 

dengan mengulangi prosedur untuk memperoleh turunan pertama, sehingga 

diperoleh 

Maka  

Sehingga persamaan (2.23) dapat ditulis 

   

   
 
  
       

    
   

   
 

(2.24) 

 Sedangkan untuk turunan kedua  ( )  pada   beda pusat adalah dengan 

mengulangi prosedur untuk memperoleh turunan kedua terhadap  , sehingga 

diperoleh 

 (      )   (      )     (   )   
 

 
   (   )  

  
(2.22) 

   (   )  
 (      )    (   )  (      )

   
 

(2.23) 

 (      )   (      )     (   )   
 

 
   (   )  

  (2.25) 
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 Sehingga persamaan (2.26) dapat ditulis 

 

2.2.1 Skema Eksplisit CTCS 

 Triatmodjo (2002:206) menyatakan bahwa metode beda hingga skema 

eksplisit banyak digunakan dalam penyelesaian persamaan diferensial parsial. 

Skema ini sangat sederhana dan mudah untuk memahaminya. Penggunaan 

skema tersebut untuk menurunkan persamaan diferensial parsial menjadi 

persamaan beda hingga juga mudah. Skema CTCS merupakan pendekatan 

numerik dengan beda pusat terhadap waktu dan beda pusat terhadap ruang. 

Contoh penerapan skema eksplisit CTCS pada persamaan forced KdV 

yang telah dibahas oleh Amamah (2014) adalah  

       
 

 
    

 

 
     

 

 
   

(2.28) 

Dengan skema CTCS maka persamaan beda untuk persamaan forced KdV di 

antaranya sebagai berikut 

  

  
 
    
      

 

   
 

(2.29) 

Sedangkan untuk turunan pertama  terhadap   

  

  
 
  
      

   

   
 

(2.30) 

Sedangankan untuk turunan      

   (   )  
 (      )    (   )  (      )

   
 

(2.26) 

   

   
 
    
     

      
 

   
 

(2.27) 
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(    
    

      
 )

    
      

 

   
 

(2.31) 

dan turunan ketiga terhadap   

  

  
 
    
       

       
      

 

    
 

(2.32) 

Sehingga 

  
      

    
  

  
(  

    
    

      
 

 
) (    

      
 )

 
  

 (  ) 
(    
       

       
      

 )       

(2.33) 

 
            Gambar 2.1 Skema Eksplisit untuk Persamaan (2.33) 

 

Dalam skema eksplisit, nilai pada suatu titik dihitung secara langsung 

dari nilai di beberapa titik di sekitarnya pada waktu sebelumnya yang sudah 

diketahui nilainya atau nilai setiap besaran waktu yang lalu sudah diketahui, 

sehingga nilai     dapat dihitung. Namun skema ini mempunyai kelemahan, 

yaitu langkah waktu    dibatasi berdasarkan bilangan Courant yaitu |  |  

| 
  

  
|   . Apabila |  |    maka hitungan menjadi tidak stabil. Penggunaan 

langkah waktu    yang kecil tersebut menyebabkan prosedur dan waktu 

hitungan menjadi sangat panjang dan lama (Triatmodjo, 2002:206).  
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2.3 Syarat Kestabilan 

Zauderer (2006:793) menyatakan bahwa suatu permasalahan persamaan 

diferensial parsial dapat menjadi stabil dan tidak stabil. Suatu konsep kestabilan 

dan ketidakstabilan dapat diterapkan dalam skema beda hingga. Ketidakstabilan 

skema beda hingga menghasilkan kesalahan dalam aproksimasi numerik terhadap 

solusi nilai eksak dari masalah yang diberikan, sehingga solusi numerik kurang 

mendekati nilai eksak. 

Salah satu metode untuk menganalisis kestabilan skema adalah stabilitas 

von Neumann atau juga dikenal dengan stabilitas Fourier, dengan menerapkan 

stabilitas von Neumann terhadap skema beda hinggga, maka dapat dicari 

kestabilan dari persamaan beda dengan mensubstitusikan   
         ke dalam 

persamaan tersebut, yang mana superskrip   menunjukkan posisi,   menunjukkan 

waktu,   merupakan vektor dan untuk skema semua   dalam interval [    ] . 

Syarat perlu dan cukup stabilitas von Neumann adalah | |   .  

Solusi dari stabilitas von Neumann dengan didasarkan pada dekomposisi 

dari kesalahan deret Fourier. Untuk menunjukkan prosedur deret Fourier 

diberikan interval      , kemudian dipartisi sebanyak N, yang menentukan 

   
  

 
          . Kenaikan  didefinisikan sebagai   

 

 
, kenaikan   

didefinisikan sebagai   sehingga didapatkan       . Maka      sesuai dengan 

 (     ). Berlaku juga           dan          .  

Pada grid nilai  , didefinisikan deret Fourier  (     ) sebagai berikut  

  ( )  
 

√ 
∑  (     )
   
     ( 

      
 

)              (2.34) 

dengan   ( )  adalah koefisien Fourier. Invers dari deret Fourier diberikan  
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 (     )  
 

√ 
∑   ( )
   
     ( 

      
 

)                     (2.35) 

Fungsi  (     )  yang didapatkan dari koefisien Fourier   ( ) . 

Perhatikan bahwa  (     )   (     ) , sehingga  (     )  adalah periodik. 

Deret Fourier dari  (       )  dan  (       )  diberikan sebagai 

  ( )  
( 

      
 

)
 dan   (   ), dengan hal serupa untuk setiap kenaikan   dan  . 

Sebagai hasil, jika dipertimbangkan persamaan beda hingga  

 (       )    (       )    (     )    (       )   (2.36) 

deret Fourier yang menghasilkan hubungan rekursi 

  (   )    ( ) [  
(
      

 
)      ( 

      
 

)]    (2.37) 

Solusi dari hubungan rekursi adalah  

  (   )    ( ) [  
(
      

 
)      ( 

      
 

)]
 

    (2.38) 

dengan   ( )  adalah kondisi awal dari deret Fourier untuk masalah tersebut. 

Solusi dari persamaan beda adalah  

 (     )  
 

√ 
∑   ( ) [  

(
      

 
)
     

( 
      

 
)
]
 

 
(
      

 
)

   

   

   

           

(2.39) 

untuk syarat kestabilan [  (
      

 
)      ( 

      
 

)]
 

  pada persamaan (2.39) 

harus terbatas dan bernilai mutlak pada     untuk semua   yang relevan. 

Sebagai hasil solusi  (     ) tidak dapat bertumbuh     . Ini berarti bahwa 

[  (
      

 
)      ( 

      
 

)]       (2.40) 

untuk semua   yang relevan, dan ini adalah kondisi kestabilan Von Neumann. 

Sebagai jumlah subdivisi    , kenaikan   
 

 
 mendekati nol, 
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berada pada interval [    ] . Sehingga kondisi kestabilan Von Neumann dapat 

diberikan sebagai   
    

 
,  

| |  |            |             (2.41) 

Telah ditunjukkan  (     ) dinyatakan sebagai jumlah konstan        

yang disebut sebagai deret Fourier                   
 . Untuk lebih jelasnya 

akan diperlihatkan contoh penerapan kestabilan pada persamaan forced KdV  

       
 

 
    

 

 
     

 

 
  . Bentuk diskritisasi menggunakan skema 

eksplisit dari persamaan  forced  KdV adalah  

  
      

    
  

  
(  

    
    

      
 

 
) (    

      
 )  

  

 (  ) 
(    
  

     
       

      
 )      .  

Kemudian substitusikan   
          dalam bentuk diskrit persamaan forced  

KdV dan kemudian dibagi dengan         dan diperoleh       
  

  
(  

          

 
) (        )  

  

 (  ) 
(                     ).  

Kemudian substitusikan                  sehingga menjadi    

**
  

  
(  

       

 
)  

  

 (  ) 
(       )+ (       )+      .  

Misalkan 
  

  
(  

       

 
)  

  

 (  ) 
(       )     maka akar-akarnya 

           √           dan            √           . Karena 

pada akar-akar tersebut S masih mengandung     , sehingga dalam hal ini dipilih 

        ,        , dan         yang menghasilkan S yang berbeda beda. 

Dari hasil tersebut S yang dipilih adalah   
  

  
(  

 

 
)  

   

 (  ) 
, karena 

menghasilkan     
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Jadi syarat kestabilan untuk persamaan forced KdV skema eksplisit 

adalah   
  

  
(  

 

 
)  

   

 (  ) 
   (Amamah, 2014:22-26).  

2.4 Syarat Konsistensi 

Zauderer (2006:793-795) menyatakan bahwa suatu persamaan beda 

dikatakan konsisten dengan persamaan diferensial yang dihampiri jika selisih 

antara persamaan beda dengan persamaan diferensial menuju nilai nol ketika lebar 

grid yang digunakan juga menuju nilai nol. Selisih antara persamaan diferensial 

parsial yang dihampiri dengan persamaan bedanya disebut truncation term. Jika 

nilai-nilai dari truncation term semakin menuju nol ketika   ,    menuju nol 

maka dikatakan persamaan beda yang dibuat konsisten dengan persamaan yang 

dihampiri. Adapun ekspansi deret Taylor dari   
    dan     

  sebagai berikut  

  
      

       | 
  

 

 
      | 

  
 

 
       | 

      (2.42) 

    
    

       | 
  

 

 
      | 

  
 

 
       | 

      (2.43) 

Menurut Zauderer (2006:742), “Solusi numerik pasti konvergen ke solusi 

analitiknya, jika konsistensi dari persamaan beda dan kestabilan dari skema yang 

diberikan terpenuhi”. Kriteria konsisten merupakan kondisi ideal dimana solusi 

metode beda hingga sesuai dengan solusi eksak pada persamaan diferensial 

parsial.  Konsistensi persamaan beda dengan sendirinya akan terpenuhi jika    

mendekati nol dan    mendekati nol.  

Sebagai ilustrasi penerapan konsistensi, misalkan diberikan persamaan  

       
 

 
    

 

 
     

 

 
  .  Skema eksplisit dari persamaan tersebut 

adalah  
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(  

    
    

      
 

 
) (    

      
 )  

  

 (  ) 
(    
  

     
       

      
 )      . 

Perhatikan ekspansi deret Taylor   
    dan     

  masing-masing di sekitar 

  
  berikut  

  
      

       | 
  

 

 
      | 

  
 

 
       | 

    
(2.44) 

    
    

       | 
  

 

 
      | 

  
 

 
       | 

    
(2.45) 

    
    

        | 
         | 

  
 

 
       | 

    
(2.46) 

Substitusikan (2.44), (2.45) dan (2.46) ke dalam bentuk diskrit persamaan forced 

KdV dan didapatkan 

(        
 

 
    

 

 
    )|

 

 

 
 

 
       | 

  (
 

 
      

 

 
      

 

 
       

 

  
     )  

 | 
   . 

Suku pertama persamaan di atas adalah persamaan forced KdV. Suku kedua dan 

seterusnya adalah suku tambahan yang didapatkan saat melakukan diskritisasi 

dengan metode beda hingga yang disebut truncation error. Truncation error yang 

didapatkan adalah           
 

 
       | 

  (
 

 
      

 

 
      

 

 
       

 

  
     )  

 | 
   . Perhatikan bahwa    mendekati   dan     mendekati  , 

maka trucation error mendekati nol. Jadi skema eksplisit konsisten terhadap 

persamaan forced KdV (Amamah, 2014:27-31).  

2.5 Kajian Agama 

Metode numerik merupakan salah satu metode yang digunakan dalam 

penyelesaian masalah pada persamaan diferensial. Metode numerik digunakan 
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jika permasalahan yang tidak mungkin diselesaikan secara analitik, dengan kata 

lain disebut sebagai aproksimasi. Sesulit apapun permasalahan dari suatu 

persamaan diferensial, maka selalu ada kemudahan dalam permasalahan tersebut. 

Sebagaimana pada persamaan telegraf, yang perlu dilakukan adanya aproksimasi 

dalam mendapatkan selesaian atau solusi.  

Dalam al-Quran surah al-Maidah  ayat 35  menyebutkan  

                                  

 “Hai orang-orang yang beriman, bertakwalah kepada Allah dan carilah jalan 

yang mendekatkan diri kepada-Nya dan berjihadlah pada-Nya, supaya kamu 

mendapat keberuntungan.” 

 

Ayat tersebut menjelaskan bahwa mendekatkan diri kepada Allah merupakan 

seruan Allah kepada hamba-Nya yang beriman supaya selalu mendapatkan 

keberuntungan. Berkaitan dengan ayat diatas, setiap hamba-Nya yang selalu 

mendekatkan diri kepada Allah, maka ia termasuk orang selalu dalam 

keberuntungan. Sebagaimana dalam menyelesaikan persamaan telegraf, yang 

diberikan jalan untuk dapat menyelesaikannya yaitu dengan menggunakan metode 

numerik atau aproksimasi. Jalan tersebut tak lepas dari petunjuk-Nya yang 

diberikan kepada penulis. Petunjuk yang Allah berikan bukanlah didapat dengan 

begitu mudah, akan tetapi harus ada usaha yang dilakukan dalam memperoleh 

petunjuk tersebut. Sebagaimana dalam al-Quran yang menjelaskan mengenai 

petunjuk yaitu surah al-Ihsan ayat 29 yang menyebutkan  

                       

“Sesungguhnya (ayat-ayat) ini adalah suatu peringatan, maka barangsiapa menghendaki 

(kebaikan bagi dirinya) niscaya dia mengambil jalan kepada Tuhannya.” 
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Dalam ayat tersebut surah al-Ihsan ayat 29, “bahwa barangsiapa yang 

menghendaki kebaikan bagi dirinya”. Hal ini merupakan interpretasi dari jalan 

terbaik yang dilakukan dalam menyelesaikan persamaan diferensial yaitu dengan 

metode numerik atau aproksimasi. Maka selanjutnya kalimat, “niscaya dia 

mengambil jalan kepada Tuhannya”, interpretasinya ialah kemudahan yang 

diberikan Allah sehingga manusia yang berusaha untuk menghendaki kebaikan 

maka akan selalu berada di jalanNya. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Analisis Skema Eksplisit CTCS  pada Persamaan Telegraf   

Pada subbab ini, akan dijelaskan bagaimana penyelesaian numerik 

persamaan telegraf menggunakan metode beda hingga skema eksplisit Central 

Time Central Space (CTCS). Adapun langkah-langkah dalam menyelesaikan 

persamaan telegraf adalah diskritisasi persamaan telegraf dan syarat awal dengan 

skema beda pusat untuk turunan terhadap waktu   dan beda pusat untuk turunan 

terhadap ruang  .  

 

3.1.1 Diskritisasi Persamaan  
 

Persamaan telegraf yang digunakan dalam penelitian ini dinyatakan 

pada persamaan (2.1) yang berbentuk  

              
         (   ) , (   )     [   ]     [   ] 

  

 

dengan kondisi awal  

 (   )    ( ) 

  (   )

  
   ( ) 

dengan   ( ) dan   ( ) fungsi sembarang.  

 Kondisi batas 

 (   )    ( ),  (   )    ( ) 

 

Penyelesaian numerik persamaan tersebut dengan menggunakan metode beda 

hingga skema eksplisit. Adapun persamaan beda CTCS yang digunakan 
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berdasarkan persamaan (2.21), (2.24), dan (2.27) yang telah diuraikan pada bab 

sebelumnya. Sehingga dapat diperoleh diskritisasi persamaan sebagai berikut 

  
       

    
   

   
   

  
      

   

   
     

  
    
     

      
 

   
   

   (3.1) 

(     )  
    (        

    

   
)  

  (     )  
    (

   

   
)    

  (
   

   
)    

       
  

(     )  
    (

                  

   
)   

  (      )  
    (

   

   
)    

 

 (
   

   
)    

       
  

  
    

 

(     )
((
                  

   
)  

  (     )  
    (

   

   
)    

 

 (
   

   
)    

 )       
  

Sehingga diperoleh persamaan beda 

  
    (

                  

          
)  

  (
   

          
)    

  (
   

          
)    

  

 
(     )

(     )
  
    

   

(     )
  
             (3.2)  

 

3.1.2 Diskritisasi Syarat Awal  

Langkah selanjutnya adalah mendiskritisasi syarat awal, adapun proses 

diskritisasi syarat awal adalah sebagai berikut  

 (   )    ( ) 

Sehingga  

  
    ( ) , untuk           

Perhatikan bahwa pada persamaan beda (3.2) memerlukan dua baris 

syarat awal, sedangkan pada persamaan (2.1) terdapat syarat awal  (   )  
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  ( ), yang berarti   
  , untuk        Untuk memperoleh   

  dapat diperoleh 

dari beda pusat pada   | 
  , yaitu  

   
  
      

   

   
 

Dengan     sehingga diperoleh  

(  )  
  
    

 

   
 

 

   (  )    
    

  

    (  )    
    

     (3.3) 

sehingga persamaan beda (3.2)  untuk     menghasilkan  

  
  (

                  

          
)  

  (
   

          
)    

  (
   

          
)     

 

 
(     )

(     )
  
  

   

(     )
  
 

 

Karena  

    (  )    
    

  

maka dapat diperoleh  

  
  (

                  

          
)   

  (
   

          
)    

  (
   

          
)    

 

 
(     )

(     )
(    ( 

 
)
 
   

 )  
   

(     )
  
 
 

  
  (

(     )

(     )  (     )
)((

                  

          
)  

  (
   

          
)    

 

 (
   

          
)    

  
(     )

(     )
(   (  ) )  

   

(     )
  
 ) 

  
  (

(     )

 
)((

                  

          
)  

  (
   

          
)    

 

 (
   

          
)     

  
(     )

(     )
(   (  ) )  

   

(     )
  
 ) 

(3.4) 
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Karena kondisi awal   
     , maka substitusikan kondisi   

    ( )  pada 

persamaan beda (3.4), sehingga diperoleh 

  
  (

(     )

 
)((

                  

          
)   

  (
   

          
)     

 

 (
   

          
)      

  
(     )

(     )
(   (  ) )  

   

(     )
  
 ) 

(3.5) 

 

3.2 Analisis Stabilitas 

Setelah mendiskritisasikan persamaan sehingga diperoleh persamaan 

beda (3.2) langkah selanjutnya adalah analisis stabilitas. Analisis stabilitas 

dilakukan untuk mengetahui apakah metode yang digunakan untuk mendekati 

persamaan telegraf tersebut stabil atau tidak. Dalam penelitian ini melakukan uji 

kestabilan dengan menggunakan analisis stabilitas von Neumann, yang dapat 

dilakukan dengan mensubstitusikan   
         ,     √   pada persamaan 

beda (3.2), sehingga diperoleh  

  
    (

                  

          
)   

  (
   

          
)    

  (
   

          
)     

 

 
(     )

(     )
  
      

  

Dengan mensubstitusikan   
         maka diperoleh 

         (
                  

          
)       (

   

          
)        

 (
   

          
)         (

(     )

(     )
)         

(3.6) 

Kemudian disederhanakan dengan membagi persamaan (3.6) dengan        

sehingga diperoleh            
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  (
                  

          
)  (

   

          
) (        )  (

(     )

(     )
)     (3.7) 

Karena                 , maka persamaan (3.7) dapat ditulis 

  (
                  

          
)  (

   

          
) ((           )  (           ))

 (
(     )

(     )
)    

atau 

  (
                  

          
)  (

   

          
) (     )  (

(     )

(     )
)    

Sehingga diperoleh 

  (
                  

          
)  (

   (     )

          
)  (

(     )

(     )
)    

   (
                  

          
)  (

   (     )

          
)  (

(     )

(     )
) ( ) 

   (
                      (     )

          
)   (

(     )

(     )
)      (3.8) 

Sehingga akar-akar dari persamaan (3.6) adalah  

     
((
                      (     )

          
)) √(

                      (     )

          
)
 

  (
(     )

(     )
)

 
  (3.9) 

Karena persamaan (3.9) mengandung     , dalam hal ini akan diambil titik 

diskritnya yaitu        ,       , dan        sehingga dapat diuraikan 

sebagai berikut  

Untuk          disubstitusikan ke dalam persamaan (3.9), Jika  

√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
) bernilai imajiner maka diperoleh  

|  |  

√(
                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))
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|  |  

√(
                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  
 

Untuk |  | diperoleh  

(

 
 
 √(

                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  

)

 
 
 

 

    

(
                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

 
   

(
                  

          
)

 

 (
                  

          
)

 

  (
(     )

(     )
)    

 (
                  

          
)

 

  (
(     )

(     )
)    

 

 
(
                  

          
)

 

  (
(     )

(     )
)    

Untuk |  | diperoleh 

(

 
 
 √(

                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  

)

 
 
 

 

    

(
                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  
   

(
                  

          
)

 

 (
                  

          
)

 

  (
(     )

(     )
)    

  (
(     )

(     )
)    
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 (
(     )

(     )
)    

Untuk         disubstitusikan ke dalam persamaan (3.9), Jika  

√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
) bernilai imajiner maka diperoleh  

|  |  

√(
                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  
 

|  |  

√(
                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  
 

Untuk |  | diperoleh  

(

 
 
 √(

                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  

)

 
 
 

 

    

(
                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  
   

(
                  

          
)

 

 (
                  

          
)

 

  (
(     )

(     )
)    

 

 
(
                  

          
)

 

 (
(     )

(     )
)    

Untuk |  | diperoleh  

(

 
 
 √(

                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  

)
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(
                  

          
)
 

 (√(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  
   

(
                  

          
)

 

 (
                  

          
)

 

  (
(     )

(     )
)    

  (
(     )

(     )
)    

 (
(     )

(     )
)    

Untuk         disubstitusikan ke dalam persamaan (3.9), Jika  

√(
             

          
)
 

  (
(     )

(     )
) bernilai imajiner maka diperoleh  

|  |  
√(

             

          
)
 

 (√(
             

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  
 

|  |  
√(

             

          
)
 

 (√(
             

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  
 

Untuk |  | diperoleh 

(

 
 
 √(

             

          
)
 

 (√(
             

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  

)

 
 
 

 

    

(
             

          
)
 

 (√(
             

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  
   

(
             

          
)

 

 (
             

          
)

 

  (
(     )

(     )
)    

 (
             

          
)

 

  (
(     )

(     )
)    

 

 
(
             

          
)

 

 (
(     )

(     )
)    
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Untuk |  | diperoleh 

(

 
 
 √(

             

          
)
 

 (√(
             

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  

)

 
 
 

 

    

(
             

          
)
 

 (√(
             

          
)
 

  (
(     )

(     )
))

 

  
   

(
             

          
)

 

 (
             

          
)

 

  (
(     )

(     )
)    

  (
(     )

(     )
)    

 (
(     )

(     )
)    

Dari perhitungan di atas pada saat        ,       , dan      

  diperoleh |  | sebagai berikut  

Saat         diperoleh |  | 

 

 
(
                  

          
)
 

  (
(     )

(     )
)        (3.10) 

Saat        diperoleh |  | 

 

 
(
                  

          
)
 

 (
(     )

(     )
)        (3.11) 

Saat        diperoleh |  | 

 

 
(
             

          
)
 

 (
(     )

(     )
)         (3.12) 

Sedangkan untuk |  | pada saat        ,       , dan        diperoleh 

yaitu  

 (
(     )

(     )
)          (3.13) 
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Selanjutnya persamaan (3.10), (3.11), dan (3.12) disajikan ke dalam bentuk grafik  

sebagai berikut  

 
Gambar 3.1 Persamaan (3.10), (3.11), dan (3.12) 

Dari Gambar 3.1 tersebut diperoleh bahwa pada saat        hasil dari 

persamaan (3.11) lebih besar dari persamaan (3.10) dan persamaan (3.12) namun 

pada saat tersebut terdapat | |   . Sedangkan pada saat      hasil dari 

persamaan (3.12) lebih besar dari persamaan (3.10) dan persamaan (3.11) dengan  

| |   . Oleh karena itu, untuk syarat kestabilan akan diambil yang menghasilkan 

| |    sehingga jika persamaan (3.12) terpenuhi, maka persamaan (3.10) dan 

(3.11) juga akan terpenuhi. Sehingga syarat kestabian dari persamaan telegraf 

dengan metode beda hingga skema eksplisit yaitu  

 

 
(
             

          
)

 

 (
(     )

(     )
)    

Untuk lebih memperjelas hasil dari persamaan (3.10) dan (3.12) dapat disajikan 

dengan gambar sebagai berikut  

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

dx

ro

 

 

ro1

ro12

ro13
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Gambar 3.2 Persamaan (3.10) 

 
Gambar 3.3 Persamaan (3.12) 

Dari Gambar  3.2 dan Gambar 3.3 hasil persamaan (3.10) dan persamaan (3.13) 

terdapat | |    pada saat     . Jika terdapat | |    maka syarat kestabilan 

tidak akan terpenuhi, sehingga dalam hal ini syarat kestabilan diambil dari hasil 

persamaan (3.13) dengan | |   .  

 

0.5
0.6

0.7
0.8

0.9
1

0.4

0.6

0.8

1
-1.5

-1

-0.5
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0.5

dxdt

ro
1

0
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0.4
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3.3 Analisis Konsistensi 

Dalam mencari analisis konsistensi metode beda hingga eksplisit dapat 

menggunakan ekspansi deret Taylor yang diuraikan pada persamaan (2.40) dan 

(2.41) yang berbentuk  

  
      

       | 
  

 

 
      | 

  
 

 
       | 

      

    
    

       | 
  

 

 
      | 

  
 

 
       | 

      

Kemudian disubstitusikan kedalam persamaan (3.1) yang dapat diuraikan sebagai 

berikut   

  
      

    (  
       | 

  
 

 
      | 

  
 

 
       | 

  
 

  
        | 

 

 
 

   
         | 

   )

 (  
       | 

  
 

 
      | 

  
 

 
       | 

  
 

  
        | 

 

 
 

   
         | 

   ) 

             | 
  

 

 
       | 

  
 

  
         | 

    

Sehingga diperoleh 

  
      

   

   
 
      | 

  
 

 
       | 

  
 

  
         | 

   

   
 

           | 
  

 

 
       | 

  
 

   
         | 

      (3.14) 
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    (  
       | 

  
 

 
      | 

  
 

 
       | 

  
 

  
        | 

 

 
 

   
         | 

   )

 (  
       | 

  
 

 
      | 

  
 

 
       | 

  
 

  
        | 

 

 
 

   
         | 

   ) 

                            
        | 

  
 

  
        | 

    

  
       

    
       

     
        | 

  
 

  
        | 

  

       | 
  

 

  
        | 

    

  
       

    
   

   
 
      | 

  
 

  
        | 

   

   
 

         | 
  

 

  
        | 

       (3.15) 

    
      

  (  
       | 

  
 

 
      | 

  
 

 
       | 

  
 

  
        | 

 

 
 

   
         | 

   )

 (  
       | 

  
 

 
      | 

  
 

 
       | 

  
 

  
        | 

 

 
 

   
         | 

   ) 

                            
        | 

  
 

  
        | 

    

    
     

      
     

     
        | 

  
 

  
        | 

   

       | 
  

 

  
        | 
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Sehingga diperoleh 

    
     

      
 

   
 
      | 

  
 

  
        | 

   

   
 

    | 
  

 

  
        | 

       (3.16) 

Selanjutnya substitusikan persamaan (3.14), (3.15), dan (3.16) ke dalam 

persamaan (3.1) untuk mengetahui firts truncation term sehingga diperoleh  

(   | 
  

 

  
        | 

 )    (  | 
  

 

 
       | 

  
 

   
         | 

 )      
 

    | 
  

 

  
        | 

   (   ) 

(   | 
  

 

  
        | 

 )  (    | 
    

 

 
       | 

    
 

   
         | 

 )  

    
     | 

  
 

  
        | 

   (   )  

Sehingga menjadi 

(   | 
      | 

     | 
     | 

   (   ))  
 

  
        | 

    
 

 
       | 

  

  
 

   
         | 

  
 

  
        | 

        (3.17) 

Dari persamaan (3.17) dapat diketahui bahwa error pemotongan yang dihasilkan 

mempunyai orde dua  (       ). Persamaan (3.17) dikatakan konsisten jika  

   
(     )  

 

  
        | 

    
 

 
       | 

    
 

   
         | 

  
 

  
        | 

    

Jika    dan    sangat kecil maka jumlah limit tersebut akan semakin kecil, dan 

error pemotongan yang dihasilkan akan menuju nol    mendekati nol dan    

mendekati nol maka dikatakan persamaan beda yang dibuat konsisten dengan 

persamaan yang dihampiri.  
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3.4 Simulasi 

Penjelasan mengenai cara menyelesaikan persamaan telegraf menggunakan 

skema eksplisit telah dibahas pada subbab sebelumnya. Untuk lebih memahami 

proses skema ini, akan ditunjukan simulasi penyelesaian numerik persamaan 

telegraf menggunakan skema eksplisit. Pada subbab ini simulasi dilakukan 

menggunakan program MATLAB R2010a dan akan dilakukan interpretasi grafik 

terhadap hasil simulasi.  

Simulasi pertama dilakukan dari persamaan beda (3.2) dengan 

mengambil        ,       ,    , dan    . Sehingga gelombang yang 

terjadi pada persamaan telegraf dapat dilihat sebagai berikut  

 
Saat     

 

 
Saat      

 

Gambar 3.4 Simulasi Pertama Persamaan Beda (3.2) dengan Waktu Berbeda 

Gambar 3.4 menunjukkan hasil simulasi dari persamaan beda (3.2) terhadap ruang 

  dan gelombang  (   ) . Dari Gambar tersebut pada saat waktu      
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menunjukkan gelombang perlahan mulai menaik yang kemudian merambat turun, 

saat ruang        gelombang mengalami kenaikan dengan menghasilkan  

gelombang  (   ) sebesar  (   )   . Kemudian gelombang  (   ) mengalami 

penurunan sampai pada saat ruang         dan waktu     dengan  (   )  

    , akan tetapi gelombang  (   ) perlahan mengalami kenaikan kembali pada 

saat  ruang      dan waktu     , gelombang  (   ) naik sebesar  (   )   . 

Sedangkan pada saat waktu      dari Gambar 3.4 menunjukkan bahwa 

gelombang  (   )  mengalami penurunan secara signifikan berbeda dari yang 

dialami gelombang  (   )  saat    . Penurunan gelombang terjadi pada saat 

ruang         dengan gelombang  (   )  sebesar  (   )     , kemudian 

mengalami kenaikan pada saat     dan      . Pada saat     mengalami 

kenaikan kembali hingga pada puncak sebesat     dengan gelombang sebesar 

 (   )     , kemudian mengalami penurunan kembali hingga mencapai      

dan     dengan  (   )sebesar  (   )      . 

Simulasi kedua dilakukan dari persamaan beda (3.2) dengan mengambil 

       ,       ,    , dan    . Sehingga gelombang yang terjadi pada 

persamaan telegraf dapat dilihat sebagai berikut  

 
Saat      

 
Saat      

Gambar 3.5 Simulasi Kedua Persamaan Beda (3.2) dengan Waktu Berbeda 
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Gambar 3.5 menunjukkan simulasi kedua dari persamaan beda (3.2) saat      

dan     . Pada saat waktu      gelombang  (   )  mulai mengalami 

penurunan pada ruang       dengan  (   )      , kemudian mengalami 

penurunan secara terus menerus sampai pada saat ruang     dengan  (   )  

    . Sedangkan pada saat waktu      gelombang  (   ) mengalami kenaikan 

secara signifikan berbeda dengan pada waktu     . Gelombang mulai 

mengalami kenaikan pada saat ruang       kemudian  mengalami kenaikan 

secara terus menerus sampai pada saat kondisi batas ruang     dengan 

menghasilkan  (   ) sebesar  (   )     .  

 
Gambar 3.6 Grafik 3D Solusi Numerik Persamaan Telegraf Mnggunakan Skema CTCS  

Gambar 3.6 menunjukkan hasil simulasi tiga dimensi persamaan telegraf terhadap 

ruang  , waktu  , dan gelombang  (   ). Dari grafik tersebut menunjukkan pada 

waktu     gelombang mulai menaik hingga mencapai  (   )     , kemudian 

saat waktu     gelombang menurun dengan  (   )      . Gelombang  (   ) 

berjalan naik turun hingga saat waktu      dan     dengan gelombang yang 

dihasilkan sebesar  (   )     .  
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3.5 Kajian Agama 

Berdasarkan hasil pembahasan di atas, bahwa dalam penyelesaian 

persamaan teegraf dapat diselesaikan dengan menggunakan metode numerik, 

karena persamaan telegraf lebih mudah diselesaikan dengan metode numerik 

daripada dengan menggunakan solusi analitik. Dalam al-Quran  dijelaskan bahwa 

Allah memberikan kemudahan bagi umatnya untuk menyelesaikan segala 

masalah. Dalam hal ini kemudahan sangat dibutuhkan dalam menyelesaiakn 

persamaan, terutama dalam bidang ilmu matematika. Seperti yang tercantum 

dalam QS. al-Baqarah ayat 185, yang menyebutkan  

                                

          

 “... Allah menghendaki kemudahan bagimu, dan tidak menghendaki kesukaran 

bagimu. dan hendaklah kamu mencukupkan bilangannya dan hendaklah kamu 

mengagungkan Allah atas petunjuk-Nya yang diberikan kepadamu, supaya kamu 

bersyukur” (Q.S al-Baqarah: 185). 

 

Kemudahan dalam ilmu matematika dapat memberikan jalan yang 

benar untuk penyelesaian persamaan tersebut. Dalam menyelesaikan langkah-

langkahnya harus teliti, untuk memeperoleh hasil yang tepat dalam perhitungan 

secara matematis. Untuk memperoleh solusi yang mendekati solusi analitiknya 

maka diperlukan syarat kestabilan dan syarat konsistensi dari metode beda hingga 

skema eksplisit, sehingga untuk memeperoleh syarat tersebut harus teliti dan 

cermat dalam setiap langkah yang dilakukan. Adapun kemudahan dalam 

menyelesaikan permasalahan itu, tidak lepas dari adanya usaha yang telah 

dilakukan.  
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Sebagaimana ayat yang menjelaskan mengenai manusia dianjurkan 

untuk selalu berusaha. Hal ini merupakan perintah Allah yang dijelaskan dalam 

al-Quran surah Yusuf ayat 87 

...                                

 

 “ …jangan kamu berputus asa dari rahmat Allah. Sesungguhnya tiada berputus 

asa dari rahmat Allah, melainkan kaum yang kafir"(Q.S Yusuf: 87). 

Ayat di atas menjelaskan bahwa manusia janganlah berputus asa dari rahmat 

Allah, sesungguhnya mereka yang berputus asa merupakan sifat dari kaum kafir. 

Dalam hal ini sangat jelas bahwa setiap manusia harus berusaha dalam 

melakukan sesuatu, karena Allah selalu memberikan rahmat-Nya (kemudahan) 

pada setiap permasalahan. Sehingga manusia tidak diperkenankan untuk berputus 

asa, karena berputus asa merupakan sifat dari kaum kafir.  

Ilmu matematika banyak memberikan manfaat bagi manusia dalam hal 

ilmu hitung-menghitung dalam kehidupan sehari-hari dan juga banyak 

menemukan nikmat dari Allah yang sebelumnya tidak ia ketahui. al-Quran 

memberikan petunjuk tentang jalan yang benar menuju ilmu pengetahuan serta 

mampu mendapatkan kesimpulan yang benar berdasarkan penalaran dan 

observasi tentang keajaiban dan rahasia Allah.  
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan, dapat diperoleh kesimpulan sebagai 

berikut: 

1. Penyelesaian numerik persamaan telegraf menggunakan metode beda hingga 

skema eksplisit Central Time Central Space (CTCS), dapat dilakukan dengan 

langkah-langkah antara lain yaitu, melakukan diskritisasi pada persamaan 

telegraf dengan menggunakan metode beda hingga skema eksplisit untuk 

menghampiri solusi analitiknya, menentukan syarat awal kedua, selanjutnya 

menentukan syarat kestabilan dan syarat konsistensi untuk menunjukan 

bahwa metode yang digunakan tersebut memiliki solusi yang dapat mendekati 

solusi analitiknya. Setelah itu dari skema yang digunakan maka simulasi dari 

skema dapat dilakukan. Adapun skema numerik persamaan telegraf yang 

didapat dengan menggunakan metode beda hingga skema eksplisit Central 

Time Central Space (CTCS), sebagai berikut: 

  
    (

                  

          
)  

  (
   

          
)    

 

 (
   

          
)    

  
(     )

(     )
  
      

  

2. Dengan syarat kestabilan Von Neumann diketahui bahwa skema eksplisit 

Central Time Central Space (CTCS) untuk persamaan telegraf akan stabil 

jika  
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(
             

          
)

 

 (
(     )

(     )
)    

3. Model diskrit yang digunakan tersebut memenuhi syarat konsistensi karena 

error pemotongannya menuju nol untuk    mendekati nol dan    mendekati 

nol, dengan error pemotongan pertama dari model diskrit yang digunakan 

memiliki orde  (       ).  

4. Hasil simulasi menunjukan bahwa gelombang  (   ) bergerak naik turun. 

Pada saat      gelombang mulai menaik hingga mencapai  (   )     , 

kemudian saat waktu     gelombang menurun dengan  (   )      . 

Gelombang  (   ) berjalan naik turun hingga saat waktu      dan     

dengan gelombang yang dihasilkan sebesar  (   )     . 

 

4.2 Saran 

 Berdasarkan analisis dari penelitian, maka saran untuk penelitian 

selanjutnya yaitu untuk mencari solusi numerik dari persamaan telegraf dengan 

metode yang berbeda.  
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LAMPIRAN 

Lampiran 1. Grafik 2D Solusi Numerik Persamaan Telegraf 

clc, clear all 
clf 
dx=0.1; 
dt=0.05; 
alpa=4; 
beta=2; 
t=0:dt:20; 
x=0:dx:1; 

  
N=length(x); 
M=length(t); 
u=zeros(N,M); 

  
for i=1:M 
    F(:,i)=(-2.*alpa.*sin(i).*sin(x)+beta.^2.*cos(i).*sin(x)); 
end 

  
%nilai awal pertama 
u(:,1)=sin(x); 

         
%kondisi batas 
u(length(x),:)=cos(t).*sin(1); 

  
A=(1+alpa*dt)/(2); 
B=(2*dx^2-beta^2*dt^2*dx^2-2*dt^2)/(dx^2+alpa*dx^2*dt); 
C=(dt^2)/(dx^2+alpa*dx^2*dt); 
D=(1-alpa*dt)/(1+alpa*dt); 
E=(dt^2)/(1+alpa*dt); 

  
%nilai awal kedua 
for j=2:N-1 
    u(j,2)=((A).*(B.*u(j,1)+C.*(u(j+1,1)+u(j-

1,1))+D.*(0)*2*dt+E.*F(j,1))); 
end 

  
for i=2:M-1 

  
    for j=2:N-1 
        u(j,i+1)=((B*u(j,i))+(C*(u(j+1,i)+u(j-1,i)))-(D*u(j,i-

1))+(E*F(j,i))); 
    end 

     
    subplot (1,2,1) 
    plot(x,u(:,i+1)) 
    grid  
    ylim([-1 1]) 
    pause(0.01)   
    subplot (1,2,2) 
    surf(t,u)        
end 
xlabel('x') 
ylabel('u(x,t)') 



Lampiran 2. Grafik 3D Solusi Numerik Persamaan Telegraf 

clc, clear all 
clf 

  
dx=0.1; 
dt=0.05; 
alpa=4; 
beta=2; 
t=0:dt:20; 
x=0:dx:1; 

  
N=length(x); 
M=length(t); 
u=zeros(N,M); 

  
for i=1:M 
    F(:,i)=(-2.*alpa.*sin(i).*sin(x)+beta.^2.*cos(i).*sin(x)); 
end 

  
%nilai awal pertama 
u(:,1)=sin(x); 

         
%kondisi batas 
u(length(x),:)=cos(t).*sin(1); 

  
A=(1+alpa*dt)/(2); 
B=(2*dx^2-beta^2*dt^2*dx^2-2*dt^2)/(dx^2+alpa*dx^2*dt); 
C=(dt^2)/(dx^2+alpa*dx^2*dt); 
D=(1-alpa*dt)/(1+alpa*dt); 
E=(dt^2)/(1+alpa*dt); 

  
%nilai awal kedua 
for j=2:N-1 
    u(j,2)=((A).*(B.*u(j,1)+C.*(u(j+1,1)+u(j-

1,1))+D.*(0)*2*dt+E.*F(j,1))); 
end 

  
figure (1) 
for i=2:M-1 

  
    for j=2:N-1 
        u(j,i+1)=((B*u(j,i))+(C*(u(j+1,i)+u(j-1,i)))-(D*u(j,i-

1))+(E*F(j,i))); 
    end 

     
    plot(x,u(:,i+1)) 
    grid  
    xlabel('x') 
    ylabel('u(x,t)') 
    ylim([-1 1]) 
    pause(0.01)   

     
end 

  
   figure (2) 



    [X,Y]=meshgrid(t,x); 
    surf(X,Y,u) 

     
    xlabel('t') 
    ylabel('x') 
    zlabel('u(x,t)') 

 

Lampiran 3. Grafik 2D Rho 

clc,clear 
beta=2; 
alfa=4;  
dx=0.1:0.01:1.2; 
dt=0.2; 
%untuk cos a = -1 
ro1 = (1/2).*(((2.*(dx.^2))-((beta.^2).*(dt.^2).*(dx.^2))-

(4.*(dt.^2)))./((dx.^2)+alfa.*(dx.^2).*dt))-((1-

alfa.*dt)./(1+alfa.*dt)); 
%untuk cos a = 0 
ro12 = (1/2).*(((2.*(dx.^2))-((beta.^2).*(dt.^2).*(dx.^2))-

(2.*(dt.^2)))./((dx.^2)+alfa.*(dx.^2).*dt))-((1-

alfa*dt)/(1+alfa*dt)); 
%untuk cos a = 1 
ro13=(1/2).*(((2.*(dx.^2))-

((beta.^2).*(dt.^2).*(dx.^2))./((dx.^2)+alfa.*(dx.^2).*dt)))-((1-

alfa.*dt)./(1+alfa.*dt)); 

  
plot(dx, ro1, 'b')  
hold on  
plot(dx, ro12, 'm') 
plot(dx, ro13, 'r') 

  
grid on 
legend('ro1','ro12','ro13') 
xlabel('dx') 
ylabel('ro') 

 

Lampiran 4. Grafik 3D Rho 

clc,clear 
beta=2; 
alfa=4;  
[dx,dt]=meshgrid(0.1:0.01:1,0.1:0.01:1); 
figure (1) 
%untuk cos a = -1 
ro1 = (1/2).*(((2.*(dx.^2))-((beta.^2).*(dt.^2).*(dx.^2))-

(4.*(dt.^2)))./((dx.^2)+alfa.*(dx.^2).*dt))-((1-

alfa.*dt)./(1+alfa.*dt)); 
surf(dx,dt,ro1) 
xlabel('dx') 
ylabel('dt') 
zlabel('ro1') 
%untuk cos a = 0 
figure(2) 
ro12 = (1/2).*(((2.*(dx.^2))-((beta.^2).*(dt.^2).*(dx.^2))-

(2.*(dt.^2)))./((dx.^2)+alfa.*(dx.^2).*dt))-((1-

alfa*dt)/(1+alfa*dt)); 



surf(dx,dt,ro12) 
xlabel('dx') 
ylabel('dt') 
zlabel('ro12') 
%untuk cos a = 1 
figure(3) 
ro13=(1/2).*(((2.*(dx.^2))-

((beta.^2).*(dt.^2).*(dx.^2))./((dx.^2)+alfa.*(dx.^2).*dt)))-((1-

alfa.*dt)./(1+alfa.*dt)); 
surf(dx,dt,ro13) 
xlabel('dx') 
ylabel('dt') 
zlabel('ro13')
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