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ABSTRAK

Hasanah, Inayatul. 2009Solusi Analitik dan Solusi Numerik Persamaan
Cauchy-Euler. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan dlegn
Universitas Islam Negeri Malang.

Pembimbing: (1) Drs.H. Turmudi, M. Si; (II) Munir#bidin, M. Ag

KataKunci: Persamaan Cauchy-Euler, Metode Variasi Parametextodéd
Runge-Kutta

Persamaan diferensial merupakan model matemadikg gukup penting.
Persamaan diferensial adalah persamaan yang metmnaian satu (atau
beberapa) fungsi yang tak diketahui. Jenis persarddarensial sangat banyak
sekali, baik dilihat dari bentuknya, ordernya, ksiehnya maupun kelinearannya,
sehingga banyak juga cara menyelesaikannya. Salah ®ntuk persamaan
diferensial linear dengan koefisien variabel adglatsamaan Cauchy-Euler yang
dapat diselesaikan secara numerik maupun analitik.

Skripsi ini bertujuan untuk menjelaskan solusilitikadan solusi numerik
persamaan diferensial linear tak homogen dengafisiere variabel, khususnya
persamaan Cauchy-Euler. Penulisan skripsi ini menakan metode kajian
literatur atau kepustakaan.

Secara analitik penulis menggunakan metode vagrasimeter sedangkan
secara numerik penulis menggunakan metode Runge-Kide 4 dengan bantuan
software Matlab. Dari hasil analisis dan pembahasanunjukkan bahwa solusi
secara analitik dan hasil iterasi secara numerildkupersamaan diferensial linear
Cauchy-Euler sama-sama mendapatkan nilai teta@rigs nilai antara kedua
solusi itu terdapat selisih yang disebut galat.i Jsmlusi analitik sebagai
pengontrol galat untuk solusi numerik. Besarnyaatggbada penyelesaian
persamaan diferensial linear Cauchy-Euler ini ieiapi kenaikan setiap langkah
tidak terlalu besar sehingga tidak terlalu mempartggpertumbuhan kesalahan.
Sehingga kesalahan pada persamaan diferensial @aeehy-Euler ini stabil. Hal
ini berarti bahwa metode Runge-Kuta orde 4 merupakatode yang nilainya
mendekati solusi eksak.



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Berkembangnya berbagai ilmu pengetahuan telah kanyamberikan
sumbangan pemikiran untuk dapat menyelesaikan parlgermasalahan yang
muncul. Dalam perkembangan dan kemajuan ilmu pahget dan teknologi,
iimu matematika terapan memberikan sumbangan yasgrhdalam pemecahan
masalah. Kemajuan teknologi yang sangat mengagundeamasa ini tidak
mungkin dapat terjadi tanpa bantuan matematika. eMatika mempunyai
peranan yang utama yaitu matematika memberikanbsafikir yang jelas, logis,
tepat, dan konsisten sebagai sarana pengembanggetaleuan.

Matematika itu pada dasarnya berkaitan dengan jekemenghitung,
sehingga tidak salah jika kemudian ada yang menymlatematika adalah ilmu
hitung atauilmu hisab (Abdusysyakir, 2007:83). Banyak ayat-ayat Al Qur'an
yang berisi tentang perhitungan atau matematikbag®@mana dalam surat Al-

Kahfi ayat 25 dan surat Al-Ankabut ayat 14:
- //5*; 2 /’./‘/ »;° f /.:-; .’/ ~5 { //
2 a3 19315505 o Bl g S 31503

Artinya: “Dan mereka tinggal dalam gua mereka tiggus tahun dan ditambah
sembilan tahun (lagi)” (Q.S Al-Kahfi: 25)
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Artinya: “Dan Sesungguhnya kami Telah mengutus Mepada kaumnya, Maka
ia tinggal di antara mereka seribu tahun kurangdimpuluh tahun. Maka
mereka ditimpa banjir besar, dan mereka adalah grarang yang
zalim” (Q.S. Al-Ankabuut: 14)

Dari kedua ayat di atas, dapat diketahui bahwa é&p telah berbicara
tentang matematika. Konsep matematika yang disebutkari ayat tersebut
adalah konsep bilangan, operasi penjumlahan, dpeergyurangan. Adapun
makna yang tersirat dibalik 2 ayat tersebut ada&iap muslim perlu memahami
tentang bilangan dan operasi bilangan. Bagaimamaki seorang muslim dapat
mengetahui bahwa Ashabul kahfi tertidur di dalana gelama 309 tahun, jika
tidak dapat menghitung 300 + 9, juga bagaimana Kiorggorang muslim dapat
mengetahui bahwa Nabi Nuh tinggal bersama kaumejams 950 tahun jika
tidak dapat menghitung 1000-50 (Abdusysyakir, 2@0661).

Salah satu cabang dari matematika yang termasuk pmmting untuk
dibahas adalah persamaan diferensial. Topik inurdigan untuk memecahkan
masalah-masalah yang dihadapi dalam bidang sains teknik. Persamaan
diferensial membantu memecahkan masalah-masalaamdaidang tersebut.
Dalam sains dan teknik sering ditemukan masalatal@agyang penyelesaiannya
tidak dapat diatasi dengan hanya menggunakan rwatais konsep yang ada.
Terdapat banyak fenomena-fenomena yang melahirkatelnmatematika, namun
model matematikanya mengandung laju perubahan.nDalduasi seperti ini
dibutuhkan penyelesaian atau perhitungan matematd#exara khusus.
Perhitungan-perhitungan matematis untuk memecaimnesalah-masalah tersebut

memerlukan persamaan diferensial (Kusumah, 1989:1)



Persamaan diferensial adalah sebuah persamaan yemmgandung
derivatif/diferensial dari suatu atau lebih variategikat terhadap satu atau lebih
variabel bebas (Baiduri, 2002:2). Persamaan diggaérnyang terbentuk dari
permasalahan yang ada tersebut juga bermacam-ma&dm.dua macam
persamaan diferensial yaitu persamaan diferensishltian persamaan diferensial
parsial. Berdasarkan bentuknya, terdapat persarddarensial homogen dan
persamaan diferensial tak homogen. Di sampingbiguglasarkan orde (tingkat)-
nya, terdapat persamaan diferensial orde satuameen diferensial orde dua,
persamaan diferensial orde tiga, sampai dengarameen diferensial orde-
(orde tinggi). Sedangkan berdasarkan koefisienieydapat persamaan diferensial
dengan koefisien konstanta dan persamaan difetetengan koefisien variabel
(peubah). Serta berdasarkan kelinearannya, terg@psamaan diferensial linear
dan persamaan diferensial tidak linear.

Oleh karena banyaknya jenis persamaan diferensiaka banyak pula
cara mencari penyelesaiannya. Penyelesaian pensatifagensial adalah suatu
fungsi yang memenuhi persamaan diferensial dan jogmenuhi kondisi awal
yang diberikan pada persamaan tersebut (Aziz, 3ap6Di dalam penyelesaian
persamaan diferensial secara analitis, biasanyaidenyelesaian umum yang
mengandung konstanta sebarang dan kemudian meungsvibnstanta tersebut
sedemikian sehingga hasilnya sesuai dengan koadai Atau dengan kata lain
solusi analitik merupakan solusi kontinyu sehingglisi dari nilai variabel bebas
dapat ditemukan, sangat akurat dan tepat (Lam,:20R4Metode penyelesaian

persamaan diferensial secara analitis terbatas pagamaan-persamaan dengan



bentuk tertentu, dan biasanya hanya untuk menyateparsamaan linear dengan
koefisien konstan.

Metode penyelesaian numerik tidak ada batasan mangbentuk
persamaan diferensial. Penyelesaian yang dipetmetpa iterasi numerik dari
fungsi untuk berbagai variabel bebas. Penyelessiatu persamaan diferensial
dilakukan pada titik-titik yang ditentukan secaeruyutan. Untuk mendapatkan
hasil yang lebih teliti maka jarak (interval) amtatitik-titik yang berurutan
tersebut dibuat semakin kecil. Atau dengan kata Eolusi analitik adalah
selesaian yang memenuhi persamaan semula secaa stdangkan numerik
adalah selesaian yang berupa hampiran (Susila;2)993

Menurut pandangan islam setiap masalah ada bebpemyalesaian yang
dapat diambil jalan keluar atau solusi pemecahansdatu masalah. Ketika suatu
masalah itu sulit untuk diselesaikan dengan sata weka hal tersebut pasti ada
cara atau penyelesaian yang lain. Sebagaimana dialaam-Nya pada al-Qur'an

surat Al-Insyiroh, ayat 5-6:

9} > 837 .. & z= 8 = 837

;:;WM\@Q jjwﬂdlegb

Artinya: "Karena Sesungguhnya sesudah kesulitan amla kemudahan (5)
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahaA{@nsyiroh:
5-6)
Berdasarkan latar belakang diatas, maka penulis gamgkat

permasalahan tentangSdlus Analitik dan Soluss Numerik Persamaan

Cauchy-Euler”



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang diatas, maka rumusamlahayang akan
digunakan yaitu:
1. Bagaimana menentukan solusi analitik persamaanh@étaler?
2. Bagaimana menentukan solusi numerik persamaan ¢&tidbr?
3. Bagimana perbandingan hasil penyelesaian dariisahaditik dan solusi

numerik persamaan Cauchy-Euler?

1.3 Batasan Masalah
Adapun batasan masalahnya adalah sebagai berikut:
1. Persamaan diferensial yang dipakai berjenis persantiferensial tak
homogen orde-3.
2. Solusi analitik dengan menggunakan metode var&sirpeter.

3. Solusi numerik dengan menggunakan metode Rungexidudie-4.

1.4 Tujuan Pendlitian
Berdasarkan rumusan masalah diatas, maka tujuamigeem skripsi ini
adalah
1. Mendeskripsikan solusi analitik persamaan CauchgfEu
2. Mendeskripsikan solusi numerik persamaan CauchgfEul
3. Mendeskripsikan perbandingan hasil penyelesaiansdérsi analitik dan

solusi numerik persamaan Cauchy-Euler.



1.5 Manfaat Pendlitian
Adapun manfaat dari penulisan skripsi ini adalah:

1. Bagi penulis, sebagai tambahan informasi dan wawasengenai
bagaimana menentukan solusi analitik dan solusi emikmpersamaan
Cauchy-Euler.

2. Bagi pemerhati matematika, sebagai masukan danangah pemikiran
untuk memecahkan permasalahan dalam menentukanelpsaian
persamaan diferensial linear tak homogen dengarfisiere variabel
menggunakan metode yang lebih efisien.

3. Bagi lembaga UIN Malang, untuk bahan kepustakaamg ydijadikan
sarana pengembangan wawasan keilmuan khususnya iddingb

matematika.

1.6 Metode Pendlitian

Metode merupakarcara utama yang akan ditempuh untuk menemukan
jawaban dari suatu permasalahan. Metode penelitearg digunakan dalam
skripsi ini adalah studi literatur. Studi literatadalah penelitian yang dilakukan
dengan bantuan bermacam-macam material yang teérddparuangan
perpustakaan seperti buku, majalah, dokumen, catdasah-kisah, sejarah dan
sebagainya (Mardalis, 2003: 28).

Adapun langkah-langkah umum dalam penulisan skripsi adalah
mengumpulkan data-data dan informasi dengan carabaea dan memahami

literatur-literatur yang berkaitan dengan kajianrspenaan diferensial, yaitu



mengkaji buku-buku diantaranya adalah Persamaaarddi$ial Biasa dengan
Penerapan Modern, Persamaan Diferensial dan MakemBemodelan serta
beberapa artikel yang terkait dengan pembahasarg yaoa. Kemudian

mengaitkan kajian-kajian tersebut dengan pokok smihaenulisan skipsi ini.

1.7 Sistematika Pembahasan
Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudaheldiah dan dipahami,
maka digunakan sistematika pembahasan yang telaliriempat bab, masing-
masing bab dibagi ke dalam beberapa subbab dengarsan sebagai berikut:
BAB | PENDAHULUAN
Pendahuluan meliputi: latar belakang permasalahamusan
masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, ntampeBaelitian,
metode penelitian, dan sistematika pembahasan.
BAB I TINJAUAN PUSTAKA
Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-tegahg mendukung
bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antaranéanbahas
tentang Persamaan Diferensial, Persamaan Difeferisizear,
Operator Diferensial, Persamaan Diferensial Lindamogen dengan
Koefisien Konstan, Matriks, Determinan dan Aturarra@er,
Kombinasi Linear, Kebebaslinearan, Dan Nilai WranskINA,
Metode Variasi Parameter, Penyelesaian PDB secarmenk,

metode Runge-Kutta dan Galat, serta Kajian Keagamaa



BAB llI PEMBAHASAN
Pembahasan berisi tentang solusi analitik, solusnarik, analisis
galat, dan keterkaitan antara hasil penelitian dengdkajian
keagamaan.

BAB IV PENUTUP

Pada bab ini akan dibahas tentang kesimpulan dan.sa



BAB ||

KAJIAN TEORI

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi deoretna yang

berhubungan dengan penjelasan pada bab selanjutnya.

2.1 Persamaan Diferensial
Definisi 2.1

Persamaan diferensial adalah persamaan yang ngkutaturunan dari
satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satulebih variabel bebas. (Ross,
1984:3)

Berdasarkan jumlah variabel bebasnya, persamaareredgial
dikelompokkan menjadi persamaan diferensial biaB®B|) atau Ordinary
Differential Equation(ODE) dan persamaan diferensial parsial (PDP) Btatial
Differential Equation (PDE)

Definisi 2.2

Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamiferensial yang
menyangkut turunan parsial dari satu atau lebiiakat tak bebas terhadap satu
atau lebih variabel bebas. (Ross, 1984: 4)

Contoh:

1) ﬂ+@:

0s ot

0°u  0°u  0°u _
+ =

2 +
) ox> oy* 0z
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Variabel bebas pada contoh 1 adakflant sedangkan variabel tak
bebasnya adalah Selanjutnya pada contoh 2 variakey danz adalah variabel
bebasnya, sedangkan variabeldalah variabel tak bebasnya.

Definisi 2.3

Persamaan diferensial biasa (PDB) adalah persam#éarensial yang

menyangkut turunan biasa dari satu atau lebih vakitek bebas terhadap satu

variabel bebas. (Ross, 1984: 4)

Contoh:
2 2
e xy(dy) =0
dx dx
4 2
2) OI—i(+5d—2x+3x=sint
dt dt

Pada contoh 1, variabgladalah varibel bebas dgnadalah variabel tak
bebas. Sedangkan pada contoh 2, variabel bebasiyah& dan variabel tak
bebasnya adalab
Definisi 2.4

Orde suatu persamaan diferensial adalah orde &ihglertinggi dari
turunan yang terdapat pada persamaan tersebut, tyagk@atnya paling tinggi.
(Pamuntjak dan Santosa, 1990: 3)

Pada beberapa contoh diatas, contoh 1 adalah pEaragiferensial yang

berorde satu, sedangkan contoh 2 adalah persanfesnsdial berorde dua.



2.2 Persamaan Diferensial Linear

Seperti yang telah dijelaskan pada subbab 1.1apaan diferensial linear
dapat dibagi menjadi persamaan diferensial lineamdygen dan persamaan
diferensial linear tak homogen. Agar lebih mudadrikut diberikan definisi dari
persamaan diferensial linear, persamaan diferenkiar homogen, dan
persamaan diferensial linear tak homogen.
Definisi 2.5

Persamaan diferensial linear berorde n adalatapean difrenesial yang

memiliki bentuk umum:

3 (X)y" +a,(x)y" +...+a,, (x)y +a,(x)y =b(x) (2.2)
dengan a,, a,,...,a,,,a, dan b fungsi-fungsi kontinu pada interval 1 yang
hanya bergantung padasaja dara,(x) # 0. (Ross, 1984:5)

Apabila masing-masing ruas pada (2.1) dibagi denga(x) maka

diperoleh:
y"+ F (Y L £y + L (x)y = g(x) (2.2)
& _a, _b
denganf, =—,..., f, =—, dang=—
2 8

bentuk (2.2) disebut sebagai bentuk baku persadiferensial linear.

Contonh:

2
1) ¢ y+53—y+6y:0

4 3
Z)dy+ Zdy de: X



Definisi 2.6
Persamaan diferensial linear homogen adalah paesayang memenuhi

(2.1) dengarb(x) =0. Bentuk umum persamaan diferensial linear homggén:

3,()y" +a,(x)y"™ +...+a,,(x)y +a,(x)y =0 (2.3)
dan persamaan yang memenuhi (2.1) den@;ﬁm)i 0 disebut persamaan
diferensial linear tak homogen, yang bentuk umumagalah seperti pada (2.1)
denganb(x) % 0.

Persamaan (2.3) merupakan persamaan diferensér lhomogen yang
bersesuaian dengan persamaan diferensial linedrotakbgen (2.1). Hal ini akan
digunakan dalam menyelesaikan persamaan diferdim&al orde-n pada bab lIl.
Definisi 2.7

Jika semua koefisien,(x),a,(x),...,a,(X) adalah tetap, maka persamaan
(2.1) disebut persamaan diferensial linear dengzefidien konstanta. Dan jika
semua koefisiena,(x),a,(X),...,a,(x) adalah berupa fungsi, maka persamaan
(2.1) disebut persamaan diferensial linear dengaefidien variabel (peubah).

(Finizio Ladas,1988:58)

2.3 Operator Diferensial
Dalam pembahasannya, persamaan diferensial tiqsds ldari operator
diferensial. Berikut ini dijelaskan mengenai operatiferensial.

Perhatikan ruas kiri dari (2.1), yaitu

a,(x)y" +a, (x)y" +...+a,,(x)y +a,(x)y (2.4)



Jika y adalah fungsi yang memiliki turunan ke-maka (2.4) dapat dinyatakan
dengan:

Lly]=a,(x)y" +a,(y" +...+a,, ()y +a,(x)y (2.5)
L pada (2.5) adalah fungsi yang baru yang didekars pada himpunan fungsi
yang memiliki turunan kex. Di sini L disebut sebagai operator. Dan karena L

melibatkan diferensial, maka L disebut operatoerdifsial (Siswanto, 1997: 20).

Jika didefinisikan
D"y =y
Maka (2.5) dapat ditulis sebagai:
L[y] = a,(x)D"y +a,(x)D"y +...+a,,(x)Dy +a, (x)y (2.6)
Dan operatornya adalah:
L=a,(x)D" +a,(x)D" +...+a_,(x)D +a,(x) (2.7)
Jikaa,, a,...,a,, a, adalah konstanta, maka operatornya ditulis dengan:
P(D)=a,D"+a,D"Y +...+a ,D+a, (2.8)

Menurut (Goode, 1991:306), operator suatu persamdiéerensial linear

membentuk suatu transformasi linear.

2.4 Matriks, Determinan dan Aturan Cramer
Metode penyelesaian yang diungkapkan pada bab |seEiga
berhubungan dengan determinan matriks. Dibawaklibgrikan pengertian dari

determinan suatu matriks.



Definisi 2.8

a;

21 a22

Jika diketahui matriksA,,,, yaitu A:{ } maka determinan dari

& A

a'21 22

matriks A adalahdet(A) = = a,,a,, —a,,a,, . (Anton, 1997:63)

Contoh:

Hitunglah determinan dari

2 1
A=
H
Dengan menggunakan definisi diatas maka akan méwaber
det(A) = (3)(-2)- (1)(4) = -10
Definisi 2.9
Jika diketahui matriks persed\ ., maka determinamA dapat dihitung

dengan menggunakan minor-mind; dari A, dimana minorM; dari A,,,

merupakan matrikén —1)x (n—1) yang diperoleh dengan mencoret baris ke-i dan

kolom ke-j dariA. (Anton, 1997:79)

Perhitungan determinan adalah:

all coo a;m \ B . y
det(A)=| H=Y (1", det(Mij)=Z(—1)'”a1j det(Mij) (2.9)
a, - a, = i=
Contoh:
3 1 0

Misalkan A=|-2 -4 3 |. Hitunglah detA).
5 4 -2
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Penyelesaian:
310 -4 3 -2 3 -2 -
detd) =|-2 -4 3 =% A _21—(1)‘ . —zlw( . 44‘
5 4 -2
=3(-4)-(1)(-11)=-1

Untuk mengetahui ada dan tidaknya invers suatuikeapersegi, dapat
juga digunakan determinan matriks. Berikut ini atlaleorema yang merupakan
pengujian terhadap keberadaan invers suatu maeilsegi.

Teorema?2.1

Matriks persegiA memiliki invers jika hanya jikalet(A)# 0.
Bukti:

Jika A dapat dibalik, maka | = AA™" sehingga
1=det(l) = det(A) det(A™). Jadi, det(A)#0. Sebaliknya, anggaplah bahwa
det(A);t 0. Kita akan perlihatkan bahwa ekivalen baris pad& , dan dengan
demikian kita dapat menyimpulkan bahw#a dapat dibalik. MisalkarR adalah
bentuk eselon baris tereduksi dai KarenaR dapat diperoleh darA dengan
menggunakan urutan berhingga dari operasi barimesiter, maka kita dapat
mencari matriks-matriks element&t, E,, ... ,E, sehinggaE,,..., E,,E, A=R

atau A= E,'E, " ...E,'R. Jadi,

det(A) = det(E,* )det(E,)... det(E, *det(R)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Karena kita menganggap bahv@t(A)# 0, maka dari persamaan ini
diperoleh bahwadet(R)¢ 0. Maka, R tidak mempunyai suatu barisan bilangan

nol, sehingga dengan demiki&h= | . Jadi teorema terbukti. (Anton, 1997:74-75)
Contoh:

Karena baris pertama dan baris ketiga dari

>

]
N PR
N (@ [N
o P W

sebanding, makdet(A) = 0. Jadi, A tidak dapat dibalik.

Untuk mencari selesaian suatu sistem linear digan aturan perhitungan
tertentu. Salah satunya adalah dengan menggunakaanaCramer yang
memanfaatkan determinan matriks. Aturan Cramer r@igan untuk
menyelesaikan sistem linear yang memuagtersamaan dan peubah. Aturan
Cramer dituangkan dalam teorema berikut.

Teorema 2.2

Misalnya diketahui sistem persamaan linear dalamvariabel, yaitu:

a11Xl+"'+a1n n :bl’
a, X +...+a, X =b,,

(2.10)
a X +...+a, X, =b,
denganga; danb konstanta,x; variabel,i=1...,n, j=1...,n. Jika matriks
a; - ap
koefisien dari sistem (2.10), yaith=| : : |, memiliki determinan tak
L

nol, maka sistem (2.10) memiliki selesaian tunggaitu:



 _ det(d)

et i=12...,n

di manaA adalah matriks yang kita dapatkan dengan mend@anentri-entri

dalam kolom ke dariA dengan entri-entri dalam matriks

Bukti:

Jika det(A) # 0, makaA dapat dibalik. DanX=A"B adalah pemecahan

tunggal dariAX=B. Sehingga diperoleh:

Cll C21 o Cnl bl

0 C

X =A'B= Ladj(A)B S g b s
det(A) det(A) 3 : :

C1n C2n Cnn bn

Dengan mengalikan matriks-matriks ini akan memlagrik

blcll + bZCZl .. annl
1 blclz + b2C22 Tt annZ
det(A) :

bENEEE et $5C

Entri dalam baris kgdari X dengan demikian adalah

o blc1j +b2C2j +...+annj
! det(A)
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Sekarang dimisalkan

&, A, ... A, b1 Qi e Ay

A Ay ... & i-1 bz a, j+HL e a,,
I : : . : : :
8y &, . 8y, bAoA,
KarenaA; berbeda darA hanya dalam kolom kg maka kofaktor dari

entri-entrib,,b,,...,b, dalamA; adalah sama seperti kofaktor dari entri-entri yang

bersesuaian dalam kolom kedaria. Perluasan kofaktatet (A) sepanjang kolom
ke dengan demikian adalah

det(A ) =b,C,, +b,C, +...+b,C

nj

Dengan mensubstitusikan hasil ini ke dalam
Coor L Ao TN det(A,
X, = Gy +B.C;, “— maka akan memberikar, _ det) terbukti.
det(A) det(A)

(Anton, 1997:83-84)

Contoh:

Gunakan aturan Cramer untuk memecahkan
X1+ 2X3 = 6
-3% + 4% + 6x3 = 30
-X1-2% + 3% =8

Penyelesaian:

1 0 2 6 0 2
-3 4 6 A=(30 4 6
-1 -2 3 8 -2 3

A
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1 6 2 1 0 6
A,=|-3 30 6 A=-3 4 30
-1 8 3 -1 -2 8

Maka

_det(A) _-40_-10
Yodetd) 44 11

_det(a,) _72_18

° det(d) 44 11

2.5 Kombinasi Linear, Kebebaslinearan, Dan Nilai Wronski

Dalam penyelesaian persamaan diferensial linearhtakogen dengan
menggunakan metode variasi parameter, diperlukanggiehuan tentang
kebebaslinearan dan nilai Wronski. Metode variasameter akan dibahas pada
bab selanjutnya. Berikut ini diberikan definisi degorema tentang kombinasi
linear, kebebaslinearan, dan nilai Wronski.
Definisi 2.10

Jika diketahui himpunan vektof, f,,..., f, danc,c,,...,c, adalah

konstanta, maka bentuk f,, c,f,, ..., c, f, disebut sebagai kombinasi linear dari

f., f,, ..., f,. (Finzio Ladas, 1988:65-66)
Contoh:
Selesaikan persamaan diferensial homogen

y =0 (2.11)
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Karena persamaan ini sederhana, kita dapat langsengintegralkannya untuk
memperoleh penyelesaiannya. Dengan mengintegralgarsamaan (2.11)

menurutx, kita peroleh

y =¢ (2.12)
Dimana c, adalah suatu konstanta pengintegralan. Dengan integgalkan
persamaan (2.12) menurut kita dapatkan

y=C¢X+¢, (2.13)
Dimanac, adalah konstanta pengintegralan lain. Tanpa meagtan nilai-nilai
yang diberikan kepada konstanta-konstagtalan c,, pernyataan untuly yang
diberikan oleh (2.13) adalah suatu penyelesaiasapsan diferensial (2.11).
perhatikan bahway, = x dan y, =1 adalah penyelesaian persamaan (2.11) dan
persamaan (2.13) menunjukkan bahwa penyelesaigrelesaian itu berperan
khusus dalam setiap penyelesaian, yaitu dapat w@ikga sebagai kombinasi
linear dari kedua penyelesaian itu. Jadi, jitasuatu penyelesaian persamaan
(2.11), maka ada konstanta-konstaotadan c, sehinggay =c,y, +c,Y,. Tentu
saja, jikay=y,, makac, =1 danc, =0, dan jikay=y,, makac, =0 dan
c, =1.
Definisi 2.11

Suatu kumpulanm fungsi f,, f,,---, f., masing-masing terdefinisi dan

m?

kontinyu pada selang < x< b, dikatakan tergantung linear (tidak bebas linear)

pada selanga<x<b. Jika ada konstanta-konstantg,c,,...,c,, yang tidak

semuanya bersama-sama dengan nol, sehingga



cf.(x)+c,f,(x)+...+c f.(X)=0 (2.14)

untuk setiapx dalam selanga < x<b. Dalam hal lain, fungsi-fungsi itu disebut

bebas linear dalam selang itu. (Finizio Ladas, 1688

Contoh:

a

Tunjukkan bahwa fungsi-fungsif,(x) =3x+ @2/5) dan f,(x)=5x+4
tergantung linear pada selafrgeo, «)
Sebaliknya, buktikan bahwa fungsi-fungdi(x) = xdan f,(x) = x*bebas

linear pada selang1l< x<1

Penyelesaian:

a

Untuk menunjukkan bahwa fungsi-fung$j dan f, tergantung linear, kita

harus menunjukkan ada konstaofaan c, tidak kedua-duanya nol, sehingga
c1(3x+152j +c,(5x+4)=0

untuk setiapx dalam selang-o < x <. Ini dimungkinkan jika kita pilih
misalnya ¢, = 5 danc,= -3.
Kita misalkan f, danf, tergantung linear pada selard < x<1. Yaitu ada
konstantac, dan c,, tidak kedua-duanya nol, sedemikian hingga

cX+c,x* =0
untuk setiapx dalam selang-1<x<1. Tetapi untuk x=1dan x=-1,
didapatkan

¢, +c,=0dan-c, +c, =0.



Satu-satunya penyelesaian sistem ini adatal¥c, =0. Ini berlawanan
dengan pemisalan awal bahwa danf, tergantung linear. Jadif, dan f,
bebas linear pada selard. < x<1.
Definisi 2.12
Misalkan f,, f,,---,f, kumpulan n buah fungsi yang semuanya dan
turunan-turunannya sampai dengan turunan rk& kontinyu pada selang

asx<b. Wronski dari f,f,,---, f dihitung pada x, dinyatakan oleh

W(f,, f,,..., f.;x) dan ditentukan sebagai determinan

LF P i

8 W P40 Y i

LRSI "= ] B W " A
fln—l fzn—l fnn—l

Tiap fungsi yang muncul dalam determinan ini dihgupadax. (Finizio
Ladas,1988:67)

Contoh:
Diketahui f,(x) = x dan f,(x) = cosx, cariW(f,, f,;X)
Penyelesaian:

Dari definisi di atas dan fungsi-fungsi yang diketa dapat dihitung:

W(x?, cosx: x) =

x*  cosx ” .
| ==X"sinx—2xcosx
2x -—sin

Teorema 2.3

Jika setiap fungsiy,,y,,---,Y,, merupakan penyelesaian-penyelesaian

m

persamaan diferensial homogen yang sama,



a,()Yy"” +a, (X)y" ™ +. . +a, (XY "+, (X)Y+a, (X)y =0

Maka untuk setiap pilihan konstanta-konstagyta, ,---,c,,, kombinasi linear

CY, +CY, +...+C V.,
merupakan suatu penyelesaian juga.
Bukti:
Bukti ini tergantung pada dua sifat penurunan
(f,+f,+..+f )= f'+f,+  +f'
Dan
(cf)=cf",
di manac suatu konstanta.
Di sini disajikan secara terperinci untukn = 2 dann = 3. Andaikan
bahway; dany, merupakan penyelesaian persamaan diferensial
a;(X)y"'+a, (X y +a (X)y'+a, (X)y =0
Dengan mensubstitusikany, +c,y, ke dalam persamaan diferensial ini,

akan diperoleh:

a5 ((C1Y: +€,Y,) " 48, ()(CYs +C,Y,) 8, (X)(C,Y; +C,¥,) 8, (X)(C, Y, + €, Y,) =0
8a5(0(CY, " +C,Y, ") + @, (X)(CLY, "+C,Y, ") + @ (X)(CY; +C,Y,) + 8 (X)(C Yy +C,Y,) =0
62y (9%, "2, (0¥, +2, 09, 3 (9 ¥:] + a5 (Y542, (0, "+, (XY, +25(9)¥; ] =0
¢, (0)+c,(0)=0
0+0=0

Misalkan diberi n fungsi-fungsi vy,,vy,,---,y, yang masing-masing

merupakan penyelesaian persamaan diferensial Inaaogen ordey, di sini,



ingin ditentukan apakah fungsi-fungsi itu tergagtumear atau tidak fungsi-
fungsi ini tergantung linear jika kita dapat mengdeh n buah konstanta
c,,C,,--,C, yang tidak semuanya nol, sehingga

c.y,+¢cy, +...+cy, =0 (2.15)

Karena tiapy; merupakan penyelesaian persamaan diferensial diatas

turunan-turunany,,y.',---,y," = ada. Maka Persamaan (2.15) dapat diturunkan
n-1 kali untuk memperoleh sistem persamaan:

cy,+cYy,+...+c,y, =0

C Y, +C, Y, *...+C.y,'=0

C.Y, *C, ¥, *...+¢C,y,"'=0 (2.16)
Y, +ey, T+, +cy," =0
Persamaan (2.16) merupakan sistem persamaan ajjabgrlinear dan
homogen untuk c,,c,,---,c, yang tidak diketahui. Sistem persamaan itu
mempuyai penyelesaian selain penyelesaian trogial0, ¢, =0, ..., ¢, =0 jika
dan hanya jika determinan koefisiennya sama demgdnJadi, fungsi-fungsi
Vi, Yo,ooo, Y, tergantung linear jikaN(yl,yz,...,yn;x):Ountuk setiapx dalam

selang definisi persamaan diferensial itu. (Finlzaas, 1988:68)
Dapat dibuktikan bahwa kebalikannya juga benama jiingsi-fungsi itu

tergantung linear, maka Wronskiannya sama dengbantiok suatw. karena itu



terdapat ketentuan berikut untuk menguji kebebdisaar (atau ketergantungan
linear).
Teorema 2.4

Vi, Yoo+, Y, merupakam buah penyelesaian persamaan diferensial (2.3)
yang didefinisikan pada selang< x<b, bebas linear jika dan hanya jika
W(Y,,Y,,....¥,;X) 2 0untuk  setiap x dalam selang a<x<b. (Finzio
Ladas,1988:69)
Contoh:
y,(X) =cosx dan y,(Xx) =sinx merupakan penyelesaian persamaan diferensial
y'+y =0 yang bebas linear karena Wronskiannya

COSX Sinx w
] =cos x+sin®x=1
-sinx cos

tidak pernah nol. Selain itu, jugel dan e merupakan penyelesaian persamaan

diferensial y''-y = 0 yang bebas linear karena Wronskiannya

juga tidak pernah nol.

Teorema 2.5

Jika vy,,Y,,---,y, merupakan penyelesaian-penyelesaian persamaan
diferensial (2.3), di mana tiap, (x) didefinisikan dan kontinyu pada< x<b
dan a,(x) #0 padaa<x<b, maka baikW(y,,y,,...,y,;x) identik nol pada

a< x<batauW(y,, v,...., ,; X) tidak pernah nol pada< x<b.



Bukti:
Bukti ini untuk kasus n=2. Untuk singkatnya kita nyatakan
W(y,. V,:x), p(x) = 8,(x)/ a,(x), dan q(X) =a,(X)/a,(x). Ingat bahwap dan g

keduanya adalah fungsi yang kontinyu, karapg) # 0. Sekarang

i Y.

Yi Y2

W= AN

Jadi
W = ylyzn » yl‘ yzl - (yl yz‘ + yln yz) = ylyzn - yln Y,

= ¥ (= PY,'-Y5) — (= PV =A% )Y, = = P(Y1Ys'—Yi' V)

= - pW
_Iasds X —Jx'a(t)dt
Dengan menggunakan persamaag(x) =y,e® + _[b(s)e s ds
Xo

dengan a(x) = p(x) dan b(x) =0 kita dapatkan bahwa persamaan diferensial

W'= -pW mempunyai penyelesaian

W(X) :W(xo)exp{— f p(s)dx}

% (2.17)

karena fungsi eksponen tidak pernah nol, menundapgaan di atas, jik&/ nol
pada titikxy pada selan@ < x < b, makaW identik nol, dan jikaV tidak nol pada
titik Xo, makaw tidak pernah nol. (Finizio Ladas,1988:70)

Definisi 2.13

Misalkan bahway,,y,,---,y, merupakam buah penyelesaian persamaan

n

diferensial (2.3)Misalkan juga bahwa fungsi-fungsi itu bebas linpada selang



definisi persamaan diferensial ini. Dikatakan bafiwagsi-fungsi itu membentuk
himpunan fundamental (atau sistem fundamental) glesgian persamaan
diferensial tersebut.
Contoh:
Fungsi cosx dan sinx merupakan suatu himpunan fundamental penyelesaian
persamaan diferensialy''+y=0. Juga fungsie*dan e™ membentuk suatu
himpunan fundamental penyelesaian persamaan difateri'-y = 0.

Determinan Wronski digunakan terutama sebagai pengatuk
menentukan apakah suatu himpunan penyelesaian peastamaan diferensial

bebas linear atau tidak. (Finizio Ladas,1988:71)

2.6 Masalah Nilai Awal

Definisi 2.14:
Masalah  nilai awal persamaan diferensial linear deor
dy d"y|_ L 4 : .
F x,y,d— ..... e =0 diartikan sebagai: carilah sebuah penyelesaian
X X

persamaan diferensial dalam internak x <b sedemikian hingga di titikx,
berlaku kondisi awal

Y(%o) = Yo

Y=y,

d (n-1) y

W(XO) = Yo



dengan x, dalam selanga<x<b dan y,,V,,...,y,, merupakan konstanta.
(Kusumah, 1989)
Jika persamaan diferensialnya orde satu, maka &iomgialnya hanya

berupa persamaan tunggs(x,) = y,. Sedangkan untuk persamaan diferensial

orde dua, kondisi awalnya dalam bentuy(xo)zyo;%/(xo)zyl, di mana
X

terdapat dua persamaan.

Istilah kondisi awal berasal dari mekanika. Dala®kemika, y(X,) = VY,
menyatakan kedudukan sebuah obyek pada@aaian—gz(xo) =y, menyatakan
X

kecepatan obyek pada sagt (Kusumah,1989)

2.7 MetodeVarias Parameter

Metode variasi parameter digunakan untuk menentskéarsi khusus dari
persamaan diferensial linear tak homogen ord®ietode ini dapat digunakan
untuk menentukan solusi khusus dari persamaanedsel linear tak homogen
yang koefisiennya konstanta atau fungsi dalam swuatiabel tertentu, dengan
syarat penyelesaian persamaan homogen yang kotesminya telah diketahui
(Finizio Ladas,1988:122)
Teorema 2.6

Bentuk persamaan diferensial linear non homogdamadalah

a,(x)y" +a,(x)y"Y +...+a,,(x)y +a,(x)y=b(x) (2.18)



Dengana, # 0. Misalkany,,y,,...,Yy, penyelesaian bebas linear dari persamaan

homogen (2.18) dengan(x) =0 maka penyelesaian persamaan diferensial (2.18)

berbentuk

Z y I W, b(x)

= (yl,yz, W Ya) 8

Bukti:
Akan dicari fungsi-fungsu,,u,,...,u, agar persamaan
yp :u1y1+u2y2+“‘+unyn (219)

adalah penyelesaian persamaan diferensial (2.19)

Penurunan dari peramaan (2.19) menjadi
y, = (ulyI' +u,y, +...+ unyn')+ (ul'yl +tu,y, +..t un'yn)
jika diambil (ul'yl U, Y, +.. un'yn)z 0 maka
Yo SUY; +UyY, .o tUY,

penurunanyp' memberikan

Vo =y +uys +ruy, )y, ey,
dan jika diambil(u,'y, +u,'y, +... +u,'y, )= 0 maka

Yo SWYy U, +otUy,
proses ini dilanjutkan sampai penurunanrkeari y , sehingga menghasilkan

Vo =y U,y 4y, @) (0 v o,y Ty )



dan jika diambillu, y," +u, y," +__+u,'y,"™)= 0 maka

Yo = ™+, vy, )

jika diambil u,u,,...,u, memenuhi sistem persamaan

Uy Y, +U, Y, +... U, Y, =0
Uy, +Uy Y, +...+u,y, =0
. (2.20)

w Yy, " 4,y = %

maka persamaan (2.19) adalah penyelesaian persatif@msial (2.18). Karena

Vi Yo,---, Y, bebas linear makw(yl,yz,...,yn)ato.

yl y2 yn ul 8
Misal A= y:1 y:2 y:” ;X = u? , B=| :
(}1- ) ('n— ) (.n—l) ' @
yl y2 yn un aO
AX =B
maka
~ 1 -
X=A'B =——(adjA)B
det A
af &4 - LAy
a, ay ... a,|
s | WO
Vv(yl,yz,--»|yn) b(X)
L |
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a'nl
an2
u, :
(Y2,Y20-¥n) aO
u,
sehingga
U'I :LM
VV(VLYzy-u,yn) aO
Yi Y2 - VYia YNy W
y:l y:z yi:—l yi:+1 y:n b(X)
= (_1)n+i yl(n_) yz(n_) yi—l(n_l) yi+1(n_l) yn(n_l)
VV(Ylezv---,yn)aO
atau
Ui':LM o =11 28 EXj (2.21)

VV(Ylevayn) ao

denganW, adalah determinamxn yang mempunyai kolom diganti dengan

(0,0,... ,1) yaitu
o MERPLIO Y - v
ij = ¥1 ¥2 ... yi.—l yi.+l ... y.n
yl<:n—1) yz(:n—l) - _1:(”'1) 7 ﬂ:(n—l) yn(:"‘l)
Jadi dari (2.21) diperoleh
gy =Sy [ W b(x) 4,

Z7IW(Y Yo Y,) 8

(Boyce dan Diprima, 2001:237-239)
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Teorema 2.7

Jika y, merupakan selesaian khusus dari (2L).Y,,...,Yy, Selesaian

fundamental dari persamaan diferensial linear h@anogng bersesuaian dengan

(2.1), yaitu (2.3), darc,,c,,...,c, konstanta, mak¥ =y +cy, +...+c.y, juga

merupakan selesaian (2.1). (Bear, 1962: 63)
Bukti:

Misalkan diketahui persamaan diferensial tak hoenog
LIyl = y" + £, (v + .+ £ L (X)y + £, (x)y = o(x) (2.22)
Dan persamaan diferensial linear homogen yang $fwmse dengan (2.22)

misalkan

Lyl =y" + f,(y"? + .+ £, (X)y + f,(x)y =0 (2.23)
Karenay, selesaian dari (2.16), makgy,|= g(x)
Mialnya u sebarang selesaian dari (2.22), maka] = g(x)
Karena (2.22) linear, makgu -y, | = g(x) - g(x) =0
Berarti u-y, adalah selesaian dari (2.23) sehingga sesuainteoge3,u-y,
dapat ditulis sebagai-y, =c,y, +...+C.y, sehinggau=c,y, +...+C,y, +V,.
Karenau sebarang selesaian dari (2.22) makg, +...+c y, +y, merupakan

selesaian dari (2.22).
Misalnyau diganti dengarY , makaY adalah selesaian dari (2.16).

Selanjutnyay merupakan selesaian umum dari (2.1).



2.8 Metode Penyelesaian Persamaan Diferensial Linear Homogen
A. Penyelesaian Persamaan Diferensial Linear Homogen dengan Koefisien
Variabel dalam bentuk Persamaan Cauchy-Euler
Persamaan Cauchy-Euler dikemukakan oleh Leonhalet Eahun 1789,
kemudian dikembangkan oleh Agustin Cauchy. Pengias persamaan ini
dipecahkan oleh John Bernoulli tahun 1700. (Kusyr8B89: 238)

Persamaan dalam bentuk:
ax"y™ +ax"ty D+ +a xy +ay=0 (2.24)
dengana,,a,,...,a,,,a, konstanta,a, #0, dan x# 0 dinamakan Persamaan

Cauchy-Euler.
Penyelesaian persamaan Cauchy-Euler dilakukan adefgan
mencari 2 penyelesaian yang bebas linear bagi ipeesa diferensial homogen

yang berkorespondensi dengan persamaan yang @ibeiilangkah selanjutnya
adalah dengan mensubstitusi €' atau y = X", sehingga persamaan diferensial
(2.24) berubah menjadi persamaan diferensial denkaefisien konstanta
(Kusumah, 1989: 239). Disini akan menggunakan gubsty = X" sebagai solusi

(2.24) sehingga diperoleh:

y =r(r-1)(r-2)...(r—n+1x
Selanjutnyay, y,...,y" disubstitusikan (2.24) dan diperoleh:

X [r(r=2)(r -2)...(r —=n+21)+ar(r-1)...(r—n+2)+...+a,]=0



Karenax # 0, makax" # 0 sehingga diperoleh:

r(r-1(r-2)...( -n+1)+ar(r-2)...(r-n+2)+...+a,=0 (2.25)
persamaan (2.25) disebut persamaan karakteris@i)(2Sebagai ilustrasi (2.25)
maka diambil beberapa nilai. Misal n =2, maka (2.25) berbentuk:

rr-1)+ar +a,
Untuk n =3, maka (2.25) berbentuk:

r(r—1)(r -2)+ar(r -1)+ra, +a, =0 dan seterusnya.
Seperti pada persamaan ondedengan koefisisen konstanta, solusi umum (2.24)

tergantung dari jenis akar-akar persamaan karakite(R.25) sebagai berikut:

a. Akar-akarnya real dan berbedg;r,,...,r,

Selesaian dari (2.24) adalah:

(5

Y =X, Y, = X2, .., Y, =X (2.26)
dan selesaian umum dari (2.24) adalah:
Y, =CX* +C,X2 +...+C X" (2.27)
b. Akar-akarnya real dan kembar yang berkelipatan
Selesaian dari (2.24) adalah:

Y, =Xy, =X, ..,y = X (Inx)"™ (2.28)
dan selesaian umum dari (2.24) adalah:
Y, =6 Xt +extInx+... +c X (Inx)"™ (2.29)
c. Akar-akarnya kompleks; = a = 8, yang berkelipatan

Selesaian dari (2.24) adalah:



vy, = X7 codBInx), y,, = x* sin(ZIn x)
¥, = x“ InxcodBInx), y,, = x* Inxsin(BIn x)... (2.30)
Y = X7 In" xcodBInx), y,, = x* In"* xsin(SIn x)

sedangkan selesaian umumnya merupakan kombinear kelesaiannya.

(Baiduri, 2002: 160-161)

Contoh:
Misalnya diketahui persamaan diferensial linear bgem:
X’y +2x’y +xy —y=0 x>0
Misalnya y = x" adalah selesaian.
Berarti, y =rx"*, y =r(r =1)x"?, dany” =r(r -3r +2)x"°
y,¥,y,y disubstitusi ke persamaan diferensial diatas.
XCE(r=3r +2)x" 2+ 22 [ (r —1)x" 2+ x[ix" - x" =0
:(r3—r2 +r —1)xr =0
x" #0, makar®—r®+r -1= Oyang akar-akarnya adalah=1r, =i,r,=-i .

Sesuai (2.27) dan (2.30) selesaian umum persantaemsial homogen diatas

adalah:

y,, = ¢, x+x(c, codIn x) + ¢, sin(In x))

2.9 Metode Numerik
Metode artinya cara, sedangkan numerik artinya ang&hingga metode
numerik secara harfiah berarti cara berhitung demganggunakan angka-angka.

Sedangkan secara istilah, metode numerik adalatiktglang digunakan untuk



memformulasikan persoalan matematik sehingga dajyaecahkan dengan

operasi perhitungan atau aritmetika biasa (tamkatang, kali dan bagi) (Munir,

2008:5).

Metode numerik disebut juga sebagai alternatif degiode analitik, yang
merupakan metode penyelesaian persoalan matemd#ikgan rumus-rumus
aljabar yang sudah baku atau lazim. Disebut demikiearena adakalanya
persoalan matematik sulit diselesaikan atau bati#ak dapat diselesaikan secara
analitik sehingga dapat dikatakan bahwa persoalatemmatik tersebut tidak
mempunyai solusi analitik. Sehingga sebagai alténya, persoalan matematik
tersebut diselesaikan dengan metode numerik.

Perbedaan utama antara metode numerik dengan matediek terletak
pada dua hal, yaitu:

a) Solusi dengan metode numerik selalu berbentuk ang&dangkan dengan
metode analitik biasanya menghasilkan solusi dddantuk fungsi matematik
yang selanjutnya fungsi matematik tersebut dapagvatilasi untuk
menghasilkan nilai dalam bentuk angka.

b) Dengan metode numerik hanya diperoleh solusi yammgmampiri atau
mendekati solusi sejati sehingga solusi numerikami@kan juga solusi
hampiran &pproximation atau solusi pendekatan. Akan tetapi, solusi heampi
tersebut dapat dibuat seteliti yang diinginkanuSiohampiran tentu tidak tepat
sama dengan solusi sejati, sehingga ada selisdraakeduanya, dan selisih

tersebut dinamakan sebagai galatrdr). Sedangkan dengan solusi analitik



sudah pasti dihasilkan solusi sejati yang sesuagate kenyataannya (Munir,

2008:5).

2.10 Penyelesaian PDB secara Numerik
Secara umum, problem persamaan diferensial sel@libatkan harga

awal (nilai awal/initial value), yang dapat dituisbagai berikut:
y'=f(xy) ¥(X) = Yo (2.31)
Xy S X< X,

secara numerik, solusi problem tersebut adalahdbedalam intervalx,, X, ]

yang dibagi secara tetapquidistancg sebanyak buah langkah, sehingga ukuran

langkah (step) yang dilambangkan dengan dapat didefinisikan sebagai

hzxn_XO nzxn_xo

(www.chemeng.ui.ac.id/~bismo/S1/mater/mod-03.pdf

Berarti, penyelesaian numerik PDB dengan nilailadalah menghitung

nilai fungsi di x,, =x +h. Pada metode analitik, nilai awal berfungsi untuk

memperoleh solusi yang unik, sedangkan pada metoderik, nilai awal pada
persamaan (2.24erfungsi untuk memulai lelaran atau iterasi.

Terdapat beberapa metode numerik yang sering akgunm untuk
menghitung solusi PDB, mulai dari metode yang galilasar sampai dengan
metode yang lebih teliti. Dari beberapa metode yadg, metode yang paling
dasar dan merupakan metode yang umum untuk meramunknus-rumus solusi
PDB adalahmetode deret Taylor. Dalam menyelesaikan PDB dengan nilai awal,

metode tersebut dijabarkan sebagai:



Diberikan PDB:
y'(X) = f(x,y) dengan nilai awal(x,) =y,
Misalkan vy.,, = y(X,), dengani = 01,2,---,n. y,, adalah hampiran
nilai y di x,,. Maka hampiran ini dapat diperoleh dengan menganay,,, di

sekitar x. sebagai berikut:

(Xi+1 B Xi) y'(xi)+ (Xi+l T Xi)2

5 - y'(x)+

y(Xi+1) = y(Xi) +

(Xmg-lxi)sy---(w PG T ek VSVLTEY
_ n!

atau

2

3 (n) ,(n)
V06) =YX+ Ry (X) + 2y 06) + Ty () 40

X

n!

Secara garis besar, terdapat 2 kelompok metold@ndaenyelesaikan
PDB secara numerik, yaitu:
a) Metode satu langkaloie-step

Disebut metode satu langkah, karena untuk menakair y(x.,,) dibutuhkan
satu taksiran nilai sebelumnya yagx;) . Metode yang termasuk metode satu

langkah adalah metode deret Taylor, metode Euletpse Heun dan metode
Runge Kutta.

b) Metode banyak langkalm{lti-step
Pada metode ini, perkiraan nilaix,,) memerlukan beberapa taksiran nilai
sebelumnya, yaitu y(x), y(X_), Y(X_,),---. Salah satu metode banyak

langkah adalah metod@redictor corrector. Terdapat beberapa metode



predictor corrector, diantaranya adalah metode Adam-Bashforth-Moulton,
metode Milne-Simpson dan metode Hamming. Selajndikenal juga metode
Heun yang merupakan metopledictor corrector, akan tetapi bukan termasuk

metode banyak langkah, karena taksiran nilgk,,) hanya didasarkan
didasarkan pada taksiray(x). Tujuan utama metode banyak langkah adalah

menggunakan informasi dari beberapa titik sebelannyaitu titik

Vi, Y, Yo, -+ untuk menghitung taksiran nilay(x,,) yang lebih baik

(Munir, 2008: 379, 392).

2.11 Metode Runge-Kutta
Penyelesaian PDB dengan metode deret Taylor tmlaktis, karena

metode tersebut membutuhkan perhitungan turuin@qy) . Di samping itu, tidak

semua fungsi mudah dihitung turunannya, terutanga fo@gsi yang bentuknya
rumit. Semakin tinggi orde metode deret Taylor, anaemakin tinggi turunan
fungsi yang harus dihitung (Munir, 2008: 384). 8elau, untuk mendapatkan
hasil yang lebih teliti diperlukaidx atauh yang kecil, padahal penggunaan

yang kecil menyebabkan waktu hitungan yang lebihjgray. Oleh karena itu,
metode Runge Kutta merupakan alternatif dari metdeeet Taylor yang
memberikan ketelitian hasil yang lebih besar dalakii memerlukan turunan

fungsi (Triatmodjo, 2002: 182).



Metode ini mempunyai 3 sifat utama yaitu:
1. Metodenya satu langkah; untuk mencati, hanya diperlukan keterangan
yang tersedia pada titik sebelumnya yaituy, .
2. Mendekati ketelitian metode deret Taylor sampaustdé&amh?® , dimana nilai
p berbeda untuk metode yang berbeda, dami disebut derajat dari metode.
3. Tidak memerlukan perhitungan turunaﬁ(x, y) tetapi hanya memerlukan
fungsi itu sendiri.
(Djojodihardjo, 2000:268)
Metode Runge-Kutta mempunyai bentuk umum persamaan
Yia =¥ +he(x, y.h) (2.32)
Dimana ¢(x,y;,h) disebut suatu fungsi inkremen yang dapat diinestasikan
sebagai sebuah slope rata-rata sepanjang intéwagsi inkremen dapat ditulis

dalam bentuk umum vyaitu:

¢=ak tak, +...+ak, (2.33)
Dengan setia@ adalah konstanta dan besar setapdalah:

k, =f(xy) (2.33a)

k, =f(x + p,h,y, +0,kh) (2.33b)

ky=f(x + p,h,y, +q,,kh+q,k,h) (2.33¢)

ko= (% + pyuh, Y, +Gakh+ 0 kh+..+ g,y ik, 4h) (2.34d)



Persamaan tersebut menunjukkan bahwa hilanempunyai hubungan
berurutan. Nilaik;, muncul dalam persamaan untuk menghitugg yang juga
muncul dalam persamaan untuk menghitlkggdan seterusnya. Hubungan yang
berurutan ini membuat metode Runge-Kutta adalaeefidalam hitungan.

Ada beberapa tipe mode Runge-Kutta yang terganpaiadg nilain yang
digunakan. Untuk = 1, yang disebut metode Runge-Kutta orde satu,

¢=ak =af(xy)
Untuk a =1 maka

Vi =Y + (X, y )h (2.34)
Yang sama dengan metode Euler.
Di dalam metode Runge-Kutta, setelah nilaitetapkan, kemudian nilai
a, pdanq dicari dengan menyamakan persamaan (2.32) dend@anssidu dari
deret Taylor. Selanjutnya akan diturunkan metodegRetKutta orde dua.

Metode Runge-Kutta orde dua mempunyai bentuk

Yo, = Y +(ak, +a,k,)h (2.34a)
Dengan

k, =f(x,y) (2.34b)

k, = f(x + p,h,y, +0a,,kh) (2.34c)

Nilai a;, a,, p,,dan g, dievaluasi dengan menyamakan persamaan (2.34aamleng

deret Taylor orde 2, yang mempunyai bentuk:

h
Yua=Yi f(xi’yi )h+ fl(xi »Yi )E (2.35)



Dengan f '(xi yi) dapat ditentukan dari hukum berar(tiain rule)berikut:
=— 4+ 7 (2.36)

Substitusi persamaan (2.36) ke dalam persamaab) (2&nhghasilkan:

of of ay\h
L=y Hf(x,y h+| —+—=L = 2.37
y|+l y| (I yl) (GX 6y6x]2 ( )

Di dalam metode Runge-Kutta ini dicari nilaa,a,, p,dan g

sedemikian sehingga persamaan (2.34a) ekivalenadepgrsamaaan (2.37).
Untuk itu digunakan deret Taylor untuk mengembangkarsamaan (2.34c).

deret Taylor untuk fungsi dengan dua variable mergpubentuk:

Dengan cara tersebut persamaan (2.34c) dapasditlam bentuk:
of of
FO60 P Y+ dlh) = £(x,y)+ pih=> + a5 + ofh?)
X oy
Bentuk diatas dan persamaan (2.34b) disubstituddkdalam persamaan (2.34a)

sehingga menjadi:

yi+1 = yi +a1hf(xilyi)+a2hf(xi1yi)+a2p1hzg—i

of
+ azchlh2 f (Xi ’ yi )& + O(hg)
Atau

Yo=Y +af(x y)+af(xy]h

ot of (2.38)
+[a2 P 2 f(x Y)&} f+0( )



Dengan membandingkan persamaan (2.37) dan (2.8t disimpulkan bahwa

kedua persamaan ekivalen apabila:

a+ta, =1 (2.39a)
1

ap= 5 (2.39b)
1

a,0, :5 (2.39¢)

Sistem persamaan diatas terdiri dari tiga persamaamgandung empat
bilangan tak diketahui, sehingga tidak bisa disekes. Untuk itu salah satu
bilangan tak diketahui ditetapkan, dan kemudiarcati ketiga bilangan lain.
Dianggap bahwa? ditetapkan, sehingga persamaan (2.39a) sampaicj2iapat

diselesaikan dengan menghasilkan:

a =1_a'2 (240a)

p=0,=— (2.40Db)

Bila dipilih a, =;, maka
= 1

% 2

p=0q,=1
Sehingga persamaan (2.34a) menjadi

i =Y +[1 o+ kz) h (2.413)

2 2

Dengan

k.= f(x,¥) (2.41b)



k2=f()g+h,y+lgr) (2.41c)
Dengankl adalah kemiringan pada awal interval d@wadalah kemiringan pada
akhir interval. Persamaan (2.41a) adalah salahdsaturumus Runge Kutta order
dua yang sama dengan metode huen (Triatmodjo0B2)2
Rumus-rumus Runge-Kutta untuk order yang lebihgiimigpat diturunkan
dengan cara yang sama dengan pada order dua. Rumgs-Kutta yang dipakai
dalam permasalahan disini adalah rumus Runge-Kotide empat yang

didefinisikan sebagai berikut

Yo =Y+ [(13 (k, + 2k, + 2k, +k, )}h (2.42)
Dengan
k = f(x.y) (2.43a)
1 1
k, = f(xi +=h,y, +hk1J (2.43b)
2 2
1 1
K, = f(xi +§h, Y, +2hk2j (2.43c)
k, = f(x +h,y, +hk,) (2.43d)
(Chapra, 2002)
2.12 Galat

Penyelesaian secara numerik suatu persamaan nti&terhanya
memberikan nilai perkiraan yang mendekati nilaiag&k§/ang benar) yang sesuai

dengan kenyataan. Berarti dalam penyelesaian nkinterdapat beberapa



kesalahan terhadap nilai eksak. Terdapat tiga magaat, yaitu galat bawaan,
galat pembulatan dan galat pemotongan.

Galat bawaan adalah galat dari nilai data. Galakebut bisa terjadi karena
kekeliruan dalam menyalin data, salah membaca shk#da galat karena
kurangnya pengertian mengenai hukum-hukum fisikdita yang diukur.

Galat pembulatan terjadi karena tidak diperhitamgl/a beberapa angka
terakhir dari suatu bilangan. Galat ini terjadilafabilangan perkiraan digunakan
untuk menggantikan bilangan eksak. Suatu bilanglamlatkan pada posisi ke
dengan membuat semua angka di sebelah kanan disi mysebut nol. Sedang
angka pada posisi ke tersebut tidak berubah atau dinaikkan satu digitgy
tergantung apakah nilai tersebut lebih kecil athihl besar setengah dari angka
posisi ken. Sebagai contoh, nilai:

8632574  dapat dibulatkan menjadi 8633000
3,1415926 dapat dibulatkan menjadi 3,14

Sedangkan galat pemotongan terjadi karena tidakukannya hitungan
sesuai dengan prosedur matematik yang benar. Satmagah, suatu proses tak
terhingga diganti dengan proses berhingga. Di dat@tematika, suatu fungsi

dapat dipresentasikan dalam bentuk deret tak gghimrmisalkan:

2 3 4
X

e =l+ X+ —+—+—+...
20 31 4

Nilai eksak dari € diperoleh apabila semua suku deret tersebut
diperhitungkan. Dalam praktek, sulit memperhitungksemua suku pertama
sampai tak terhingga. Apabila hanya diperhitungkaberpa suku pertama saja,

maka hasilnya tidak sama dengan nilai eksak (Tadjm 2002: 2-3).



Ada dua jenis kesalahan hubungan antara nilai etaaknilai perkiraan

yaitu:

1.

Galat absolut adalah kesalahan perbedaan (sddisthja nilai eksak dan nilai
perkiraan (pendekatan pada nilai sebenarnya).
Dituliskan:

X=X+e

Dimana x adalah nilai sebenarnya

x|

adalah pendekatan pada nilai sebenarnya

m

adalah galat
Disini € adalah galat absolut yaitu

€E=X—X

. Kesalahan relatif adalah tingkat kesalahan yangakddan dengan

membandingkan kesalahan yang terjadi dengan kisake

e
e =—

Dengan e,= galat relatif

e = galat absolut
x = nilai eksak

Galat relatif sering diberikan dalam bentuk perselmagai berikut:
e, = > x100%
X

(Djojodiharjo, 2000:15)



2.13 Kajian Keagamaan

Kehidupan zaman sekarang ini ilmu pengetahuan elamlogi semakin
menguasai dunia, maka untuk dapat menguasai ilmgegt@huan dan teknologi
yang sempurna harus didasari dengan Al-qur'an dafish sebagai pegangan
dalam kehidupan sehari-hari. Karena Al-qur'an dadli$t merupakan sumber
agama Islam yang telah memberikan kepada kitartgrfekta-fakta ilmiah yang
kelak ditemukan dan dibuktikan oleh eksperimen Samat Islam.

Di dalam Al-Quran terdapat perintah-perintah yamgenyeru kepada
manusia untuk menyakinkan eksistensi Tuhan melakiptaan-Nya,
memperhatikan kekuasaan-Nya melalui akan realdag yerhampar luas di langit
dan di bumi. Maka kita sebagai makhluk Allah SWTusabisa menggunakan apa
yang ada di langit dan di bumi dengan sebaik-bakdglam kehidupan sehari-
hari. Seperti yang dijelaskan pada QS. Al-A'laa;2y&ng berbunyi sebagai
berikut:

<

-
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Artinya:

“Yang Menciptakan, dan menyempurnakan (penciptaga}yNDan yang

menentukan kadar (masing-masing) dan memberi pekin;]

Alam semesta serta segala isinya diciptakan Alliigeln ukuran-ukuran
yang cermat dan teliti, dengan perhitungan-perbanmnyang mapan, dan dengan
rumus-rumus serta persamaan yang seimbang dan rapi.

Semua yang ada di alam ini ada ukurannya, adad@tthitungannya, ada

rumusnya atau ada persamaannya. Seorang ahli nikdznadéau fisika tidak



membuat rumus, tetapi menemukan dan menyimbolkaenkaAllah telah
menyediakan. Persamaan diferensial dalam perkerabaitigiu dan teknologi
sekarang merupakan salah satu materi yang dagalikdip dalam pemodelan-
pemodelan matematika. Manusia sebenarnya bukan nambsuatu yang baru,
tetapi mereka hanya mencari pesamaan-persamaan rataus-rumus yang
berlaku pada suatu fenomena. Seperti demam berdatsrkolosis, bahkan flu
burung ternyata mempunyai aturan-aturan yang maigngegala sesuatu telah
diciptakan dengan ukuran, perhitungan, rumus agssamaan tertentu yang rapi
dan teliti (Abdusysyakir, 2007:79-81).

Dalam Al-Quran terdapat banyak ayat-ayat yang jelaskan berbagai
konsep dalam matematika. Sesuai dalam pembahasanengenai persamaan

maka ayat yang digunakan yaitu Al Bagarah ayat®#gikut:

Artinya: Perumpamaan (nafkah yang dikeluarkafeh) orang-orang yang
menafkahkan hartanya di jalan Allah adalahrupaa dengan sebutir
benih yang menumbuhkan tujuh bulir, pada tiap-tiagir seratus biji.
Allah melipat gandakan (ganjaran) bagi siagang Dia kehendaki.
Dan Allah Maha Luas (karunia-Nya) lagi Maha Menduaia

Pada QS Al-Bagarah ayat 261 di atas, nampak jedsvd Allah
menetapkan pahala menafkahkan harta di jalan Al@ddngan rumus
matematikanya. Pahala menafkahkan harta adalath tegtus kali. Secara
matematika, diperoleh persamaan

y = 700x



Dengan x menyatakan nilai nafkah dan y menyatakanpahala yang diperoleh
(Abdusysyakir, 2007: 81).
Selain ayat di atas, Allah menjelaskan pula sifahi& matematisNya itu

dalam surat Al-An‘am ayat 160.
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Artinya:Barangsiapa membawa amal yang baik, maka baginghaja) sepuluh
kali lipat amalnya; dan barangsiapa yang membawabpatan jahat
maka dia tidak diberi pembalasan melainkan seimbasengan
kejahatannya, sedang mereka sedikitpun tidak dien{dirugikan).

Pada QS Al-An‘am ayat 160 tersebut, sekali lagailmenggunakan
rumus matematika untuk menentukan balasan perblkatzaikan dan kejahatan
mendapatkan balasan 1 kali amal kejahatan tersebut.

Secara matematika diperoleh rumus
y = 10x

Untuk amal kebaikan, dan
y =X

Untuk amal kejahatan. Variabel x menyatakan milaal dan y menyatakan nilai

balasan yang diperoleh (Abusysyakir, 2007: 82).

Ada ayat lain dalam Alquran yang secara tersingmerintahkan umat

Islam untuk mempelajari matematika, yakni berkendamngan masalafaraidh.

Masalah faraidh adalah masalah yang berkenaan dengan pengatuman da



pembagian harta warisan bagi ahli waris menurutabagang ditentukan dalam
al-Quran. Sebelum dilakukan pembagian harta waribeberapa hak dan
kewajiban yang bertalian dengan harta warisan rdisgtesaikan terlebih dahulu,
misalnya wasiat dan utang. Sedangkan untuk pemibdwsata warisan perlu
diketahui terlebih dahulu beberapa jumlah semutahvearisan yang ditinggalkan,
berapa jumlah ahli waris yang berhak menerima @detapa bagian yang berhak
diterima ahli waris.

Berkenaan dengan bagian yang berhak diterimaadigtwaris, al-Qur'an
menjelakan dalam surat An-Nisa’ ayat 11, 12, deh Yang artinya:

11. Allah mensyari‘atkan bagimu tentang (pembagian kasantuk) anak-
anakmu. Yaitu : bahagian seorang anak lelaki saraagdn bagahian dua
orang anak perempuan; dan jika anak itu semuany&rppuan lebih dari
dua, Maka bagi mereka dua pertiga dari harta yartindgalkan; jika anak
perempuan itu seorang saja, Maka ia memperolehrseparta. dan untuk
dua orang ibu-bapa, bagi masing-masingnya seperedam harta yang
ditinggalkan, jika yang meninggal itu mempunyai lgnfika orang yang
meninggal tidak mempunyai anak dan ia diwarisi ollet+bapanya (saja),
Maka ibunya mendapat sepertiga; jika yang meninggal mempunyai
beberapa saudara, Maka ibunya mendapat seperendPemifagian-
pembagian tersebut di atas) sesudah dipenuhi wasiad ia buat atau (dan)
sesudah dibayar hutangnya. (Tentang) orang tuamuatek-anakmu, kamu
tidak mengetahui siapa di antara mereka yang lebigkat (banyak)
manfaatnya bagimu. ini adalah ketetapan dari All&esungguhnya Allah
Maha mengetahui lagi Maha Bijaksana.

12.Dan bagimu (suami-suami) seperdua dari harta yatiggbalkan oleh isteri-
isterimu, jika mereka tidak mempunyai anak. jikaerisisterimu itu
mempunyai anak, Maka kamu mendapat seperempat fthta yang
ditinggalkannya sesudah dipenuhi wasiat yang merbkat atau (dan)
seduah dibayar hutangnya. Para isteri memperolgbessmpat harta yang
kamu tinggalkan jika kamu tidak mempunyai anaka jamu mempunyai
anak, Maka Para isteri memperoleh seperdelapan dhamita yang kamu
tinggalkan sesudah dipenuhi wasiat yang kamu buatl gdan) sesudah
dibayar hutang-hutangmu. jika seseorang mati, bé&ki-laki maupun
perempuan yang tidak meninggalkan ayah dan tidakimggalkan anak,
tetapi mempunyai seorang saudara laki-laki (seitaja)s atau seorang
saudara perempuan (seibu saja), Maka bagi masingimgadari kedua jenis
saudara itu seperenam harta. tetapi jika saudaradgsaa seibu itu lebih dari



seorang, Maka mereka bersekutu dalam yang sepdttigaesudah dipenuhi
wasiat yang dibuat olehnya atau sesudah dibayaarigrya dengan tidak
memberi mudharat (kepada ahli waris). (Allah mepktm yang demikian itu
sebagai) syari'at yang benar-benar dari Allah, dallah Maha mengetahui
lagi Maha Penyantun.

176. Mereka meminta fatwa kepadamu (tentang kalalah)38%Zatakanlah:
"Allah memberi fatwa kepadamu tentang kalalah (@)aitjika seorang
meninggal dunia, dan ia tidak mempunyai anak dammmayai saudara
perempuan, Maka bagi saudaranya yang perempuaseperdua dari harta
yang ditinggalkannya, dan saudaranya yang laki-laiémpusakai (seluruh
harta saudara perempuan), jika ia tidak mempunyeilg tetapi jika saudara
perempuan itu dua orang, Maka bagi keduanya dusigeedari harta yang
ditinggalkan oleh yang meninggal. dan jika merekali( waris itu terdiri
dari) saudara-saudara laki dan perempuan, Maka ltphia seorang saudara
laki-laki sebanyak bahagian dua orang saudara pgneam. Allah
menerangkan (hukum ini) kepadamu, supaya kamu tsaéskt. dan Allah
Maha mengetahui segala sesuatu.

Ayat diatas menjelaskan bagian-bagian yang berligkirda oleh ahli
waris, masalafaraidh jika dalam matematika bisa di buat persamaan.|Misa
x= anak laki-laki
y= anak perempuan
bagian warisan yang diterima oleh anak laki-laki
X=2y

bagian warisan yang diterima oleh anak perempuan

Persaman diatas merupakan salah satu contoh ypatgsklan dalam surat An-

Nisa'.



Selanjutnya ketentuan bagian yang berhak diteringdn @hli waris
disebut furudhul mugaddarah.Terdapat enam macarfurudhul mugaddarah,
yaitu

21111d 1
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Masalah faraidh merupakan ketentuan Allah SWT yaajb dilaksanakan oleh
umat Islam. Berkenaan dengan masadahidh ini, Allah berfirman dalam surat

An-Nisa’ ayat 13 dan 14 sebagai berikut.
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Artinya: 13 (Hukum-hukum tersebut) itu adalah ketentuan-ketendari Allah.
Barangsiapa taat kepada Allah dan Rasul-Nya, niacagllah
memasukkannya kedalam syurga yang mengalir didalansungai-
sungai, sedang mereka kekal di dalamnya; dan Itklxinenangan yang
besar.

14. Dan Barangsiapa yang mendurhakai Allah dan Raswd-Nhan
melanggar ketentuan-ketentuan-Nya, niscaya Allamaselkkannya ke
dalam api neraka sedang ia kekal di dalamnya; dagitya siksa yang
menghinakan.

Bukanlah telah disebutkan dengan tegas bahwa rhagaiaidh adalah
ketentuan dari Allah yang wajib dilaksanakan. Untlalpat memahami dan dapat
melaksanakan masalah faraidh dengan baik makaamapgrlu dipahami lebih

dahulu adalah konsep matematika. Jadi, adanya amagaiaidh dapat diartikan

bahwa umat Islam perlu mempelajari matematika.



Dalam surah Al-Qadr juga terdapat ilmu matematikangenai persamaan

Artinya: 1. Sesungguhnya Kami telah menurunkannya (Al Qurada malam
kemuliaan

Dan tahukah kamu Apakah malam kemuliaan itu?

Malam kemuliaan itu lebih baik dari seribu bala

Pada malam itu turun malaikat-malaikat dan Mékti Jibril
dengan izin Tuhannya untuk mengatur segala urusan.

. Malam itu (penuh) Kesejahteraan sampai terljarfa

PN

o1

Surah al-Qadr diatas menerangkan mengenai lailgpdar malam
kemuliaan, dalam sebuah hadist yang diriwayakam dlekhori dan muslim
menjeslakan ‘barang siapa yang beribadah pada lailah al-gadardaa iman
dan mengharapkankeridoan Allah, diampuni dosa-dgaayang terdahulu.
Hadist tersebut sudah tentu mendorong kaum mushiakuberibadah yang
sebanyak-banyaknya pada malam-malam yang dipergayaebagaliailatul al-
gadar. Apalagi karena Al-Qur'an menerangkan bahwa malanebih baik dari
pada seribu bulan. Banyak yang beranggapan baiapa lseribadah pada malam
itu akan dihitung oleh Allah sebagai ibadah yangnimeri pahala besar selama
seribu bulan atau lebih dari 83 tahun

Al-Qur'an merupakan salah satu keindahan mukjizat bdukti bahwa ia

benar-benar berasal dari Sang Pencipta manusiéSdag Pencipta alam raya.



Manusia diharapkan dapat bekerja sebagai khalifg-8 atas bumi, menjadi
cerminan citra Allah Sang Pencipta dan mengatgsilakelemahannya, sehingga
ia dapat lebih dekat kepada kesempurnaan Tuhaah Satu cara yang digunakan
sebagai seorang khalifah dalam mengatur apa yaagdaumi, yaitu dengan
menggunakan ilmu hitung yang disebut juga dengawu imatematika. Karena
penciptaan manusia bertujuan untuk mencapai keseu tertinggi tergantung

pada kerja keras dan usaha yang terus-menerus.
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PEMBAHASAN

Penyelesaian persamaan diferensial linear tak hemdgngan koefisien
variabel yang akan dibahas pada tugas akhir infabdpersamaan diferensial

linear Cauchy-Euler orde-3. Persamaan Cauchy-Bude-3 ini berbentuk:
23Xy +ax’y +axy +agy =b(x) (3.1)

Dengan syarat awal

¥(0)= Yo, ¥ (0)= ¥, y (0) = y.
dengana,,a;,a,,a, dany,, y,, y, adalah konstanta, # 0, danx# 0.

Untuk lebih memahami solusi analitik dengan metedegasi parameter
dan solusi numerik dengan metode Runge-Kutta ordettik menyelesaikan
persamaan diferensial linear Cauchy-Euler orde&adi maka diberikan soal
sebagai berikut:

1. X’y +xy +4y=x°,
x>0, y(1)=0,y(1)=1

2. X’y +x%’y —-2xy +2y=6x°+6Inx,

19 )17 45
=)=t =22

x>0, y(l)
3.1 Solusi Analitik Persamaan Diferensial Linear Cauchy-Euler
Persamaan (3.1) merupakan persamaan diferengat dauchy-Euler tak

homogen. Jikeb(x) =0, maka disebut persamaan Cauchy-Euler homogen,;



a, X’y +ax’y +a,xy +a,y=0 (3.2)
Misalnya diasumsikan bahway,,y,,y, merupakan penyelesaian

fundamental dari persamaan (3.2). Maka sesuai ep&3 selesaian umum dari

(3.2) adalah:
Yn =C Y1 Gy, +C5Ys (3.3)
Denganc,,c,,c, konstanta.

Menurut Teorema 2.7 selesaian umum suatu persaciéerensial tak
homogen berbentuky(x)=yh+yp, dengan y, sebagai selesaian persamaan
diferensial linear homogen yang bersesuaian depgasamaan diferensial tak
homogen yang diketahui, seperti (3.3) dan sebagai selesaian khususnya, pada
bab ini akan dicari selesaian khusus dari (3.1)gdenmencari fungsi-fungsi
u,,u,,U, sebagai penggant,c,,c, yang merupakan parameter (konstanta) pada

selesaian umum persamaan diferensial homogen [BRgan demikian selesaian

khusus dari (3.1) berbentuk:

Yo WY TUY, +UsY, (3.4)
Dari (3.3) dan (3.4) diperoleh selesaian umum (8ati), yaitu

Y =CY,+CY, +CY, tuy, +u,Y, + Uy, (3.5)
Langkah-langkah untuk mencari fungsi-fungsj,u,,u;, pada (3.4) sebagai
penggantic;,c,,c, pada (3.3) sehingga diperoleh (3.5) disebut sebagtode

variasi konstanta atau variasi parameter.



Pada (3.4) terdapat 3 fungsi yang belum diketayaitu u,,u,,u,. Jadi
akan dibutuhkan 3 persamaan untuk menentukan fimggsi tersebut. Darly

bisa diperoleh persamaan-persamaan yang akan mbim@&l). Dengan begitu
akan diperoleh persamaan-persamaan yang dibutudéwgyan cara menurunkan

y, sampai turunan ke 3. Jika (3.4) diturunkan, m&ea aliperoleh:

VAR TRVESTRVARSTR 13 TRVRATIRVARRTYY (3.6)
Mencari y, yang merupakan selesaian khusus dari persamazerdfal

homogen orde tinggi sangat rumit dan sulit. Jalangy ditempuh untuk
mengetahui pemecahannya adalah dengan mengasunasiBaga syarat tentu
yang sifatnya mencegah munculya suku-suku yang akamgiring ke turunan

orde tinggi dariu .

Syarat pertama untul, adalahu, y, +u, y, +u,y, =0.

Berarti y, =u,y;, +U,Y, +U,Y, .

Begitu juga untuky, =u,y, +U,y, +Uyy; +U Y, +U,Y, +U, Y, , diambil syarat
kedua, yaitw, y, +u,y, +u,y, =0 Sehinggayp" =UY; Uy, +ULY;

maka diperoleh:

Uy, +U, Y, +U Y, =0 3.7)
Wy, +U, Y, +U;y; =0

dan juga
Yp = Uy TU Y, HUsY;

ypl = ulyll U, YZI + u3y3l (3.8)

Yo =UY; tUY, tUzY;



Dari (3.7) diperolel?2 persamaan sebagai syarat-syarat untuk mewcari
Kemudian akan dicari persamaan ke-3.
y, merupakan selesaian dari (3.1) berarti,
Xy +apCy +axy +ay =b(x) (3.9)
(3.8) disubstitusikan pada (3.9), sehingga:
a,x° (ulylm +U,Y, +Uyy, +U Yy, +U,y, + u3'y3")+ asz(ulyl" +u,y, + u3y3")
+ azx(ulyl' +u,y, + u3y3')+ a,(u,y, +u,y, +u,y,) =b(x)
= ulaXy ray, +axy +aylulaxy, +axy, +axy +ay,)
+uy(aCy, +axty, +axy, +ayy;) (3.10)
+a(lyy, +u,y, +usys ) =b(x)
Sesuai fakta bahwg,, y,,y, merupakan selesaian fundamental dari (3.2) untuk
masing-masing, i = 1, 2,3 berlaku:
3y, +axX’y, +axy +ay =0

Sehingga diperoleh:

_ b(x)

uy, tuy, tuy; _a0x3

(3.11)

(3.11) adalah syarat ke-3 untuk mencgyi



Dari (3.7) dan (3.11)3 syarat untuk menentukag, sebagai selesaian

khusus dari (3.1) adalah:

U Y, +U, Y, +Uy Y5 =0

Uy, +U,Y, +Usy; =0 (3.12)
u'y"+u'y"+u'y":—b(x)
171 272 373 a0X3
Dari (3.12) dapat dibentuk:
i Y. Ve 0
i Yo ViU |= E) (3.13)
S b(x)
Yi Yo Y3 N\ U; “§_
ayX
Yi Yo Y5
Misalkan A=|y, vy, Y,
i Y2 Vs

Karenay,,Y,, Y, merupakan selesaian bebas linear dari (3.2), sésoeema 2.4

determinanA yaitu W[y, y,, y,], tidak nol.
Sesuai Teorema 2.2 sistem (3.13) dapat diselesdiagan menggunakan

aturan Cramer untuk mencar,u, , U, , yaitu:

Wby, -
Whovaydae 2 (3.14)

uil(x) =

denganW, (x) adalah determinan matriks yang diperoleh denganggantikan

0
kolom kei dari A denga .
b(x)

3

X



Selanjutnya

W bx) =123 (3.15)

u(=] WYL, Vs, V(%) 805

Jadi selesaian khusus dari (3.1) adalah:

Y= 231: %09 W[y, \;\2/ YaJ(x) 25:2 " (5:40)

Sebelum sampai pada contoh soal, penulis ungkak&anali langkah-
langkah penyelesaian secara singkat. Secara ga#s Imetode variasi parameter
dapat dilakukan dengan langkah-langkah sebagdiuteri
1. Menyatakan persamaan Cauchy-Euler homogen ord&fdeentuk

a,x’y +ax’y +a,xy +a,y=0

2. Mencari fungsi komplementeyh(x) dari persamaan Cauchy-Euler homogen
dengan menggunakan persamaan karakteristik,
v, (X) =y, (x) +c,y,(x)+c,y,(x), dimanac,,c,,c, adalah konstanta sebarang
dan {yl,yz,y3} adalah himpunan fundamental dari persamaan Catualey-
homogen.

3. Mencari integral partikulay, (x) = u,y; (x) +u,y,(x)+ u,y;(x) dengan cara:
a. Menentukan Wronski dari himpunan fundamental pessamCauchy-

EulerWly,, v,,v,](x)

b. Menentukan

b(x) W, .
u = ! dx 1=123
J ax* W(y,, Y, ¥s)
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DimanaW, adalah determinan yang diperoleh dengan menggafttim
ke4 dariW[y,,,,v,)(x) dengan kolon{o, 0,1]

c. Integral partikular:

-S| bW ()

= 3, W[y;, ¥, ¥5](%)
4. Penyelesaian masalah nilai awal persamaan Caudey-ak homogen orde-3

diperoleh dengan mamasukkan syarat awfd)=y,,y(0)=y,,y'(0)=y,
pada penyelesaian umuy(x) persamaan Cauchy-Euler tak homogen dimana

y(x) =y, (x)+ y, ().

Contoh 1

Selesaikan masalah nilai awal

X’y +xy +4y=x*, x>0, (1)

y(©)=0y({1)=1

Penyelesaian:
Persamaan homogen yang bersesuaian dengan (1) adala

X2y +xy +4y=0 (2



Sesuai penjelasan pada sub bab 2.8.a dilakukakdasgngkah berikut.

Misalkan y = x" adalah selesaian dari (2) yang lalu disubstituspada (2).

r(r-1)x X 2 +mx X +4x" =0
- (r2 —r)xr +rx" +4x" =0
- x'(r2+4)=0 3)

Persamaan karakteristik dari (3) adalah+4=0 yang akar-akarnya adalah
r,=2i danr, =-2i.

Sesuai dengan (2.29) selesaian dari (2) adglahcog2In x), y, = sin(2In x).
Selesaian umum dari (2) adalah

y, =¢, cog2In x)+c, sin(2In x) (4)
Dari persamaan (1) ditentukan tururnan dgrisebagai berikut:

y'n = =2¢,x ' sin(2In x) + 2¢,x ™ cog2In x) (5)
Untuk mencari nilaic,, ¢, maka substitusi syarat awg(l) =0 ke persamaan (4)
akan didapatkan:

¢, cog2In1)+c,sin(2In1) =0

Sehingga diperoleh:

c,=0

Dari syarat awal yang diberikay (1)=1 disubstitusi ke persamaan (5), maka
diperoleh:

-2c,1*sin(2In1)+2¢,1* cod2In1) =1

Sehingga diperoleh:

_1
CZ—E



Kemudian substitusi nilat, danc, pada persamaan (4):
1.
y, =0eoq2In x)+Esm(2In X)
Jadi selesaian umum dari (2) adalah:
1.
y, = 5sm(2|n X) (6)
Syarat untuk menentukay), adalah:

u, cog2In x)+u, sin(2Inx)=0
2
—2u, x"sin(2In x) + 2u, x * cog2In ) = = =1
X

Maka,

| cod2Inx) sin(2In x)
Wl vl =|_ 2x*sin(2Inx) 2x™* coq2In x)
= 2x*cog(2In x) + 2x ™ sin?(2In x)

=2x7*

o sin(2inx)
Rbdi= 1 2x™*coq2Inx)
= -sin(2In x)

| cod2inx) 0
W, (x) = -2x*sin(2Inx) 1
= cos(Zln X)

Sesuai (3.15) maka

—sin(2In x) 2
22X X
= —%Ixsin(ZIn X)dx 7)

u, (x) =j dx

Untuk J'xsin(2ln x)dx digunakan integral parsial,



Dimisalkan: u =sin(2In x), makadu = 2x™* cog2In x)dx

dv = xdx, makav = % X2

[ xsin(2In x)dx =uv—jvdu
—sm(ZInx _[ x22x7 cog2In x)dx

:%x2 sin(2|nx —.[xcos(ZIn x)dx (8)

Kemudian untuijcos(ZIn x)dx diintegralkan parsial lagi,

Misal: u=cog2Inx), makadu = -2x*sin(2In x)dx

dv = xdx, makav = % NG

[ xcog2in x)dx =uv~[vdu
| 1 1 4=
=coq2In X)E X2 —JE x? F2x* sin(2In x)dx

:%x2 cog2In x) + [ xsin(2In x)dx 9)

Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (8)kdiperoleh:

[xsin(2inx)dx = % x2sin(2In x) - E x* cod2In ) + [ xsin(2In x)dx}
% %xz sin(2In x)—%x2 cog2In x) - [ xsin(2In x)dx
2[ xsin(2inx)dx = % x? sin(2In x)—%x2 coq2Inx)
[ xsin(21n x)dx ‘11 x2sin(2In x)—%x2 coq2Inx)
=1 x2(sin(2In x) - coq2In x)) (10)

.b
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Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (1) kdiperoleh:

u(x) = —%E x2(sin(2In x) - cog2In x))}

= —; x?(sin(2In x) - cog2In x))

Sesuai (3.15) maka

cod2In x) X
0,00 =[S0 X

= ;J'xcos(ZIn x)dx

Untuk jxcos(ZIn x)dx digunakan integral parsial,

Dimisalkan: u = cog2Inx), makadu = -2x*sin(2In x)dx

dv = xdx, makav = ; NG

[ xcog2In x)dx =uv=[vdu
= cog2In x); X2 - J; x2 2% sin(2In x)dx

= ; x* cog2In ) + [ xsin(2In x)dx

Kemudian untukj' xsin(2In x)dx diintegralkan parsial lagi,

Misal: u =sin(2In x), makadu = 2x™ cog2In x)dx

dv = xdx, makav = ; NG

[ xsin(2inx)dx =uv-[vdu
. 1, (1,
= sin(2In X)E X2 - IE x2 2x7 coq2In x)dx

= % x* sin(2In x) - [ xcog2In x)dx

(11)

(12)

(13)



Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (1@Rkediperoleh:

[xcod2inx)dx = % x? coq2In x) + B X*sin(2In x) - [ xcod2In x)dx}

= ; x? coq2In x)+;x2 sin(2In x) - [ xcog2In x)dx
2[ xcod2Inx)dx = % x? coq2In x)+;x2 sin(2In x)
jxcos(ZIn x)dx = 411 x2 cog2In x) + 411, x2 sin(2In x)
X ‘11 x?(sin(2In x) + cog2In x)) (14)

Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (14)lkediperoleh:
1 I
u,(x) = 2[4 x?(sin(2In x) + cog2In x))}
= é x2(sin(2In x) + cog2In x))
Sesuai Teorema 2.6 selesaian khusus dari (1) adalah
Yo (X) = —%xz(sin(ZIn x) - cog2In x)) [eog2In x)+%x2(sin(2ln x)+cog2In x)) sin(2In x) + C
1.,
==x"+C 15
: (15)
Dari (6) dan (15) selesaian umum untuk (1) adalah:

y(x) = ;sin(ZIn x)+%x2 +C

Contoh 2
Selesaikan masalah nilai awal
X3y  +x?y —2xy +2y=6x>+6Inx, x>0, (16)

W)=1e Y 0=10y 0=



Penyelesaian:

Persamaan homogen yang bersesuaian dengan (1&h adal

Xy + X’y —2xy +2y=0 (17)
Sesuai penjelasan pada sub bab 2.8.a dilakukakdasdgngkah berikut.

Misalkan y = x" adalah selesaian dari (17) yang lalu disubstiausjgada (17).

r(r=2)r -2 2 +r(r —)x? X2 - 2rx X+ 2x" =0
o (-2 + (2 -1 -2 +2x =0
- x’(r3—2r2—r+2)=0 (18)

Persamaan karakteristik dari (18) adalah
rP-2r?-r+2=(r-1(r+2)(r-2)=0
yang akar-akarnya adalah=1, r, =-1danr, = 2.

Sesuai dengan (2.27) selesaian dari (17) adglatx, y, =1, Y, =X
X
Selesaian umum dari (17) adalah

1
Yo = CX+Cy + X (19)

Dari persamaan (19) ditentukan turunan pertama ldaiua dariy, sebagai

berikut:
Yh=C —CX 7 +2C,X (20)
yh=0+2cx7°+2c, (21)
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Untuk mencari nilaic, c,, c; maka substitusi syarat awg(l)zg ke persamaan

(19) akan didapatkan:

1 19
A+c,-+c M =—
@ 21" 16

Sehingga diperoleh:

19
T (22)

Dari syarat awal yang diberikayl'(l)zi—; disubstitusi ke persamaan (20), maka

diperoleh:

: L7
—c, % +2c, ==
G =G, G 16

Sehingga diperoleh:

7

1
G =G+ 26, = ¢ (23)

Dari syarat awal yang diberikayl"(l) =4—85 disubstitusi ke persamaan (21), maka
diperoleh:

0+2c,[1°+2c, :%5

Sehingga diperoleh:

2c, +2c, = 4—85 (24)
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Dari persamaan (22) dan (23), dikerjakan dengargmerekan metode eliminasi,
apabila persamaan (22) dikurangi dengan (23) mglaaleh:

2

2c, -

Dari persamaan (24) dan (25), dikerjakan dengargmamakan metode eliminasi,
apabila persamaan (24) dikurangi dengan (25) mgdeaaleh:

4
24

Kemudian untuk menentukan nilat, maka nilai ¢, disubstitusikan pada

persamaan (24) diperoleh:

N 2ﬁl =43
24 8
45 _44 _135-88_47

Vo= = A _
28 24 24 24

Sehingga diperoleh:

o A1) _47
% 24\2V.1 48

Kemudian untuk menentukan nilaj maka nilaic, dab c,disubstitusikan pada

persamaan (22) diperoleh:

47 44 _19
C+—+—=—
48 24 16

Sehingga diperoleh:

_19 47 44_ 13

16 48 24 8



Maka dengan metode eliminasi diperoleh:

-—E’ —4—7dan —ﬁ'
e 8’C2 48 G 24

Kemudian substitusi nilai-nilai tersebut pada peraan (19):

_ 13 471 44,
Yo == XA oA X

8 48x 24

Jadi selesaian umum dari (17) adalah:

13 47 ., 44,
Yo = & T X
8 48 24

Syarat untuk menentukay\,, adalah:

. 1 N
UX+U, =+u,x*=0
X

W —U,X2+2u,x=0

3
0+2u,x 3 +2u, = Gl ;36 X
Maka,
SO e
Wy v, sl =1 -x? 2
0 2x3 2
= (— 2xt+ 2x'1) - (2x'l + 4x'1)
= —6x"
By, X S
W,(x) =0 -x? 2
1 2x3° 2

(26)
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x 0 x
W,(x) =[1 0 2
01 2
=x*-2x* =-x*
X X'
W(x) =1 -x?
0 #ail

e
Sesuai (3.15) maka

J- 6x° +6Inx EL
-6x7"

_J-6x +6Inx
-6x°

—Ix+m—xdx

= —I xdx— Im—xdx

u, ()

:—lx —_[x'zln xdx
2

Ll [ Xl X
S 2x (_1Inx (_1)2J+C

:—%xz —(—x‘llnx—x'1)+C

=L dnyelac
2 X X

u,(0 =] (6)(3); (6_'2 :)(5 )

_—6x°—6x"InX
=[x
- 6X

=Ix3+lnxdx

= IXde+IIn X dx

=%x“+x|nx—x+C
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6x° + 6l -2x7t
oy =[sakec)
-12x? -12x"'In x
=]
-6x°
:j2+2x'3lnxdx

dx

dx

:.|'2dx+.[2x‘3 In x dx

=2x—izln x—iz+c
X 2X

Sesuai Teorema 2.6 selesaian khusus dari (16)madala

y, (%) :(—}x2+llnx+1jx+(1x“+x|nx—xj}+(2x—i2Inx——l—zjx2 +C
2 X X 4 X X 2X

:—1x3+ln x+1+£x3+Inx—l+2x3—lnx—1+C
2 4 2

=zx3—lnx—£+C (27)
4 2

Dari (26) dan (27) selesaian umum untuk (16) adalah

13 47 , 44,
(x) = —=x+—xt+=—x
8 48 24

+£x3—lnx—%+C
3.2 Solusi Numerik Persamaan Diferensial Linear Cauchy-Euler

Persamaan diferensial linear Cauchy-Euler (3.Btadi akan dibahas
dengan menggunakan metode numerik yaitu metode eRiKinga orde-4.
Penyelesaian persamaan diferensial linear Caucher-Eersebut menggunakan
program dalam bahasa Matlab yang dapat dilihat peapiran. Secara umum,
algoritma atau langkah-langkah dalam menyelesgkasamaan diferensial linear

Cauchy-Euler dengan metode Runge-Kutta Orde-4 ladala



1) Menentukan persamaan diferensial linear CauchyrBaleg akan diselesaikan
dan merubahnya menjadi persamaan diferensial li@@archy-Euler tingkat
satu.

2) Mengambil besarnya nilai awal variabel belfgk dan variabel terikatnyy),
(2), dan(w)

3) Menentukan nilai(x) yang akan ditentukan penyelesaiannya besertartyasar
h (ukuran langkah).

4) Menuliskan formulasi rumus metode Runge-Kutta gtde-

5) Menghitung variabel-variabel yang terdapat dalammusi dengan
menggunakan formulasi rumus yang telah ditentukaity variabelk, sampai
k, danm, sampaim, sertat, sampait, .

6) Menghitungy,,,, z,, danw,, dengan mensubstitusikan variabel-variabel yang

telah didapatkan pada langkah 5 ke dalam formulasius metode Runge-

Kutta Orde-4.

Contoh 1
X2y +xy +4y=x° (20)

y)=0y@)=1



Penyelesaian
Langkah 1

Diketahui Persamaan diferensial linear Cauchy-Eoide-2:

L_oXexy =4y Ly Y
=X X TR o1 gt Ll

X X X o yl)

y
Misalkany =z

Makaz =y =g(xy.y )=g(xy.2) =1—§—4X—y2
Sehingga diperoleh sistem PD orde-1

dy

&zf(x,y,z)zz

dz _ M
% glay)=1-2-a
Langkah 2

Diberikan nilai awal y(1)=0, y'(1)=z(1)=1 atau dapat ditulis diberikan nilai

X =1, y,=0dan z,=1

Langkah 3
Penulis menentukarx yang akan diselesaikan adalah pada saat2 dengan

ukuran langkath = 0.1
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Langkah 4
Sesuai dengan formulasi rumus (2.52) yang terdppdt bab Il dan dengan
h=0.1, maka

Yiu =Y +éh(k1 +2k, + 2Kk, + k4) =Y +é(0-1)(k1 +2K, + 2k, + k4)

aﬂ=a+%Mm+2m+2m+ww=m+é®ﬂ®1+ﬂw+2m+md

Langkah 5

Karenah = 0.1, maka

k= f(x.y,2)
m =9(x.¥.2)

1 1

1
=flx+=(01),y +=(01 -+ —(0.1
x+4 )M+2()%z+2()mj
1 1 il
=g/ x +=hy +=hk,z +=h
LT S R &z+2 mj
2

= f| x +=(04),y, +;(0.1)k2, Z +;(0-1)mz)

(
(
= g% +3(02)y, +5 (02,7 + 5 (02)m
E
(

(

_ g(& +2(0dhy +2 (0117 +%(0.1)mzj
(
(



m, =g(x +h,y, +hk,z +hm)
=g(x +(02),y, +(02)k,, 7 +(02)m,)

Untuk iterasi yang pertama
denganx, =x, =1, v, =Yy, =0, z =z,=1 maka didapat:
k= (%Yo, 2) = f(201) =1

1 (0
m, = 9%, Yo, 2) = 9(101):1—1—4[17)=o

A f(xo +2(01)y,+ 2(01)k. +§(o.1)mj

: (1+ ; (02)0+ ; (02)(D)1+ ; (o.1)(o)j

= f(105,005,1)
=l
m =[x +5(02) ¥+ 5022, + 3 (02)m
:g[l (040+2(01))1+2 (02)0 )j
= g(105 005,1)
.. 1 _,005
105 1.05°
=-0.13378688
KN S x0+ (Ol)k 7, + ;(O.l)mzj
L f(l 01)0+ 01)(J);L+ ( )(-0.13378688)j
= f(105 005, 0. 99331068)
=099331068
m =g%+ 302y (007, + 3 (02m,

—g(l 01)0+ (01)(1)1+1 ( 1)(- 0.13378688)J

= g(105, 005, 0. 99331068)
0.99331068 _ , 005
105 1.05%

=1-



=-0.127416@6

I(4

(% +(02),y, +(0.1)k;, 2, +(0.2)m,)
f (1+(0.1),0+(0.1)(0.99331068)1+(0.1)(-0.12741608))
f(1.1,0.09933106, 0.98725838)
=0.98725839
m, = g(xi + (0-1)’ Yi t (0-1)k3' z+ (O-l)nb)
= g(1+(0.1),0+(0.1)(0.99331068)1+(0.1)(-0.12741608))
= £(1.1,0.09933106, 0.98725839)
_0.98725838 _,0.09933106

1. 1.1°
=-0.22587492

=1

Langkah 6
Berdasarkan variabel-variabel yang telah didapdapangkah 5, maka besarnya

Y., danz,, adalah:

Via =¥+ (0D 2, + 2 +K)

1
You =Yoot 6 (01)(k1 +2k, + 2Kk, + k4)

y, =0+ é (0.1)(1+2x1+2x0.99331068 +0.98725839)

=0.09956468

Zu =2 +é(0-1)(ml +2m, +2m, +m,)

% =2+ (02)m +2m, +2m, +m,)

z =1+é(o.1)(o+ 2x(-0.13378688)+2x(-0.12741608) + (-0.22587479))

=0.98752863
Dan
Xi+1 = XI + h
Xou =X *+01
x =1+01

=11



Jadi pada saatx=11, besarnyay adalah 0.0995646@ dan z adalah
0.98752863 .

Iterasi terus berulang hingga mencapa# 2 atau iterasi ke 11 sehingga
pada akhirnya diperoleh penyelesai;a(\z) = 0.84570399. Secara keseluruhan,

penyelesaian numerik persamaan diferensial linearc®/-Euler (20) dikerjakan

dengan Matlab.

Contoh 2
X2y + X%y —2xy +2y=6x>+6Inx (21)
19 . dva. - 45
Ji== =y S (et
W)= y)=20 yl)=2
Penyelesaian
Langkah 1

Diketahui Persamaan diferensial linear Cauchy-Euide-3:

A 6x> +6Inx— X’y +2xy -2y

Misalkan y =z

3 —y2 _
Makaw =y = q(X, Y, y',y"): q(x, Y, Z,w): 6x” +6In X :3W+2XZ 2y

Sehingga diperoleh sistem PD orde-1

ﬂ: =
ix f(x, y,z,w) z



dz

—=g(x,y,zw)=w
o= 90 y.zw)
d_vv:q(x,yzv\)=6x°'+6lnx—>3vw2xz—2§
dx ’ X
Langkah 2
Diberikan nilai awal y(1)=i—2,y'(l)=z(1)=i—é,y"(1)=vv(1)=%5 atau dapat
A L% I 19 17 45
ditulis diberikan nilaix, =1, y, =—, z, =— dan w, =—
AR S T ° 8

Langkah 3
Penulis menentukam yang akan diselesaikan adalah pada saat35 dengan

ukuran langkath = 025

Langkah 4
Sesuai dengan formulasi rumus (2.47) yang terdppdt bab Il dan dengan

h= 025, maka

Vi = %y + chll 2K, + 26 +k,) =y, +2(025)k, + 2%, + 2, +k,)

Zn =1 +éh(ml+2mz +2m,+m,)=z +é(025)(ml+2mz +2m, +m,)

Wy = w2l + 20, 2 ) = w2 (025 + 2, 2+t
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Langkah 5

Karenah = 025, maka

k= f(x.y.2.w)
m =9(x,Y,.z.w)
=q(x.v;.z.w)

o =15+ 3ny s kg + Shmow + 2h
f(

+=(

1 1
X+ (025),y, += 025)k;, z +5(O25)ml,wi +2(025)’[1j

- g(x +2(023).y +;(ozs)k1,; +2(025)m, +;(ozs)t1j
t, q(w;h Y, += hkl Zh+ hm W+;ht1j

=qx +3(029)y +;(ozs)kl,a +5(029m,w + > 025k,

m,
hy + —hk2;+ hmzw+ htj

=g x +=(025)y. + ;(025)k2,z1.+ (025)m,, w +1(025)t2)

N

= x +%(025), y, +%(025)k2,; +%(025)mz,wi +%(025)t2j

X +h,y, +hkg,z +hm,w +ht,)
x +(025)y, +(025)k;, 7 +(025)m;, w; +(025);)
m, =g(x +hy, +hk;,z +hm,w +ht)

= g(x +(025),y, +(0285)k,, 7 +(025)m,, w, +(025},)

:
(
t, :q(>g+2hyI fhk2;+ hmzw+2ht)
[
= f(
= 1



t, =q(x +hy +hk,z +hm,w +ht,)
=q(x +(025),y, +(025k,, 7 +(025)m,, w +(025),)

Untuk iterasi yang pertama

19 17 45 .
Denganx =x,=1, ¥y, =y, =—, z =z, =— dan w =w, =— maka didapat:
ganx =X, y'y°16 ° =76 =W =g p
19 17 45\ 17
k, = f(X,,¥9:2Z,,W, )= | L, —,—,— | =—
= 1oy )= (15050 7= 17
m =9(%,y zoW)=g(1191745) 45
A & 16’'16'8 ) 8
t, =q(X0’y01zo’Wo)
11217 2
1 16'16"8
6x13+6ln1—f><£)+ 3 31—7— 2<i9
8 16 16

13
=0.125

k, = f[xo+1(ozs), yo+1(ozs)kl,zo+1(ozs>m,wo+;(ozs»1j

( 1029 B+ 102 5( 16] B ioz){‘;j 98 f og 0.1)2}

= f (1.125,1.3203125,1.765625, 5.640%
=1.765625

m —g(xw (025)y, +2(025), 2+ 2 (025w, + (025)t1j

' ( 1029 2o Y02y 1) 2 J 0284 22 0t 0.1)2}

= g(1.125,1.3203125,1.765625, 5.640p
=5.64062¢

t, = q(xo +l(025), Yo +%(025)k1, z, +l(025)ml,wO +%(O25)tl)

[ (025) 19 1( 5( j 10.2){—‘3 ,_‘;‘?_ 0.2% 0.1)2}

=q(1.125, 1.3203125, 1.765625, 5.64o¢

_6x1.128+ 6In1.125 1.172% 5.640625%2 1.X25 1.765@x 1.320312!
- 1.125

=2.41797597!



f(xo+ 025),y, + (025) 2yt (025)m2 W, + = (025)t j
3

fl1+ 025) 19 1(025( 176562)5—+ ]zI 0.26 5640()2 i 025 29475973j

f(1.125,1. 408203125 1.767578125, 5.927248)¢
1.76757812!

(x0+ (029, +5(0280c.2 +5 (028m, v +3 02, |
( = 025) 19 1(025( 176563%+3 0.26 5640()2 i 025 29475973j

g(l 125,1.408203125,1.767578125, 5. 92724@‘
5.92724699
q

(x0+ (025)., + 2(028)k, 2, + > (025, w, + <ozs)tzj

m,

Ly

q(l f(o 29 , 59 é(02$ 176563&+§( 0.6 5.640@)25%?% 05 2975975))

= q(1.125, 1.408203125, 1.767578125, 5.92724@5

_6x1.128+ 6In1.125 x>x 5.927246997 x2 1.305 1.767FB12x 1.40820312
= 1.128

=2.04283049i

f x0+(025) y0 +(025)k,, z, +(025)m,, w, +(025},)

(
f(l (0.29 7+ (0.25( 1767578125—+( 015 5.927246p9-4?é5+( 25ﬂ.2.04283049)3j

1.25,1. 629394531 2.544311749, 6. 135707)E

f
2.54431174!
a(%, +(025) yO +(025)k,, z, +(025)m3 w, +(025}t,)

m,

1+ 0.2 —+ 0.2%( 1.7675781 &+ 0.5 5.927246 +( 250.2.04283049
%

= g l 25,1.629394531, 2.544311749, 6. 135707)E

= 6.13570762-
t;  =a(x, +(025),y, +(025)k;, 2, + (025)m;, w, + (025},

—q[l+(0.259 ,i—Z+(o.2$( 1.7675781251—2;( 0p5 5.927246}99%5+( 25)3(.2.04283049)5)

= q(1.25, 1.629394531, 2.544311749, 6.135707)(

_6x1.25+ 6In1.25 1.25¢ 6.135707624 x2 15 2.5443ME2x 1.62939453
- 1.25

=3.36514992¢



Langkah 6
Berdasarkan variabel-variabel yang telah didapdapangkah 5, maka besarnya

Yiu» Z, danw,, adalah:

Vi =Y, + (025)(k + 2k, +2k; +k,)

Youu = Yo *(0'25)(k1 +2Kk, + 2k, + k4)

Y, 12 é(o 25)(Te+ 2¢1.765625 2 1.767578125 2. 544311}

=1.63221741

z, =2 +6(025)(ml+2m +2m, +m,)

Zou =2t 2(0-25)(”11 +2m, +2m, + m4)

z i; é(o 25)(‘;5+ 2x 5.640625 2 5.927246997 6. 135707}

=2.51651881

W, = W, +6(025)(t +2t, + 2, +t,)

Wou = Wo + %(025)&1 +2, + 2, +t4)

w, =2 E%)(0 25)(0.125- X 2.4179759%5 x2 2.042830496 3.36EDY)
=6.14215678!
Dan
X =% *h
Xouu =X, + 025
x,  =1+025
=125

Jadi pada saatx=125, besarnya y adalah 1.63221741, z adalah

2.51651881 danw adalah6.14215678t.



Iterasi terus berulang hingga mencapai 35 atau iterasi ke 11 sehingga

pada akhirnya diperoleh penyelesap(rB.S) = 31.0512564. Secara keseluruhan,

penyelesaian numerik persamaan diferensial lin@aicly-Euler (21) dikerjakan

dengan Matlab.

3.3 Analisis Galat Persamaan Diferensial Linear Cauchy-Euler

Penyelesaian secara numerik dari suatu persamasmatika hanya
memberikan nilai perkiraan yang mendekati nilaiagkéenar) dari penyelesaian
analitik. Berarti dalam penyelesaian numerik tensebrdapat kesalahan (galat)

terhadap nilai eksak dan ketidakpastian dapatdiefjgntuk menghitung nilaiy

dari persamaan diferensial linear Cauchy-Euler -@g®da contoh 1 dan untuk

menghitung nilaiy dari persamaan diferensial linear Cauchy-Eulee&gada

contoh 2 penulis menggunakan program Matlab. Hal ditakukan untuk
menghindari ketidaktelitian dalam menghitung nildai tersebut pada semua
yang diinginkan. Hasilnya dapat dilihat pada T&hél dan Tabel 3.2.

Galat kesalahan dari penyelesaian secara analdik numerik dari
persamaan diferensial linear Cauchy-Euler terdai djalat absolut dan galat
relatif seperti yang telah dijelaskan pada BABJhlat absolut merupakan selisih
antara nilai eksak dan nilai perkiraan. Yang dinakeilai eksak di sini adalah
nilai hasil penyelesaian yang dicari secara akaldiengan metode variasi
parameter. Sedangkan nilai perkiraan adalah n#ail [penyelesaian yang dicari
dengan metode numerik Runge-Kutta orde-4. Selaygutgalat absolut

dirumuskan dengan bentuk:



€=X-—X

Dan dari hasil iterasi dapat dihitung pula kesatatedaif dengan bentuk:

e = Cx100%
X

Hasil dari pencarian galat secara keseluruhanelkah yaitu pada tabel 3.1 dan
tabel 3.2 sebagai berikut:
Tabel 3.1.
Perbandingan solusi metode Runge-Kutta dan metaxdasv parameter

persamaan diferensial linear Cauchy-Euler orde-2

Iterasi X Numerik Analitik % Galat

1 1 0 0 0

2 ikl 0.09956466 0.12500000 0.20348271
3 1.2 0.19694969 0.24598403 0.19933954
4 1.3 0.29093453 0.35830795 0.18803216
5 1.4 0.38098587 0.46173904 0.17488920
6 1.5 0.46699553 0.55664562, 0.16105415
7 1.6 0.54911370 0.64371412 0.14696030
8 1.7 0.62764209 0.72378119 0.13282896
9 1.8 0.70296545 0.79773453 0.11879776
10 1.9 0.77550769 0.86645537 0.10496521
11 2 0.84570399 0.93078617 0.09140894

Dari solusi secara analitik didapat nilgi=0.9307861" dan hasil iterasi
secara numerik didapat nilgi=0.8457039¢ untuk x =2, besarnya nilai antara

kedua solusi itu terdapat selisih yang disebut dengalat. Jadi solusi analitik
sebagai pengontrol galat untuk solusi numerik. Késm relatifnya 0.09140894
pada iterasi ke-11. Pada tabel galat ini semakiantudan penurunan nilainya
pada setiap langkah tidak terlalu besar sehinggdak tierlalu mempengaruhi
pertumbuhan kesalahan. Sehingga kesalahan padamaens diferensial linear

Cauchy-Euler ini stabil karena pertumbuhan daralkdsan kecil. Hal ini berarti



bahwa metode Runge-Kutta orde-4 merupakan metodg yaainya mendekati

solusi eksaknya.

Tabel 3.2.

Perbandingan solusi metode Runge-Kutta dengan metniasi parameter

persamaan diferensial linear Cauchy-Euler orde-3

lterasi X Numerik Analitik % Galat

1 1 1.18750000 2.43750000 0.51282051
2 1.25 1.63221742 4.31149187 0.62142630
3 i3 2.4627479 7.3410626 0.6645243

4 1.75 3.73812351 11.6496476(Q 0.67912132
5 2 5.52663289 17.37976949 0.68200770
6 2285 7.89948008 24.682848772 0.67996076
7 2.5 10.92871984 33.71495927 0.67584953
8 2.75 14.68653996 44.63482428 0.67096230
9 3 19.24501321 57.6027766( 0.66590129
10 220 24.6760232 72.7801791 0.6609513

11 3.5 31.05125645 90.32908227 0.65624298

Dari solusi secara analitik didapat nilgi=90.3290822 dan hasil iterasi

secara numerik didapat nilay =31.0512564! untuk x=3.5, besarnya nilai

antara kedua solusi itu terdapat selisih yang diselengan galat. Jadi solusi
analitik sebagai pengontrol galat untuk solusi nukneKesalahan relatifnya
0.65624298 pada iterasi ke-11. Pada tabel galataik, tetapi kenaikan setiap
langkah tidak terlalu besar sehingga tidak terl@e@mpengaruhi pertumbuhan
kesalahan. Sehingga kesalahan pada persamaamsiérinear Cauchy-Euler
ini stabil karena pertumbuhan dari kesalahan kefal. ini berarti bahwa metode

Runge-Kutta orde-4 merupakan metode yang nilaingadekati solusi eksaknya.



3.4 Tinjauan Agama Terhadap Hasil Pembahasan

Berdasarkan hasil pembahasan di atas, bahwa dakmyelpsaian
persamaan diferensial linear tak homogen dengarfisiee variabel dapat
diselesaikan baik secara analitik maupun numerndnyBlesaian secara analitik
yaitu dengan menggunakan metode variasi paramatak umencari keakuratan
hasilnya, sedangkan penyelesaian secara numerii gangan menggunakan
metode Runge-Kutta orde-4 memberikan nilai perkirgang mendekati nilai
eksak (benar) dari penyelasaian analitik. Dan #@iasil pembahasan di atas,
persamaan diferensial linear tak homogen dengafisiare variabel lebih mudah
dan lebih cepat diselesaikan dengan metode numeéaik pada dengan
menggunakan solusi analitik. Sedangkan di dalammagaAllah memberikan
kemudahan bagi umatnya untuk menyelesaikan segasalain. Dalam hal ini
kemudahan sangat dibutuhkan dalam menyelesaikaarpaan, terutama dalam
bidang ilmu matematika. Seperti yang tercantum rdal@S Al-Bagarah:185

sebagai berikut:

sw 8 g 37 24

BT 15225 33T e 205 52331 Ly 80095 20T 1m0
Sz 2 1// 2 o _ -
o RSty U H T A

Artinya:
....Bahwasannya Allah menghendaki kemudahan dak tidenghendaki
kesukaran bagimu dan hendaklah kamu mencukupkangaihnya dan
hendaklah kamu mengagungkan Allah atas petunjukydya diberikan
kepadamu, supaya kamu bersyukur.

Kemudahan dalam ilmu matematika dapat memberikiam jgang benar

untuk penyelesaian persamaan tersebut. Dalam nes@ylehn langkah-



langkahnya harus teliti, untuk memperoleh hasigyéepat dalam perhitungan
secara matematis. Adapun kemudahan dalam menyeieparmasalahan itu,
khususnya dalam ilmu matematika perlu adanya psgealyang berkaitan dengan
hadits diriwayatkan oleh Bukhari, sebagai berikut:
“Dari Anas r.a dari Rosulullah saw bersabda: Hentitk kamu
memudahkan dan jangan mempersulit, hendaklah karemberikan
kabar gembira dan jangan menyebabkan orang latiR( Bukhari)
Berdasarkan hadist di atas bahwasannya ilmu mateméu harus
diberikan dengan kesenangan agar dapat diselesagkayan mudah. Pada hadits
yang lain riwayat Muslim (3264) dijelaskan juga Wwahdisampaikan dengan
bertahap (Fachruddin, 1996 :561).

Masalah matematika khususnya persamaan diferdimsalr tak homogen
dapat diselesaikan baik secara analitik maupun rnkmeolusi analitik
merupakan solusi kontinyu sehingga solusi dariimdariabel bebas dapat
ditemukan, sangat akurat dan tepat. Sedangkani soluserik solusi dapat
diperoleh dari poin-poin grid terpisah, approksiméesalahan kwantitatif harus
dikendalikan dengan baik untuk ketelitian (Lam, 4:29), sehingga dalam
pengerjaan langkah demi langkah harus teliti damae Dalam Islam sangat
menekankan keharusan melakukan penyelidikan yditigden pengamatan yang
benar terhadap fakta-fakta konkret dalam alam semesmtuk kemudian
merenungkan temuannya itu untuk mencapai Kebendaéiki. Sebagai manusia
yang tidak lepas dari kesalahan, maka dalam medakpkrhitungan harus dengan
teliti untuk mendapatakan kebenaran dalam hashifpeigannya. Seperti dalam

QS Maryam:94 sebagai berikut:



a

VNS Y RN
Artinya:

Sesungguhnya Allah telah menentukan jumlah mereka rdenghitung

mereka dengan hitungan yang teliti.

Ayat di atas dipahami oleh banyak ulama sebagaa “{zing mengetahui
kadar setiap peristiwa dan rinciannya, baik apagyemangkau oleh makhluk
maupun yang tidak terjangkau, seperti hembusarsnefecian perolehan rezeki
dan kadarnya untuk masa kini dan mendatang.” Adlalgang mengetahui dengan
amat teliti rincian segala sesuati dari segi jumtim kadarnya, panjang dan
lebarnya, jauh dan dekatnya, tempat dan wakturg@darkcahaya dan gelapnya,
sebelum, sedang atau ketika dan saat wujudnyaaitasaln sebagainya (Shihab,
2002:257).

Al-Qur'an mengajak manusia untuk menyelidiki, mengkap keajaiban,
dan rahasia-Nya, serta memerintahkan manusia untrkanfaatkan kekayaan
alam yang melimpah untuk kesejahteraan hidupnyang@® demikian
bahwasannya al-Qur'an mengajak manusia untuk meikak eksistensi Tuhan
melalui ciptaan-Nya, mengungkap rahasia-rahasian akalitas konkret yang
terdapat di langit dan di bumi untuk dimanfaatkaagibkesejahteraan hidup
(Rahman, 2007:21). Salah satunya, yaitu dengan elajag ilmu matematika.

Dalam ilmu matematika banyak memberikan manfaat tegusia dalam
hal ilmu hitung-menghitung dalam kehidupan sehari-fmisalkan perhitungan

ilmu waris, perdagangan dan sebagainya), dan jaggak menemukan nikmat



dari Allah yang sebelumnya tidak ia ketahui. Al-@ar memberikan petunjuk
tentang jalan yang benar menuju ilmu pengetahuala seampu mendapatkan
kesimpulan yang benar berdasarkan penalaran darvelss tentang keajaiban
dan rahasia Allah.

Salah satu ciri insan Ulul Albab adalah selalu sadt@an kehadiran Tuhan
pada dirinya dalam segala situasi dan kondisi, gambusaha mengenali Allah
dengan kalbu (dzikir) serta mengenali alam senuestgan akal (pikir), sehingga
sampai kepada bukti yang sangat nyata akan keagukliieh Swt dalam segala
ciptaan-Nya. Dengan adanya kemajuan ilmu pengetaseEmua nikmat yang
dikaruniakan Allah kepada manusia dapat dengan mutieasakan, dibuka
keajaiban dan rahasianya, sehingga akan membawasiaaebih dekat kepada
Allah melalui hasil-hasil perhitungan yang telakakivkan dalam menyelesaikan
masalah yang berkaitan dengan ilmu matematika. iéapenciptaan manusia
bertujuan untuk mencapai kesempurnaan tertinggateung pada kerja keras dan
usaha yang terus-menerus. Terutama dalam belajanmatika perlu adanya kerja
keras dan terus-menerus dalam menyelesaikan pdamnmasa sampai
mendapatkan hasil yang tepat dan benar. Sebageange@hli matematika,
ketepatan serta akurasi dalam perhitungan yangutlidgen harus mempunyai hasil
yang seksama dan akurat, sehingga menghasilkanndmime yang shabhih.
Semangat inilah yang ditekankan dalam Al-Qur'arpest yang tercantum dalam

Q.S An-Nisa’:86 sebagai berikut:

() G 5 I8 2 06 AT

Artinya:
...Sesungguhnya Allah selalu membuat perhitungas té#p-tiap sesuatu



BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan
Dari uraian dan pembahasan di atas, dapat disirapud&hwa
1. Solusi analitk dengan metode variasi parametererdiph dengan
menggunakan langkah-langkah sebagai berikut:
a. Menyatakan persamaan Cauchy-Euler homogen ord&fdeentuk
a, X’y +ax’y +a,xy +a,y=0
b. Mencari fungsi komplementery,(x) dari persamaan Cauchy-Euler
homogen dengan menggunakan persamaan karakteristik,
y,(x)=c,y,(x)+c,y,(x)+c,y,(x), dimana c,,c,,c, adalah konstanta
sebarang dar{yl,yz,yg} adalah himpunan fundamental dari persamaan
Cauchy-Euler homogen.
c. Mencari integral partikular y,(x)=u,y;(x)+u,y,(x)+u,y;(x) dengan
cara:
* Menentukan Wronski dari himpunan fundamental peesamCauchy-
EulerW[y,, v, v](x)

« Menentukan

b= BIOW e =123
3, W(y,, Y, ¥s)
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Dimana W, adalah determinan yang diperoleh dengan mengganti
kolom kei dari W[y,, ,,ys](x) dengan kolon{0, 0,1]

» Integral partikular:

0 =Syl

- ,Zsl: v, (x) J‘ b(x) W (x) dx

3 W[y, v, ¥ (x)
d. Penyelesaian masalah nilai awal persamaan Caudey-Ek homogen

orde-3 diperoleh dengan mamasukkan syarat awal

y(0)=y,, y(0)=y,, y'(0)=y, pada penyelesaian umug{x) persamaan
Cauchy-Euler tak homogen dimax) = v, (x) + y, (x).

2. Solusi numerik dengan metode Runge-Kutta orde-4erdiph dengan
menggunakan langkah-langkah sebagai berikut:
a. Menentukan persamaan diferensial linear CauchyrEyleng akan
diselesaikan dan merubahnya menjadi persamaaneniiet linear
Cauchy-Euler tingkat satu.

b. Mengambil besarnya nilai awal variabel beljas dan variabel terikatnya
(v). (2), dan(w).
c. Menentukan nilai(x) yang akan ditentukan penyelesaiannya beserta

besarnyah (ukuran langkah).

d. Menuliskan formulasi rumus metode Runge-Kutta atde-



e. Menghitung variabel-variabel yang terdapat dalammusi dengan

menggunakan formulasi rumus yang telah ditentulyaity variabelk;
sampaik, danm, sampaim, sertat, sampait, .
f. Menghitungy,,, z,, danw, dengan mensubstitusikan variabel-variabel

yang telah didapatkan pada langkah 5 ke dalam fasnwmus metode
Runge-Kutta Orde-4.

3. Dari solusi secara analitik dan hasil iterasi segarmerik untuk persamaan
diferensial linear Cauchy-Euler sama-sama mendapatkai tetapi besarnya
nilai antara kedua solusi itu terdapat selisih ydisgbut dengan galat. Jadi
solusi analitik sebagai pengontrol galat untuk siohumerik. Besarnya galat
pada penyelesaian persamaan diferensial linearh@dtuler ini naik tetapi
kenaikan setiap langkah tidak terlalu besar selingglak terlalu
mempengaruhi pertumbuhan kesalahan. Sehingga kesafmda persamaan
diferensial linear Cauchy-Euler ini stabil karererttpmbuhan dari kesalahan
kecil. Hal ini berarti bahwa metode Runge-Kuttaesdd merupakan metode

yang nilainya mendekati solusi eksaknya.

42 Saran

Skripsi ini merupakan penelitian dengan kajianrditer tentang solusi
persamaan diferensial linear tak homogen dengarfisiere variabel yang
diterapkan pada persamaan diferensial linear Cakcifgr. Oleh karena, itu
penulis mengharapkan agar ada penelitian tentalugi ggersamaan diferensial

linear tak homogen dengan koefisien variabel yaitgyapkan pada persamaan



lain. Misalnya diterapkan pada persamaan diferehsear Legendre dan dengan

metode yang berbeda.
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Lampiran 1. Program Penyelesaian PDL Cauchy-Euler Orde-2 dengan
M etode Runge-K utta Orde 4 Menggunakan Software M atlab

clcoi;clear;format long;

disp('=======================================================================z
disp('Program Solusi Numerik Persamaan Diferensial Linear Cauchy-Euler Orde Z')
dizpi’ Dengan Metode Bunge Eutta orde-4 "l
dizpi’ Inayatul Hasanah "l
dizpi(' 03510003 "
disp('=======================================================================z']

f=inline{'z','x','y','z"}
g=inline (' [(x. 2-®¥%z-d%y) (. 2] =ty e

¥O=input|'nilai awal, ¥(0)="):
gl=input'nilai awal, =(0)="']):

h=input('masukkan jarak interwval, h='):

a=input('masukkan bataz bawah interwval pencarian='):
b=input('masukkan bataz atas interval pencarian='}):
n=(b-a) /h;

y=gZeroz(n,l);

¥il)=y0:

z=zeros(n,l);

2(1l1=20;

gal=zeros(n,l):

gal{l)=0:

galrel(l)=0:

x=[ath:h]:

for i = 1l:in

El=f(x(i),¥(i),=(i)]~

ml=g(x(i),¥(i),=(i)]7

EZ=f(x(i)+(h/2) ,vii)+(h/2)*El, 2 (1)+ih/2) *ml) ;
wa=g(x(1)+(hs/2) ,wii)+ih/2)*kl, 2 (1)+(h/2)%ml) ;
Ei=f(x(i)+ihs/2) ,Fil)+ihi2) ¥k, 2 (1)+ihs2) *n2) ;
wi=g (X (1]+(hs/2) ,,Fii1+(hi/2)*k2, 2 (1)+(h/2)¥m2) ;
Ed=f(x(i)+h,v(i)+h*k3, =z (11+h*n3) ;
md=g(x(ii+h, vi{i)j+h*k3, 2 (11+h*u3) ;

Fii+1l)=v(i)+(h/e) *F (K1+2%k2+2%k 534k ;
z(i+ll==(i1+(h/6)* (ml+2¥ma+2%n3+md) ;
end



dizp('hazil komputasi')
dizpi’ iterasi 4 v

for j=l:n

wali)=0.5%sin 2% lag(x (1)) 1+1/8%x (9] . ~2;

end

va = [0 ¥al:

for i = 1l:n
gal(i) = va(i)-¥(i);
etd

for i = 2:n
galrel(i) = gal(i)/yali):
end

gal = aba([gal' vain+l)-vin+l1]):
galrel = [galrel gal(ntl) yvain+l)]:

B=[[l:i+1]"' =!' v wa' galrel']:
disp('==============================================
for i=l:n+l

fprintf('%5.0£ %58.3f %58.8E 8.8
end
disp('==============================================

plocix',¥,'-0' x',va','-~', ®x',;gal','-F")
grid on

axiz ([l l1+n*h mini{ya) ceil{max({ya))]l
title('Grafik PDL Cauchy-Euler Orde Z2')

a galat relatif')

legend( 'y numerik','y analitik', 'galat relatif')

xlahel('=x")
Flabel ('¥']
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Lampiran 2. Output Program Penyelesaian PDL Cauchy-Euler Orde-2
dengan M etode Runge-Kutta Orde 4 Menggunakan Software
Matlab

Program Solusi Mumerik Persamaan Diferensial Linear Cauchy-Euler Orde 2
Dengan Metode Punge Kutta orde-4
Inayatul Haszanah

03510003
£ =
Inline function:
Eix,¥,2) = =
g =
Inline function:
JixX,¥,2) = (H."2-x%2-4%y) /(. 2]

nilai amwal, vi(0)=0

nilai amwal, =z(0)=1

wasukkan jarak interwal, h=0.1

wasukkan batas bawah interwal pencarian=1
wasukkan batas atas interwval pencarian=:2
hasil komputasi

iterasi * il wa galat relatif
1 l.000 0.00000000 0.00000000 0. 00000000
Z 1.100 0.09956466 0.12500000 0.20348271
3 1.200 0.19694969 0.24595403 0.19933954
4 1.300 0.29093453 0.355830795 0.1585803216
5 1.400 0.358095557 0.456173904 0.17455920
a 1.500 0.46699553 0. 55664562 0.15105415
7 1.800 0.54911370 0.564371412 0. 14696030
g 1.700 0.62764209 0.72378119 0.132582896
a 1.800 0.70296545 0.79773453 0.11579776
10 1.900 0.77550769 0.86645537 0.10496521
11 2.000 0.54570399 0.93073617 0.091405894



Lampiran 3. Grafik Program Penyelesaian PDL Cauchy-Euler Orde-2

dengan M etode Runge-Kutta Orde 4 Menggunakan Software
Matlab

2 Figure Mo. 1
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Lampiran 4. Program Penyelesaian PDL Cauchy-Euler Orde-3 dengan
M etode Runge-K utta Orde 4 Menggunakan Software M atlab

clc;clear;format long;

disp('=======================================================================z]
disp('Program Solusi Numerik FPersamaan Diferensial Linear Cauchy-Euler Orde 3')
dizspi' Dengaty Metode Runge Kutta orde-4 "1
dizp(' Inayatul Hazanah "
dispi(' 03510003 "
digp|'=======================================================================z

f=inline('=z','x','y¥','s','w')
g=inline{'w','x','y','z', 'u']
g=inline (' (6%« *3H6%log () - 2% wH2%x Sz -2%y) S 230 tw Lyt e )

¥O=input|'nilai awal, ¥(0)="):
gl0=inputi'nilai awal, =(0)="]);
wl=input|'nilai awal, w(d)="');

h=input|'masukkan jarak interwval, h=']:

a=input('masukkan bataz bawah interwval pencarian='j:
b=input('masukkan bataz atas interval pencarian='}):
n=ih-aj) /h:

y=zeros(n,l);

Fily=y0;

Z=Zeroz(h,l):

z(1l)==20;

w=zeros(n,l):

wil)y=wl;

x=[a:th:b]:



for i = 1lin

El=f(x(i),¥(i),2(1),wiil];:

ml=g(x(i),¥(i),2(1],wiil];:

tl=gi=ii),¥ii),=(1),wii]):
EZ=f(x(i1+(h/2) ,vii1+h/21*kl, =2 (11+1h/2) *ul ,wii)+(h/2)*cl) ;
m2=g(x(11+(h/2) ,vii1+h/21%kl, =2 (11+ih/2) *ul ,wii)+(h/2)*cl) ;
2= {x {11+ (h/2) vl +{h/21%kl, =2 (1) + (/2 ]l wii)+(hs/2)*El) ;
E3=f(x(i1+(h/2) ,vil1+h/21%k2, 2 (11 +1h/2) *n2 wii)+(h/2)%c2) ;
wi=g(x 11+ (h/2) ,wil1+{h/21%k2, 2 (11+1h/2) *n2 , wii)+(h/2)%c2) ;
Ci=a{x {11+ (h/2) ,vii1+(h/21%k2, 2 (1) +(h/2) e wiil)+(h/2)*E2) ;
Ed=f(x(i)4+h,v(i1+h*k3, z(1i)+h*m3 , wii)+h*t3) ;
méd=g(x(i)+h, ¥v(11+h*k3, z(1)+h*n3 , wii)+h*t3) ;

Cd=g(x (11+h, v (i)+h*k3, z (1) +h*n3 , wii)+h*£3) ;

Fii+l) =y (i)+(hi/a) * (K1+2%k24+2%k34+k4) ;

zli+ll==(i1+(h/6) * (ml+2*m=+2%m3tmd) ;

wii+l)=wii)+(h/6)* [(Cl+2FC2+2%E34+Ed) ;
end

for j=l:in+l
Fal(d)=(-13/8)% (x (30 ) +047/48) A ({3 )+ (4424 % e (7)) A2+ {7740 % (= (7). A3 -1og(x(]) ) - (LA2) ;
end

for i = lin

gal(i) = waii)-¥ii):

galrel (i) = (gal(i)/vaiil):
end

gal = abs([gal vaintl)-win+l)]):
galrel = [galrel (vain+l)-vin+l)) vaint+l)]:

disp('hasil komputasi')

dizspi!' iterasi H v v analitik galat relatif!')
B=[[l:i+1]"' =!' v wa' galrel']:
R R S O T L EETIS Ut T P S PR e S SEEEEEEE ]
for i=lin+l

fprintf|'%8.0f 58.3E $8.8E %8.8E ETE P RS L D E - R A T W O T WS A B
end
dizp [ ' === == R R e e e e e o emmaaaas )

ploti=',v,'-0o',=x', va,'-*' ,x,galrel,'-*")

grid on

axis([1l l+n*h wnin(va) ceilimax(val)]
title('Grafik PDL Cauchv-Euler Orde 3')
legend('y mumerik', 'y analitik','galat relatif')
xlabheli'x"')

¥label ('¥']



Lampiran 5. Output Program Penyelesaian PDL Cauchy-Euler Orde-3
dengan M etode Runge-Kutta Orde 4 Menggunakan Software
Matlab

Program Solusi Mumerik Persamaan Diferensial Linear Cauchy-Euler Orde 3
Dengan Metode Funge Eutta orde-4
Inayatul Hasanah
03510003

£ =
Inline function:
fix,¥,2,w) = =
g =
Inline function:
giX,¥,2,W) =W
q =

Inline function:
QiX, ¥, 2,0 = (6%, 3+6%log(x) -x. "2F2FxFz-2%y) fx. 3

nilai awal, ¥(0)1=19/16

nilai awal, =z(0)1=17/1l6

nilai awal, w(l)=45/8

masukkan jarak interwal, h=0.25

masukkan batas bawah interwvwal pencarian=l1
masukkan batas atas interwval pencarian=3.5
hasil komputasi

iterasi ® v v analitik galat relatif
1 1.000 1.18750000 2.43750000 0.51282051
2 1.250 1.83221742 4.31149187 0.62142630
3 1.500 2.46274797 7.34106287 0.66452432
4 1.750 3.73812351 11. 54964760 0.67912132
& Z.000 L.E2663289 17.37975949 0.e8200770
& 2,250 7.89948008 24.658284872 0.67996076&
7 Z.500 10.92871984 33.71495927 0.67584953
g 2,750 14. 68653095 4463482428 0.e7095230
a 3.000 19, 24501321 E7.60277660 0.66590129
10 3.250 2467602327 72.78017914 0.66095133
11 3.500 31.05125645 Q0.32908227 0.65624298



Lampiran 6. Grafik Program Penyelesaian PDL Cauchy-Euler Orde-3
dengan M etode Runge-Kutta Orde 4 Menggunakan Software
Matlab
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