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ABSTRAK

Rahayu, Suci. 200K onstruksi Fungsi ¢ Regular Dari Fungsi Panhar monik
Bernilai Kompleks. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri (UIN) Malang.

Pembimbing: (I). Evawati Alisah, M.Pd, (Il). Ahm&arizi, M.A

Kata Kunci: Fungsi Kompleks, Persamaan Cauchy-Riemann, Fungsnbhik,
Fungsi Panharmonik, Funggi Regular.

Fungsi kompleks merupakan fungsi yang terdiri deariabel yang
bernilai real dan variabel yang bernilai imagin&@uatu fungsi kompleks
f(2) =u(x,y) +iv(x,y) jika di deferensialkan didapatkan persamaan Cauchy
Riemanna—u:@ dan %:—@, persamaan differensial tersebut jika kita
ox oy ay ox

2 2

differensialkan lagi akan menghasilkan persamaéaq+ =0 yang biasa
X

ay”

disebut fungsi harmonik. Dalam puasa orang Muséirddpat tiga tingkatan yaitu
puasanya orang awam, puasanya orang khusus, daangaaorang khusus lebih
dari khusus, jadi jika didefferensialkan tingkatarsebut menjadi turunan ketiga.
Jika suatu fungsi harmonik yang diperumum mengkasil persamaan

_0%u  d%u
S ax® ay?
panharmonik. Jika fungsi panharmonik dipenuhi msKanjutnya bisa dibuktikan
bahwa fungsi tersebut merupakan fungsregular apabila memenuhi persamaan
ou _ov q ou_ ov_
ox oy (6)4 oy

Konstruksi fungsi ¢ regular dari fungsi panharmonik yang bernilai
kompleks menunjukkan bahwa terdapat fungsregular yang bagian realnya
Dari konstruksi tersebut juga terdapat fungsiregular yang bagian imaginernya

u. Selain dengan menggunakan perumuman Cauchy-Rreroatuk menguji ke-
M regularan suatu fungsi panharmonik yang bernilamjgleks juga bisa

Au = 4°u dimana u konstanta real positif biasa disebut fungsi

menggunakan operatdr, dimana L:ai+iai yang memenuhi persamaan
X y

Lf (2) = uf(2). Dalam tulisan ini juga dibuktikan beberapa peiaygjsifat
integral kontur suatu funggi regular.



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pemggtayang
banyak sekali manfaatnya. Demikian juga perkembailgau pengetahuan
dan teknologi yang sangat pesat saat ini tidakslejzi peran serta ilmu
matematika. Telah diketahui bahwa banyak ahli mat#a mencoba
mendefinisikan matematika sebagai ilmu tentangnbéa dan ruang, ilmu
tentang besaran, ilmu tentang bentuk dan lain setga Definisi yang ada
semuanya benar, berdasar sudut pandang tertentu. k@as ilmu
matematika yang tidak dimiliki ilmu pengetahuamladalah merupakan
abstraksi dari dunia nyata, menggunakan bahasakindn menganut pola
pikir deduktif.

Dalam kehidupan sehari-hari banyak masalah yangculisebagai
ujian dalam menjalani kehidupannya, tetapi masalabalah tersebut
memiliki bentuk model matematika yang sama. Seldndgngan mencari
penyelesaian model matematika tersebut, semua ahasaidi dapat
terselesaikan. Jika ditinjau dari penyelesaian usuabdel matematika,
kadang-kadang penyelesaian model yang satu dapainakan untuk
menyelesaiakan model matematika yang lainya. Habenarti bahwa jika
satu model matematika yang bisa diselesaikan malgetddikonstruksi

salah satu bentuk penyelesaian model matematilglgamya.



Sesuai dengan firman Allah SWT:

= A
‘*“\\ﬁ?f“f""‘“
Artinya: Manusia itu adalah umat yang satu. (setetiahbul perselisihan),

Maka Allah mengutus Para Nabi, sebagai pemberi pgtian,
dan Allah menurunkan bersama mereka kitab yang mamauk
memberi keputusan di antara manusia tentang perkgaag
mereka perselisinkan. Tidaklah berselisih tentanigabk itu
melainkan orang yang telah didatangkan kepada neeteikab,
Yaitu setelah datang kepada mereka keterangandwegen yang
nyata, karena dengki antara mereka sendiri. Makat\tiemberi
petunjuk orang-orang yang beriman kepada kebendemtang
hal yang mereka perselisinkann itu dengan kehemdak- dan
Allah selalu memberi petunjuk orang yang dikehenrtibia
kepada jalan yang luru€)S Al-Bagoroh, 213.

Hal tersebut juga terdapat pada QS Alam Nasyrah %, yang berbunyi:

P

\,@‘,@Jt@ut \;\;J\wleob
Artinya: Karena Sesungguhnya sesudah kesulitanada kemudahan,.
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemuda&nAlam
Nasyroh, 5-6.
Dari ayat diatas yaitisesudah kesulitan itu ada kemudahan
menunjukkan bahwa setiap masalah akan ada penigega. Manusia

merupakan sekelompok makhluk yang diberikan akkirgn dan selalu

diberikan cobaan dalam kehidupannya. Sebagai miakjdng sempurna



dan mempunyai akal pikiran maka setiap ada per@lasal manusia
diharapkan dapat menyelesaikan permasalahan yamggdapinya serta
membantu menyelesaikan masalah yang dihadapi olehusia lainnya
yang ada di sekitarnya karena telah dijelaskan hakilah mengutus Para
Nabi, sebagai pemberi peringatan, dan Allah menkambersama mereka
kitab yang benar Begitu juga dalam permasalahan matematika, setiap
permasalahan akan ada penyelesaiannya. Dalam nikizroatuk setiap
permasalahan sudah ada rumusnya penyelesaianmysetip penyelesaian
yang diselesaikan dengan rumus kadang-kadang dhganakan untuk
menyelesaiakan masalah lainnya yang masih berhabung

Fungsi kompleks merupakan fungsi yang terdiri deariabel
bernilai real dan variabel yang bernilai khayaluatgasa disebutnaginet
Dalamfungsi ¢ regular, fungsi yang digunakan adalah fungsi yang bernilai
kompleks yang diselesaikan dengan menggun&@asamaan Differensial
dan Integral. Hal ini disebabkan karena funggi regular merupakan sub
ruang dari fungsi panharmonikyang bernilai kompleks. Jadi dalam
mempelajari fungsi 4 regular terlebih dahulu harus paham tentang
differensial dan integral fungsi kompleks. Persamad#ferensial adalah
salah satu persamaan yang sering digunakan dalarodeéan matematika,
karena banyak hal yang lebih cocok jika diselesadt@ngan menggunakan
persamaan differensial.

Pengembangan teoffungsi harmonikdi ruang fungsi bernilai

kompleks yang memenuhi syarat Cauchy-Rieman dikdealganfungsi



analitik atauholomorpik Sedangankan pengembangan fungsi panharmonik
di ruang fungsi bernilai kompleks yang memenuhiray&auchy-Riemann
yang diperumum dikenal sebagai fungsi analitik seatau fungsi u
regular. Selain adanya keterkaitan fungsi harmoxi&gngan fungsi
panharmonik, fungsi regular juga mempunyai keterkaitan dengan fungsi
analitik. Terdapat kemiripan syarat yang harus mifp¢ oleh fungsi analitik
dan fungsi ¢ regular. Syarat fungsi analitik yaitu harus menfeénu
persamaan Cauchy-Riemann, sedangkan fupgsegular harus memenuhi
persamaan Cauchy-Riemann yang diperumum. Jadi da@mini ada
beberapa sifat fungsi analitik yang juga dipen@hiagai sifat dalam fungsi
 regular. Dari permasalahan inilah muncul permasadg/ang akan dikaji
lebih lanjut yang berkaitan dengan fungsiregular dan dalam skripsi ini
penulis mengambil temEKONSTRUKSI FUNGSI 4 REGULAR DARI

FUNGSI PANHARMONIK BERNILAI KOMPLEKS.

Rumusan Masalah
Dalam pembahasan tulisan ini, permasalahan yang akieaji
adalah sebagai berikut:
1. Bagaimana konstruksi fungsp regular dari fungsi panharmonik
bernilai kompleks.

2. Bagaimana penyajian sifat integral kontur pada $upg regular.



1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai dengan rumusan masalah diatas, maka tujadéam d
penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Mengetahui konstruksi fungsiz regular dari fungsi panharmonik
bernilai kompleks.

2. Mengetahui penyajian sifat integral kontur padagiirnu regular

1.4 Batasan Masalah
Kajian tentang fungsi 4 regular sangat luas dan dapat
direpresentasikan ke berbagai hal serta dapat m@isigan dengan berbagai
sifat operasi, akan tetapi dalam tulisan ini penulianya membahas

konstruksi fungsiu regular dari fungsi panharmonik bernilai kompleks
secara umum, dan penyajian sifat integral kontuokufungsi ¢ regular

dari fungsi panharmonik bernilai kompleks yang seacamum juga.

1.5 Manfaat Penelitian
1. Bagi peneliti, sebagai tambahan wawasan dan pdngetamengenai

fungsi i regular.

2. Bagi jurusan matematika
a. Memberikan sedikit sumbangsih yang berupa bahamrkajan
pengembangan matematika murni, sehingga selain tdapa
menggunakan teori matematika dalam aplikasinya ygmaga juga

dapat mengembangkan ilmu matematika itu sendiri.



b. Sebagai bahan referensi tentang fungsiegular.

1.6 Metode Pendlitian
Metode merupakan cara utama yang akan ditempuhkuntu
menemukan jawaban dari suatu permasalahan. Metedelif|an yang
digunakan dalam penulisan skripsi ini adaldfajfan Kepustakaan dan

Pembuktian” Pembahasan pada skripsi ini dilakukan dengan:

1. Mengumpulkan data dan mempelajari literatur yangee buku-buku,
makalah, dokumentasi, notulen, catatan harianynatedan lain-lain
yang berkaitan dengan masalah penelitian yang dikamakan dalam
mengkonstruksi fungsiy regular dari fungsi panharmonik bernilai
kompleks dan penyajian sifat integral kontur padagti ¢ regular.
Adapun literatur utama yang penulis gunakan berjyaal yang
berjudul“Fungsi ¢ Regular” karya Endang Cahya, M.A

2. Menentukan pokok permasalahan dari literatur utdmeeaupa cara
mengkonstruksi fungsiy regular dari fungsi panharmonik bernilai
kompleks dan mengetahui penyajian sifat integrakwopada fungsj
regular.

3. Untuk mengkonstruksi suatu fungsi regular dari fungsi panharmonik,
suatu fungsi f (z) =u(x,y) +iv(x,y) merupakan fungsi kontinu yang
memenuhi persamaan Cauchy-Riemann. Kemudian futeysebut

merupakan fungsi panharmonik dan selanjutnya mehigmersamaan



Cauchy-Riemann yang diperumum atau biasa di tHR-& dimana

persamaan tersebut yaitu:

ou _ov
— =+
ox oy
u_ _ov_
0x ay

Selain menggunakan persamaan perumuman Cauchy-fRieseperti

persamaan diatas, ke- regularan suatu fungsi panharmonik bernilai
kompleks dapat pula di buktikan dengan operaimplace L dimana

L=i+ii dan Lf(z)=uf(z). Dalam fungsi 4 regular juga

ox oy
berlaku fungsi sekawan.
4. Pengujian sifat integral kontur fungsk regular dilakukan dengan
mendefinisikan bagian real dan bagian imaginer mgasiasing fungsi

M regular dan juga menggunakan operatplace.

1.7 Sistematika Pembahasan
Agar dalam penulisan dan pembahasan skripsi itérsgtis dan
mudah untuk dipahami, maka pembahasannya disusajadnempat bab
sebagai berikut:
BAB I: Pendahuluan, yang berisi latar belakang, usam masalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitiartpdeepenelitian, dan

sistematika pembahasan.



BAB II: Kajian pustaka, yang berisi teori-teori ypmendukung terhadap
rumusan masalah penelitian.

BAB lll: Pambahasan, yang berisi ulasan tentangaf@m dari rumusan
masalah.

BAB IV: Penutup, berisi kesimpulan dan saran.



BAB I

KAJIAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dipaparkan teori-teori yang digan sebagai acuan
dalam menyelesaiakan permasalahan pada bab seianjserta yang berkaitan

dengan pokok permasalahan yang dibahas.

2.1 Fungs
Terdapat sembarang dua himpunan yang tidak kosodgnB. fungsif
dari himpunanA ke himpunarB adalah aturan pengawanan setiap eleri¢A

dengan tepat satu elemgn/B. Elemeny ini biasanya dinyatakan denganx )

yang dinamakan nilai fung$idi x atau bayangar oleh fungsif. HimpunanA
dinamakan daerah definisi dBrdaerah hasil atau daerah nilai funfgsilimpunan
f(A)={yOB:y= f(x),x(OA dinamakan jangkauan fungsijadi f(A) (0 B.
Jikaf(A) suatu himpunan sejati daBimakaf dinamakan fungsi daA kedalamB.
Jika f(A) = f(B) makaf dinamakan fungsi daé kepadaB. Perlu diingat fungsi
adalah suatu pengawanan secara tunggal, artingg getidalam daerah definisi
dikawankan dengan tepat satu elenyedidalam daerah hasil. Ini tidak berarti
bahwa setiapy didalam daerah hasil menjadi kawan suatu elemelidalam
daerah definisi. Mungkin elemen itu mempunyai kawanh dari satu elemex
tetapi mungkin juga tidak berkawankan satu elemenddalam daerah definisi.

Jika digambarkan dengan diagram panah yaitu:



Dalam diagram panah tersebut diatasadalah himpunan asal ddh
adalah himpunan kawan atau daerah hasil.
Relasi atau hubungan antara manusia yang saturigagg lainnya dapat

digambarkan seperti:

Manusia Manusia

\rali agam/
[ >

sesuai dengan firman Allah dalam surat Ali-‘imraatal03 yaitu:

27 S P e L P

(29 0925 M) caxilz WS A e SUIS G (Saasls

Artinya:Dan berpeganglah kamu semuanya kepada tali (agaiilh, dan
janganlah kamu bercerai berai, dan ingatlah akankmat Allah
kepadamu ketika kamu dahulu (masa Jahiliyah) bewimmsusuhan,
Maka Allah mempersatukan hatimu, lalu menjadilamiekarena nikmat

Allah, orang-orang yang bersaudara; dan kamu teladrada di tepi
jurang neraka, lalu Allah menyelamatkan kamu daradanya.
Demikianlah Allah menerangkan ayat-ayat-Nya kepagdaagar kamu
mendapat petunjulQS Ali-‘imran, 103

Ayat tersebut menjelaskan bahwa setiap manusia mn@yap suatu
hubungan dengan manusia yang lainnya. Sesuai deagah sebelumnya

dijelaskan bahwa manusia hidup di dunia akan metagiaberbagai rintangan



dan masalah untuk lebih menguatkan manusia itu bga bertahan. Untuk
menyelesaikan masalah tersebut dibutuhkan seseoramg diharapkan bisa
mengurangi beban tersebut atau bahkan bisa membseryelesaiaknnya. Jadi
dalam hal ini terdapat hubungan yang sangat eraramanusia satu dengan
manusia yang lainnya. Dan untuk menjaga hubungaghat diperlukan suatu tali
sebagai pengikat yang dapat mempererat dsalingageenpan tali tersebut adalah

agama atau kepercayaan yang di yakininya.

2.2 Bilangan Kompleks
Bilangan komplekg dinyatakan dalam bentuk:
2=Xx+iy
dimanax dany adalah bilangan riil danadalah satuan khayal (imaginery unit)
sedemikian sehingg& = - . Jika z = x +iy , makax dinamakan bagian riil dazi
dany dinamakan bagian khayal darilan berturut-turut dinyatakan dengRe[z}
dan Im{z}. Lambangz, yang dapat ditempatkan untuk sesuatu dari himpuna

bilangan kompleks dinamakan peubah kompleks.

Jadi bilangan kompleks adalalbilangan yang berbentukz = x+iy

dengarx dany bilangan real dan® = -1
Operasi-operasi dasar bilangan kompleks yaitu:
1. Penjumlahan

(a+bi)+(c+di) = a+bi+c+di
= (a+c) + (b+d)i



2. Pengurangan

(a+bi)-(c+di)=a-bi+c—di
=(a-c)+(b-dji

3. Perkalian

(a+bi)(c+ di) = ac+ adi + bci + bdi®
= (ac—bd) + (ad + bc)i

4. Pembagian

a+tbi _a=bi_ c-di

ctdi c=di c—di
_ ac-adi+ bci-bdi?
3 c? - d??
_ac+hbd+(bc—ad)i
- c®+d?
:ac+bd bc+adi
c’+d? c*+d?

Dua bilangan kompleks +iy dana+ib dikatakan sama jika dan hanya
jlka x=a dan y=b. Kita dapat memandang bilangan riil sebagai badizm
himpunan bilangan komplek dengan= . Iadi bilangan komplek§+0i dan
—3+0i berturut-turut menyatakan bilangan 0 dan -3. JikaO, maka bilangan
kompleksO+iy atauiy dinamakarbilangan khayal sejati.

Kompleks sekawan, atau disingkat kawan dari sudandan kompleks
z=x+yi adalah bilanganz=x-yi. Kompleks sekawan suatu bilangan

kompleks z seringkali dinyatakan dengan atau z*. Selain disebut sebagai

sekawan juga biasa disebut seb&gaijugat Sifat-sifat operasi konjugat yaitu:

2=2 2,+2,=2+2,



L-5L, =470 22,222,

217, = 2] Ret) = %1
Im(2) = Z;Z z=(Re@)’ +(Im(2))’

2.3 Fungs Kompleks
DiberikanD suatu sub himpunan bilangan kompl€kslikaz menyatakan
sembarang titik didalarD, jadi z menyatakan bilangan kompleks dalam D. Maka

z danamakan suatu variabel kompleks. UnwikiD maka nilai fungsi f(2)

adalah bilangan kompleks. Fungsi yang bernilaikdanbgan kompleks disebut
fungsi bernilai kompleks atau disingkat fungsi koes.

“Jika diberikan fungsi bernilai kompleks dari vdréd kompleks f(z )
maka f(2) =u(x,y)+iv(x,y ) denganu dan v fungsi bernilai real dari

variabel realx dany. Fungsiu(x,y) dan v(x,y) berturut-turut dinamakan

bagian real dan bagian imajiner dari fundge)”

2.4 Fungs Kontinu

Misalkan f(2)terdefinisi dan bernilai tunggal dalam suatu linggan
dari z=z, dan padaz = z, . f(z) kontinu di suatu titikz = z, jikka memenuhi:
a) limof(z)=lada,

b) f(z,)ada, yaituf (z )terdefinisi diz,,

¢) f(z,)=I



Suatu fungsi f(z) dikatakan kontinu pada suatu daerah jika fungssetaut

kontinu di semua titik pada daerah tersebut

2.5 Differensal
Misalkan Az = dz suatu pertambahan yang diberikan urdukaka
Aw = f(z+Az)- f(2)

dinamakan pertambahan dalam= f(z). Jika f(z) kontinu dan memiliki
turunan pertama yang kontinu dalam suatu daeraka ma

Aw= f (2)Az+, Az= f (2)dz+,dz
dimana; - 0 untuk Az - 0. Bentuk

dw= f (2)dz

dinamakan differensial daw atau f (z), atau bagian utama datiw. Perhatikan

bahwa secara umumw # dw. Kita menamakardz sebagai differensial daz
Biasa dituliskan

2\{\/: £(2) = lim {2+ 82 = 1(2) _ i, AW

Az-.0 YAV £z-0 A7

Ini menegaskan bahwiz dandw bukan limit dariAz dan Aw bilamanaAz - 0,

karena limit ini adalah nol sedangkailz dan dw tidak perlu nol. Sebagai
pengganti, jika diberikadz maka kita menentukagw dari dw= f (z)dz, yaitu

dw adalah suatu peubah tak bebas yang ditentukapelabah tak bebalkz untuk

suatuz yang diberikan.



Sangat berguna sekali untuk menganggildz sebagai suatu operator
yang bilamana bekerja pada= f (z) akan memberikanlw/dz= f (2).
Jika C konstanta kompleks daf'(z) dan g'(z) ada, maka berlaku

rumus-rumus berikut:

1.32(0)=O
d . d
2. Llet@]=c 1 ()]
d _d ol
3. 1@x0@]= [t (] [o(2)]

4. 211@9()]= @9+ D9 @

5. d{ f (z)} = ST 2200 untuk g(9) # 0.
dz| 9(2) [9(2)]

2.6 Integral kompleks
Definisi: Untuk fungsi kompleks dari variabel redl(z) =u(z) +iv(z) dengan

x< z<y, didefinisikan
[ f(@dz=["u(2)dz+i[ W(2)dz

Integral kompleks diruas kiri pada persamaan diteteh didefinisikan
dengan baik, sebab kita telah mengenal definisu&eadtegral fungsi real diruas
kanan. Jikau danv kontinu sepotong-sepotong paday], maka kedua integral
diruas kanan pada persamaan diatas ada, demikgen ijuegral diruas Kiri.

Tentang integral pada persamaan diatas berlakus#iéh sebagai berikut.



[ -

. Re( [t (z)dz) = ['Ret (2)dz

N

. |m(jxy f (z)dz) =['im t (2)dz

w

. Ly{f (2) + g(2)}dz= Ly f(z)dz+jxyg(z)dz

N

: kjy f(2)dz= jykf(z)dz, dimanak adalah konstanta

ol

. jxy f(2)dz= —jyxf(z)dz

(o3}

. jxy f(2)dz= j f (z)dz+Ly f (2)dz

\'

| f@d2=[|f(2lez @asb)

2.7 Persamaan Cauchy Riemann

Dalam pembahasan funggi regular, syarat yang sangat perlu sebelum
pembuktian adalah fungsi tersebut haruslah memesifi Cauchy-Riemann
yang diperumum atau biasa dituliskan C-R-u.

Suatu syarat perlu agav= f(z) =u(x,y) +iv(x,y) analitik dalam suatu
daerah R adalalndanv memenuhi persamaan Cauchy Riemann

u_ov
ox oy dy  0x

Jika turunan parsial dalam persamaan diatas kordalam R, maka
persamaan Cauchy Rieman adalah syarat cukupfag@aranalitik dalam R.
Fungsi u(x,y) dan v(x,y)sering kali dinamakan fungsi sekawan, jika

salah satu dari padanya di berikan maka kita dapatentukan yang lainnya



(terlepas dari suatu konstanta penjumlahan semdparsehinggau +iv = f(2)

analitik.

2.8 Fungs Bessel

Persamaan differensial

%
. d y+XQ (2X2_

B> dx vy=0

X

dikenal sebagai persamaan Bessel berordedengan parameter read.
Persamaan bessel ini memiliki penyelesaian berkentu

du

y(t) =aJ_(t) +bJ (t)j €

Untuk v =n0Z, dant = Ax dengan

o 1) ( )n+2k
In(t) = Z KIF(n+k+1)

k=0
yang selanjutnya fungsi ini diseldfungsi Bessel jenis pertama berorde n
Jika untuk kasus A =i pada persamaan yang pertama, maka

persamaannya menjadi

2
x2%+xcdjy—(x2+v2)yzo
X X

yang selanjutnya dikenal sebagaersamaan Bessel yang dimodifikasi jenis
pertama berorde v. Penyelesaian persamaan kedua dapat diperoleh dari
penyelesaian persamaan pertama, yaitu dengan ns#nsikan A =i. Untuk

v =n0Z, penyelesaian persamaan kedua mempunyai bentuk



y() =al () +bl, () o0 ())2

dengan

1(X)=i™"J,(ix)
o ( )n+2k
Z;) KIF(n+k+1)

zlm”{“ GF , @ }
ni\ 2 I(n+1) 2i(n+D(n+2)

Fungsi | ,(x) dikenal sebagafungsi Bessel jenis pertama yang dimodifikasi.

Fungsi ini biasa juga ditulis sebagai

110925 (5] w09

i LCIN

In+1) 12(n+H(n+2)

dengan

W, (x) =1+

Jika n = 0, maka diperolet ,(x) = W, (x )

2.9 Fungsi Harmonik
Di berikan fungsi f (z) =u(x,y) +iv(X,y) yang analitik pada domaib.
Jadi dalanD berlaku persamaan Cauchy Riemann.

au _ov ou ov
— dan—=-—

X ay oy 0x

2 2
Karena semua derivatif parsial kontinu p&jamaka berlakua—v = v pada
0xdy  0yox

D. Dengan mendefinisikan persamaan Cauchy Riemang partama kex dan



2 2
yang kedua kg, kemudian dijumlahkan maka di perole%n% +Z—L2J =0, berlaku
X y

2 2
di seluruh D, dengan cara yang serupa di perolgh %—Z+%=O untuk
X y

semua(x,y)D.

Jadi jikaf analitik padaD makau danv dalamD memenuhi persamaan

differensial Laplace dalam dua dimensi

2 2
M+M: 0
x> oy?

Fungsi real dari dua variabel real yang mempunyaivdtif parsial
pertama dan kedua yang kontinu persamaan diffedehsiplace dalam suatu
domain dinamakan fungsi harmonik pada domain iadi & dan v dimana

f(2) =u(x,y) +iv(x,y) analitik pada suatu domain maka mereka harmonik

dalam domain itu.

2.10 Fungsi Panhar monik

. . CETI T .
Persamaan differensialdu =— +— = U, di mana u sebuah

ox° oy

konstanta real positif, di sebut persamaan Yuka$ebuah fungsi €yang
memenuhi persamaan Yukawa di sebut fungsi panhakm@uatu fungsi
kompleks bisa dikatakan fungsi panharmonik jikaglintersebut memenuhi
persamaan Cauchy-Riemann. Jadi dalam membuktikaysif tersebut termasuk
fungsi panharmonik, harus dibuktikan terlebih dahbahwa fungsi tersebut

memenuhi persamaan Cauchy-Riemann.



Teorema: Misalkan f (z) = u(x,y) +iv(x,y) fungsi bernilai kompleks dC*(Q).
Fungsi f panharmonik jika dan hanya jika u dan vsmg-masing fungsi
panharmonik.

Bukti
Misalkan f (z) =u(x,y) +iv(x,y) panharmonik pad® , maka:

0% f 62f 62u 0v d%u 0%
i+ ——+

I A
ax2 ox>  dy* oy’
6 u 6 v, 6 v
ay? ax ay
( J u+iv)

= 1P (u+iv)

= f

Jadi, dari persamaan diatas dapat disimpulkan bahwa

0%u 0% 0%v 9%
+

= p’u,danjuga— + :
ox*

= UV

¢ ay?

ay°
merupakan fungsi panharmonik karena masing-masdanv panharmonik.
Teorema: Misalkan f fungsi panharmonik bernilai kompleks dansuatu
konstanta kompleks. Mala juga panharmonik.

Bukti

Misalkan f(2) =u(x,y) +iv(x,y), dimana u, Vv masing-masing fungsi
panharmonik bernilai real dan misalkan pala C, dimanac =a+ib. pandang
bahwa

h(z) =cf(2)
=(au—bv) +i(av+bu)



Maka,

9%h _ a*(au-bv) ‘i 0% (av+bu)
ox* ox* oy’
d°h _ 9% (au—bv) i d?(av+bu)
oy’ dy” x>

Jadi diperoleh

g—j; +Z—;? = p’cf(2)

Teorema Misalkan f fungsi panharmonik bernilai kompleks, kaaf '(z) juga
fungsi panharmonik.

Bukti

Misalkan

of
h(z) =2—
(2 = P

o .0 .
=l —-i—= (u+|v)
ox oy
_(0u ov) .[ov oadu
= —+—|+Il| — ——
ox oy ox oy
Maka
a_2z=02 ou 6v i62 ov_du
ox®  ax2| ox ay ox> | ax ay
a_zz:i ou , dv 62 ov_du
ay?  dy? | ox ay ay ax oy
Jadikita peroleh

d°h  0°h _ ou ov av ou
B Y A e
x> oy’ ox 6y ' ax ay

:'uzh
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2.11 Fungs p Regular
Pada awalnya pendefinisian fungsi regular pada fungsi bernilai
kompleks f(x,y)=u(x y)+iv(x,y ) bila berlaku Lf = uf dimana operator

L ::+i(;9 danv bilangan kompleks. Tetapi pada akhirnya Duffirakidagi
X y

menggunakan bilangan kompleks melainkan menggunakan bilangan real dan

istilah yang digunakan regular kanan dan regularRila v = i bilangan positif,
makaf yang memenuhLf = uf disebut regular kanan dan jika=-u maka

disebut regular kiri. Dengan syarat keregularanakaf = 4 f , ini bersesuaian

dengan persamaan Cauchy-Riemann yang diperumum

ou _ov

— W= W
ox oy
T o
0x oy

Makaf di sebut fungsit regular.
Jadi fungsi x regular adalah fungsi yang memenuhi persamaan

Perumuman Cauchy-Riemann, yaitu:

ou _ov
—L_ =T o5
ox oy
u__ov_
0x ay

Dalam Colton fungsi ini di sebut juga fungsi anklgemu pseudo analitiz dan

dapat di tunjunkkan bahwa fundsi u danv masing-masing fungsi panharmonik.



Untuk penguijian ke: regularan suatu fungsi bernilai komplekdi C* dapat di

gunakanLf (z) = ¢ f (z) dimanalL :%Hi

oy
Dalam firman Allah surat Al-Insyigaaq ayat 19, yait
B o5 G
Artinya: Sesungguhnya kamu melalui tingkat dengkiét. QS Al-Insyigaaq 19
Imam Al-Ghazali dalam kitathya' Ulumuddinmembagi puasa dalam tiga
tingkatan, yaitu:
1. Puasanya Orang Awam
Puasanya orang awam adalah puasa yang hanya meperudridari

makan dan minum) dan kemaluan dari mempertunutkayahwat.

Rasulullah Saw bersabda:
Ll 7550 Y) (o A (il g U (30 38

Artinya: "Berapa banyak orang yang berpuasa, namun tdid&patkan
dari puasanya itu kecuali haus dan lapgar

Imam Al-Ghazali berkata :
"Berapa banyak orang yang berpuasa, namun ia tichendapatkan
dari puasanya itu selain lapar dan haus. Sebhbkikat puasa itu
adalah menahan hawa nafsu, bukanlah sekedar naenddpar dan
haus. Boleh jadi orang tersebut memandang yang rhara
menggunjing dan berdusta. Maka yang demikian itunbaalkan
hakikat puasa."

Para Ulama berkata:
"Betapa banyak orang yang berpuasa padahabeebuka (tidak
berpuasa) dan betapa banyak orang yang berbyedahal ia
berpuasa.”

Yang dimaksud dengan orang yang berbuka tetapubsgpialah menjaga

anggota tubuhnya dari perbuatan dosa sementagta@rmakan dan minum.



Sedangkan yang dimaksud dengan berpuasa tapi leerialkh yang

melaparkan perutnya sementara ia melepaskan kdvagilianggota tubuh

yang lain.

2.

Puasanya Orang Khusus

Yaitu puasanya orang-orang sholeh, yang selaimahan perut dan

kemaluan juga menahan semua anggota badan daragbertosa,

kesempurnaannya ada 7 perkara, yaitu:

a.

Menundukkan pandangan dan menahannya dari ndamg hal
yang dicela dan dibenci, kesetiap hal yang dapaiyibekkan diri dari
mengingat Allah Swit.

Menjaga lisan dari membual, dusta, ghibah, perkatdasar,
pertengkaran, perdebatan dan mengendalikannya lergjam,
menyibukkan dengan dzikrullah dan membaca Al-qur'an

Menahan pendengaran dari mendengarkan setiap g wgéenci
(makruh) karena setiap hal yang diharamkan perkat@adiharamkan
pula mendengarnya.

Menahan berbagai anggota badan lainnya ddbabear dosa seperti
tangan, kaki dari hal-hal yang dibenci, menahamtpdari memakan
makanan yang subhat (meragukan) pada saat tidal lberbuka).
Tidak memperbanyak makanan yang halal pada bkediuka sampai
penuh perutnya, karena tidak ada wadah yang dilmdgitiAllah kecuali
perut yang penuh dengan makanan halal. Bagainaresanya bisa

bermanfaat untuk menundukkan musuhnya (setan) wi@mgalahkan



syahwatnya jika orang yang berpuasa pada saat Keermelahap
berbagi makanan sebagai pengganti makanan yank tilaolehkan
memakannya pada siang hari. Bahkan menjadi tratksiyimpan dan
mengumpulkan makanan sebagai persiapan pada shak&éegadahal
makanan yang tersimpan itu melebihi kapasitas pkitat bahkan
mungkin bisa untuk makanan satu minggu.

Mengurangi Tidur. Banyak orang yang termakan olaldist dhaif
(lemah)"Bahwa tidurnya orang berpuasa adalah ibadahyadahal
telah menjadi kebiasaan Rasulullah Saw,

"Apabila  bulan Ramadhan tiba, beliau melipat aldaslurnya
(mengurangi tidur), mengetatkan sarungnya (yakmirsbngguh-
sungguh dalam ibadah), serta mengajak keluayganberbuat
seperti itu pula’

. Cemas dan harap. Hendaklah hatinya dalam keademyatitung" dan
"terguncang" antara cemas dan harap karena titlaka@akah puasanya
diterima dan termasuk golongan yaviggorrobin atau ditolak sehingga
termasuk orang yang dimurkai oleh Allah Swt. Heralakatinya selalu
dalam keadaan demikian setiap selesai melakukanikeab Hadist-
hadist Rasulullah Saw,

"Puasa adalah perisai (tabir penghalang daperbuatan dosa).
Maka apabila seseorang dari kamu sedang berpugsayanlah ia
mengucapkan sesuatu yang keji dan janganlah iauzgrfahil." (HR
Bukhari-Muslim).

Lima hal yang dapat membatalkan puasa: berkattadughibah

(menggunjing orang), memfithah, sumpah dusta damamdang

dengan syahwat.



"Barang siapa yang tidak dapat meninggalkarrkptgan kotor dan
dusta selama berpuasa, maka Allah Swt tidakhdjat kepada
puasanya." (HR Bukhari) "Orang  yang menggunjing dan
mendengarkan gunjingan, keduanya bersekutu dalatvuptan dosa.”
(HR Ath-Thabrani).
3. Puasanya Orang Khusus Lebih dari Khusus
Yaitu puasa hati dari berbagai keinginan yanglaé dan pikiran-
pikiran yang tidak berharga, juga menjaga hati selain Allah secara total.
Puasa ini akan menjadi "batal" karena pikiran sefdlah (pikiran tentang
dunia). Ini adalah puasanya para Nabi dan Rasah/giwt.

Telah diketahui bahwa dalam puasa terdapat bebérapatan. Jika kita
aplikasikan dalam fungsp regular dimanay adalah konstanta real positif,
sehingga nilai darip adalah bilangan real positif. Puasa merupakanusuat
kewajiban bagi umat muslim diwaktu Ramadhan, dehtdijelaskan sebelumnya
bahwa dalam puasa tersebut ada beberapa tingkasdanpun terkesan bahwa
pada tingkatan yang pertama tersebut kurang baikte€lanasuk rendah, akan
tetapi kita tetap mendapat pahala karena kita soddhksanakan kewajiban kita,
yaitu menjalankan puasa pada waktu bulan Ramadlaaln. dalam hal tingkatan
puasa tersebut termasuk tingkatan yang positif wpaia belum tentu diketahui

berapa banyak pahala yang akan kita dapatkan,ubpgii denganu regular,

berapapun nilai dayi tetapi nilainya tetap merupakan konstanta reatipos



2.12 Penyelesaian Persamaan Differensial Dengan Integral kontur

Integral kontur biasa juga disebut dengan istilaiegral lintasan. Misal
diberikan fungsi f(2) =u(x,y)+iv(x,y) yang didefinisikan dan kontinu
sepotong-sepotong pada lintasan di bidang kom@ekska dapat ditulis

L f (2)dz

yang dinamakan integral lintasan fungsepanjang.
Sering kali sangat diperlukan untuk menentukan wsyasgnyelesaian

persamaan differensial kontur yang berbentuk
f(2) = §C k(z,t)G(t)dt
dimana k(z,t) dinamakan kernelir{ti). Salah satu kemungkinan yang sangat
berguna muncul jik&(zt) = e*, dalam kasus ini
(5 §C e G(t)dt

Penyelesaian seperti ini mungkin terjadi di mana&fiseen dalam persamaan

differensialnya adalah fungsi rasional.



BAB 111

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas sedikit ulasan tentafngsiéungsi u regular,
bagaimana konstruksi fungsp regular dari fungsi panharmonik bernilai

kompleks, serta penyajian sifat integral konturgpathgsi 2 regular.

3.1 Definis fungs u regular
Misalkan Q himpunan buka terhubung sederhanaltfi. Misalkan f
merupakan fungsi bernilai kompleks @*(Q) dimana f(2) =u(x, y) +iv(x, y)

sebuah fungsi bernilai kompleks dengasianv memenuhi persamaan

ou _ov
NN S
ox oy
QU ¥ o0
0x ay

dimana x4 sebuah konstanta real positif, makdi sebut fungsiu regular dan
sistem persamaan differensial yang digunakan diditebut persamaan Cauchy-
Riemann yang diperumum atau biasa dituliskan C-R3ika persamaan
differensial tersebut dipenuhi maka dapat ditunguklbahwau danv masing-
masing merupakan panharmonik yang bernilai real idérsebut merupakan

fungsi panharmonik yang bernilai kompleks.
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3.2Konstruks fungs u regular

Untuk mengkonstruksi fungsi 4 regular maka suatu fungsi
f(2) =u(x,y) +iv(x,y) merupakan fungsi yang kontinu dan memenuhi
persamaan Cauchy-Riemann kemudian dibuktikan baliwagsi tersebut
merupakan fungsi panharmonik dan memenuhi perumu@eurchy-Riemann.
Konstruksi fungsiu regular dapat dijelaskan dengan beberapa teoreperts

dibawabh ini.

Teorema 3.2.1
Misalkan Q 0 0% daerah buka terhubung sederhana. Misalkan u sebuah
fungsi panharmonik real pad® . Maka terdapat fungsy regular padaQ
yang bagian realnya u.
Bukti
Diketahui bahwa fungsi f(z) =u(x,y) +iv(x,y ) merupakan fungsi
kontinu, maka untuk menunjukkan bahwi&a(z) =u(x,y)+iv(x,y fyngsi u
regular padaQ, maka harus ditunjukkan terlebih dahulu terdapatgs$i

panharmonik/ padaQ . Untuk itu konstruksi

V(xY) = I[a“(x” uu(x,t)jdtw(x)

dengan batast adalah dari a sampai y dimana ¢(x) memenuhi

¢

=0. Karena ¢ kontinu dan w kontinu maka
y

1 )+6u(x ,a)
oy



persamaan differensial tersebut memiliki penyetgsalan dapat diintegralkan,
sehinggar yang didefinisikan diatas ada dan tidak kosong.
Untuk menunjukkan f(z) =u(x,y) +iv(x,y) fungsi u regular maka kita

turunkanv secara parsial terhadapyaitu:

) = [ 24950t Jo-+ 00

M) J(a ux) au(x’t)JdH(b'(X)
(6)4

0%u(x,t) _Iuauéx,t)Jdt >
X

i[,u u(x,t) - oy
= -2 s flucen) - n 2D g 09

_ ou(x,a) _au(x,y)

m‘—a

wuf{ )~ w20 o

oy oy
_ou(x,a) ou(x,y) B/ -
=24 -y U@(x) —v(x, )+ (X)
= -0 )49 + g9 + 2062
y oy
= _augx,y) — (X, )
y

Setelah diturunkan diperol% = —gu—,uv dimana terdapat bagian realnya
X y

dan jika kita turunkanv secara parsial jugaterhadap y maka akan
. ov _0du : .
dlperoleha—y :a——,uv yang bagian realnya juga

X

Setelah dilakukan pendifferensialan secara pardagbat dilihat bahwau

danv diatas memenuhi persamaan perumuman sifat CauemyaRn sehingga



terbukti bahwav panharmonik. Karena panharmonik dan terlihat bahwa syarat

fungsi u regular terpenuhi maka fungsi tersebut merupaikagdi ¢ regular.

Persamaan differensiat (x) + u@(x) +

_augx, -9 merupakan persamaan

differensial linier orde satu dengan faktor integree® dan mempunyai

penyelesaian:
¢(X) = e‘l’x(_ J-eﬂt M dt + CJ
4 ay

Terlepas dari penyelesaian diatas, kita kembala gadsamaan sebelumnya yaitu

pada persamaan

# 09+ upx) + %2 = g
y
# 9+ up(x) = - 22
y

terdapat tak hingga banyaknya fung#(x) yang memenuhi persamaan

differensial tersebut, tetap(i3M akan selalu tetap. Sehingga hal ini akan

oy

mengakibatkan perbedaan antangang satu dengan yang lainnya hanya berbeda

J¢

sebesarg (x) yang memenuhaH+,u¢(x) =0, yaitu ¢(x) =ke™ untuk suatu
X

konstanta redi.



Teorema 3.2.2
Misalkan Q 0 0% daerah buka terhubung sederhana. Misalkan v sebuah
fungsi panharmonik real pad® . Maka terdapat fungsp regular padaQ
yang bagian imaginernya u.

Bukti

Sama halnya dengan bukti teorema sebelumnya dimdnagsi

f(2) =u(x,y) +iv(x,y) merupakan fungsi kontinu, maka untuk menunjukkan

bahwa f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fungsi u regular pada Q, maka harus

ditunjukkan terlebih dahulu terdapat fungsi panharik u pada Q. Untuk itu

konstruksi

u(iy) =] 200

a

y AN(X,t)jdt (%),

dengan batags yang sama yaitu dam sampaiy dimana ¢/(x ) memenuhi

persamaar%ﬂ—yz//(x) = av(ax’ 3) =0. Karenay kontinu dan av(ax, y) kontinu
X y

maka persamaan differensial tersebut memiliki pkEsggan dan dapat
diintegralkan, sehingga yang didefinisikan diatas ada dan tidak kosongukin
menunjukkan f (2) =u(x,y) +iv(x,y )fungsi 4 regular maka kita turunkan

secara parsial terhadapyaitu:



) == 20+ ) e+ 9

au(x y) I(a ;/)((xt) av(xt)Jde(X)
I( u(xt) - av(xt) ’udv(xt)jdtwl(x)
92

e

:av(x,y)_GV(X,a)+ﬂj( (X, t) — aV(Xt)jdtﬂ,l/(x)

v(X, t)Jdt_'_J‘( U V(X t)) ov (g))((,t) dt+(,[/(X)

a

oy oy
_ov(X,y) 0v(x,a) . :
S o + (- () +u(x ) +¢ (%)
= 20O ¢ e, )+ () - () - 2%
y oy
_ov(xy)
oy + (X, y)

Setelah diturunkan diperole%g :gv + u dimana bagian imaginernya adalah
X oy

dan jika kita turunkaru secara parsial jugterhadapy maka akan diperoleh

u__ov_
ay (6)4

Setelah dilakukan pendifferensialan secara pardegat dilihat bahwa
danv diatas memenuhi persamaan perumuman sifat CauelmyaRn sehingga
terbukti bahwau panharmonik. Untuk selanjutnya sama dengan teorema

sebelumnya yaitu fungsi tersebut merupakan fupgsegular.

ov(x,a)

Persamaan differensialy (x) — u(x) - 3
y

=0 merupakan persamaan

differensial linier orde satu dengan faktor integree™™ dan mempunyai

penyelesaian:



— | [ OV(E, Q)
Y(x)=e ue”a—ydﬁc]

Terlepas dari penyelesaian diatas, kita kembala ggadsamaan sebelumnya yaitu

pada persamaan

w09~ - 222 o
y
w09 - () = 202
y

terdapat tak hingga banyaknya funggi(x) yang memenuhi persamaan

ov(x,a)

differensial tersebut, tetapivaxi’a akan selalu tetap. Sehingga hal ini akan
y

mengakibatkan perbedaan antargang satu dengan yang lainnya hanya berbeda
sebesary(x) yang memenuhy (x) — up(x) = 0, yaitu (/(x) = ke™.

Dari pernyataan diatas dapat diketahui bahwa mief@@agkonstruksian
bagian real dan bagian imaginer untuk fungsregular dari fungsi panharmonik,
maka hasilnya tidak tunggal.

Setelah pengkonstruksian funggi regular dari kedua teorema tersebut
diatas, memunculkan teorema yang berkaitan derngztrfungsi ¢ regular yang

akan dijelaskan pada teorema selanjutnya.

Teorema 3.2.3

Selisih dua buah fungsit regular yang memiliki bagian real yang sama

adalah sebuah fungsi(x) = ike”* untuk suatu konstanta real k.



Bukti

Misalkan f,(z) =u(x,y) +iv,(x,y )dan f,(2) =u(Xx, y) +iv,(X,y)

(f, - 1,)(2) =69
f.(2) = f,(2) =c(x)

(U(x, y) +ivy (X, ¥)) = (U(X, y) +iv, (X, ¥)) = c(X)
(v (% y) =V, (X, Y)) = c(X)

i(v; —V,) =c(X)

Misalkan f  fungsi 4 regular bernilai imaginer, makaf (z) =iv(x,y .)
: ov ov -
Berdasarkan perumuman Cauchy-Riemann, méakapv: 0 dana— =0 halini
X y

mengakibatkan fungsv hanya bergantung pada variabelyang memenuhi

? + v =0. Sehingga kita perolek(x, y) = ke”” untuk suatu konstanta relal
X

sehingga diperoleh
c(x) = ike™ ™
GERY —u(ike™)
0x
49 = - (et
X
2 - e
X

Selain menggunakan sifat perumuman Cauchy-Riemsebyah fungsju

regular dapat juga dibangun oleh sebuah fungsi gramimik dengan
. _0 .0 — .
menggunakan opelatdr, dlmanaL—a—+|E dan Lf(2) = uf(2). Sehingga
X

diperoleh:
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L( fl - fz) = iL(Vl _Vz)

KarenaLf (2) = uf(2) maka,u(f1 - f2)= —-ui(v, —V,), sehingga diperoleh

o

o (Vl _Vz) = —IUi(Vl _Vz) )

dan untuk ai(vl—vz):o, sehingga penyelesaiannnya adalghv, =ike™
y

untuk suatu konstanta rdal

Teorema 3.2.4

Selisih dua buah funggi regular yang memiliki bagian imaginer yang sama
adalah sebuah fungsi(x) = ke’ untuk suatu konstanta real k.

Bukti

Misalakan f,(2) = u, (X, y) +iv(X,y) dan f,(2) =u,(x,y) +iv(X,Y)

(f, = £,)(2) = c(x)

f1(2) = £,(2) = c(x)

(U, (%, y) +iv(x, y)) = (U, (X, ) +iV(x, Y)) = c(X)
U, (X, y) —U, (%, y) = ¢(X)

u, —u, =c(x)

Misalkan f fungsi u regular bernilai real, makd (z) =u(x,y). Berdasarkan

perumuman Cauchy-Riemann, ma%%:,w dan?—a;/ =0 hal ini mengakibatkan
X



fungsi u hanya bergantung pada varialslgang memenuhf;—u = mu. Sehingga
X

kita perolehu(x, y) = ke untuk suatu konstanta rdalsehingga diperoleh

c(x) = ke

2 - ptke)
X

2% - ey
X

%) = 4
X

Jika dibuktikan dengan menggunakan opelhtanaka:

L(f, - f,)=iL(u, —u,)

=X i+ii (U, —u,)
ay ay 1 2

0 .0
:&(ul_uz)'*'la*y(ul _uz)

Dan hasil tersebut harus sama dengéq = fz): U(u, —u,) sehingga diperoleh
(?(u1 —-Uu,) = f4(u, —u,), untuk :(ul —-u,) =0 sehingga penyelesaiannya
X 4

adalahu, —u, = ke

H(x+Y)
Contoh. Misal u(x,y):(1+ﬁ V2 maka dapat ditunjukkan bahwa

panharmonik.
Jawab.

H(x+y)

u(x ) = (142 2




au u ll(j/(jY) 62u ﬂz H(X+Y)
— = 0+42)=e V2 2o 1+ 2) e V2
ax (1 \/_)ﬁ aXZ (1 \/_) 2

ou U H(x+y) azu ,L12 H(x+y)
dy V2 oy* be-2) 2

Dari hasil persamaan diatas terlihat bahwa hasitidak nol, jadi terdapafu
yang memenuhi persamaan panharmonik. Kemudian demgadifferensialkan

turunan pertama dari persamaan diatas diperoleh

H(xty)
v=-+Le 2 _ setelah diketahui nilai davi dan terbukti bahwa merupakan

V2
fungsi panharmonik. Dan selanjutnya terbyktiregular.

Dari kedua teorema diatas, yailemma 3.3.3dan lemma 3.3.4
menunjukkan bahwa kedua funggi regular tersebut baik yang bernilai real
maupun yang bernilai imaginer hanya yang berganpaua variablex saja. Hal
ini berbeda dengan fungsi analitik, karena fungsaliak yang bernilai real
ataupun yang bernilai imaginer adalah fungsi kanstBernyataan tersebut
menjelaskankan bahwa tidak akan ada fungsregular konstan kecuali fungsi
nol.

Dalam fungsi analitik, kita mengenal fungsi sekavaarmonik. Dalam
fungsi u regular juga dikenal istilah fungsi sekawan pamiwark. Fungsiv

disebut sekawan panharmonik dengafika dipenuhi sifat perumuman Cauchy-



Riemann (C-R-u) vyaitu o = Ll +/ dan ou = _v_ Mv. Begitu pula
ox oy oy 0x

sebaliknyau disebut sekawan panharmonik dengajika dipenuhi persamaan

perumuman Cauchy-Riemann (C-R-u) yaav = W +v dan —=-—-
X oy

Sehingga muncul akibat jikasekawan panharmonik dengamaka—v sekawan

panharmonik denganu. sebagai buktinya yaitu:

Misalkanv sekawan panharmonik denagnmaka berlakug—u :?ﬂuu dan
X oy

ou_ _ov_

— = . Sehingga

By Fw W g9
ou ov

( GXJ ( ayJ H-u)

ERCES

Hal tersebut menyatakan bahwa sekawan panharmonik dengatwu dan

membuktikan bahwa dalam funggi regular juga berlaku fungsi sekawan.
Sebuah fungsp regular dari fungsi panharmonik yang bernilai kéekp

juga dapat dibangun dengan menggunakan operaferatisial Laplacd. yang

akan dijelaskan seperti dibawah ini.

Lemma 3.2.5
Misalkan u(z) fungsi panharmonik maké (z) = pu(z) + Lu(z) fungsi u

regular.



Bukti

Untuk mengetahui bahwa fungs$i(z) teresbut merupakan funggi regular,

maka harus ditunjukkan bahwd (z) = i f (z), maka

Lf (2) = L{uu(2) + W(z))
= {Lu(2) + LLu(2)
= iu(2) + Au(2)
= u{Lu(@) + m(2))
= ut (2

Jadi terbukti bahwalf (z) = uf(z), sehingga fungsi tersebut merupakan

fungsi i regular.

Lemma 3.2.6
Misalkan u(z) fungsi panharmonik makd (z) = i(-uu(z) + Lu(z)) fungsi u
regular.

Bukti
Sama halnya dengan lemma sebelumnya, untuk mengditahwa fungsi

f(2) tersebut merupakan funggi regular, maka harus ditunjukkan bahwa
Lf (2) = 4 f (2) , maka

L (2) = Li(- zu(2) + ()
= —ziLu(2) +iL Lu(2)
= —fiLu(2) +ip’u(2)
= - iLu(@) + ()
=it (2)



Terbukti bahwa fungsi tersebut fungsi regular, karena memenuhi

persamaarlf (z) = zi f (2) .

3.3 Integral kontur fungsi x regular
Dalam pembahasan fungsi regular yang berperan penting dalam

pembahsannya adalah persamaan differensial, mak& orengetahui sifat-sifat

yang berlaku pada funggi regular digunakan integral untuk memperoleh sifat-
sifat tersebut. Domain dari funggi regular adalah pad®, maka digunakan

integral kontur atau biasa disebut integral lintasa

Secara umum perkalian dua buah fungsregular tak nol bukan fungsi
A regular. Untuk itu akan dilihat sifat integral konhasil kali dua buah fungsi
u regular, selisinnya dan integral kontur hasil kamabki fungsi panharmonik

dengan fungsj regular.

Lemma 3.3.7
Misalkan Q 0 0° daerah buka terhubung sederhana yang dibatasi skdfuah

kurva tutup sederhan& . Misalkan h(z) 0C'(Q), dan Re(L(h(2))) =0. Maka

Imjh(z)dz:O.

Bukti

Misalkan h(z) = u(x, y) +iv(x,y) O C*(Q), maka
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0 .0 .
Lh(z) =| —+i— [u(x,y) +iv(X,
(2 (ax ayj(( ) +iv(x,y))
Ou _ov av du
X ay ax ay
ou ov
KarenaRe(L(h(2))) = Omaka{a aJ 0, sehingga diperoleh:
X oy

Im j h(2)dz = Im j U(x, y) +iv(x, y)) + (dx+idy)
=Im j (udx—vdy) +i(udy+vdx

= judy+ vdx

!
= [[ 2 -2 axay
ox oy

Q

=0

Jadi terbukti bahwa jik&e(L(h(2))) =0, makalmjh(z)dz: 0.
r

Lemma 3.3.8
Misalkan Q 0 0° daerah buka terhubung sederhana yang dibatasi ekfuah

kurva tutup sederhan& . Misalkan h(z) JC*(Q), dan Im(L(h(2))) =0. Maka

Rej h(z)dz=0.

Bukti

Misalkan h(z) = u(x, y) +iv(x,y) O C*(Q), maka

Lh(2) =[%+i§y](u(x, y) +iv(x.y)

au av I6v au
X ay 0X ay



Karenalm(L(h(2))) =0 maka(% +g—;J =0, sehingga diperoleh:

Rej h(z)dz= Rej (U(x, y) +iv(x, y))(dx+idy)
= Rej (udx—vdy) +i(udy+vdx

= _[udx— vdy
4

=- I (ﬂ +@jdxdy
o\ 0X 0y
=0

Jadi terbukti bahwa jiklanfh(z)dz =0, makaRe(L(h(2))) =0.
I

Teorema 3.3.9

Misalkan f dan g masing-masing fungsy pada QO0O?. Maka

Rej f(2)g(2)dz=0

Bukti:
Misalkan f(2) = u(x,y) +iv(x, y)
9(2) = P(x, y) +iQ(x, y) masing-masing fungsi regular, maka:

L(f(@9(2) = f@DLI@ +g@LI (2)
= f(Qua(9 +9(9uf(2)
=t 99D +9@ @)
= 2u(uP +vQ)
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Sesuai dengan lemma sebelumnya yaitu paana 3.3.8jika Im(L(h(2))) =0,

maka Rejh(z)dz=0. Begitu pula jika ImL(f(2)g(2))=0, maka
r

Re| f(2)9(2)dz=0.

Teorema 3.3.10

Misalkan f dan g masing-masing fungsy pada QOO?. Maka
Rej f(2)g9(2)dz=0
r
Bukti:
Misalkan f (z) = u(x,y) +iv(Xx,Yy)

9(2) = P(x,y) +iQ(x,y) masing-masing fungsk regular, maka:

L{f(299(2)= F(9Le(@) +9(2)LF (2)
= f(290(2) + 92 (2)
= uf@9(2+ 9@ ()
= 2,u(uP+vQ)

Sesuai dengan lemma sebelumnya vyaitu jikaL(f(2)g(z))=0, maka

Re| f(2)9(2)dz=0.
r
Jika f fungsi x4 regular dimanaReI f(z)dz=0, maka hal tersebut akan
r

mengakibatkan Rejfz(z)dz=0, bukti sesuai dengan teorema-teorema
r

sebelumnya.



Sifat-sifat fungsi integral kontur untuk fungsi yahernilai real dan yang

bernilai imaginer yaitu sebagai berikut:
ReJ‘r h(z)dz =Re Ir h(z)dz
Im '[r h(z)dz=-1m '[r h(z)dz

Sifat-sifat integral kontur teresebut dapat dijasik acuan untuk
membuktikan sifat-sifat integral kontur funggi regular yang lain, yaitu seperti

teorema-teorema selanjutnya.

Teorema 3.3.11
Misalkan Q 0 0° daerah buka terhubung sederhana yang dibatasi ekdfuah

kurva tutup sederhan& . Misalkan f dan g masing-masing fungagi regular
pada Q. Maka [  (2)g(2)dz+ [ f(2)g(2)dz=0.
r r
Bukti
Misal f(2)=u(xy)+iv(Xxy)
9(2) =P(x,y) +iQ(x,y) masing-masing fungsi 4 regular. Maka
ImL(f(2)g(2)) =0.

Berdasarkan lemma diataléejl f(2)g(2)dz=0. Tetapi,
r
Rej f(2)g(2)dz= Rej f(2)g(2)dz dan
r r

Imf f(2)g(2)dz= —Imf f (2)g(2)dz, sehingga



jf(z)g(z)dz+j f(2)g(2)dz=0

r r

Akibat 3.3.12

Misalkan f dan g dua buah funggi regular pada Q yang berbeda bagian

imaginernya. Makamj(f -g)(2)dz=0.
r

Bukti
Misalkan f (z) = u(x,y) +iv,(x,y)

9(2) =u(x y) +iv,(x,y), masing-masing fungsi tersebut merupakan
fungsi 4 regular padaQ, sehingga f(z) —g(z) juga merupakan fungsu

regular. Kemudian untuk

L(f(2-9(2) = 1T (2 - 9(2))
pilv, =v,) = (v, - v,)

Hal tersebut menunjukkan bahwReL(f —g)(z) = , 8ehingga Berdasarkan

pembuktian lemma sebelumnya vyaitu padamma 3.3.7 diperoleh

Im I(f -g)(2)dz=0, dan hal tersebut akan  mengakibatkan
r

[(f - g)@)dz+ [(g - f)@)dz=0.

r

Akibat 3.3.13

Misalkan f dan g dua buah funggi regular pada Q yang berbeda bagian

realnya. MakaRe_[(f - g)(z)dz= 0.
r



Bukti

Sejalan dengan teorema sebelumnya, misalkdm) = u,(X,y) +iv(x,y dai
9(2) =u,(x,y) +iv(x,y), masing-masing fungsi tersebut merupakan fungsi
regular padaQ, sehingga f(z)—g(z) juga merupakan fungsiy regular.

Kemudian untuk

L(f(2)-9(2) = u(f (2 - 9(2))

= ulu, -u,)
Hal tersebut menunjukkan bahwenL(f —g)(z) =0, sehingga Berdasarkan
pembuktian lemma sebelumnya vyaitu padamma 3.3.8 diperoleh
ReJ'(f -g)(z2)dz=0, dan  hal tersebut akan  mengakibatkan
r

[(f —g)@)dz+ [(f - g)2)dz=0

r

Selanjutnya akan dikemukakan kaitan fungsi panhaindan fungsiu

regular dalam suatu formula representasi integratu.

Teorema 3.3.14

Misalkan u(z) fungsi panharmonik darf (z) fungsi ¢ regular padaQ 0 0°.
Makaj f(z)Eu(z)dz+jm (2)u(z)dz=0.
r r

Bukti
Sesuai dengan lemma sebelumnya, yaitu pewtena 3.3.5 dan 3.3.8iperoleh

bahwa;:

9(2) = pu(z) + Lu(z) fungsi ¢ regular



h(z) = i(— L1u(z) +Eu(z)) juga fungsiyu regular.
Untuk selanjutnya, dengan menggunakan teorema webgh, yaitu pada

teorema 3.3.9 diperoleh jf(z)g(z)dz dan jf(z)h(z)dz imaginer. Untuk
r r

kemudian kita misalkan bahwa:

[ f(29(2)dz=P+Q

r

[ f(@Nh(2)dz=-iP+iQ

r

Maka, kita peroleh

P+Q+P+Q=0

(-P+Q)-(-P+Q)=0

P+Q=0

Karena hal tersebut maka,

j f (2)Ludz+ j H (2u(2)dz= [ f(2) ludz+ j w1t (2u)(2)dz
= j f (Z)Ludz+ j u(2)Lf (2)dz
=

Kemudian jika dicari dengan memanfaatkan konjugatsgperti padaeorema

3.3.10 diperoleh j f(2)g(2)dz dan jf(z)h(z)dz imaginer. Untuk selanjutnya
r r

dimisalkan bahwa
j uuf (2)dz=P
4

[ f(2Ludz=Q

r



Dengan memanfaatkan permisalan tersebut diatasgrait sebelumnya dapat

ditulis sebagai

[f(29(2dz=P+Q

[ f(@h(2)dz=~iP+iQ

!
Hal tersebut mengakibatkaR +Q dan —iP +iQ keduanya bernilai imaginer,
sehingga diperoleh

P+Q+P+Q=0dan(-P+Q)-(-P+Q)=0

Sehingga didapatkaR + Q = 0, dan hal ini mengatakan bahwa

j f (Z)Lu(z)dz+ j U (2u(z)dz= j f (2)Lu(z)dz+ j U1t (2u(z)dz
r If lk [
E j f (2)Lu(2)dz+ j u(2)Lf (2)dz
= 6 :
Jadi terbukti bahwa hasil kombinasi dari fungsilEEmonik dengan fungsiz

regular dengan menggunakan integral kontur jugapditkan hasil nol.
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BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

4.1.1 Dari pembahasan diketahui bahwa hasil konstruksegular adalah:

a.

Misalkan Q 0 0° daerah buka terhubung sederhana. Misalkan u
sebuah fungsi panharmonik real pa@a Maka terdapat fungsy
regular pada®) yang bagian realnya u.

Misalkan Q [0 0° daerah buka terhubung sederhana. Misalkan v
sebuah fungsi panharmonik real pa@a Maka terdapat fungsy
regular padd) yang bagian imaginernya u.

Selisih dua buah fungsiz regular yang memiliki bagian real yang
sama adalah sebuah fung$k) = ike* untuk suatu konstanta real k.
Selisih dua buah fungsix regular yang memiliki bagian imaginer
yang sama adalah sebuah fungéx) = ke’ untuk suatu konstanta
real k.

Misalkan u(z) fungsi panharmonik makaf (z) = zu(z) + Lu(2)
fungsi i regular.

Misalkan u(z) fungsi panharmonik makd (z) = i(-uu(z) + Lu(z))

fungsi ¢ regular.
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4.2.1Sifat-sifat fungsiy regular melalui integral kontur, yaitu:

a. Jika ReL(h(z)) =0, makalm j h(z)dz=0
r

b.

Jika ImL(h(2)) = 0, makaRej h(z)dz=0
r
Jika f(z) dan g(z) masing-masing fungsiy regular, maka
Rej f(2)g(2)dz=0
r
Jika f(z) dan g(z) masing-masing fungsiy regular, maka
|mj f(2)g(2)dz=0
r
Jika f(z) dan g(z) masing-masing fungsiy regular, maka
[ 1@9(@)dz+ [ 1(9g(2dz=0
r r
Jika f(2) dan g(z) masing-masing fungsi regular yang berbeda
bagian imaginernya makdmj(f - g)(2)dz=0.
r
Jika f(2) dan g(z) masing-masing fungsu regular yang berbeda
bagian realnya makeReI(f - g)(z)dz=0.
r

Misalkan u(z) fungsi panharmonik dari (z) adalah fungsi regular

maka, j f (2)Lu(z)dz+ j 1 (2)u(z)dz=0.
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4.2. Saran

Fungsi 4 regular masih jarang dibahas, sedangkan untuk geasan
fungsi 4 regular itu sendiri masih banyak hal-hal dan ogiesperasi lainnya
yang belum diketahui. Jadi disarankan kepada yamgibat untuk membahas

lebih lanjut fungsiu regular dengan operasi dan sifat-sifat lainnya.
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