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ABSTRAK

Kurniati. 2011.Aplikasi Transformasi Schwarz-Christoffel pada Sumhu-X di
Bidang-Z. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains damdlegi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Madg
Pembimbing: (I) Hairur Rahman, S.Pd, M.Si.

(1) Abdul Aziz, M.Si.

Teori fungsi variabel kompleks merupakan salah dlatu matematika
yang saat ini mengalami perkembangan yang cukuat,péisnana banyak buku,
paper dan internet mengkaji tentang peubah kompléks suatu fungsi kompleks
w = f(z) didefinisikan pada suatu domain di bidafignaka setiap titik di bidang-
Z tersebut berpadanan dengan titik-titik di bid&igbengan demikian, diperoleh
suatu pemetaan dari bidang-Z ke bidang-W. Pemetaan f(z) dikatakan
konformal apabila mempertahankan besar dan arabt dwtuali pada titik z
dengan f(z) = 0. Salah satu bentuk dari fungsi &onél adalah transformasi
konformal. Pada transformasi konformal ini, dap#iadgun suatu transformasi
yang lebih spesifik, yaitu transformasi Schwarzi€ibffel. Transformasi ini
dilandaskan pada transformasi konformal, denganemtekan suatu fungsi w =
f(z) sedemikian hingga memetakan sumbu riil di bg#Z pada suatu segidi
bidang-W oleh suatu fungsi analiti = f[z(t)], f'(z) # 0 dengant adalah
parameter. Dari pemetaan tersebut diperoleh suatgsi transformasi yang
memetakan setengah bidang atas dengar® pada segit. Pada daerah setengah

bidang atas tersebut:(z) analitik kecuali pada titik-titikz = x , . Titik-titik
X;,]=123..,n-1 dan x, = menjadi titk pada bidang-Z yang dapat
ditentukan sembarang dan bayangan dari titik-téirkebut menjadi titik-titik pada
segi banyak. Titik-titik x; dipilih sedemikian hingga sisi-sisi dari segi baky
tidak berpotongan satu sama lain. Bentuk dari toam&si Schwarz-Christoffel
tersebut adalahw = 4 [[(s - :ci}k"[:s - x:}k: (s -x%,_,)"] ds + B dengan

batas atas z dan batas bawglkdengan A dan B adalah konstanta kompleks yang
menentukan ukuran, orientasi (arah) dan posistsegi

Kata Kunci: Fungsi Kompleks, Transformasi Konformal, Transformasi Schwar z-
Christoffel.



ABSTRACT

Kurniati. 2011 Application of Schwarz-Christoffel transformation of the X-
axis in Z-Plane.Thesis, Department of Mathematics Faculty of Steen
and Technology State Islamic University of MalangWNana Malik
Ibrahim.

Supervisor: (I) Hairur Rahman, S. Pd, M. Si
(1) Abdul Aziz, M.Sc.

The theory of functions of complex variables is @ighe mathematical
sciences that are currently experiencing a faelyiad development, where many
books, papers and internet review of complex véghf a complex function w =
f(z) defined on a domain in the Z-plane, then evpont in the Z-plane is
matched with the points in the W-plane. Thus, oigdiby a mapping from Z-
plane to W-plane. Mapping w = f(z) is said confolnia maintaining the
magnitude and direction angle except at the poimitiz f(z) = 0. One form of the
conformal function is a conformal transformationn Ithis conformal
transformation, a transformation that can be bmmitire specific, the Schwarz-
Christoffel transformation. This transformation ibased on conformal
transformations, by defining a function w = f(zchuhat maps the real axis in the
Z-plane in a side-n in the plane-W by an analytiection w= f[z(t)], f'(2#0 with
t the parameters. From mapping to obtain a transftbom function that maps the
upper half withy >0 then-side. In the area of the upper half 15(z) analytic

except at points = x;. The pointsx;, j = 123...,n-1 and x, = the points

in the Z-plane can be determined that any and sindbthe points into points on
many aspects. The points are chosen so that the sides of many terms do not
intersect each other . The form of the Schwarzs@bifiel transformation is
w= 4 f[(q - Yi}k:(:ﬂ - \':}k: e 1B =55 }kn—:] ds + B with an upper limit z

and lower limit g with A and B are complex constants that deterntivee size,
orientation (direction) and the n-side position.

Keywords: Complex functions, conformal transformations, Schwarz-Christoffel
Transformation.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala
isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang baik, dan dengan rumus-rumus serta persamaan
yang seimbang dan rapi. Sungguh, tidak salah kiranya jika penulis menyatakan
bahwa Allah Maha Matematis. Seperti yang tercantum di firman Allah dalam Al-

Qur’an surat Al-Qamar ayat 49 berikut:

P
_ - 2 2~ - {ﬂ ]
PN “ ‘...l. - . L’
() )-»\_Q.) s
- z
Z P

=2
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Artinya: “Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran” .

Demikian juga dalam Al-Qur’an surat Al-Furgan ayat 2:

Artinya: “....Dan dia Telah menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan
ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya”.
Semua yang ada di alam ini ada ukurannya, ada hitung-hitungannya, ada
rumusnya, atau ada persamaannya (Abdusysyakir, 2007:79-80).

Al-Qur’an merupakan Kkitab yang memberikan petunjuk kepada umat
manusia. Dalam hubungannya dengan ilmu pengetahuan, Al-Qur’an mendorong

umat manusia untuk menggunakan akal pikirannya dalam melakukan observasi
1



alam semesta sehingga diperoleh penemuan baru yang selaras dengan Al-Qur’an
(Shihab, 1999).

Allah menurunkan Al-qur’an agar manusia berfikir tentang ciptaan-Nya
melalui ayat-ayatNya. Ayat-ayat Al-qur’an bagaikan intan, setiap sudutnya
memancarkan cahaya yang berbeda dengan apa yang terpancar dari sudut-sudut
lain. Dengan demikian Al-qur’an dapat memberikan bermacam-macam makna
tergantung dari sudut pandang kedalaman ilmu pengetahuan seseorang (Wisnu,
2004: 55).

Allah berfirman dalam surat Shaad ayat 29, sebagai berikut:

¥ Ak

BN fy1 F0y cani 550 2 a0 Al g
Artinya: “Ini adalah sebuah Kitab yang kami turunkan kepadamu penuh dengan
berkah supaya mereka memperhatikan ayat-ayatNya dan supaya mendapat
pelajaran orang-orang yang mempunyai fikiran”. (QS. Shaad : 29)

Teori fungsi variabel kompleks merupakan salah satu ilmu matematika
yang saat ini mengalami perkembangan yang cukup pesat, dimana banyak buku,
paper dan internet mengkaji tentang peubah kompleks. Salah satu pokok bahasan
yang cukup menarik dalam analisis kompleks adalah pemetaan konformal yaitu
suatu transformasi yang mempertahankan besar dan arah sudut kecuali pada titik z
dimana f'(z) = 0 (Soemantri, 1994). Dari pemetaan yang konformal tersebut dapat
dibangun suatu fungsi transformasi yang lebih spesifik, salah satunya adalah
Transformasi Schwarz-Christoffel.

Oleh karena itu, penulis bermaksud untuk mengkaji cara membangun atau

membentuk Transformasi Schwarz-Christoffel, yaitu dengan menentukan suatu

fungsi f (z) sehingga memetakan sumbu riil di bidang-Z pada suatu segi-n di



bidang-W serta memberi contoh dalam penggunaan transformasi tersebut.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam skripsi
ini adalah:
1. Bagaimana cara membangun atau mendapatkan Transformasi Schwarz-
Christoffel?
2. Bagaimana penggunaan Transformasi Schwarz-Christoffel untuk memetakan

daerah setengah bidang atas pada sumbu X di bidang-Z?

1.3 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan yang ingin dicapai dalam penulisan skripsi ini yaitu:

1. Untuk mengetahui cara membangun atau mendapatkan Transformasi Schwarz-
Christoffel yang berlandaskan pada transformasi konformal dan memberi
contoh penggunaan transformasi tersebut.

2. Untuk mengetahui penggunaan Transformasi Schwarz-Christoffel untuk

memetakan daerah setengah bidang atas pada sumbu X di bidang-Z.

1.4 Batasan Masalah

Agar penulisan akhir ini lebih terarah dan dapat mencapai tujuan yang
diinginkan, maka perlu dilakukan pembatasan masalah. Dalam penelitian ini,
penulis membatasi permasalahan pada penggunaan transformasi konformal untuk

membentuk Transformasi Schwarz-Christoffel dan contoh penggunaannya untuk



memetakan setengah bidang atas yang diketahui tiga titik dan empat titik pada
sumbu X di bidang-Z dan tidak dibandingkan dengan transformasi variabel

kompleks yang lainnya.

1.5 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah :

1. Bagi penulis
Penelitian ini digunakan sebagai penambah wawasan ilmu pengetahuan
mengenai teori fungsi variabel kompleks, terutama informasi tentang
Transformasi Schwarz-Christoffel.

2. Bagi lembaga
Hasil penelitian ini dapat dijadikan sebagai sarana penunjang pengembangan
wawasan keilmuan dalam mata kuliah kompleks dan dapat dijadikan sebagai
tambahan kepustakaan, terutama di jurusan matematika.

3. Bagi pengembang ilmu
Hasil penelitian ini dapat dijadikan bahan penelitian lebih lanjut dan sebagai
bahan kajian keilmuan untuk menambah wawasan keilmuan tentang fungsi

variabel kompleks.

1.6 Metode Penelitian
Dalam penulisan skripsi ini penulis menggunakan metode kajian pustaka
(studi literatur), yaitu penelitian yang bertujuan untuk mengumpulkan data dan

informasi dengan bantuan bermacam-macam material yang terdapat di ruang



perpustakaan, seperti: buku-buku, jurnal, makalah-makalah, catatan, dan juga

internet.

Dalam penulisan ini, langkah-langkah umum vyang dilakukan penulis
adalah sebagai berikut:

1. Merumuskan masalah dengan membuat rancangan terlebih dahulu mengenai
permasalahan yang akan dibahas.

2. Mengumpulkan berbagai literatur yang berhubungan dengan permasalahan
yang akan dibahas dengan cara membaca dan memahami literatur-literatur
yang berkaitan.

3. Menyelesaikan dan menganalisis permasalahan yang telah diperoleh dengan
langkah-langkah sebagai berikut: mendefinisikan, bilangan kompleks, deret
laurent, transformasi konformal, untuk selanjutnya mengaplikasikan
Transformasi Schwarz-Christoffel pada sumbu X dibidang-Z.

4. Merumuskan kesimpulan dari hasil analisis yang telah dilakukan.

1.7 Sistematika Penulisan
Dalam skripsi ini, sistematika penulisan yang digunakan penulis sebagai
berikut:

BAB |. PENDAHULUAN Dalam bab ini dijelaskan latar belakang masalah,
pembatasan dan rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,
metode penelitian dan sistematika pembahasan.

BAB II. KAJIAN TEORI Dalam bab ini dikemukakan hal-hal yang mendasari

dalam teori yang dikaji.



BAB IlIl. PEMBAHASAN Dalam bab ini dipaparkan hasil-hasil kajian dan
beberapa landasan ilmu yang terkait.
BAB IV. PENUTUP Dalam bab ini dikemukakan kesimpulan akhir penelitian dan

diajukan beberapa saran.



BAB Il

KAJIAN TEORI

2.1 Bilangan Kompleks

Bilangan kompleks z didefinisikan oleh bilangan yang berbentuk a + bi
atau a + ib dengan a dan b bilangan real dan i* = -1, dimana i disebut satuan
imajiner (imaginary unit). Z digunakan untuk menyatakan bilangan kompleks,
dan huruf x dan y umumnya selalu menyatakan bilangan real. Jika z = x + iy
menyatakan sebarang bilangan kompleks, maka bilangan riil x disebut bagian riil

dari z atau x=Re(z) dan bilangan riil y disebut bagian imajiner dari z atau
y =1m(z) (Soemantri, 1994:2).

Kompleks sekawan, atau disingkat kawan dari suatu bilangan kompleks
a-+bi adalah bilangan a—bi. Kompleks sekawan suatu bilangan kompleks z
dapat dilambangkan dengan z atau z* (Spiegel, 1964:2).
Contoh 2.1

Misal z=6-2i, bilangan ini memiliki Re(z) =6 dan Im(z) =-2 dan

sekawannya adalah z =6+ 2i.
Bentuk operasi dengan bilangan kompleks dapat dikerjakan seperti pada
aljabar bilangan riil dengan menggantikan i dengan -1 bilamana ia muncul

(Spiegel, 1964:2).



Misal z; = X; + y1i dan z; = X, + yal.
1. Kesamaan
z,dikatakan sama dengan z, jika x, = x, dan y, =y, ditulis z, =z, .
2. Penjumlahan
Z,+2, =(X +iy)+ (X, +1y,) = (X, + X)) +i(y, + Y,) .
3. Pengurangan
2,—2, =% +iy,) = (X, +iy,) =X = %,)+i(Y, - ¥,).
4. Perkalian
2,2, = (X +1y;) (X, +1y,) = (XX, — Y, Y,) +1(X Y, + Y,X,).

5. Pembagian

4 — X 1y, - XX+ YiYo +i YiXo =X Yo
: 2 2 2 2
Z, X+, X, +Y; X, Y,

Z,#0.
2.2 Penyajian Geometris

Himpunan bilangan real (R) disajikan secara geometris dengan garis lurus
yang dinamakan garis real diwakili oleh tepat satu titik pada garis, dan setiap titik
mewakili tepat satu biangan real. Dengan demikian terdapat korespondensi satu-
satu antara himpunan bilangan real dan himpunan titik-titik garis real. Suatu

bilangan kompleks x +1iy dapat kita nyatakan dengan titik (x,y) dari bidang xoy.

Bilangan a+ib (dengan a dan b bilangan real) yang dinyatakan oleh titik (a, b)
pada bidang xoy. Pada bidang kompleks (Cartesian), sumbu-X sebagai sumbu riil

dan sumbu-Y sebagai sumbu imajiner. Titik yang koordinatnya (x, y) menyatakan

bilangan kompleks z =(x,y)=x+iy. Pada titik O(0,0) menyatakan bilangan



kompleks 0+i0=0. Jadi, kecuali disajikan oleh titik p(a, b), bilangan kompleks

a-+ib juga dapat disajikan oleh vektor op di bidang kompleks.

Yy
a a+ib
2 (a, b)
-2+i
-2 -1 0 I b2 X

Gambar 2.2.1 Bidang Kompleks

Karena vektor-vektor yang sama besar dan sama arah merupakan vektor
yang sama, maka a + ib juga boleh diwakili oleh vektor yang sama dengan vektor

op pada bidang kompleks (Soemantri, 1994:14-15).

2.3 Bentuk Kutub

Dalam pelajaran kalkulus telah dikenal hubungan antara koordinat titik
p(x, y) dalam koordinat cartesius dan koordinat titik p(r, ¢) dalam koordinat
kutub: x=rcose, y=rsing dan r = m Dengan demikian bentuk kutub
bilangan z = x+1y dapat dinyatakan dengan z =r(cos& +isiné#) disebut bentuk
kutub bilangan kompleks z sedangkan Sudut ¢ disebut argumen dari z = x+1iy
yang merupakan sudut antara vektor op dengan sumbu-ox positif yang diukur

dalam radian (Soemantri, 1994:17).
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0
Gambar 2.3 Bilangan Kompleks dalam bentuk koordinat kutub

Pada sub bab sebelumnya telah dibahas mengenai operasi bilangan
kompleks, berikut dijelaskan mengenai perkalian dan pembagian bilangan
kompleks menggunakan koordinat kutub.

Jika diberikan z, =r(cosé, +isiné,) dan z, =r(cosé, +isind,), maka berlaku:
Perkalian dua bilangan kompleks,

2,2, = ,1,[cos 6, cos @, —sin , sin 9, +i(sin 6, cos &, + cos b, sin 0,)]
= 1,1, [cos(6, +8,) +isin(8, +6,)]

arg(z,z,)=6,+6, =argz, +arg z,.
Pembagian dua bilangan kompleks,

z, _ r(cosé +isind) (cosd, +isind,)
z, r,(cos@,+ising,) (cosd, +ising,)

_i{(cosel cos @, +sin @, sind,) +i(sin g, cos @, —cos b, sinb,)

r, cos’ @, +sin’ 6,

= :—1[003(491 —-6,)+isin(6, — 492)],

2

Sehingga diperoleh

z
arg—+=6,-6,=argz, —argz,.
Z2

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Teorema 2.3.1 Teorema De’Movrie (Spiegel, 1964:5)

Jika
7, =r(cosd, +isind,)
z, =r(cosé, +isind,)
z, = r(cos én +isiné,), n bilangan asli.
Maka
2,2,-+-2, =nr,---r.(cos(6, + 6, +---+6,)+isin(@, + 6, +---+6.))
Dalam hal khusus, jika z, =z, =...=z, =2, maka z" =r"(cosn@+isinng).

Lebih khusus lagi jika r =1, maka diperoleh

z" =(cos@+isind)" =(cosn@+isinnd), n bilangan asli.

Teorema tersebut akan dibuktikan menggunakan prinsip induksi matematika,
sebagai berikut. Andaikan hasil tersebut benar untuk bilangan bulat positif khusus
k, yaitu (cos @ +isin8)* = (cosk 8 +isinké).

Kemudian kedua ruas dikalikan cos@ +isiné, diperoleh

(cos @ +isin @) (cos @ +isin @) = (cosk & +isinké) (cos & +isin6)

(cosk @ +isinkg) ™ =cos (k +1)@ +isin (k +1)4.

Jadi jika hasil tersebut benar untuk n = k, maka ia benar pula untuk n =k 4+ 1.

Oleh karena hasil tersebut jelas benar untuk n = 1, maka ia harus benar untuk
n=1+1=2,n=2+1=3 dan seterusnya sehingga benar untuk semua bilangan
bulat positif.

Jadi, teorema De-Movrie tersebut terbukti.
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2.4 Fungsi Variabel Kompleks

Suatu subhimpunan domain (D) dibidang kompleks (€) dan suatu fungsi f
dimana dari D ke dalam (). Jika z menyatakan sebarang titik di dalam D, maka z
menyatakan bilangan kompleks dalam D, sehingga z dinamakan suatu variable
kompleks. Untuk suatu nilai fungsi f(z) yang terdapat z € D maka disebut
bilangan kompleks. Fungsi yang bernilaikan bilangan kompleks disebut fungsi
kompleks. Jadi fungsi f ini adalah fungsi kompleks dari variable kompleks
dengan daerah definisi D. Nilai fungsi kompleks kerap dinyatakan dengan huruf
w, sehingga fungsi f dengan domain definisi D ditulis sebagai berikut:
W = f(z) dengan z € D.

Suatu definisi fungsi biasanya diberikan dengan disertakan domain yang
secara eksplisit. Akan tetapi, jika suatu fungsi diberikan tanpa disertakan domain,

maka definisi domain selalu disebut himpunan yang paling besar yang dapat
dijadikan definisi fungsi domain tersebut. Misalkan diberikan fungsi w = E, maka
z

definisi domainnya adalah C - {0} yaitu seluruh bidang kompleks € kecuali titik
0, sebab untuk z = 0 fungsi tidak didefinisikan.

Pada intinya, fungsi variabel kompleks adalah aturan yang mengatur dari
bilangan kompleks ke bidang kompleks. Sehingga fungsi variabel kompleks

memiliki domain bilangan kompleks (x+ yi) dan kodomain berupa bidang

kompleks.
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Telah kita ketahui bahwa setiap bilangan kompleks mempunyai bagian riil
dan imajiner. Anggap bahwa w = u + iv dengan u € R dan v € R adalah nilai
fungsi f di z=x + 1y, jadi u + iv = f(x + iy). Tampak bahwa hubungan ruas kanan
adalah fungsi variabel riil x dan y, dengan demikian u dan v diruas kiri. Jadi
dengan demikian diperolehlah suatu pernyataan sebagai berikut (Soemantri,
1994:44-45):

“Jika diberikan suatu fungsi bernilai kompleks dari variabel kompleks f(z), maka
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) dengan u dan v adalah fungsi bernilai rill dari variabel
riil x dan y. Fungsi u(x, y) dan v(x, y) berturut-turut dinamakan bagian riil dan

bagian imajiner dari fungsi f(z)”.

2.5 Aturan Pendiferensialan Kompleks
Suatu fungsi f(z) dapat didiferensialkan (differentiable) di zo, dan limitnya
dinamakan turunan f di zq (derivative of f at zo) dan dituliskan f'(zg) atau w'(zg)

(Paliouras, 1987:44). Suatu fungsi f(z) dikatakan mempunyai limit | untuk z

mendekati z,, dituliskan lim f(z)=1 jika diberikan sebarang ¢ >0 maka

terdapat & >0 sehingga | f (z) - 1| < & bilamana 0<|z—z,|<§.

Jika f(z) fungsi tunggal dalam suatu daerah dari bidang-Z, maka turunan dari

. . f(z +A)-1(2)
f(z) yang dinyatakan dengan f'(z) adalah f'(z ):Allm0 A ,
Z—> Z

asalkan limitnya ada.
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Suatu fungsi f dikatakan kontinu pada suatu titik z, jika tiga kondisi

dibawah ini terpenuhi

1. lim f(z) =1 harus ada

2. f(z,) harus ada, yaitu f(z) terdefinisi di z,
3. ZIer;0 f(z)=1(z,)

Suatu fungsi f(z) dikatakan kontinu dalam suatu daerah jika f(2)
kontinu disetiap titik pada daerah tersebut. Jika limitnya ada untuk semua z dalam

sebuah R, maka f(z) dinamakan analitik dalam R. Supaya analitik di R, maka

f (z) harus berharga tunggal dan kontinu.

2.6 Integral Kompleks
Integral kompleks didefinisikan sama dengan definisi integral fungsi
nyata, dengan mengganti interval integrasi dengan suatu lintasan. Kita ingat

kembali bahwa integral fungsi nyata f(x) pada interval a < X < b didefinisikan

sebagai j’- £ Odx = [im i f (x)(Ax), (Paliouras, 1987:146). Misalkan

—>0 k=1
banyaknya pembagian n membesar sehingga panjang busur yang terbesar |Azg|
mendekati nol, maka jumlah s, mendekati suatu limit yang tidak bergantung

pada cara pembagian busurnya dan kita menyatakan limit. Integral fungsi

b
[ f(2)dz, dengan C adalah

t=a

f(z) sepanjang C didefinisikan dengan jf(z)dz =
C

lintasan integrasi.
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Jika f(z)bernilai tunggal dan kontinu di dalam sebuah daerah R maka
integral dari f(z) sepanjang lintasan C dalam R dari titik z, ke titik z, dengan
z,= X, +1ly, dan z,=x, +iy, adalah
j f(2)dz = j(u +iv)(dX + idy)

C C
= judx+i2vdy+ifvdx+ udy
C C

£ judx—vdy+ iIvdx+ udy.
C C

(Spiegel, 1964:104)

2.7 Deret Taylor

Suatu fungsi f(z)analitik di dalam dan pada suatu kurva tertutup

sederhana C, jika a dan a + h adalah dua titik dalam C, maka

fa+h) = f(a)+hf'(a)+h;| @)+t Dz o
Atau dengan menuliskanz=a+h,h =z —a,
f(z)=f(a)+ f'(a)(z—a)+f”2(la) 2-a)+.+ 2 ”n(la) (z—a)" 4.

(Spiegel, 1964:156).

Berikut ini merupakan teorema dasar deret Taylor beserta buktinya.
Teorema 2.7.1 Deret Taylor (Roziana, 2008:23 — 25)

Andaikan f(z) merupakan suatu fungsi sedemikian hingga f(z) dan

semua turunan-turunannya ada dalam suatu selang (z, —r,z, +r). Maka fungsi

ini dapat diuraikan menjadi deret Taylor dalam rumusan sebagai berikut:
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5 1) g,y

n=0 n!

untuk semua z sehingga | z—z, | <r jika dan hanya jika

LimR,(z)= Lim = (C)(z 7 =0
now i (n +]_)! 0 B

dengan setiap ¢ ada diantara z dan z,.

Bukti:

Di dalam selang (z, —r,z, +r), fungsi f(z) memenuhi hipotesis sebagai berikut:

f(z2)=P.(2)+R,(2)
dengan P,(z) adalah polinom Taylor berderajat n dari fungsi f(z) dan R (z)
adalah suku sisa pemotongan yang dinyatakan sebagai

f (n+1) (C

R (0=l

dengan setiap ¢ ada diantara z dan z,.

P.(z) adalah jumlah n buah suku pertama dari deret Taylor fungsi f (z)

pada z,. Jadi, apabila kita buktikan bahwa Lim P, (z) ada dan sama dengan f(2)

n—o0o

jika dan hanya jika LimR, (z)= 0, maka teorema ini akan terbukti. Karena

N—o0

P.(z)=1(2)-R,(2),

jika LimR,(z)=0, maka

n—oo

LimP,(z)= f(z)-LimR,(2)

n—o0o n—oo

=f(z)-0

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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= f(2).

. o LimP,(z)=f(z) .
Selanjutnya, dari hipotesis bahwa n—= kita akan membuktikan

LimR, (z)=0
bahwa n—« . Karena

sehingga

LimR, (z)= f(z)-LimP,(z)

nN—oo nN—o0

Dengan demikian, maka teorema tersebut terbukti.

Menurut Munir (2006: 20), karena suku-suku deret Taylor tak hingga
banyaknya, maka untuk alasan praktis deret Taylor dipotong sampai suku orde
tertentu. Deret Taylor yang dipotong sampai suku orde ke-n dinamakan deret

Taylor terpotong dan dinyatakan oleh

dimana

77 n+1 i,
R"(Z):((nfol))!f( Y(c), Z,<C<z

disebut sisa suku pemotongan (residu).
Dari persamaan di atas, maka deret Taylor yang hanya memperhitungkan satu

suku pertama di ruas kanan akan mempunyai bentuk umum sebagai berikut:

f(z)=1(z)
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Bentuk tersebut dinamakan sebagai perkiraan orde nol. Perkiraan tersebut adalah
benar jika fungsi yang diperkirakan adalah konstan. Jika fungsi yang diperkirakan
tidak konstan, maka harus dipertimbangkan suku-suku berikutnya dari deret
Taylor.

Bentuk deret Taylor yang memperhitungkan dua suku pertama atau

disebut deret Taylor orde satu ditulis sebagai berikut:

f(z)~ 1(20)+ E220) 112,)

u

Bentuk tersebut merupakan suatu persamaan garis lurus (persamaan linier).
Dengan cara yang sama, maka deret Taylor yang memperhitungkan tiga suku

pertama atau disebut deret Taylor orde dua dapat dituliskan dalam bentuk berikut:

—

2
Z_ZO) f"(ZO).

Berikut ini diberikan contoh ekspansi suatu fungsi ke dalam deret Taylor.

Contoh 2.7.2

Tentukan ekspansi deret Taylor untuk f(z)= 11 dalam suatu kitar titik z, = 3.
Z —

Jawab:

Fungsi f(z) analitik kecuali di z=1. Radius kekonvergenan deret Taylor

dalam pangkat (z-3) adalah R=2. Untuk |z—3 <2, maka dalam domain ini

berlaku hahwa

27_3 <4 . Sehingga ekspansi deret Taylornya adalah
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2.8 Deret Laurent

Penguraian suatu fungsi f(z) ke dalam deret Taylor menyatakan fungsi itu
di dalam lingkaran konvergensinya, tetapi yang hampir selalu hanya merupakan
bagian daerah analitis f. Deret Laurent itu sendiri adalah bentuk umum deret
Taylor, yang di dalamnya memuat bentuk (z - c¢) berpangkat bilangan negatif
ditambah dengan bentuk (z - c) berpangkat bilangan bulat positif (berhingga atau
takberhingga). Kita akan melihat juga bahwa deret Laurent suatu fungsi f(z)
konvergen, pada umumnya, di dalam anulus melingkar r < |z - c| < p (Paliouras,
1987: 244).

Fungsi yang tidak analitik di z, tidak mungkin diekspansi ke dalam deret
Taylor dalam pangkat (z —zo). Namun, fungsi ini mungkin dapat diekspansi ke
dalam deret dengan pangkat bulat (negatif, nol, atau positif) dari (z - z,).

Definisi 2.8.1 Deret Laurent

Jika f(z) suatu fungsi yang tidak analitik di z, tetapi analitik di tiap-tiap
titik lain di dalam dan pada sebuah lingkaran C yang berpusat di z,, maka
(z—z,)" dari f(z) analitik disemua titik di dalam dan pada C dan mempunyai
deret Taylor disekitar z, sehingga

a'—n a—n+l + a—l

-2 G-z (-2,

dinamakan deret Laurent untuk f(z) (Spiegel, 1999:142).

f(z)= +va,+a(z-2zy)+a,(z—z,) +--
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Menurut Soemantri (1994: 180), secara lebih sederhana bentuk tersebut

dapat dinyatakan sebagai

z)zian(z—z +ni

n=0

z =1,
Contoh 1

1

Tentukan f(z)= e

dalam suatu deret Laurent yang berlaku untuk, 1 <

|z| < 3.

Penyelesaian:

f(2)=¢ !

z+1)(z+3)

-l
2\z+1) 2\ z+3

Jika |z| > 1, maka

1y _1(1_1+12

1 1+j T
2(z+1) 2z20+Yz) 2z T

e ___ &
27 27%s27° 21"

Jika |z| <3, maka

2(z+3) 6(1+3) 6

= -

1_1_1122223 122223
61854162

Maka deret Laurent untuk |z| > 1 dan |z| < 3, yaitu 1 < |z| < 3, adalah

1.1 1 11 .z 22 7

T 274 27° 2722 27 6 18 54 162
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2.9 Kajian Keislaman tentang Fungsi dan Deret Pangkat Tak Hingga

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam
Al-Qur’an, salah satunya adalah matematika. Menurut Afzalur Rahman (2007:
111), sumber kajian-kajian matematika, sebagaimana sumber ilmu pengetahuan
lainnya dalam Islam adalah konsep tauhid yaitu Keesaan Allah.

Salah satu konsep matematika yang dapat diambil dari ayat al-Qur’an
adalah tentang perbandingan. Dari konsep perbandingan inilah, Kkita bisa
membentuk suatu persamaan fungsi. Konsep perbandingan ini misalnya
dijelaskan dalam al-Qur’an surat al-Anfaal ayat 65 — 66 sebagai berikut:

0l Bl 105 by ke 150 K o) JETT Jo Tl i G0l

z
ZoE o

PO AR N - & Y NI AR
e iss Dl laas Sl 129 Tseais N p33 Sl 19068 T adll 0 Wy lio B vem

278 3

- L =5, £ M _ C PN o o Mo . . %z P
o3 gl sl 2K S ol B AR S Lo 8L el (Ko Gl 10 2oy

—n

P

(2 ogall g Al

&
Artinya: ” Hai nabi, kobarkanlah semangat para mukmin untuk berperang. Jika
ada dua puluh orang yang sabar diantaramu, niscaya mereka akan dapat
mengalahkan dua ratus orang musuh. Dan jika ada seratus orang yang sabar
diantaramu, niscaya mereka akan dapat mengalahkan seribu dari pada orang
kafir, disebabkan orang-orang kafir itu kaum yang tidak mengerti (65). Sekarang
Allah Telah meringankan kepadamu dan dia Telah mengetahui bahwa padamu
ada kelemahan. Maka jika ada diantaramu seratus orang yang sabar, niscaya
mereka akan dapat mengalahkan dua ratus orang kafir; dan jika diantaramu ada
seribu orang (yang sabar), niscaya mereka akan dapat mengalahkan dua ribu
orang, dengan seizin Allah. dan Allah beserta orang-orang yang sabar. ” (QS.
Al-Anfaal: 65 — 66).

Ayat di atas menjelaskan tentang perbandingan banyaknya orang mukmin
yang sabar dengan orang kafir. Menurut Abdusysyakir (2006: 85 — 86), pada ayat
ke 65, Allah menjelaskan bahwa perbandingan orang mukmin dan orang kafir

tersebut adalah 1:10 yaitu
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20 100 1
200 1000 10°

Seandainya, pada ayat ke 65 hanya disebutkan bahwa 20 orang mukmin yang
sabar akan mengalahkan 200 orang kafir sehingga perbandingannya dapat
dinyatakan sebagai 1:10, maka akan sulit menyatakan perbandingannya untuk 30,
50, atau 100 orang mukmin yang sabar. Namun, al-Qur’an telah mempertegas
kembali dengan menyatakan bahwa 100 orang mukmin yang sabar akan
mengalahkan 1000 orang kafir. Hal ini menunjukkan bahwa perbandingannya
selalu 1:10. Jika x menyatakan banyaknya orang mukmin yang sabar dan y
menyatakan banyaknya orang kafir, maka diperoleh rumus perbandingan

a5
10

< | X<

Maka, bisa dibentuk suatu fungsi f(x)=y sehingga
f(x)=10x.

Dengan cara yang sama, maka berdasarkan ayat 66 diperoleh bahwa

§:; atau y = 2x.

Selain konsep tentang fungsi sebagaimana diuraikan di atas, kita juga bisa
menganalogkan bahwa keberadaan Allah apabila ingin dijangkau oleh manusia
merupakan sebuah deret tak hingga. Suku-suku dalam deret ini menyatakan setiap
perbuatan manusia yang digunakan untuk selalu mendekatkan diri kepada Allah.
Dalam konsep matematika, fungsi f(z) yang diekspansi dalam suatu deret tak

hingga tidak mungkin dapat dihitung secara langsung nilai eksaknya. Oleh karena

itu, perlu dilakukan aproksimasi untuk menghampiri nilainya. Begitu pula dengan
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Allah swt. Manusia tidak akan bisa mencapai Allah secara mutlak. Manusia
memerlukan suatu cara untuk bisa senantiasa mendekatkan diri kepada Allah
sebagai upaya untuk mendapatkan rahmat, petunjuk dan mendekati kebenaran
keberadaan-Nya. Cara-cara ini dapat dilakukan misalnya dengan melaksanakan
ibadah serta memperbanyak berbuat kebajikan. Hal ini sebagaimana dinyatakan
dalam al-Qur’an surat al-A’raaf ayat 56 yaitu sebagai berikut:

sl TR of

\_/,: Jg;\)\ g:/,\.:\j Z)/l Lsu.]a) U)} oj_c.alj L@};Lo‘ mup)w\;\jw \b

(20 Oeaad]
Artinya: ”Dan janganlah kamu berbuat kerusakan di muka bumi sesudah (Allah)
memperbaikinya dan berdoalah kepada-Nya dengan rasa takut (tidak akan

diterima) dan harapan (akan dikabulkan). Sesungguhnya rahmat Allah dekat
dengan orang-orang yang berbuat baik”. (Q.S. al-A’raaf: 56).

Dari ayat di atas dapat diambil sebuah nilai penting bahwa dengan
memperbanyak berbuat kebaikan maka seseorang akan semakin dekat dengan
rahmat Allah. Orang yang dekat dengan rahmat Allah maka dia akan merasakan
ketenteraman dalam hatinya. Dia tidak akan pernah merasa sendirian, karena
kemanapun kakinya melangkah dia selalu merasa dekat dengan Allah swt.

Selain keberadaan Allah swt, nikmat Allah swt yang telah diberikan
kepada hamba-Nya juga dapat dianalogkan sebagai suatu fungsi dalam deret tak
hingga karena sesungguhnya manusia tidak akan pernah dapat menghitung
nikmat-nikmat tersebut. Hal ini sebagaimana dinyatakan dalam al-Qur’an surat

Ibrahim ayat 34 yaitu sebagai berikut:

9 Ao -

(ﬁ)l,]a.]u_wﬁ\\)l u,aﬁ et lj.uuuj :,;iju N
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Artinya: "Dan Dia telah menganugerahkan kepada kamu dari segala apa yang
kamu mohonkan kepada-Nya. Dan jika kamu menghitung nikmat Allah, tidaklah
dapat kamu menghinggakannya. Sesungguhnya manusia itu sangat zalim dan
sangat kafir”. (Q.S lbrahim: 34).

Dalam ayat yang lain yaitu surat an-Nahl ayat 18, Allah swt juga

menegaskan bahwa:

~ ~
2 o ~ g~

(B 25 S BT 2 Ty N A 1,45 o
Artinya: “Dan jika kamu hendak menghitung-hitung nikmat Allah, niscaya kamu
tak dapat menghinggakannya. Sesungguhnya Allah benar-benar Maha
Pengampun lagi Maha Penyayang”. (Q.S an-Nahl: 18).

Dari kedua ayat di atas, Allah swt menjelaskan bahwa sesungguhnya
nikmat yang telah dilimpahkan kepada hamba-Nya sangatlah banyak dan jika
dihitung maka kita tidak bisa menghingganya. Hal ini sesuai dengan pendapat
Shihab (2002: 63) bahwa untuk menyebutkan nikmat Allah diperlukan sederetan
ungkapan sedangkan untuk menghitungnya merupakan suatu hal yang mustahil.

Perbedaan penutup antara surat Ibrahim ayat 34 dengan surat an-Nahl ayat
18 disebabkan karena konteks yang digunakan. Ayat dalam surat lbrahim
menjelaskan tentang sikap manusia yang durhaka terhadap anugerah Allah.
Mereka tidak mensyukurinya karena itu mereka dikecam. Sedangkan dalam surat
an-Nahl menjelaskan tentang anugerah Allah dan kemurahan-Nya serta
bagaimana Allah menghadapi manusia. Betapapun manusia itu mendurhakai
nikmat Allah, namun Allah masih membuka pintu maaf serta tetap mencurahkan

rahmat-Nya (Shihab, 2002: 65).
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Nikmat-nikmat Allah yang sudah diberikan kepada kita misalnya nikmat
bernafas dan menghirup oksigen dengan nyaman tanpa harus membayar, nikmat
berupa kesehatan jasmani dan pikiran, nikmat berupa penglihatan yang baik,
pendengaran yang baik, hati yang senantiasa masih mengingat-Nya, dan lain
sebagainya yang tentu saja Kita tidak dapat menyebutkannya satu persatu.

Jika tiap-tiap nikmat Allah yang diberikan kepada hamba-Nya kita anggap
sebagai setiap suku dari suatu deret tak hingga, dari nikmat yang terkecil

misalnya kita nyatakan sebagai a, sampai pada nikmat yang sangat besar kita

misalkan sebagai a,(z—a)", maka jumlah nikmat-nikmat tersebut dapat kita

nyatakan sebagai suatu fungsi dalam deret pangkat tak hingga sebagaimana yang

dikenal dalam konsep matematika yaitu sebagai berikut:

f(z)=a,(z-a)

n-0
—a,+a,(z-a)+ay(z—a) +a,(z—a) +---

Semakin banyak kita mengingat nikmat Allah lalu kita mensyukurinya
maka sesungguhnya kita akan semakin merasa cukup dengan apa yang kita miliki.
Kita akan semakin menyadari bahwa anugerah tersebut adalah titipan dari Allah
dan kita harus menggunakannya untuk senantiasa beribadah. Dalam al-Qur’an,
Allah swt menjelaskan bahwa Allah akan menambah nikmat-Nya bagi orang-
orang yang senantiasa bersyukur. Hal ini sebagaimana dinyatakan dalam surat

Ibrahim ayat 7 sebagai berikut:

Ao
P PR //,;f, ./’,f,/ - e ?;:3/
Lw@l»o}é}a_ec,«gj vi;.uggl,ujéswogvﬁj\/);b;b
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Artinya: “Dan (ingatlah juga), tatkala Tuhanmu memaklumkan: Sesungguhnya
jika kamu bersyukur, pasti kami akan menambah (nikmat) kepadamu. Dan jika
kamu mengingkari (nikmat-Ku), maka sesungguhnya adzab-Ku sangat pedih’.
(Q. S Ibrahim: 7).

Bersyukur merupakan salah satu perbuatan baik yang sangat dianjurkan
dalam agama Islam. Bahkan di dalam al-Qur’an, Allah berjanji akan menambah
nikmat yang diberikan kepada hamba-Nya bagi siapa saja yang bersyukur
sebagaimana dinyatakan dalam ayat di atas. Dalam surat al-An’am ayat 160, Allah

kembali menegaskan bahwa:

<
L9

P

2 05y ¥ ias Lha ¥ G52 M aA0L 5l o (bl i b aid L ile 4
Artinya: “Barang siapa membawa amal yang baik, maka baginya (pahala)
sepuluh kali lipat amalnya. Dan barang siapa yang membawa perbuatan jahat
maka dia tidak diberi pembalasan melainkan seimbang dengan kejahatannya,
sedang mereka tidak sedikitpun dianiaya (dirugikan)”. (Q. S al-An’am: 160).

Dengan demikian, maka jelaslah bahwa manusia harus senantiasa
mendekatkan diri kepada Allah swt dengan memperbanyak berbuat kebajikan baik

dalam tatanan hubungan secara vertikal dengan Allah maupun hubungan secara

horisontal dengan sesama manusia dan lingkungan alam semesta.

2.10 Transformasi Konformal

Jika f fungsi analitik pada domain D dalam bidang-z, ¢; dan c,, dua kurva
mulus dalam D yang berpotongan di zo€D dan nilai f'(zo) #0, maka oleh w=f(z)
kedua kurva itu di transformasikan menjadi kurva mulus ¢'1 dan c; yang
berpotongan pada sudut yang besar dan arahnya sama seperti pada c1 dan c.

Karena f mempertahankan besar dan arah sudut di zo, maka f dinamakan
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transformasi konformal di zo. Jadi jika f analitik dan f'(zo)#0 di zo maka f
konformal di zo. Suatu transformasi dikatakan konformal pada suatu domain

jika transformasi itu konformal di setiap titik domain itu (Soemantri,

u=u(xy)
v=V(xy) }

Secara umum persamaan tersebut mendefinisikan suatu transformasi atau

1994:321-322).

pemetaan yang mengaitkan titik-titik di dalam bidang-XY dan di dalam bidang-
UV. Persamaan (1) dinamakan persamaan transformasi, jika tiap titik dalam
bidang-UV dihubungkan tepat satu pada bidang-XY dan sebaliknya, maka dapat
disebut transformasi atau pemetaan satu ke satu. Oleh karena itu himpunan titik-
titik pada bidang-XY dipetakan ke dalam himpunan titik di dalam bidang-UV dan
sebaliknya. Himpunan titik-titik yang dihubungkan dalam dua bidang tersebut
sering disebut peta atau bayangan dari satu terhadap yang lainnya (Spiegel,
1964:216).

Contoh 2.10.1

Misalkan P adalah daerah persegi panjang di bidang z yang dibatasi oleh
x=0,y=0,x=2,y=1. Tentukan daerah P' di bidang-W, dimana P dipetakan di
bawah transformasi w=z + (1—2i).

Penyelesaian:
Jika w=z+@1-2i), maka u+iv=x+iy+1-2i=(x+1)+i(y—2) dan u=x+1,

v=y-2.
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Garis x=0 dipetakan kedalam u=1 y=0 ke dalam v=-2;x=2 ke dalam

u=3; y=1kedalam v =-1(Lihat Gambar 2.3).

>¥ N
|

I.

P

o

Gambar 2.4 Pemetaan W= Z + (1—2i)

Menurut Kreyszig (1993), suatu pemetaan di bidang datar dikatakan
mempertahankan sudut atau pemetaan konformal, jika pemetaan ini
mempertahankan besar atau arah sudut antara dua kurva terorientasi. Dengan kata
lain, bayangan sembarang dua kurva yang berpotongan yang sama seperti dua

kurva asalnya, baik besar maupun arahnya.

Gambar 2.5 Transformasi Konformal
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Teorema 2.10.2

Jika f(z)analitik dan f'(z) # 0 dalam suatu daerah R , maka pemetaan
w = f(z) konformal disemua titik dari R.
Misalkan kurva
C:z(t) = x(t) +iy(t) 1)
di dalam domain fungsi f(z). Akan ditunjukkan bahwa pemetaan w= f(z)
memutar garis tangen terhadap C disembarang titik z, di C [asalkan f'(z,)#0]
sebesar sudut yang tidak tergantung pada C. Dengan demikian, garis tangen
terhadap dua kurva yang melalui z, diputar sebesar sudut yang sama, sehingga

menghasilkan bayangan yang mempunyai sudut sama, baik besar maupun
arahnya. Menurut definisi, ini berarti kekonformalan.

Diasumsikan bahwa C adalah sebuah kurva mulus; dengan kata lain z(t)
di dalam Persamaan (1) terdiferensialkan dan turunannya z'(t) =3i kontinu dan

tidak pernah sama dengan nol. Ini berarti C mempunyai tangen yang tidak
berubah-ubah secara kontinu.

Perhatikan C' yang merupakan bayangan C oleh w= f(z) (bukan fungsi
konstan). C' adalah kurva yang dipresentasikan oleh

w(t) = f[z(®)].
Titik z, = z(t,) merupakan padanan titik w(t,) merepresentasikan vektor tangen
terhadap C' di titik ini.

Berdasarkan kaidah rantai
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dw_dt &2
dt  dz dt

)

Jadi, jika f'(z) =0, maka w'(t,)=0 dan C' mempunyai tangen tunggal di
w(t,) . Sudut antara vektor tangen tunggal di w'(t,) dan sumbu-U positif adalah
argw'(t,), yang dapat ditunjukkan berdasarkan bentuk kutub bilangan kompleks.
Dari Persamaan (2) diperoleh

argw'(t,) =arg f'(z,) +arg z'(t,) .

Jadi, di bawah pemetaan tersebut, vektor tangen terhadap C di z, diputar dengan
sudut sebesar argw'(t,) —arg z'(t,) =arg f'(z,).

yaitu sudut antara kedua vektor tangen terhadap C dan C'. Karena ekspresi di ruas
kanan tidak tergantung pada C yang diambil, berarti sudut ini tidak tergantung

pada C. Dapat disimpulkan bahwa pemetaan w= f(z) memutar semua kurva
yang melalui z, sebesar sudut yang sama, yaitu arg f'(z,). Dengan demikian

bayangan C, dan C, dari sembarang dua kurva C,dan C, yang melalui z,

membuat sudut yang sama dengan sudut antara dua kurva itu sendiri, baik besar

maupun arahnya. Ini berimplikasikan kekonformalan w= f(z) di z, dan karena

z, adalah sembarang titik di dalam daerah asal f(z).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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PEMBAHASAN

3.1 Pemetaan Sumbu Riil pada Suatu Segi-n

Pemetaan sumbu riil dari bidang-Z pada suatu segi-n di bidang-W,
memiliki titik sudut w,,w,,...,w, dengan sudut dalam yang berkaitan berturut-turut
adalah a;,0,,...,e,. Misalkan titik-titik w;,w,,...,w, berturut-turut dipetakan kedalam
titik-titik X, X,,...,Xx, pada sumbu riil di bidang Z (spiegel, 1964:220). Dimana akan
diperkenalkan terlebih dahulu sebelum membahas mengenai cara membangun
Transformasi  Schwarz-Christoffel yang berlandaskan pada transformasi
konformal.

Suatu transformasi w= f(z) yang dibangun dengan memetakan setiap
titik pada sumbu-X di bidang-Z pada suatu segi-n, dengan X;,X,,...,X, ;,X,
adalah titik-titik pada sumbu-X dan X, <X, <X; <...<X,,; <X,, dimana titik-titik
pada bidang-Z merupakan domain dari transformasi tersebut. Titik-titik tersebut

dipetakan menjadi titik-titik pada segi-n, yaitu w; = f(x;), j=12,...,n-1 dan
w, = f(») dalam bidang-W. Fungsi f dipilih sedemikian hingga arg f'(z) bernilai

konstan yang berlainan pada saat z bergerak sepanjang sumbu-X.

Jika diberikan f sedemikian hingga

f'(2) = AZ—%)" (2= %)% .. (2= X%, 1)"", (3.1)

31
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dengan A adalah suatu konstanta kompleks dan setiap k;, dengan

j=12.3,...,n—1 adalah konstanta riil. Karena argumen suatu hasil kali bilangan-
bilangan kompleks sama dengan jumlah argumen masing-masing faktornya, maka
arg f'(z) =arg A—k,arg(z—x,) -k, arg(z—x,) —...—k ,arg(z—x, ;). (3.2)

Perhatikan bidang-Z (Gambar 3.1), bilangan-bilangan riil X, X,,..., X, X,

terletak pada sumbu riil bidang-Z. Jika z adalah suatu bilangan riil, maka bilangan

N. =z—X. (3.3)
adalah bernilai positif jika z lebih besar dari x; dan negatif jika z kurang dari x;.

Jadi
0, jika Z > X;

arg(z—x;) = (3.4)
7T, jika Z < Xj.
Andaikan z bergerak sepanjang sumbu riil bidang-Z dari kiri ke kanan

seperti ditunjukan dalam gambar 3.1.

Jika z =x dan x < x, , maka

arg(z—x) =arg(z—Xx,)=...=arg(z—X,,)=7. (3.5)
Jika z=xdan x,, <x<X,, J=12,...,r=14r,r+1...n-1,

misalkan

b, =ag (), (36)
maka menurut Persamaan (3.2) dan (3.4) berlaku

arg f'(z) =arg A—k,arg(z—x)—k,arg(z—x,) —---—K, ,arg(z—x, ;)
¢, =argA-karg(z—x)—-k ,arg(z—X.,,)—-—K,,arg(z—x, ;)
=argA-k. 7 —K, 7—K 7 ——K 7
=argA—-(k, +K.,, +K ,+--+k )7 (3.7)
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dan

arg f'(z) =arg A—k,arg(z—x)—k,arg(z—x,) —---—k. ,arg(z—x, ;)

¢ =argA-k  arg(z—x,,)—K. arg(z—X,)——k, arg(z—X, )
=argA— kr+17z- - kr+27z— = kr+37[ . ™ kn—lﬂ-
=arg A_(kr+1+kr+2 45 kr+3 +'”+knfl)ﬂ- (3.8)
Ya Bidang-Z
e e
] ] ] ] ] ] ] | >y
X
Xl X2 Xr Xn

Gambar 3.1 Bidang-Z
Jadi

¢r _¢r—1 = [arg A_(kr+l 2 kr+2 + kr+3 O kn—l)ﬂ-]_[arg A_(kr + kr+l + kr+2 +oeeet kn—l)”]
¢. —@,, =k m,dengan j=123,...,r-1r,...,n—1. (3.9

Selanjutnya

df (z) _ arg [du(z) —idv(z)] _ tan- dv(z)

arg f'(z) =arg——= :
9@ =ag=y a du(z)

Tampak bahwa arg f'(z) merupakan sudut yang dibentuk oleh unsur
df (z) dalam bidang-W, yakni hasil transformasi dz oleh Transformasi (3.1)

dengan sumbu riil bidang-W. Jadi jika z bergerak sepanjang sumbu riil bidang-Z,

maka titik bayangannya menelusuri suatu segi-n di bidang-W.

Dengan demikian, jika z =x dan Xjy <X<Xj, j=12,...,n—1 dengan z
bergerak sepanjang sumbu riil bidang-Z dari sebelah kiri titik x; ke sebelah

kanannya, maka vektor 7z di bidang-W berubah dengan sudut k;z, pada setiap
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titik bayangan x;, seperti ditunjukkan pada Gambar 3.2. Sudut k ;7 adalah sudut
luar dari segi-n pada titik W, .

Va
YA}

Gambar 3.2 Pemetaan f(z) dengan z =X dan X; ; <X <X;

Diasumsikan bahwa sisi-sisi segi-n tidak berpotongan satu sama lain dan
sudutnya diambil berlawanan dengan arah jarum jam. Sudut-sudut luar dapat

didekati oleh sudut antara 7 dan — 7, sehingga —1<k; <1. Jika segi-n tertutup,

maka jumlah sudut luarnya adalah 2 7. Untuk membuktikannya dipandang segi

banyak tertutup mempunyai sisi (n+1), lihat Gambar 3.3.

W, k. ;
....... ..‘.. /\:.'

Gambar 3.3 Segi Banyak Tertutup mempunyai sisi N +1

(Zill, 410)
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Telah diketahui bahwa k;7 adalah besarnya sudut luar pada titik W, yang

merupakan bayangan dari titik x; . Jika segi banyak mempunyai sisi n+1, maka

kKr=¢,—¢
ko = ¢, — ¢,
Kt =¢,— ¢,
knﬂ- - ¢n _¢n—l )

sedangkan sudut k,z=¢, —¢,, dan k.7 =¢,., +27—¢,.
Pada segi-n, k., ,7 =0 sehingga ¢, = ¢,., + 27 . Dengan demikian,

kiw + Ko + K + -+ K = (= G0) + (B =) + (B —4) +---+ (4, — 4,.)
(k+k, +ky+-+k)r  =(4,—¢.1)

=2r
k +K, + Ky +--+Kk, =) (3.10)

Jadi jelas bahwa k; dengan j=1,23,...,n memenuhi kondisi

k, +K, +K; +---+k, =2, -1<k; <1. (3.11)

3.2 Transformasi Schwarz-Christoffel

Dalam teori potensial, dalam hubungannya dengan persoalan nilai batas,
seringkali untuk mentransformasikan setengah bagian atas bidang-Z secara satu-
satu ke suatu daerah bidang W yang dibatasi oleh garis-garis lurus, penggal garis,
atau sinar-sinar. Daerah tersebut dapat berupa segi-n tertutup sederhana dan juga
suatu daerah tak terbatas, akan tetapi batas-batasnya terdiri dari garis-garis,
penggal garis, atau sinar. Dapat ditunjukkan bahwa suatu pemetaan umum dapat

dilakukan melalui suatu transformasi w = f(z) sedemikian hingga
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£1(2) = AZ %) (2= %) (2= %) ...(2— %), (3.12)
(Paliouras, 1987:291-292)

merupakan turunan dari suatu fungsi yang memetakan sumbu-X pada suatu segi-n.
Faktor-faktor (z—xj)kj menyatakan cabang-cabang dari fungsi tersebut dengan

perluasan irisan cabangnya di bawah sumbu-X. Secara jelas dapat ditulis
(2-x,)" = (z—x,|)" exp(-ik,0)). (3.13)
& g2 g j=123 1
_E< j<?, j=arg(z-x;), j=123...,n—

f'(z) analitik pada setengah bidang atas atau y >0 kecuali pada titik-titik x;
dengan j=123,...,n-1.
Jika z, adalah suatu titik pada daerah analitik itu (misal daerah itu R),

maka fungsi
F(z) = j f'(s)ds (3.14)

adalah fungsi bernilai tunggal dan analitik pada daerah yang sama, dengan

lintasan integrasinya dari z, ke z adalah sembarang kontur dalam R. (Gambar

3.4).

Gambar 3.4 Lintasan Integrasi dari Z, ke z

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Untuk mendefinisikan fungsi F pada titik z = x, sehingga fungsi F kontinu pada
titik tersebut, dinyatakan (z—x,)" adalah satu-satunya faktor dalam Persamaan
(3.12) yang tidak analitik pada x,. Dari sini, jika ¢(z) menyatakan perkalian
faktor-faktor selain (z—x,)*, maka dapat ditulis

#(2)=(Z—%)(z-Xx)...(2— %), (3.15)
#(z) analitik pada x, dan dapat dinyatakan pada suatu daerah terbuka ]z — xl\ <R

oleh Deret Taylor di sekitar x,, sehingga

(@)= (- %)9(2)
~ (x5 400+ £ 1)+ £ s

u 2
=) (Z—x)" +(2-%) "y (2) (3.10)
dengan
l//(Z) — ¢I§j(l) + ¢”§;(l) (Z 4 Xl) + ¢”I3(!X1) (Z i Xl)2 Y

w(z) analitik dan kontinu pada seluruh daerah terbuka dengan y >0 karena
1—k, >0, maka bagian terakhir dari Persamaan (3.16) menyatakan suatu fungsi z
yang kontinu ke seluruh bagian atas dari daerah terbuka dengan y >0 dan pada
z = X, bernilai nol. Jika bagian terakhir Persamaan (3.16) diintegraikan sepanjang

kontur z, ke z, maka

[(s=x)p(5)ds (3.17)

1

dengan z, dan konturnya berada dalam setengah daerah terbuka dengan y >0,

merupakan suatu fungsi z yang kontinu pada z = x; .
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Karena integral

1
1k,

j (s—x)8ds == [z—x)"™ ~(z, —x)*] (3.18)

sepanjang lintasan yang sama menyatakan suatu fungsi yang kontinu pada x,,
maka integral dari Fungsi (3.16) sepanjang lintasan yang ditentukan dari z, ke z,
juga merupakan fungsi yang kontinu pada y > 0. Demikian pula untuk integral

pada Persamaan (3.14), karena integral tersebut dapat dinyatakan sebagai suatu

integral sepanjang suatu kontur dalam R dari z, ke z, ditambah integral dari z,

ke z.
Fungsi pemetaan yang turunannya diberikan pada Persamaan (3.12) dapat
ditulis

f'(2) = Az=%)" (2-%)" (2 -%)" ...(2= %)

W= Aj[(s %)% (5= %) (=X, ;) [ds + B (3.19)

atau f(z)=F(2)+B
dengan A dan B adalah konstanta kompleks. Fungsi tersebut disebut Transformasi
Schwarz-Christoffel (Paliourus, 1987:291-292).

Transformasi (3.19) kontinu pada setengah bidang atas atau y > 0. Karena
pada daerah tersebut f(z) analitik kecuali pada titik-titik z=Xx; dengan
j=123,...,n—1, maka Transformasi (3.19) konformal kecuali pada titik-titik
tersebut. Bilangan k; memenuhi kondisi

k +k, +---+k, =2, -1<k; <1 (j=12..,n),
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konstanta x; dan k; dipilih sedemikian hingga segi-n adalah suatu kontur

tertutup sederhana. Titik z menggambarkan sumbu-X dengan arah positif,
bayangannya menggambarkan segi-n juga dalam arah positif dan terdapat
korespondensi satu-satu antara titik-titik pada sumbu-X dan titik pada segi-n.

Jika z suatu titik interior dari setengah bidang atas y >0 dan x, adalah
sembarang titik pada sumbu-X selain titik x;, maka sudut yang di bentuk oleh

vektor t pada titik x, dan garis yang menghubungkan titik x, dan z adalah

positif dan kurang dari 7, seperti ditunjukkan pada Gambar (3.4). Karena

transformasi f(z) konformal, maka pada titik w, sudut yang dibentuk oleh
vektor z dan bayangan dari segmen yang menghubungkan titik x, dan z

mempunyai nilai yang sama, dimana sudutnya diambil berlawanan dengan arah
jarum jam.

Diberikan suatu segi-n P pada bidang-W yang dinyatakan oleh Fungsi
(3.21). Konstanta-konstanta dalam Transformasi Schwarz-Christoffel ditentukan
sedemikian hingga memetakan sumbu-X ke dalam suatu segi-n P, dimana posisi
dan ukuran segi-n bisa berbeda. Ukuran dan posisi dari P dapat diatur dengan
memberikan nilai-nilai sembarang untuk A dan B. Posisi dari segi-n P tergantung
dari nilai B dan ukurannya tergantung dari nilai A, dengan A dan B adalah

konstanta kompleks. Jika diambil z, =0, A=1 dan B =0, maka transformasi

Schwarz-Christoffel-nya adalah
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w=f(z) = Aj (5= %) (s = %) -++(s—x, )" Jis+B
15— %) (5- %) o(5—%, )" R+ 0
= j[(s XD (5= %) (5= X, ,) " s (3:20)

Jelas dipenuhi bahwa sumbu-X dipetakan ke dalam suatu segi-n P. Bilangan-

bilangan k; ditentukan dari sudut-sudut luar pada titik-titik P. Konstanta dari x;
dengan j=1,23,...,n—1 tinggal dipilih dengan mengambil titik sembarang di

dalam setengah bidang atas di bidang-Z, dengan y >0 (Zill, 412-413).

3.3 Aplikasi Penggunaan Transformasi Schwarz-Christoffel Pada Sumbu-X
di Bidang-Z

Pada bagian berikut, disajikan beberapa contoh penggunaan Transformasi
Schwarz-Christoffel (3.20), yaitu akan ditransformasikan sumbu riil dibidang-Z ke
suatu segi-n di bidang-W yang diketahui tiga titik dan empat titik pada sumbu X di
bidang-Z
3.3.1 Tiga Titik pada Sumbu-X di Bidang-Z

Jika pada sumbu X di bidang-Z diketahui tiga titik dengan titik-titik

bayangan w;,w,, dan w,, (Gambar 3.5) dan berbentuk segitiga, maka transformasi

Schwarz-Christoffel dapat ditulis

W= Aj(s—xl)kl(s—xz)kz (s—x,)ds+B, (3.23)

Zy

dengan k; +k, +k; =2. Dalam bentuk sudut interior &,
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K :1—£¢9j , dengan j=1,23,.
v

Dari sini telah jelas diberikan tiga titik x; sebagai titik-titik berhingga

pada sumbu X, yang biasanya telah ditentukan. Konstanta kompleks A dan B,
yang berhubungan dengan ukuran dan posisi segitiga, dapat ditentukan

sedemikian hingga setengah bidang atas dipetakan pada daerah segitiga yang

dimaksud.
YA VA
W3
..... ‘..<
Ky
1 1 1 =X
Xl X2 X3

Gambar 3.5 Segi banyak adalah Segitiga

Jika diambil titik w, sebagai bayangan dari titik di tak hingga,

transformasinya menjadi
w=Af(s=x)(s %) ds+B. (3.24)
Contoh 1
Jika diambil k =k,=k;,=2/3 dan x =-1x,=1X%X, =0, dengan

z,=1L,A=1 dan B=0, maka dengan menggunakan Persamaan (3.24)

Transformasi Schwarz-Christoffelnya menjadi:
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w= j(s+1)%(s—1%ds. (3.25)

Akan dibuktikan bahwa bayangannya adalah suatu segitiga sama sisi.
Penyelesaian:

a. Bayangan dari titik z =1 adalah w, =0
1
w, = [(s+1)%(s-1)*ds = 0.
1

b. Bayangan dari titik z=-1 adalah w,
Untuk z=-1 dapat ditulis s=x, dengan —1<x<1, sehingga x+1=0 dan

arg(x+1) =0, karena |x—1 =1—x dan arg(x—1) = 7.
W, =_j(s+1)%(s—1)%ds
- [x+n%a-% exp(—zérijdx
_71 n% 2r .
_j(l—x )2 exp —?I dx
:_I(l—xz)% exp(—z?j[ijdx
27 .\t 1%
:—exp(—3|)£2(1—x) dx

= exp(%i)j'za— xz)%dx

B . ¢ 2dx
W, _exp(3 |)£—(1_X2)% dx. (3.26)

Dengan subtitusi x =/t dan
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T2 dt
b= dx=[——— dvt
! AW

dt

t2(1-t2)%

2(1-12) At

11
= [”[Z’gj (3.27)

Il
Ol o Ot P O
—

diperoleh titik w,

W, =bexp(%ij.

Karena titik w, terletak pada sumbu-U positif, maka

W, j(x+1)/(x )% dx = j 1)/

tetapi harga w, juga dapat dinyatakan dalam bentuk integral pada Persamaan

(3.26). Jika z membentang ke tak hingga sepanjang sumbu-X negatif, sehingga

(x+1)72 (x=1) 3 dx

x+1x ]j)/exp(—ljdx+.|.x+]4| ﬂ)/exp(——ljdx

W,

-
-1
-
Dalam Persamaan (3.26) telah diperoleh hasil untuk w,, sehingga
W, =W, +exp(——|j'|‘ x+1x ]J)Adx
Toodx

= bexp(—|)+exp(——|j

3 I(X 1)%

-ves| 51+ weo| 51,
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diperoleh

oo 5= (3

/o~
bexp =i
xp3

70 2 VT
bl cos — +isin —
{ 3 3}

W, =

2
BH;«@}
— 9"

Jika z=0, maka dapat ditulis s=x dengan O<x<1 sehingga diperoleh

x—1<0. Karena |x—]4:1—x, maka arg(x—1) =. Transformasi Schwarz-

Christoffelnya menjadi

W= T(x+1)%(l— x)% exp(—%”ijdx

3 ha-x3)t
Dengan memandang Persamaan (3.27)
w = Eexp(zij
2 3 )

) o] .
Jadiw = —exp|=i|pada z=0.
. xp(3 jp
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Terbukti bahwa bayangan dari titik x, =—-1,X, =1, x, =co adalah segitiga sama
sisi dengan panjang sisinya b, dapat ditunjukkan pada Gambar (3.6)

Ya Va

Gambar 3.6 Segi banyak adalah segitiga dengan panjang sisi b

3.3.2 Empat Titik pada Sumbu-X pada Bidang-Z
Jika pada sumbu-X di bidang-Z diketahui empat titik dengan titik-titik
bayangan w;,w,,w, dan w, dan bayangannya berbentuk empat persegi panjang,

maka Transformasi Schwarz-Christoffelnya menjadi

W= Aj.(s — %) (s=X)%(s— %) (s —X,)“ds+B (3.28)

Zy

dengan O<arg(z—x;) <z dan k, =k, =k; =Kk, :;

Dengan mengambil
1 1 1 1

9(2) = (2-%)%(2-%,)2(z—x;)2(2—x,)?, diperoleh

w= A.fg(s)ds+ B.

Zy
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Misal diambil titik-titik x, =-a,x, =-1,x;, =1 dan x, =a,a>0 dengan

z,=0,A=1 dan B=0. Akan dibuktikan bahwa bayangan dari titik-titik

X, X,, X5, X, adalah suatu empat persegi panjang.

Penyelesaian:
Karena x, =-a,X, =—1,x; =1 dan x, =a, maka

0(z)=(z+ a)%(z +1)%(z £ a)%(z _1)%
=(z* —az)%(z2 —1)%

-[(e - 230 [o- 2]

=(a’ - 22)%(—1)%(1— ZZ)%(—l)%

=@ -2°) -2 [- DD}

9(2) =(a*-2°)?(1-2)2.

Diketahui bahwa z, =0,A=1 dan B =0, dari sini diperoleh

W= A_[g(s)ds+ B

Zg

w:jg(s)ds =

JZ- ds
2 y(a% —s%) (L-s?)

a. Jika z=xdan —1<x<0, maka

arg(x+a) =arg(x+1) =0 dan arg(x—1) =arg(x—a) =z, sehingga



b.

9(x) = |g(x)|{exp(—§iﬂ

= |g(x)|exp ()
=|9(x)|(cos 7 —isin )
=|g(x)|(-1-0)

=g (x)|.

Jika —a < x < -1, maka

arg(x+a)=0dan arg(x+1) =arg(x-1) =arg(x—a) =,

sehingga

9(x) = |g(x)|{exp(—§iﬂ
~lotolew- ]

= |g(x)|(cos3?7r —isin %ﬂj

=|g()|(0-i(-1))
=ijg(x),

diperoleh
W, = jg(s)ds
0
= [ g(x)dx
0

= fg(x)dx - fg(x)dx

0

= ]l|g(x)|dx - i_f|g(x)|dx.

0

Jika diambil

47
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1 1 dX
B A W e

a a dX
c=!|g(x)|dx:!\/(le) Tt

maka

W, = :[|g(x)|dx — i]|g(x)|dx
— _(b—ic)

=-b+ic,

kemudian

W, = Tg(x)dx = ]'1|g(x)|dx =—b

1 1

W, :J.g(x)dx = j|g(x)|dx =b

w, = [g(dx = [lg(9[dx = [|g()[dx+ [|g(x|dx = b+ic.

0 0

Posisi dari empat persegi panjang dapat ditunjukkan pada Gambar 3.7

Ya Va

Gambar 3.7 Segi banyak adalah empat persegi panjang
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan masalah yang telah diuraikan pada bab
sebelumnya, maka dapat ditarik kesimpulan bahwa Transformasi Schwarz-

Christoffel dibentuk dengan berlandaskan pemetaan sumbu riil pada suatu segi
banyak oleh suatu fungsi analitik w= f[z(t)], f'(z) #0 dengan t adalah parameter.
Dari pemetaan tersebut diperoleh suatu fungsi transformasi yang memetakan
setengah bidang atas dengan y >0 pada segi-n. Pada daerah setengah bidang atas
tersebut f'(z) analitik kecuali pada titik-titik z = x;. Titik-titik x;,j=123,...,n-1
dan x, =co menjadi titik pada bidang-Z yang dapat ditentukan sembarang dan
bayangan dari titik-titik tersebut menjadi titik-titik pada segi-n. Titik-titik x;

dipilih sedemikian hingga sisi-sisi dari segi banyak tidak berpotongan satu sama
lain. Fungsi transformasi itu disebut Transformasi Schwarz-Christoffel yang

dinyatakan dalam bentuk:

w= Afl(s— 1) (s - ) (s x,)* bis + B

0

konstanta A dan B merupakan konstanta kompleks yang menentukan ukuran,

orientasi (arah) dan posisi segi-n. Bilangan-bilangan k; memenuhi kondisi

k, +k, +kg +--+k, =2, —1<k; <1,

49
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Untuk daerah setengah bidang atas yang memiliki tiga titik pada sumbu riil di

bidang-Z, maka Transformasi Schwarz-Christoffel pada pemetaan tersebut adalah

W= AI (s—x)"(s—X,)* (s —x;)“ds + B dengan bayangannya berupa suatu

segitiga dengan titik-titik bayangan w;,, w, dan w,. Sedangkan untuk daerah

setengah bidang atas yang memiliki empat titik pada sumbu riil di bidang-Z, maka

Transformasi ~ Schwarz-Christoffel ~ pada  pemetaan  tersebut  adalah

W= Aj(s—xi)kl(s—xz)kz (s-x,)°(s-x,)ds+B, dengan bayangannya berupa empat persegi

panjang, dengan titik-titik bayangan w;,w,,w, dan w, .

4.2 Saran

Tugas akhir ini membahas atau mengkaji secara teoritis tentang
Transformasi Schwarz-Christoffel. Bagi pembaca yang tertarik pada materi ini
dapat mengembangkannya pada penerapan Transformasi Schwarz-Christoffel di

bidang fisika atau bidang lain.
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