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ABSTRAK

Romli, Lilis Nurhidayati. 2009.Kajian Integral Riemann-Stieltjes. Skripsi,
Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologivéssitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang
Pembimbing: I. Hairur Rahman, S. Si. M. Pd.

Il. Abdussakir, d.

Kata Kunci: Terintegral Riemann-Stieltjes, terbatas, monotak.na

Konsep integral pertama kali ditemukan oleh Newy@amg kemudian
dikembangkan oleh ahli-ahli matematika, salah sa@uRiemann. Selanjutnya
teori integral ini terus dikembangkan, sehingga atiekan teori-teori integral
yang baru diantara salah satunya integral Riemaieft}jSs. Berdasarkan latar
belakang tersebut, maka penulis akan mengkajinghtdegral Riemann-Stieltjes
beserta teorema-teoremanyategral Riemann-Stieltjies itu sendiri merupakan
bentuk dari integral Riemann yang diperluas.

Dalam Integral Riemann-Stietjes terdapat beberaph pgokok yang
mendasari terbentuknya teori integral tersebumtdranya fungsi yang terbatas
pada intervala, b] dan fungsi yang monoton naik pada intefvab].

Dalam skripsi ini menjelaskan tentang bagaimanatusdangsi bisa
dikatakan terintegral Riemann-Stielties dan siffstsdari Integral Riemann-
Stieltjes itu sendiri. Sifat-sifat integral RiemaS8tieltjes meliputi:

1. Jikaf € RS,[a, b] dang € RS,[a,b], makd, f + g da = [} f da +
[, gda

2. Jika f € RS, [a, b], c € R, maka f: cfidag= cf:f da

. Jikaf € RS,[a, b; f(x) = 0, makaf’ f da = 0

4. Jikaf € RS,[a,b] ; f € RSga,b], makg, fd(a+p) = [ fda+
, fdp

5. Jika€ RS,[a,b] ;c € R, makd, f d(ca) = c [, f da

6. [[fda=[fda+ [ fda

Setelah penulis menjelaskan tentang konsep int®yeahann-Stieltjes dan

sifat-sifatnya, maka dengan menggantinenjadi suatu fungsi disarankan kepada
peneliti selanjutnya untuk mengembangkan kajiara#epntegral Henstosk.



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Catatan dari usaha manusia secamatioue untuk merumuskan konsep-
konsep dan unsur-unsur dalam bidang ilmu pengetahgar dapat diuraikan ke
dalam dunia nyata adalah sebagian dari sejarahpbngetahuan alam. Berbicara
tentang ilmu pengetahuan, Al-Qur'an telah memberikapada manusia kunci
ilmu pengetahuan tentang dunia dan akhirat sertayeaakan peralatan untuk
mencari dan meneliti segala sesuatu agar dapatungkgp dan mengetahui
keajaiban dari kedua dunia itu (Rahman, 1992:18¢af umum semua konsep
dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam Al-Qurdrgl itu menunjukkan keluasan
suatu ilmu. Dalam Al-Quran hal tersebut telah ldiggkan oleh Allah SWT
dengan firman-Nya dalam surat Al-Kahfi ayat 109g/aerbunyi:

i Vi 35 35 Can 25 of 58 25 2 55 T 81 35571 06 5T 5

Z - -

I FEW

Artinya: "Katakanlah: sekiranya lautan menjadi tantuntuk (menulis) kalimat-
kalimat Tuhanku, sungguh habislah lautan itu setmehabis (ditulis) kalimat-
kalimat Tuhanku, meskipun kami datangkan tambakaars/ak itu (pula)'@. S.
Al-Kahfi:109)

Ayat tersebut menjelaskan bahwa hendaknya manusiaaimami akan
kewajiban untuk menuntut ilmu serta mempelajariiyalam mempelajari ilmu

tidak hanya berbekal kemampuan intektual semat $eapi perlu didukung

secara bersamaan dengan kemampuan emosional démbkpbehingga apabila



seseorang telah mampu memahami suatu ilmu, makag or@sebut dapat
menyampaikan ilmu yang telah dimiliki kepada orgmmmng belum mengetahui
dengan disertai metode yang baik, sehingga apa vhsmmpaikan mudah
dipahami oleh orang lain. Sebagaimana firman AB&MT yang memerintahkan
Rasulullah s.a.w untuk menyampaikan kepada mamneisiang suatu ilmu kepada

umat manusia. Firman Allah tersebut terletak padatAl-Maidah ayat 99:

(2305885 43 025 G (T 865 lJT) g,257 Jo 0
Artinya: "Kewajiban Rasul tidak lain hanyalah memgpaikan (ilmu), dan Allah

mengetahui apa yang kamu lahirkan dan apa yang keembunyikan (Q. S. Al-
Maidah: 99).

U

Dalam kehidupan di dunia, manusia tidak lepas daerbagai
permasalahan. Permasalahan-permasalahan tersebyangkut berbagai aspek,
yang dalam penyelesaiannya diperlukan suatu penahamelalui suatu metode
dan ilmu bantu tertentu. Matematika merupakan sakthh cabang ilmu yang
mendasari berbagai macam ilmu yang lain dan setamghadapi berbagai
macam fenomena yang semakin kompleks sehinggangentituk dipelajari.
Matematika merupakan alat untuk menyederhanakayapan dan pemahaman
masalah. Dalam bahasan matematika, suatu masalpht daenjadi lebih
sederhana untuk disajikan, dipahami, dianalisis,dipecahkan. Untuk keperluan
tersebut, pertama dicari pokok masalahnya, kemudilzimat rumusan atau model
matematikanya (Purwanto, 1998:1).

Persoalan yang melibatkan model matematika banyakcuat dalam
berbagai disiplin ilmu pengetahuan, seperti dal@ary fisika, kimia, ekonomi,

dan persoalan rekayasa. Model matematika secaa@#pmat didefinisikan sebagai



sebuah formulasi atau persamaan yang mengungk&ekprutama suatu sistem
atau proses fisika dalam istilah matematika (Chaf981:12).

Mempelajari matematika yang sesuai dengan paradidnhalbab tidak
cukup hanya berbekal kemampuan intektual semaégmi teerlu didukung secara
bersamaan dengan kemampuan emosional dan spiftoial. pikir deduktif dan
logis dalam matematika juga bergantung pada kemampuuitif dan imajinatif
serta mengembangkan pendekatan rasionalis, enghanislogis. Sedangkan pola
pikir dedukktif itu sendiri adalah pola berfikir yg didasarkan pada kebenaran-
kebenaran yang secara umum sudah terbukti benadug&bkir, 2007:24).
Sebagaimana dalam firman Allah SWT dalam suratrfian ayat 191

ey ._15""/ ‘//d"”’,: X 7 ﬂ{ £ 228 N7 B ,":/ ///,./1"/. P 2 .{"’
L5 2ol st i 5l § Oy mis g e Jo5 135285 Lel3 Wl 0y S5 (2!

e -

2L Olae Cab Slasz May lua cals G

@z

Artinya: ”(yaitu) orang-orang yang mengingat Allaambil berdiri atau duduk
atau dalam keadan berbaring dan mereka memikirksmang penciptaan langit
dan bumi (seraya berkata): "Ya Tuhan kami, tiadakigkau menciptakan Ini
dengan sia-sia, Maha Suci Engkau, Maka peliharalklhmi dari siksa
neraka”.(QS. Al-Imran:191)

Sesuai dengan tujuan pembelajaran matematika yarafimcara berfikir
secara sistematis, logis, analitis dan kritis, madikialam matematika tedapat satu
bidang yang dalam mempelajarinya dituntut untuKikiersecara analitis, yaitu
bidang analisis. Salah satu teori yang dipelajalam bidang analisis adalah teori
integral. Seperti ilmu-ilmu yang lain di dalam nratgika, teori integral

merupakan ilmu deduktif dan masih tetap berkembsemerti ilmu-ilmu yang

lainnya, baik dari segi teori maupun aplikasinya.



Konsep integral pertama kali dikemukakan oleh matd@mwan
berkebangsaan Inggris, Sir Issact Newton (1642-1&2hingga disebut teori
Integral Newton. Teori integral Newton ini kemudiamemicu perkembangan
teori integral yang terbukti dengan munculnya baparnama matematikawan
seperti Bernoulli (1700-1783), Euler (1707-1783h dernhard Riemann (1826-
1866). Kemudian dikembangkan secara modern olehugtiuglLuois Cauchy
(1789-1857) dan Stieltjes (1856-1894)

Integral didefinisikan sebagai kebalikan dari operpendiferensialan,
yaitu sebagai bentuk yang paling umum dari antirtan. Integral adalah salah
satu pokok bahasan yang terdapat dalam materi S;aRReal, Kalkulus,
Persamaan Diferensial Biasa, dan Persamaan Diferdtersial. Beberapa jenis
integral yang dipelajari adalah integral tentufegral Riemann dan integral tak
tentu, integral rangkap/integral lipat, dll.

Dewasa ini semakin banyak muncul penggunaan modekmatika
maupun penalaran matematika sebagai alat bantumdateenyelesaikan
permasalahan yang dihadapi dalam berbagai disipfinu. Teori integral
merupakan konsep yang sangat penting untuk matemetn dan untuk orang
yang menggunakan analisis matematika untuk mergikbes berbagai macam
persoalan yang berkaitan dengan kalkulus. Tecegnad ini berhubungan dengan
keterbatasan, kekontinuan, kedifferensialan, dplikasi dari teori integral ini
mencakup banyak hal, diantaranya adalah dalamemggtahuan, pembangunan,

bahkan bisnis.



Seorang matematikawan asal Belanda, Stieltjes nsemnysebuah teori
integral baru yang merupakan bentuk umum dari tdotegral Riemann.
Sehingga dinamakan Integral Riemann-Stieltjes.ghale Riemann-Stieltjes ini
memuat Integral Riemann, tetapi tidak berlaku skbgh. Dengan demikian
sifat-sifat atau teorema-teorema tentang Integraim@nn-Stieltjes akan berlaku
juga untuk integral Riemann setelah diadakan peusgidan.

Jika suatu fungsi mempunyai nilai jumlahan atasnRien-Stieltjies dan
nilai jJumlahan bawah Riemann-Stieltjes yang sanmakandikatakan bahwa fungsi
tersebutdapatTerintegral Riemann-Stieltjgsada suatu selang tertutup dan nilai
ini dinamakarintegral Riemann-Stieltjesuatu fungsi pada suatu interval tertutup.

Terkait dengan pemaparan diatas, maka teori int&jemann-Stieltjes
merupakan salah satu kajian yang menarik untuknubleegkan dan dikaji lebih
dalam. Oleh karena itu, penulis tertarik ingin glai lebih dalam tentang teori

Integral Riemann-Stieltjes.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusaalain dalam
penulisan skripsi ini antara lain:
1. Bagaimana suatu fungsi dapat dikatakan terinteBiaimann-Stieltjes
padala, b]?

2. Bagaimana sifat-sifat dari Integral Riemann-Sislg



1.3  Tujuan Penelitian
Berdasarkan pada latar belakang dan rumusan masalaka tujuan
penelitian yang dapat diambil adalah:
1. Menjelaskan tentang fungsi yang dapat terintegram@nn-Stieltjes pada
[a, b].

2. Menjelaskan tentang sifat-sifat dari Integral Riem&tieltjes.

1.4 Batasan Masalah

Oleh karena luasnya ruang lingkup konsep dari hatdgiemann-Stieltjes,
maka dalam penulisan ini penulis membatasi ruamngklip permasalahan
penelitian yaitu pada sifat-sifat dari Integral Rann-Stietlies pada interval

tertutup [a,b] garis riil.

1.5 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat yang dapat diambil dari penulisanadalah sebagai
berikut:
1. Manfaat Bagi Penulis
a. Untuk memperdalam dan mengembangkan wawasan digipli
yang telah dipelajari untuk mengkaji permasalaleateing Integral
Riemann-Stieltjes.
b. Sebagai suatu bentuk partisipasi penulis dalam regkamn
kontribusi dalam pengembangan keilmuan, khususngtand

bidang matematika.



2. Manfaat Bagi Pembaca
a. Sebagai tambahan wawasan dan pengetahuan tentteggaln
Riemann-Stieltjes
b. Sebagai motivasi kepada para pembaca agar dapgietegani dan
mengembangkan ilmu dalam bidang matematika.
3. Manfaat Bagi Instansi
Untuk menambah wacana, informasi serta pengetalteatang

Integral Riemann-Stieltjes.

1.6 Metode Penelitian
Metode merupakan cara yang digunakan untuk mencapaian.
Kebanyakan metode mengandung proses atau langkgkala tertentu untuk
memperoleh suatu hasil. Untuk menunjang suatu reetdibutuhkan adanya
literatur-literatur. Metode yang menggunakan beberditeratur untuk dikaji
sehingga diperoleh suatu hasil disebut studi litera
Metode kajian yang digunakan dalam penulisan ialad studi litaratur.
Adapun Langkah-langkah yang dilakukan dalam peaelihi adalah :
1. Merumuskan masalah
Sebelum penulis melakukan penelitian, terlebih dahdisusun
rencana penelitian bermula dari suatu masalah rigntategral
Riemann-Stieltjes

2. Mengumpulkan Data



Mengumpulkan data melalui buku-buku antara Robert. G. Bartle
(The Elements of Real AnalysiEffendi HutahaearfAnalisis Real I},
Rudin. W(Principles of Mathematical Analyisis Third Editipaan
sumber-sumber lain yang relevan.

3. Mengolah Data
Langkah-langkah yang diambil untuk menganalisisadatalam
penelitian ini adalah :
a. Mendefinisikanintegral Riemann-Stieltjes
b. Pengumpulan teorema-teorema tentmtggral Riemann-Stieltjes
c. Membuktikan teorema-teorentaegral Riemann-Stieltjes
d. Memberikan contoh yang berkaitan dengan definisi tiorema

beserta penyelesaiannya.

4. Menarik Kesimpulan

1.7  Sistematika Pembahasan
Untuk mempermudah pembaca memahami tulisan iniulgemembagi
tulisan ini ke dalam empat bab sebagai berikut:
BAB| PENDAHULUAN
Dalam bab ini dijelaskan latar belakang masalaimusan masalah,
tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan fahsenetode penelitian

dan sistematika pembahasan.



BAB Il KAJIAN TEORI
Dalam bab ini dikemukakan hal-hal yang mendasanti tgang akan
dikaji. Memuat supremum dan infimum, limit fungfingsi monoton,
fungsi kontinu, turunan dan Integral Riemann.

BAB Il PEMBAHASAN
Dalam bab ini dipaparkan hasil-hasil kajian yandipoéi tentang sifat-
sifat dan eksistensi dari Integral Riemann-Stislije sendiri.

BAB IV PENUTUP
Dalam bab ini dikemukakan kesimpulan akhir peragilitdan diajukan

beberapa saran yang berkaitan dengan pembahasan.



BAB I

KAJIAN TEORI

Pada bagian ini akan dibahas beberapa definisit, Zin teorema yang akan
digunakan sebagai dasar pembahasan dalam babus®lanj Teori-teori yang akan
dibahas adalah supremum dan infimum, limit fun§sngsi monoton, fungsi kontinu,
kekontinuan seragam dan integral Riemann.

2.1 Supremum dan Infimum

Definisi 2.1.1

Diberikan subset tak kosoisgc R.

(&) HimpunanS dikatakan terbatas ke atas (bounded above) jikiapat suatu
bilangan u € R sedemikian hinggas < u untuk semuas € S. Setiap
bilanganu seperti ini disebut dengan batas atas (upper halardS

(b) HimpunanS dikatakan terbatas ke bawah (bounded below) @kdapat suatu
bilangan w € R sedemikian hinggaw < s untuk semuas € S. Setiap
bilanganw seperti ini disebut dengan batas bawah (lower dhodariS.

(c) Suatu himpunan dikatakan terbatas (bounded) férbatas ke atas dan
terbatas ke bawah. Jika tidak, maka dikatakan tigaiatas (unbounded)

(Riyanto, 2008:18).

Contoh 2.1.2
Misalkan A = {1,2,3,4,5,6} himpunanA terbatas di atas ,karema< 8, untuk
semuaa € A himpunanA juga terbatas di bawah karefia< a, untuk semua

a € A semua bilangan real < 6 merupakan batas atas untdk dan semua



bilangan real: < 1 merupakan batas bawah untdik Jadi, himpunam adalah
terbatas.
Definisi 2.1.3
M € R dikatakan batas atas terkecil d&fti (Supremum S), dan biasanya
disimbolkanM = Sup S. Dimana:
a) M e U, , U adalah batas atas d&ri
b) M<u,YueU
m € R dikatakan batas bawah terbesar d&ri(Infimum S), dan biasanya
disimbolkanm = Inf S. Dimana:
a) me Lg, L adalah batas bawah d&ri
b) m<1,vIeUs (Abdussakir. 2006:35).

Contoh 2.1.4
HimpunanS = {x: 0 < x < 1} mempunyai batas atas 1. Tentukan supremum dari

So

Penyelesaian:
Akan dibuktikan bahwa 1 merupakan supremumnya. dikal , maka terdapat
s'€ S sedemikian sehingga< s'. Oleh karena itup bukan merupakan batas
atas S dan karenamerupakan sebarang< 1, maka dapat disimpulkan bahwa

supS = 1.

2.2 Limit Fungsi

Definisi 2.2.1
Diketahui fungsif: A c R = R dana titik limit himpunan A. Jika ada bilangan

[ € Rsehingga untuk setiap bilangan> 0 terdapat bilangad > 0 sehingga
jlkax € An Ng(a) dan0 < |x — a| < §, maka

|f(x) — 1] < ¢ (Bartle & Sherbert, 2000:98)



Untuk lebih jelasnya diberikan ilustrasi limit diah ini:

I /

Ng /) 7y

N a)

Gambar 2.2.1.1 ilustrasi limit

Pertidaksamaaf < |x — a] menunjukkan bahwa # a, sehingga jikar € A n
Ns(a) berakibatf (x) € N.(1). Sehingga diperoleff(x) —l| < ¢, biasanya dituliskan
dengarlim,._,, f(x) = [.
Contoh 2.2.2

Tunjukkan bahwéim,_,,(2x — 1) =3
Penyelesaian:

Untuk setiaE > 0 terdapat bilangad > 0 sedemikian sehingda< |x — 2| <

o)

Maka[f (x) — 3] < ¢, dimanaf (x) = 2x — 1, sehingga

If(x)—3|=1Q2x—-1)-3|=|2x—4|=2|x—-2| < ¢

Hal ini berakibalx — 2| < g, misalkans = g

Sehingga diperoled < |x — 2| < 6 =~
Maka|f(x) —3| = 2|x —2| <28 =¢
Karenas > 0, makad = % >0

Sehingga dapat dipastikan bahfi) € N.(3) danx € Ng(2)

Hal ini membuktikan bahwlm,._,,(2x — 1) = 3



Teorema 2.2.3

Jikalim,._,, f(x) ada maka nilainya tunggal (Parzynski & Zipse, 1982:
Bukti:

Misalkan lim,_, f(x) =L danlim,_, f(x) = K. Akan ditunjukkan bahwa

L=K.

Diberikane > 0 sebarang, maka terdapéy, 5, > 0 sehingga:

i. |f(x)—L| < % untuk setiapc € 4 dengard < |x — a| < &,

ii. |f(x) — K| < 2, untuk setiapx € A dengard < |x —a| < &,

Apabila diambild = min{d,, §,}, maka untuk setiapr € A dengan

0 < |x—al <46, berlaku:

IL-K|<IL=f)l+1f(x) -K[<e
diperoleh|L — K| < S+ = <.
Hal ini berartiL = K.

Contoh 2.2.4
Tunjukkan bahwaim,_, = tidak ada.

Penyelesaian :
Untukx > 0,

x|

. o P
lim,_,, ~ = lim,_, == 1

Untuk x<1,

x|

. . —-X
lim,_,— = llmx_,07 =-1

x
Karena nilai limitnya tidak tunggal, makan,._,, '%' tidak ada.

Teorema 2.2.5

Misalkanlim,._,, f(x) = K,lim,_,, g(x) = L berlaku



1. limyg(af)(x) = a.lim,_, f(I) = aK untuk sebarang konstarda
2. lime,o(f £ 9)(x) = lim,, f(x) £ limy, g(x) =K £ L
3. limyq(f9)(x) = limy, f(x) .limy,q g(x) = KL

4. limy_ L (x) = Mx-a/0) _ K ke [ 0 (Bartle & Sherbert, 2000:106)
g L

limyqg(x)
Bukti :
Diberikane > 0 sebarang, maka terdagat> 0.
1. Untuk sebarang, maka diperoleh:
lim,_,(a f)(x) =a.lim_,f(x)=a.K
2. limy,q(f £ 9) (%) =limy,o{f (x) £ g(x)}
= limyq f () £ limy g g (%)
=K+L
3. limy,q(fg)(x) = limy o {f (x). g(x)}
= lim,,q f () . lim,,q g (x)
=KL
4. limeq £ @) = lime G0
_ limyo F()
limy_,q g(x)
= % dengar # 0
Contoh 2.2.6

lim,_,(2x2% — 7x + 6) = lim,_,, 2x% —lim,_,, 7x + lim,_,, 6
= 21lim,_,, x% — 7lim,_,, x + lim,_,, 6
= 2(limy_,5 x)? —=7lim,_,, x + lim,_,, 6

=2.22-72+46=0



2.3 Fungsi Monoton
Definisi 2.3.1
Diketahui fungsif: A — B disebut monoton naik padé jika f(x;) < f(x;)
untuk setiapr;, x, € A denganx; < x, danf(x) disebut monoton turun pada
jika f(x;1) = f(x3) untuk setiape;, x, € A dengamx; < x, (Parzynski & Zipse,
1982:89)
Fungsif dapat dikatakan monoton naik tegas padika untuk setiapc;, x, € 4
danx; < x,, makaf(x;) < f(x,). Dan Fungsi dapat dikatakan monoton turun tegas

padad jika untuk setiap,, x, € A danx; < x,, makaf (x;) > f(x3).

f(x)

f(X,)
f(x) X

(%)

Monoton naik Monoton turun

Gambar 2.3.1.1 llustrasi Monoton
Contoh 2.3.2
Diberikan fungsif (x) = x3 padaR. Tunjukkan bahwg adalah monoton naik
tegas pad®.
Penyelesaian:
Misalkan ada dua bilangan riil yang tak nol yaitdanb.
(a+b)>=a%?+2ab+b*>0
Ataua? + b? > —2ab,

Sehingga diperolet? + b2 > %(a2 + b?) > —ab,

Dana? + ab + b2 >%(a2 +52)>0



Misal a = x; danb = x,

Karena menurut definisi; < x,, makax, — x; > 0 dan sesuai dengan argumen
diatasx,? + x;x, + 2,2 > 0

Sehinggax; 3 — x,3=(x, — x1) (3% + x12%, + x,%) > 0

Jadif (x1) = x,° < x,° = f(xp).

2.4 Fungsi Kontinu
Definisi 2.4.1

Suatu fungsif dikatakan kontinu dix, jika lim,_, f(x) = f(x,) dan untuk
setiape > 0 terdapat bilangad > 0 sedemikian sehingga

If(x) = fxo)| <

dimanalx — x,| < & (Parzynski & Zipse, 1982:94)
Definisi 2.4.1 di atas secara tidak langsung maragian tiga hal agar funggi

kontinu dix,, yaitu: (i). f(x,) ada atau terdefinisikan,

(ii). lim,_,,, f(x) ada
(iii). limy_, f(x) = f(x0)

Secara grafik, funggi kontinu dix = a jika grafik fungsif pada suatu interval
yang memuat: tidak terpotong di titika, f (a)) . Jika fungsif tidak kontinu dia maka
dikatakanf diskontinu dia. Pada gambay, kontinu dix; dan di setiap titik di dalam
(a,b) kecuali di titik-titik x,, x3 danx,. Fungsif diskontinu dix, karenalim,._,,, f(x)
tidak ada, diskontinu di; karenalim,._,,, f(x) tidak sama dengan nilai fungsi di

(meskipun keduanya ada), dan diskontinu,dkarena nilai fungsi di titik ini tidak ada.



y=7(x)

Gambar 2.4.1.1 llustrasi Kekontinuan
Definisi 2.4.2
DiberikanA € R danf: A — R. JikaB subset dard, f dikatakan kontinu pada
jika f kontinu disetiap elemeB (Bartle & Sherbert, 2000:121)
Contoh 2.4.3
Tunjukkan bahwa fungsi konstiix) := b kontinu padaR.
Penyelesaian:
Jika ¢ € R, makalim,_, f(x) = b. Diberikan f(c) = b, sehingga diperoleh
lim,_. f(x) = f(c). Hal ini menunjukkan bahwg kontinu disetiap titikc € IR,

sehingggf kontinu padaR.

2.5 Kekontinuan Seragam

Definisi 2.5.1
Fungsi f dikatakan kontinu seragam padajika untuk setiaps > 0 terdapat
6 > 0 sedemikian sehingga jikax;,x, € I dengan |x; — x,| < §, maka
|f (x1) — f(x2| < & (Parzynski & Zipse, 1982:111)

Contoh 2.5.2
Tunjukkan bahwg (x) = x2 kontinu seragam pad@, b].

Penyelesaian:



Diberikan f(x) = x? pada {, b], dimanab adalah sebarang bilangan riil positif.

Diberikan £ > 0 dan pilih§ = E/Zb’ jikaxy, x, €[0,b] dan|x; — x,| < 6.

Diperoleh|f (x;) — f(xy| = |x7 — x3]

= |x; + xzllxy = x2] < 2b|x; — x;
< 2b6=¢
Sehinggg (x) = x? adalah kontinu seragam padaH].
Teorema 2.5.3
Jika fungsif kontinu seragam padamaka fungsf kontinu padd (Parzynski &

Zipse, 1982:112)

Bukti:
Jika fungsif kontinu seragam pada maka untuk setiap > 0 terdapaté > 0
berlaku |f(x1) — f(xy| <& untuk setiapx;,x, € I dimana |x; — x| <&
misalkanx; = x dan x, = x,, jika untuk setiag > 0 terdapaty > 0 sedemikian
sehinggdf(x) — f(xg)| < € dimanalx — x,| < &
Sehingga berlaklim,_,,, f(x) = f(x,), atau dengan kata lain fungskontinu
padax, € I.

Contoh 2.5.4

Tunjukkan bahwe (x) = 1/x tidak kontinu seragam pagé,1)

Penyelesaian:
fungsi f kontinu padaR — {0} dan f kontinu pada (0,1). Misalkaa=% dan

sebarang > 0. Pilih bilangan aslis > 1 sedemikian sehingq19< 6 danx; = %

danx, = 11 . Untukx,, x, € (0,1), maka

n+

[ |—1 ! <1<6
17 X2 “n n+1 n




Disisi lain

1 1
vuo—ﬂ%N=kZ—Ean—m+1n=1>g

Untuk & =% tidak terdapat > 0 yang memenuhi. Sehingga fungdix) =

tidak kontinu seragam pada (0,1).

2.6 Integral Riemann

Misalkan fungsi riilf dan terbatas yang didefinisikan pada selang tgr{uat b].

Untuk setiap partisk padala, b] dibentuk jumlahan atas
U =X M — xi-4)
dari jumlahan bawah
L =% m(x; — xi-1)
denganM; = supf(x) danm; =inf f(x),i =1, 2, ...;n. dengan -1 <x <X,.
maka dapat dibentuk
a0 dol=l IR By )

disebutintegral Atas Riemanfungsif padaa, b] dan

f ()dx = Sup L (P, f)

disebutintegral Bawah Riemanfungsi f padala, b] dengan infimum dan supremum

diambil meliputi semua partigi padala, b], jika nilai integral atas dan integral bawah

sama, maka dikatakan bahyiadapatRiemann Integrablgadala, b]. Nilai yang sama

ini dinamakarintegral Riemanriungsif pada/a, b] dan ditulis

[2 F(x) dox

jadi

b b b
J2f Godx =T, f Gddx = [ ' @)



Definisi 2.6.1
Fungsi f:[a, b] = R dikatakan terintegral Riemann pddab] jika terdapat
bilangan [ € R sedemikian sehingga untuk setiap> 0 terdapat § > 0
sedemikian sehingga jikdadalah partisja, b], maka
|S(f; P) — l] < € (Bartle & Sherbert, 2000:196)
Himpunan semua fungsi yang terintegral Riemann gada dinotasikan dengan
R[a,b].
Contoh 2.6.2
Tunjukkan bahwa untuk setiap fungsi konsf@n) = c terintegral Riemann pada
interval[a, b].
Penyelesaian:
Misal P sebarang parti$a, b].
Pra=xg<x1 < <X <X < Xjy1 << Xp_1<xp,=Db
makaU (P, f) = Yy MjAx; = Y7 cAx; = c )i Ax; = c(b — a)
danL(P, f) = YL, miAx; = Y= cAx; = ¢ Yjeq Ax; = ¢(b — a)

sehinggdJ (P, f) = L(P, f) = c(b — a) untuk setiag®
dengan demikiaf f = c(b — a) danf f =c(b—a)

jadi fterintegral Riemann dengg(ﬁf =c(b—a)
Lemma 2.6.3
Untuk setiap partis? padala, b], maka berlaku
m(b—a) <L(P,f) SUP,f) <Mb—a)
Bukti:
untuk setiap = 1,2,3, ....,n
m(x; — x;-1) < my(x; — x-1) < M;(o; —x3-1) < M(x; — x;-1)

dimana



Definisi

Yimamx = xi-1) < Xinymy (o — xi-1)
< X Mg — x-1) S ity M(x; — xi-1)
maka
myic  Ax; S my Y Axg < M Yim, Ax; S M YT Ax;.
Sehingga terbukti bahwa
m(b—a)<L(P,f) <UP,f) <MD —a)
2.6.4
Diberikan P danQ partisi[a, b] danP c Q sehingga dikatakan bahwa parf#si
lebih halus dari pad@, atauP suatu penghalusap. Jika P; danP, partisi pada
[a, b] makaP* = P; U P, merupakan partisi penghalusan untykdanp, partisi
P* disebut penghalusan gabungan untBkdan P, (Parzynski & Zipse,

1982:153)

Teorema 2.6.5

Bukti:

Jika partisiP* lebih halus dari partig? makaL(P, f) = L(P*,f) danU(P, f) <

U(P*, f) (Parzynski & Zipse, 1982:153)

Diandaikan bahw&* hanya memuat satu titik selut
dimanax;_; < ¢ < x;.
DiberikanM7 = sup f(x) danm] = inf f(x) padalx;_4,c]
danM; = sup f(x) danmj = inf f(x) pada[c, x;], maka
m;Ax; = m(x; — ¢) + my(c — x;-1)
S my(x; — ) + my(c —xi—q)

dan

MiAx; = My(x; — ¢) + M;(c — x;-1)

< Mj(x; —¢) + My(c — x;_4)



itu menunjukkan bahwd.(P, f) < L(P*,f) dan U(P,f) = U(P*,f) jika P*
memuat lebih dari satu titik misalnya titik, maka bukti dikerjakan dengan
mengulang proses di atas sampéali.

Lemma 2.6.6

Untuk setiap fungst yang terbatas pada seldmagb] didefinisikan

J f <[ f (Parzynski & Zipse, 1982:153)
Bukti:
MisalkanP; danP, partisi dari selanfa, b] danP* = P; U P,.
sehingga berakibat(P,, f) < L(P*,f) < UP*,f) < U(P,, f)

[ f = supL(P*,f)

dan
J f =infuP*, )
karena
sup L(P*, f) < infU(P*, f)
Sehingga

%l
\'\
I
wy
\H

Teorema 2.6.7
Diberikan fungsif € R [a, b] jika dan hanya jika untuk setiap > 0 terdapat
partisiP padala, b] sehingga berlakti (P, f) - L(P, f) < &£ (Parzynski & Zipse,
1982:154)

Bukti:
Syarat cukup: Untuk setiap > 0 terdapat partisiP pada [a, b], sehingga

berlaku:

—b

L. <[ f @dx < [ @dx <UEP,f)



jadi
0< Tff (x)dx — Lff (xX)dx < U(P,f)- L(P,f) < e

dengan demikian, jika untuk setiap> 0, sehingga
UPP,f)-L(P.f)<e
maka diperoleh hubungan
—0) b
OSfaf(x)dx— iaf(x)dx<g
Syarat perlu: Sekarang diandaik@e R [a, b] dan diberikarx > 0 karena
[, fx)ydx = sup L(P, f) = inf U(P, f)
maka terdapat partisi [dan B pada [a,b] sedemikian hingga
[P f@dx S UPLf) < f f (Odx +5
dan
[} f @dx =5 < L(P,, f) < [, (x)dx
JikaP* = P, 0 P,, maka berlaku
f;f(x)dx SUPSf)SUPLS) < fbf (x)dx +§
[} f )dx = < L(P, f) < L(P*, f) < J, f(x)dx
jadi diperoleh
[} fdx =S < L(P*,f) S U, ) < [} f (0)dx +
sehingga

UP,f)-L(P,f)<e

Teorema 2.6.8

Bukti:

Jika f kontinu padda, b], makaf terintegral Riemann pada, b] (Parzynski &

Zipse, 1982:156)
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Diketahui f kontinu pada[a, b] dan diberikans > 0. Terdapat partisP pada
[a,b] dimanaU(P, f)-L(P, f) < & Jika f kontinu padda, b], terdapats > 0

sedemikian sehinggff (u) — f(v)| < 8/(b —ay dimanau,v € [a,b] dengan
lu—v| <3d.

Misal P sebarang partisi padg,b] dengan||P|| <& danu;,v; € [x;_q,x]

untuki = 1,2, ...n sedemikian sehinggA(u;) = M; dan f(v;) = m;. Sekarang

|ui—vi|<xi—xi_1:AxiS||P||<6 dan M; —m;

|f () — fw)l <
S/(b - & untuki = 1,2, ...n.
Sehingga diperoleh:
UP,f)-L(P,f) =Xiei M; Ax; — Y1y m; Ax;
= Vi1 (M; — m;) Ax;

— € . —
F i (b—a)=c¢

Menurut teorema 2.6.7 menunjukkan bahfmarintegral Riemann pada, b].

Teorema 2.6.9

Bukti:

Jika f monoton padéa, b], makaf terintegral Riemann pada, b] (Parzynski &

Zipse, 1982:156)

Jika f fungsi konstan padpa, b] makaf terintegral Riemann. Diasumsikgn
monoton naik padéa, b] danf(a) < f(b). Diberikane > 0, akan ditunjukkan
bahwa terdapat partisP pada [a,b] dimana U(P,f)-L(P,f) <& Misal
sebarang partigt dengari|P|| < g/[f(a) — DY)

Makaf naik padda, b], f(x;) = M; danf(x;_;) = m; untuki = 1,2, ...n.
Sehinggal (P, f)-L(P, ) = Xizq M; Ax; — iy m; Ax;

=Y i(M; —m;) Ax;



Z 1(f(x1) f(xl 1))Axl

m La(f () — f(xi-1))

" Fl@- f(b)]f( Xn) — f(x9) = €

Menurut teorema 2.6.7 menunjukkan bahfmarintegral Riemann pada, b].

Contoh 2.6.10
Buktikan bahwafolf(x)dx ada, dimana
sinx

fx)=1 «x
1 jikax =0

jikax # 0

Penyelesaian:
(sinx)/x kontinu untukx # 0 danlim,_,(sinx)/x] =1 = f(0)
Sehinggg kontinu padd40,1]

Menurut teorema 2.6.8 Riemann Integrableada[0,1].

Jadif; f(x)dx ada.

2.7 Keutamaan Berbagai Macam llmu Dalam Islam

Pengetahuan tidak bisa dipungkiri merupakan sualktof penentu kemajuan
suatu bangsa dan masyarakat. Bangsa yang majunysashtandai dengan tingkat
pengetahuan yang baik dalam segala aspek kehidBpgitu tingginya nilai ilmu dalam
peradaban manusia, Allah menegaskan dalam Al Qiaamva Allah akan meninggikan
derajat orang-orang yang berilmu dan beriman, sepamng telah dijelaskan dalam QS.

Al-Mujadillah ayat 11:
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11. Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakapadamu: "Berlapang-lapanglah
dalam majlis", Maka lapangkanlah niscaya Allah akaemberi kelapangan untukmu.
dan apabila dikatakan: "Berdirilah kamu", Maka baithh, niscaya Allah akan
meninggikan orang-orang yang beriman di antaramn deang-orang yang diberi ilmu
pengetahuan beberapa derajat. dan Allah Maha mefdgetapa yang kamu kerjakan.
(QS. Al-Mujadillah : 11)

Penjelasan di atas menunjukkan bahwa betapa Iskmbarikan perhatian yang
besar terhadap ilmu. Apapun bentuk ilmu itu, seldnsa memberikan kemanfaatan,
maka ilmu tersebut harus dicari. Sehingga sangaitdzina bahwa Allah dan Rasul-Nya
tidak menyebut suatu disiplin ilmu tertentu yangnjadi penyebab seseorang akan
diangkat derajatnya oleh Allah SWT, demikian juigak menyebut menunjuk ilmu-ilmu
tertentu untuk dipelajari.

Dalam realitas sebagian masyarakat muslim, munatdgorisasi ilmu menjadi
dua hal, yakni ilmu dunia dan ilmu akhirat. Pembagini secara tidak langsung
menjadikan banyak orang beranggapan bahwa mempélaja-ilmu umum, seperti
kedokteran, biologi, ekonomi, matematika atau yangtidak terkategori sebagai ibadah
kepada Allah. Akibat dari sikap ini, siapapun yamgmpelajari ilmu-ilmu tersebut tidak
mendapatkan pahala dari Allah SWT. Sebaliknya lyagig mempelajari ilmu agama,
seperti tasawuf, figih, agidah, tajwid, bahasa Aatdu yang lain bisa termasuk di dalam
rangkaian ibadah kepada Allah yang dengan sendinmndapat pahala dari Allah SWT.

Merujuk kepada sumber ilmu, maka tidak pada tenysatiika ada orang
meyakini bahwa mempelajari ilmu kedokteran atau ematika, misalnya tidak
terkategori sebagai ibadah dan sebaliknya mempifigj, hadits dikategorikan sebagai
ibadah. Suatu aktifitas ilmu akan diakui sebagaalam ibadah manakala dilakukan
hanya untuk mencari ridha Allah dan bukan yang.|&8angan kata lain, orang yang
mempelajari Al-Qur'an atau Hadist sekalipun, kaidak diniatkan kepada mencari ridha

Allah, maka dipastikan yang bersangkutan tidak rapatkan pahala dari Allah.



Sebaliknya orang yang mempelajari matematika mysalndemi menciptakan
kesejahteraan masyarakat dalam rangka mencari Atlah, pasti yang bersangkutan
akan mendapat pahala dari-Nya.

Allah SWT telah memerintahkan hamba-Nya untuk ndikgm al-Qur'an dan
Sunnah sebagai sumber pertama ilmu pengetahuamiktditarenakan keduanya adalah
langsung dari sisi Allah SWT dan dalam pengawasanrsehingga terjaga dari
kesalahan, karena ia diturunkan dari Yang MahalBerdan Yang Maha Adil. Dalam
surat Lugman ayat 27 Allah SWT berfirman:
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27. Dan seandainya pohon-pohon di bumi menjadiapéan laut (menjadi tinta),
ditambahkan kepadanya tujuh laut (lagi) sesudahiriggnya, niscaya tidak akan habis-
habisnya (dituliskan) kalimat Allah. Sesungguhny&abA Maha Perkasa lagi Maha
Bijaksana.(QS.Lugman : 27)

Yang dimaksud dengan kalimat Allah ialah ilmu-Nyandikmat-Nya. Karena
begitu luasnya ilmu Allah SWT dan begitu melimpatmykmat yang diturunkan bagi
umat manusia sehingga jika air laut manjadi tintéuk menuliskan ilmu dan nikmat
Allah SWT untuk manusia. Sekalipun ditambahkan hukali lipatnya takkan cukup
untuk menuliskan imu dan nikmat Allah, seperti yaljglaskan dalam AlQur'an surat

Al-Kahfi 109:

caliny Gia 315 35 sl 33 of J28 3507 dedd 35 el 813 2T 08 5] 5

1334
Artinya: Katakanlah: “sekiranya lautan menjadi tantuntuk (menulis) kalimat-kalimat
Tuhanku, sungguh habislah lautan itu sebelum hébtslis) kalimat-kalimat Tuhanku,
meskipun kami datangkan tambahan sebanyak ituXpyfas. Al-Kahfi : 109)



Analisis merupakan suatu metode yang digunakan kurmeneliti dan
menjelaskan suatu perkara. Dengan analisis mabisaaberfikir lebih logis dan lebih
teliti tentang segala hal, terutama tentang nikyaaty diberikan oleh Allah SWT berupa
akal, sehingga dengan akal tersebut manusia besaperoleh ilmu pengetahuan lebih
luas. Karena orang yang berilmu pengetahuan merdeilajat yang lebih tinggi di mata

Allah SWT daripada orang yang tidak berilmu.



BAB Il

PEMBAHASAN

Integral Riemann-Stielties merupakan perluasan begral Riemann.
Dalam hal ini Integral Riemann-Stieltjes berperahagai suatu fungsi himpunan
dan bukan fungsi titik. Untuk lebih jelasnya pediperhatikan bagaimana suatu
fungsi yang terintegral Riemann-Stieltjes dan sfédt dari Integral Riemann-
Stieltjes dibawah ini.

3.1 Fungsi Terintegral Riemann-Stieltjes

Diberikan fungsif terbatas pada selang tertufapb] dan fungsia yang
monoton naik padfa, b]. Untuk setiap partisP = {x,, x4, x4, ..., X} padaja, b]
berlakuAa; = a(x;) — a(x;_,), jelas bahwada; > 0.

Diberikan M; = sup f(x) danm; = inf f(x) denganinf dansup yang
diambil meliputi semua partisi pada, b]. Untuk setiap fungsi reaf yang
terbatas padp, b] dibentuk jumlah

UP,f,a) =X M{Aa; danL(P, f,a) = X1, mjAa;.
Berturut-turut dinamakan jumlah Riemann-Stieltjigasadan jumlah Riemann-
Stielties bawah. Jika; adalah titik pada sub-intervdk;_,,x;], maka jumlah
Riemann-Stieltjes dari fungsf terhadapa yang terkait dengan partis?
dinyatakan olels (P, f, «) dan didefinisikan sebagai
SP,fra) = Xiey f (&) (a(x) — axi-1)).
Dari jumlah Riemann-Stieltjes atas dan jumlah Riem&tielties bawah

tersebut terbentuklah integral Riemann-Stieltjeas atlan integral Riemann-



—b
Stieltjes bawah, yang berturut-turut disimbolkamghn fafda danfbf da.
—a

—b

Didefinisikan [, f da = inf U(P,f,@) dan ['fda = supL(P,f ). Jika
-

—b
fafda = i;f da, maka nilai yang sama ini dinyatakan dengrdgrf da atau

fabf(x)da(x) disebutintegral Riemann-Stieltjelsingsi f terhadapr padala, b].

Jika f. f(x) da(x) ada, makd b f(x) da(x) = [ " f(x)da(x). Sehingga

dikatakan bahwaf dapat terintegral Riemann-Stieltjes terhadap Dengan
mengambil a(x) = x, terlihat bahwa Integral Riemann-Stielties mergwak

perluasan dari Integral Riemann. Dikatakan perludsarena ketikax(x) = x

disubstitusikan terhadéﬁf(x) da(x), maka akan terbentuk integral Riemann,

yakni f; f(x) dx. Dengan diketahuif terbatas padala,b] maka baik
inf UCP, f,a&) maupun sup L(P, f,a) dijamin berhingga, sehingga masalah
tentang keterintegralafipadala, b] adalah masalah kesamaaif U(P, f, «) dan
supL(P, f, a).
[IPI| = maks {x; — x;_1 : i = 1,2,3,...,n}dinamakan norm partigl.
Definisi 3.1.1
Fungsif:[a,b] = R dikatakan terintegral Riemann-Stieltjies pddab]
jika terdapat bilangan € R sedemikian sehingga untuk setiap> 0
terdapath > 0 sedemikian sehingga jikdadalah partisja, b], maka

ISP, f,a) — | < e. (Bartle, 1967:277)



Teorema 3.1.2
Untuk setiap partis? padala, b] berlaku

L(P,f,a) < U(P,f,a) (Hutahaean,1989:3)

Bukti:
Misal M = sup f(x) danm = inf f(x), maka
mAa; = m(a(b) — a(a)) < m;(alx;) — a(xi_,))
< M;(a(x) — a(x;_1)) < M(a(b) — a(a)) = MAg;
Dimana}.;_; m(a(x;) — a(x;-1)) < Xy mi(a(x) — a(xi-1))
< Ty My(a(x) — alxi-y))
< Yisi M(alx) — a(xi-1))
makam Y7y Aa; < m; Yis, Aa; < M; Y, Ay < M YT Aa;
sehingga terbukti bahwa
L(P,f,a) S U(P,f, @)
Contoh 3.1.3

Diketahuif (x) = 2x + 1 dan a(x) = x? dengard < x < 1.
Tunjukkan bahwd.(P, f, @) < U(P, f, a)!
Penyelesaian:
MisalkanP = [0,1], M = sup f(x) = 2(1) + 1 = 3,
m=1inff(x) =2(0) +1 =1
mAa; = m(a(b) — a(a)) < M(a(b) — a(a))
= m(a(1) — a(0)) < M(a(1) — a(0))
= 1(12 - 02) < 3(1%2 — 0%)

=1<3=MAa;



sehingga terbukti bahwa
L(P,f,a) <U(P,f,a)

Sama seperti definisi penghalusan pada integrah&we@ Definisi 2.6.9,
maka pada Integral Riemann-Stieltjes juga berladorema-teorema tentang
penghalusan partisi. Diantaranya sebagai berikut:

Teorema 3.1.4

Jika partisiP* suatu penghalusan partispadaja, b], maka

UPP',f,a)<U(P,f,a) dan L(P*,f,a)=L(P,f,a) (Rudin W,

1964:123)

Bukti:
DiketahuiP* c P, misalkana;_; < t; < «;
diberikanM; = sup f(x) danmj = inf f(x) padala;_4, t;]
M; = sup f (x) danm; = inf f(x) padalt;, a;]
makam;Aa; = m;(a; — t;) + m;(t; — a;_1)
smj(a; — t) + mi(t; — a;4)
danM;Aa; = M;(a; — t;) + M;(t; — a;—1)
= M;(a; — t) + Mi(t; — a;—1)

sehingga berlakt (P*, f,a ) < U(P, f,a ) danL(P",f,a ) = L(P,f,a)
Contoh 3.1.5

Diketahuif (x) = x? + 2x dana(x) = x? + x dimana0 < x < 2 dengan

2 sub-interval. Tunjukkan bahw&P*, f,a) < U(P,f,a)!

Penyelesaian:



Misalkan P = [0,2], P; = [1,2], P; =[0,1] dan P = P; U P;, sehingga
diperolehM = sup f(x) =22+ 22 =8
M} =supf(x)=22+22=8
M;=supf(x)=12+21=3
M(a; —c) + M(c — a;_1) = M;(a; —c) + Mj(c — a;_1)
M2-1)+M1-0)=>M,(1-0)+M;(2-1)
82-1)+8(1-0)=3(1-0)+8(2-1)
8+8=3+8=16=>11
Hal ini menunjukkan bahwdé (P*, f,a) < U(P, f,a)

Definisi 3.1.6

Fungsi f dikatakan terintegral Riemann-Stieltjes terhadapada|a, b]
—b
jika dan hanya jikaf  f da = fbf da. Dan dituliskanf € RS,[a, b].
2k
Jika fungsi f terintegral Riemann-Stieltjes padg, b], maka nilai

persamaan diatas dituliskan sebafgbaf da. (Hutahaean,1989:3)

Teorema 3.1.7

Jika fungsif terbatas padpz, b] dana monoton naik, maka
—b
[ fda=["fda (Rudin W, 1964:124)
-

Bukti:
MisalkanP; danP, partisi dari selanfg, b], P* = P, U P, danAa; = 0

Sehingga berakibatP;, f,a ) = L(P*,f,a) < U(P*,f,a) < U(P, f,a)

T: fda = sup L(P*, f,a) dan[ °f da = inf U(P*, f, @)



karenasup L(P*, f,a) < inf U(P", f,a)
. b —=b —=b b
sehinggal " f da < [ f da atau dengan kata laji, f da > [ " f da
—a —a

Contoh 3.1.8
Diketahui fungsif konstan,a < x < b dan fungsia monoton naik pada
[a, b]. Selidiki apakahf terintegral Riemann-Stieltjes terhadappada
[a, b]!
Penyelesaian:
Misalkan P = {x,, x4, x4, ..., X} partisi sebarang dafu, b]. Misal fungsi
f(x)=1,a<x<b,makam =inf f(x) =1=M = sup f(x)
JadiL(P, f,a) = Y-, m(a(x;) — a(x;_1))
= Yiz1(a(x) — a(x;i-1))
= a(x,) — a(x,) = a(b) — ala)
UP, f,a) = Xity M(a(x) — a(x;-1))
= Yiz1(a(x) — a(xi-1))
= a(x,) — a(xy) = a(b) — a(a)
Sehinggai;f da =supL(P,f,a) danf_;f da =infU(P,f,a)
Jadi menurut definisi 3.1.6 funggiterintegral Riemann-Stielijes terhadap
a padala, b].
Teorema 3.1.9
Jika fungsif terbatas padfa, b] dana monoton naik padéa, b], maka
f € RS, [a, b] jika dan hanya jika untuk setiap> 0 yang diberikan

terdapat suatu partigipadala, b] sehingga



UPP,f,a)—L(P,f,a) < e&.(Rudin W, 1964:124)
Bukti:
Syarat perlu: Untuk setiap> 0 terdapat partisP padala, b], sehingga

berlaku
L(P,f,a)SfbfdaSTabfdaSU(P,f,a)

—b
Jadio < [, fda—["fda <UP,f,a)—L(P,f,a) <&
SenCl)
dengan demikian, jika untuk setiap> 0 terdapat sehingga
UP,f,a)—L(P,f,a) <k,
maka diperoleh hubungan
—b b
0<[, fda—[ fda<e
gt

yang berlaku untuk setiagp> 0 jadi

o =) b
J fda—] fda<e

UP,f,a)—L(P,f,a) <e¢

yang berartf € RS, [a, b].
Syarat cukup: Sekarang diandaikfre RS, [a, b] dan diberikars > 0
karenaf:f da =sup L(P,f,a) =inf UP,f,a)
maka terdapatlah partiBj danP, dan padda, b] sedemikian hingga

[} fda<UP,f,a) <[ fda+¥/,
dan

[P fda—%/y <L(P,f,a) < [ fda

jika P = P; U P,, maka berlaku



[ fda<UP,fa) <UPyf,a) <[, fda+E/,

[2f da—¢/y <L(P, f,a) <L(P,f,a) < [, f da
Jadi diperoleh
[} fda—8/y <L(P,f,a) <U(P,f,a)< [, fda+¥%/,
Sehingga/ (P, f,a) — L(P, f,a) < &
Contoh 3.1.10
Diketahuif (x) = =~ pada[0,1] dana(x) = 2x2.
Selidiki apakalf € RS,[0,1]?
Penyelesaian:
Diketahui P = {0,1}, makam = inff(x) = 0 danM = sup f (x) = =.
Untuk setiape > 0 terdapat partisP pada[0,1].
Sehinggd. (P, f,a ) = Y-y m(a(x;) — a(x;—1))
= Yiam(a(x) — a(xz-1))
=m(a(l) — a(0))
= 02— 0)=0
danU(P, f,a) = ¥ M(a(x) — a(xi_1))
=Y M(a(xg) — a(xz_1))
=M(a(1) — a(0))
- %(2 —0)=1

Sehinggd.(P,f,a) < U(P,f,a) <¢

Jadi untuk setiap > 0 berlakuU(P, f,a) — L(P,f,a) < &



Hal ini menunjukkan bahwg € RS, [a, b]
Teorema 3.1.11

Jika fungsif dana terbatas padda, b] dan limp|_, S(P,f,a) = A,
maka fungsif terintegral Riemann-Stieltjes terhadappada[a, b] dan
A= fff da (Hutahaean,1989:7)

Bukti:
Misalkan diberikan sebarang > 0. Karena limp_q S(P,f,a) = A,
terdapas > 0 sehinggd|P|| < &, berakibat

S Oh S T I ERSE (1)
ambil P, tetap dengar]|P.|| < &, maka
A=/, <SP, f,a)<A+%/,

JikaP partisi sebarang ddji, b] dengarP 2 P, maka||P|| < &
Sehingga menurut (Y — €/, <S(P,f,a) <A+%/,
Jadi fungsiP terintegral Riemann-Stieltjes terhadappada[a,b] dan
A=[fda

Teorema 3.1.12
Jika fungsif terbatas padfu, b], fungsia kontinu padda, b] dan fungsi
f terintegral Riemann-Stieltjes terhadapmaka

limyp oo S(P, f, ) = [ f dar (Hutahaean,1989:8)
Bukti:

Diberikan sebarang > 0, maka ada partigl. sehingga



UP, fa) < [, fda+%/,
ambil §; = €/4Mn dimanan = jumlah titik partisi diP,
misalkan P partisi sebarang denge{th|| < §;, maka selang bagiaA
yang memuaP, mempunyai nilai

(n—1DeM ,

€
(n — VmaksAa; < M /4

jadiu(P,f,a) <U(P., f,a) + %/
sehinggaJ (P, f,a) < f:f da + €/, untuk setiap® dengan|P|| < &;.
Dengan cara yang sama dibuktikan ada¥yyza 0 sehingga
L(P,f,a) < [, f da — £/,

untuk setiagP dengar||P|| < &,
ambil § = min {6;,5,}, maka untuk setiap partigt dengan||P|| <é
berlakuU (P, f,a) < [, f da + £/, ; L(P,f,a) < [, f da — £/,
untuk setiapP dengar||P|| < 8.
karenaL(P,f,a) < S(P,f,a) < U(P,f,a), maka

[} fda—¢/, <SP, f,a) <[, fda-%/,
untuk setiap partis? dengan|P|| < &
ini menunjukkarimp o S(P, f, @) = f:f da

Teorema 3.1.13

Jika f kontinu padala,b] maka f terintegral Riemann-Stielties pada
[a, b]. (Rudin W, 1964:125)

Bukti:



Diberikane > 0. Karenaf kontinu padfa, b] makaf kontinu seragam
padaa, b]. dapatlah dipilihd > 0 sehinggax(b) — a(a) < €. Dengan
demikian terdapatd > 0 sehingga untuk semua dan y € [a,b]
dengan x — y| < § berlaku| f(x) — f(y)| < &. Dipilih suatu partisiP
padala, b] denganP| < §. Maka pada setiap subselgng_,, x;] terdapat
titik ¢t; dant;” sehinggg (t;) = M; dan f(t;") = m;.
SehinggdM; —m;| <n, (i—12,..,n)
dengan demikian
UPP,f,a)—L(P,f,a) =YL (M; —m;) Aq;
nXizi(a(x) — a(xi-1)) =n(a(d) — a(a)) <e

Makaf € RS,[a, b]

Teorema 3.1.14

Bukti:

Jika f fungsi monoton padéa, b] dan a kontinu padala, b], makaf €

RS, [a, b]. (Rudin W, 1964:126)

Diandaikan bahwg monoton pada, b]. Karenaa kontinu dan monoton
naik padala,b]. Diberikan ¢ > 0, untuk setiap bilangan asti dapat
dipilih suatu partisP padala, b], sehingga

(a(b) = a(@)If(b) - f(a)] < ne
karenaa kontinu dan monoton naik, maka pilih partisi
P = {a = x4, x1, x4, ..., x, = b} pada]a, b] sedemikian sehingga

a(b) — a(a)

Aa; = a(x;) — a(x;_q) = "



jika f monoton naik padpz, b], maka untuk setiap= 1,2,3, ..., n
M; = sup f(x) = f(x;) danm; = inf f(x) = f(x;-1)
danU(P,f,a)—L(P,f,a)= ?zl(Ml-—mi)Aai

(b)- a(a)
= OO S (M = m)

= AO-2@ () f()) < e
Sedangkan jika funggi monoton turun dengan:
M; = sup f(x) = f(xi-1). m; = inf f(2) = f(x)
Dan(P,f,a) — L(P,f,a) = XL (M; — m;) A

a(b)— a(a)
= L@ g My = m)

= DD (r(p) — f(a)) < e
Dengan demikian untuk setiagp> 0, dengan mengambit yang cukup
besar dapat dicari partisP pada [a,b] sehingga U(P,f,a) —
L(P,f,a) <e.

Sehingga fungsf € RS, [a, b].

3.2 Sifat-sifat Integral Riemann-Stieltjes

Teorema 3.2.1
Jikaf € RS, [a, b] dang € RS, [a, b], maka
f+g€RSlabldanf f+gda=[ fda+[ gda
(Hutahaean,1989:13)

Bukti:



Misalkan diberikan sebarang> 0. Karenaf, g € RS,[a, b], maka ada

P, danP,,. Sehingga untuk setiagpdenganP 2 P,,, P 2 P, berlaku
b
|sP.f,a) = [ f da| < 2/,
b
|S(P,g,a) - fa g da| < E/2

ambil P, = P, U P,,, makaP, 2 P.; danP. 2 P,,, sehingga untuk setiap

partisiP denganP 2 P, berlaku

S(P,f,a) — fabf da| 5/2 |S(P g, a)— g dal ‘9/2
karena S(P,f +g,a) =S(P,f,a)+ S(P,g,a), maka untuk setiap
partisi P dengan P 2 P, diperoleh |S(P,f +ga)- [f:f da +
f:g da]| <e

hal ini berartif + g € RS,[a, b] danf:f +gda= fabf da + f:g da

Contoh 3.2.2

Misalkan fungsif, g dana didefinisikan pad#0,1] olehf (x) = x?,

g(x) = x3 dana(x) = 5x + 2,

Penyelesaian:

Diketahuif (x) = x? dana(x) = 5x + 2,
Aa; = a(x) — a(xi_1)
=(50b) +2) - (5(a) + 2)
=5(b—-a)=51-0)=5
maka/, f da = [ f(x) da(x)

= [ % da(x)



=1/, x3|:). Aa;
=1/,(1-0)35=5/,
[y g da = [} g(x) da(x)
= [ %3 da(x)
=1/, 2% .8,
=1/, a-0ts5=5/,
Jy(f + @da = [, (f () + g(x)) da(x)
= [ (% + %) da(x)
= (Y32® + 1/, 2%)| . Aa,
=Y5a-02+1,a-0*.s
= (Y3 +1/4)-5
= (4+3/,,)5
= (7/12)-5=3%/1;
Jadif; f da + [} g da = [J(f + g) da
Teorema 3.2.3
Jikaf € RS, [a,b], c € R, maka
cf € RS,[a,b] dan. cf da = c [, f da (Hutahaean,1989:14)
Bukti:
Jikac = 0, makacf(x) =0, a < x < b.

dalam hal inicf € RS,[a, b] danff cfda=0= Of:fda = cf:f da.



Jikac # 0 dan diberikan sebararg> 0, karenaf € RS, [a, b], maka ada

partisi P, sehingga untuk setiap partisidengan? 2 P, berlaku
SP.fra) = [, f da| <&/,
KarenaS(P,cf,a) =cS(P,f,a)
Maka untuk setiap parti$gl denganP 2 P, diperoleh
S(P,cf,a) — cf;f dal = |cS(P,f,0() - cf;f da| < |C|'€/Ic| =

Dan ini berarticf € RS,[a, b] danfab cf da = cfabf da
Contoh 3.2.4
Diketahuif € RS, [a, b] padad < x < 2 danc =2 € R.
Jika ¢ = 2, diberikan sebarang > 0, karenaf € RsS,[0,2], maka ada

partisi P, sehingga untuk setiap partisidengan? 2 P, berlaku

S(P.f.a) - [} f da| < ¢/,
KarenaS(P,cf,a) =cS(P,f,a)
Maka untuk setiap parti$l denganP 2 P, diperoleh
S(P,cf,a) —c |, fda|= |25 f,a) -2 fda| < 2.5/, =¢

Dan ini berart2f € RS, [0,2] danfo2 2 Lo o™ fozf da

Teorema 3.2.5
Jika f eRS,la,b]; f(x)=0;, a<x<b;, a€RS,[a b], maka
[? f da > 0. (Hutahaean,1989:16)

Bukti:



Karenaf (x) = 0;a < x < b, makaM; > 0
@
Karenax monoton naik padfz, b], makaAa; > 0
(2)
Dari (1) dan (2) diperolelS(P, f,a ) = 0 untuk setiap partisP. Karena

f € RS, [a, b], maka
[ fda=infUP,f,a)=0
Contoh 3.2.6

Diketahui(x) = "2—2 ;0 < x <2dana(x) = 2x + 1.

Buktikan bahwqf:f da > 0!

Penyelesaian:

Karenaf(x) = 0,0 <x < 2,

makaM = sup f(x) =supxz—2=42 0 Q)
Karenaa monoton naik padg,2],
makadAa = a(x;) —a(x;_1) =5—-3=22=0 (2)
Sehinggd/ (P, f,a ) = Xy M(a(x;) — a(xi—1))

= Xio1 M(a(x) — a(xy-1))

= M(a(2) — a(0))

=4(5-3)=8>0
Dari (1) dan (2) diperolel§(P, f,a ) = 0 untuk setiap partisP. Karena

f € RS,[a, b], maka

[ fda=infUP,f,a)=0



Teorema 3.2.7

Jika€ RSy [a,b] ; f € RSp[a, b], maka

f € RSgiplabl danf] fd(a+p) = [, fda+ ] fdp.
(Hutahaean,1989:16)

Buki:
Dari A(a; + B;) = (a + B)(x) — (a + B)(xi-1)
= (a(x) + B(x) — (a(xi—y) + B(xi-1))
= (a() — a(xi-0) + (BOG) — B(xi-1)
= Aa; + AB;
Diperoleh S(P, f,a + ) = S(P, f,a) + S(P, f, B ), untuk setiap partisi
P. Selanjutnya karena %S,[a, bl = [ f da ; f € RSgla,b] = [ f dp,
maka
f € RSquplab] = [ f d(a+B) = [, fda+ [, f dp
Teorema 3.2.9
Jika€ RS,[a,b] ; c € R, maka
f € RScola,b] danf f d(ca) = c [ f da. (Hutahaean,1989:17)
Bukii:
Dari A(ca;) = (ca)(x;) — (ca) (x;_1)
= c(a(x) — a(x;_1)) = cAa;
Sehingga diperoleR(P, f,ca) = c S(P, f,a)

Jikac = 0, makaf. f d(ca) = [ f d(0) =0, a <x <b.



dalam hal ini f€RS,la,b] dan [’ fd(ca)=0=0] fda=

cf:f da.
Jika ¢ # 0 dan diberikan sebarang> 0, karenaf € RS.,[a, b], maka

ada partisP, sehingga untuk setiap partisidenganP 2 P, berlaku
b
SP.foa) - [, fda| <)

KarenaS(P, f,ca) =cS(P,f,a)

Maka untuk setiap parti$i denganP 2 P, diperoleh
S(P,f,ca) — cf:f da| = |c S(P,f,a) — cfabf dal < |C|'€/|C| =&

Dan ini berartif € RS.,[a,b] danf. f d(ca) = c [, f da

Teorema 3.2.10

Bukti:

Misalkana < ¢ < b danf terintegral Riemann-Stieltjes terhadapada
kedua sub-intervala, c] dan[c, b], makaf terintegral Riemann-Stieltjes

terhadapx padala, b] dan

[ fda= [ fda+ [ fda(Bartle, 1967:282)

Diketahui facf da dan fcbf da ada, maka akan dibuktikafff da ada
dan

[[fda=[{fda+] fda
Misalkan P partisi sebarang dafi, b] danc € P; makaP N [a,c] = P;
adalah partisi sebarang dptjc] dan P n[c,b] = P, adalah partisi

sebarang dafi, b]. Jelas bahw&(P, f,a) = S(Py,f,a) + S(P,, f,a)



Misalkan [* f da dan [’ f da ada, dan untuk setiap> 0, maka ada
partisi P, dari [a,c]; dan partisiP., dari [c,b]. Sehingga untuk setiap
partisiP; danP, dengan?; 2 P, , P, 2 P, berlaku

ISPy f,a) = [£ f da| <€/, ; |S(P2,f,a) i da| <£/,

Ambil P, = P;; U P,,. MisalkanP partisi sebarang daj@, b] dengar2 P,

, P{ = P nJla,c]danP, = P n [c, b].

Jadi
SCP.f,a) = [ fda+ [ f dal| = |[S(Py.f.) = [ f da] +

[S(Py. f,) = J f dal|

<SP f.a)- [ f da| +
|s(P,, f,@) = [} £ da
<ftfr=¢

Dan ini berartif € RS, [a, b]danfff da = [ f da + fcbf da

3.3 Konsep Integral Dalam Kajian Keislaman

Keilmuan matematika dapat dikatakan adalah safahtspik yang sangat
menyita perhatian para matematikawan dunia. linrangan sangat terkait dengan
perhitungan. Salah satunya adalah teori integraggral biasanya digunakan
untuk menghitung luas daerah yang dibatasi olelvakdian sumbu terhadap
sumbu y. Karena pada dasarnya konsep integral Riemannmdagleoses

penghitungannya  menggunakan partisi-partisi, makaendgkatannya



menggunakan jumlah Riemann sehingga semakin kacilsppartisinya maka
akan semakin mendekati nilai yang diinginkan. Dalawori integral diperlukan
ketelitian yang sangat besar, sehingga hasilnyak tisheleset jauh dari nilai
sesungguhnya. Seperti yang telah dijelaskan dalamat Sal-Jinn ayat 28,
diterangkan bahwa Tuhan menciptakan segala sefkgfuian dan semua objek
di alam semesta) dengan "hitungan yang teliti patsatu".

21538 10 8 (a2 Bl W Ll el 1,40 38 of 25
28. Supaya dia mengetahui, bahwa Sesungguhnya -nasuil itu Telah
menyampaikan risalah-risalah Tuhannya, sedang (s®@inga) ilmu-Nya meliputi
apa yang ada pada mereka, dan dia menghitung segeaatu satu persauQ.
S Al-Jinn : 28)

Dari ayat diatas dapat diambil kesimpulan bahwaAIBWT rajanya
berhitung, karena Allah SWT sangat cepat dalam mangy dan sangat teliti.
Hal ini seharusnya mendorong manusia untuk seletsikap teliti dan hati-hati
dalam melakukan suatu pekerjaan. Ketelitian daerkeatan dipentingkan sekali
dalam kehidupan sehari-hari. Suatu pekerjaan yadagutan dengan teliti dan
cermat akan menghasilkan hasil yang memuaskan dé®gaungkinan kesalahan
lebih kecil. Sebagaimana dicontohkan dalam kehidwgehari-hari, kecermatan
dan ketelitian dalam memperhitungkan pengeluarparilikan sekali bagi setiap
orang, agar dapat memperkirakan kebutuhan mana yemglesak yang harus
diprioritaskan dan yang lebih bermanfaat, mana yserty didahulukan dan mana
yang bisa ditinggalkan.

Dalam Al-Qu’'an banyak sekali ayat yang mejelaskantang betapa

pentingnya ketelitian dan kecermatan, salah satdinyean Allah SWT dalam

surat Maryam ayat 84 dan ayat 94:



Ao
Z . 27 8s. T 2 IR

84. Maka janganlah kamu tergesa-gesa memintakksasierhadap mereka,
Karena Sesungguhnya kami Hanya menghitung datanfirgsa siksaan) untuk
mereka dengan perhitungan yang tglidi. S. Maryam : 84)

4// A “ - 9} s =4 i -~ 7
5 lae RSy Ao | aa)
94. Sesungguhnya Allah Telah menentukan jumlalekaedan menghitung
mereka dengan hitungan yang telf@. S. Maryam : 94)

Pada dasarnya perhitungan integral adalah penjamldari semua luasan
yang jumlahnya ditentukan oleh jumlah partisinyarliicara tentang integral
Riemann, maka operasi perhitungan yang digunakalafadperasi penjumlahan
dan perkalian. Sedangkan operasi penjumlahan jisghbutkan dalam Al-Qur'an

dalam surat Al-Kahfi ayat 25:
= 22503500 L. I T
(50 23 19315515 o BLe Culs Sga S 31525

25. Dan mereka tinggal dalam gua mereka tiga rataisun dan ditambah
sembilan tahun (lagifAl-Kahfi : 25)

Hal ini menunjukkan bahwa secara umum disimpulkalimia Al Qur'an
didesain secara matematis, sehindgpat diapresiasikan bukan hanya oleh orang
yang memiliki ilmu matematika tingkat tinggi, tetgpga oleh orang yang hanya

dapat melakukan penghitungan secara sederhana.



BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang penulis telah urai&da Ipab Ill, maka
dapat diambil kesimpulan bahwa Integral Riemaneh$ts merupakan perluasan
dari Integral Riemann. Sifal/(P, f,«) dan L(P, f,a) pada integral Riemann-
Stieltjes serupa dengdi(P, f) danL(P, f) pada integral Riemann. Sedangkan
konsep integral Riemann-Stieltjes sendiri terberdak dua fungsi yaitu fungsi
terbatasf dan fungsi monoton naik yang masing-masing didefinsikan pada
selang[a, b].

Sifat-sifat integral Riemann-Stieltjes meliputi:

7. Jikaf € RS,la,b] dang € RS,[a, b], makd. f + g da = [, f da +
[, g da

8. Jika f € RS, [a, b], c € R, maka f; sfpda= cf;f da

9. Jkaf € RS,la,b]; f(x) =0, makafff da>0

10. Jika f € RS,[a,b] ; f € RSgla,b], makd, f d(a+B) = [, f da+
[Pfdp

11. Jika€ RS,[a,b] ; c € R, makd, f d(ca) = c [, f da

12. [ fda=['fda+[ fda
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4.2 Saran

Selaku penulis, maka dalam hal ini ada beberapansgang sifatnya
konstruktif yang bisa diberikan demi kemajuan daerkembangan ilmu
matematika di Jurusan Matematika Fakultas SainsTd&nologi UIN Malang.

Dalam skripsi ini hanya menjelaskan tentang konsggral Riemann-
Stielties dan sifat-sifat integral Riemann-StiatjeSetelah penulis menjelaskan
tentang konsep integral Riemann-Stielties dan -sifatnya, maka dengan
menggantia menjadi suatu fungsi diharapkan kepada peneldinggnya untuk

mengembangkan kajian pada integral Henstosk.
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