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ABSTRAK  

Fajariyah, Susantin. 2009. Graf Dual (Dual Graph) dari Graf Roda (Wn) dan Graf 
Helm Tertutup (cHn). Skripsi, Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan 
Teknologi, Universitas Islam Negeri (UIN) Malang.  
Pembimbing I: Abdussakir, M.Pd., Pembimbing II: Ahmad Barizi, M.A.  

Kata kunci : Graf Dual, Graf Roda (Wn), Graf Helm Tertutup (cHn)  

Teori Graf adalah salah satu dari beberapa cabang ilmu matematika, yaiatu 
suatu pokok bahasan yang mendapat banyak perhatian karena model-modelnya 
sangat berguna untuk aplikasi yang luas. Teori graf merupakan salah satu pokok 
bahasan yang memiliki banyak terapan praktis hingga saat ini. Graf digunakan 
untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek 
tersebut. Dengan model teori graf yang tepat, suatu permasalahan menjadi lebih 
jelas, sehingga mudah untuk dianalisis dan diselesaikan. 

Dalam Al-Qur an elemen-elemen pada graf yaitu titik dan sisi dapat 
merepresentasikan Allah dan hamba-hamba-Nya, sedangkan sisi atau garis yang 
menghubungkan elemen-elemen tersebut adalah bagaimana hubungan antara 
Allah dengan hamba-Nya dan juga hubungan sesama hamba yang terjalin. 

Salah satu permasalahan dalam teori graf adalah menentukan graf dual 
dari suatu graf bidang. Graf dual adalah graf yang diperoleh dari suatu graf bidang 
dengan cara setiap daerah diwakili dengan satu titik, dan antar titik akan 
terhubung langsung jika daerah tersebut saling berbatasan langsung. Permasalahan 
mengenai graf dual belum pernah dikaji, sehingga pada skripsi ini penulis 
membahas graf dual dari graf roda (Wn) dan graf helm tertutup (cHn). Graf ini 
sangat menarik untuk dikaji, karena graf roda dan graf helm tertutup adalah graf 
planar dan mempunyai bentuk yang khas. Fokus permasalahan dalam penulisan 
skripsi ini adalah bagaimana bentuk graf dual dari graf roda dan graf helm 
tertutup. 

Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa: 1) Graf dual (dual graph) dari 
graf roda (Wn) berbentuk graf roda (Wn). 2) Graf dual (dual graph) dari graf helm 
tertutup (cHn) berbentuk graf helm tertutup (cHn). Dengan demikian, maka graf 
roda (Wn) dan graf helm tertutup (cHn) adalah graf self-dual. 

Berdasarkan hasil penelitian ini disarankan agar kepada pembaca untuk 
membahas graf dual dari graf lainnya atau membahas graf dual dikaitkan dengan 
pewarnaan atau pelabelan. 



BAB I 

PENDAHULUAN  

A. Latar Belakang 

Matematika secara umum merupakan sebuah ilmu yang mempelajari 

tentang pola dari struktur, perubahan, dan ruang. Secara informal, matematika 

dapat pula disebut sebagai ilmu tentang bilangan dan angka. Matematika 

merupakan alat yang dapat memperjelas dan menyederhanakan suatu keadaan 

atau situasi melalui abstraksi, idealisasi, atau generalisasi untuk suatu studi 

ataupun pemecahan masalah (Diknas, 2001:1). 

Pada zaman dahulu, matematika merupakan sebuah alat berpikir yang 

sederhana dari sekelompok orang untuk menghitung dan mengukur barang-barang 

yang dimilikinya. Kemudian matematika mengalami perkembangan hingga 

menjadi alat pemikiran yang ampuh dari para ilmuwan untuk memecahkan 

persoalan-persoalan yang rumit dalam suatu bidang ilmu. 

Matematika digunakan sebagai bahasa dari suatu ilmu dengan menetapkan 

berbagai lambang untuk mewakili sesuatu sasaran yang diolahnya. Dengan 

Matematika pula, pemikiran ilmiah dalam suatu bidang ilmu dapat dilakukan 

secara lebih jelas, lebih leluasa, dan lebih ringkas. Hasil-hasil pemikiran ilmiah 

yang diungkapkan dalam bahasa matematika lebih cermat dan tepat. Oleh karena 

itu, ilmu matematika dengan berbagai cabangnya memiliki banyak terapan yang 

luas sampai sekarang. 

Teori graf adalah salah satu dari beberapa cabang ilmu matematika. Teori 

graf merupakan suatu pokok bahasan yang mendapat banyak perhatian karena 

model-modelnya sangat berguna untuk aplikasi yang luas, di antaranya diterapkan 



dalam jaringan komunikasi, transportasi, ilmu komputer, riset operasi, dan lain 

sebagainya. Representasi visual dengan graf adalah dengan menyatakan obyek 

sebagai titik sedangkan hubungan antara obyek dinyatakan dengan garis. Graf 

dapat didefinisikan sebagai himpunan yang tidak kosong yang memuat elemen-

elemen yang disebut titik, dan suatu daftar pasangan tidak terurut dari elemen itu 

yang disebut sisi.  

Banyak rumus dalam teori graf termotivasi oleh keadaan nyata. Dari 

permasalahan yang timbul pada masalah kehidupan sehari-hari timbul ide untuk 

menemukan rumus matematikanya, tentu saja dengan dibebaskan dari arti dan 

makna sehari-hari. Teori graf sudah dipelajari sejak lama, secara formal muncul 

pertama pada tahun 1736, yakni pada tulisan Euler mengenai penyelesaian 

masalah jembatan Konigsberg.  

Teori graf merupakan salah satu pokok bahasan yang memiliki banyak 

terapan praktis hingga saat ini. Graf digunakan untuk merepresentasikan objek-

objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut. Dengan model teori graf 

yang tepat, suatu permasalahan menjadi lebih jelas, sehingga mudah untuk 

dianalisis. Permasalahan yang dirumuskan dengan teori graf dibuat sederhana, 

yaitu diambil aspek-aspek yang diperlukan dan dibuang aspek-aspek lainnya.  

Dalam Al-Qur an elemen-elemen pada graf yaitu titik dan sisi dapat 

merepresentasikan Allah dan hamba-hamba-Nya, sedangkan sisi atau garis yang 

menghubungkan elemen-elemen tersebut adalah bagaimana hubungan antara 

Allah dengan hamba-Nya dan juga hubungan sesama hamba yang terjalin.    



      

Gambar 1.1. Hubungan antara Tuhan dengan Hamba-Nya serta Sesama Hamba  

Hal ini dijelaskan oleh firman Allah dalam Al Qur an surat Ali Imran ayat 

112, yaitu: 

 

Artinya: Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika 
mereka berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) 
dengan manusia, dan mereka kembali mendapat kemurkaan dari Allah 
dan mereka diliputi kerendahan. Yang demikian itu, karena mereka kafir 
kepada ayat-ayat Allah dan membunuh para nabi tanpa alasan yang 
benar. Yang demikian itu, disebabkan mereka durhaka dan melampaui 
batas (Q.S. Ali Imran: 112).  

Aplikasi dari teori graf sangat luas dan dipakai dalam berbagai disiplin 

ilmu maupun dalam kehidupan sehari-hari. Penggunaan graf di berbagai bidang 

tersebut digunakan untuk memudahkan suatu permasalahan dengan cara membuat 

sebuah model matematika dari permasalahan tersebut, kemudian model 

matematika tersebut diselesaikan. Teori graf juga sangat berguna untuk 

mengembangkan model-model yang terstruktur dalam berbagai situasi. Dalam 

implementasinya teori graf banyak digunakan antara lain di dalam bidang 

kelistrikan, kimia organik, ilmu komputer. Bahkan dewasa ini teori graf 

digunakan secara besar-besaran dalam bidang ekologi, geografi, antropologi, 

Tuhan

2 manusia 3 manusia1 manusia



genetika, fisika, elektronika, pemrosesan informasi, arsitektur, dan desain. Selain 

itu juga, teori ini banyak dimanfaatkan secara praktis dalam bidang industri. 

Suatu pokok bahasan dalam teori graf adalah graf planar. Graf disebut graf 

planar jika dapat digambarkan pada suatu bidang sehingga antara dua sisi berbeda 

hanya akan bersekutu pada titik ujung (Bondy dan Murty, 1976:135). Dengan kata 

lain, graf planar adalah graf yang dapat digambar pada  bidang sehingga tidak ada 

sisi yang saling berpotongan. Graf planar yang sudah digambar pada bidang 

disebut graf bidang (plane graf). 

Misalkan G adalah suatu graf bidang. Didefinisikan graf baru G* sebagai 

berikut. Masing-masing muka pada G diwakili oleh titik pada G*. Dua titik a dan 

b pada G* akan saling terhubung langsung jika dan hanya jika muka yang 

diwakili oleh dua titik itu saling berbatasan langsung di G. dua titik a dan b akan 

terhubung langsung oleh sebanyak sisi yang terdapat pada perbatasan (boundary) 

dua muka yang diwakilinya pada G. Graf G* ini kemudian disebut graf dual dari 

G. Graf dual dari graf bidang selalu berbentuk graf bidang. Suatu graf bidang 

yang isomorfik dengan graf dualnya disebut graf self-dual, yaitu graf yang 

dualnya adalah dirinya sendiri. 

Permasalahan mengenai graf dual masih relatif baru dan belum ada yang 

membahas. Oleh sebab itu, dalam skripsi ini dibahas mengenai graf dual dari graf 

roda (Wn) dan graf helm tertutup (cHn). Pemilihan graf roda dan graf helm 

tertutup berdasarkan alas an bahwa graf tersebut adalah graf planar dan 

mempunyai bentuk yang khas. Pembahasan akan difokuskan pada bentuk graf 

dual dari graf roda (Wn) dan graf helm tertutup (cHn) serta melihat apakah graf 

roda dan graf helm tertutup merupakan graf self-dual. 



Graf roda, khususnya graf roda dengan 4 empat titik atau W4 dapat 

digambarkan sebagai berikut.      

Gambar 1.2. Graf Roda Order 4 atau W4 

Gambar 1.2 tersebut dapat juga menjadi ilustrasi dari gambar ka bah di Masjidil 

Haram. Titik pusat roda menggambarkan titik pusat ka bah, sedangkan empat titik 

pada sikel menggambarkan titik sudut ka bah. Titik sudut itu antara lain adalah 

titik Syamsi, titik Yamani, dan titik Hajar Aswad. Gambarnya adalah sebagai 

berikut.      

Gambar 1.3. Representasi Ka bah dalam Graf Roda  

Berkaitan dengan ka bah di Masjidil Haram, terdapat suatu ibadah yang 

disebut Thawaf. Thawaf secara umum adalah ibadah dengan cara mengelilingi 

ka bah sebanyak 7 kali, 3 putaran pertama dilakukan dengan berlari-lari kecil (jika 

mungkin), dan selanjutnya berjalan biasa. Satu putaran Thawaf dimulai dari Hajar 

Aswad  dan diakhiri di Hajar Aswad lagi setelah melewati titik/rukun Yamani. 

Rukun Yamani

Hajar Aswad Rukun Syamsi

Pusat Ka'bah



Thawaf dilakukan dengan memutar berlawanan arah dengan putaran jarum jam, 

atau dengan menempatkan ka bah pada posisi orang yang berthawaf.  

Mengingat banyaknya orang yang melakukan Thawaf, maka kemudian 

perlu menarik garis lurus yang melalui pusat ka bah dan Hajar Aswad. Garis ini 

berfungsi sebagai pedoman bagi orang yang akan melakukan Thawaf pada 

lingkaran-lingkaran luar yang jauh dari Ka bah. Di Masjidil Haram, garis ini 

dibuat berwarna coklat. Jika digambarkan dalam bentuk graf, maka akan 

diperoleh graf berikut, yang tidak lain berbentuk graf helm tertutup dengan titik 

sebanyak 4 atau cH4.       

Gambar 1.4. Representasi Garis Awal dan Akhir Thawaf dalam Bentuk Graf Helm Tertutup 

Berdasarkan uraian tersebut di atas, maka dalam penelitian ini penulis 

akan mengkaji tentang graf dual, dengan judul Graf Dual (Dual Graph) dari 

Graf Roda (Wn) dan Graf Helm Tertutup (cHn).

  

B. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan rumusan 

masalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana bentuk graf dual dari graf roda (Wn)? 

2. Bagaimana bentuk graf dual dari graf helm tertutup (cHn)? 

Hajar Aswad

Ka'bah

Garis Awal/Akhir Thawaf



C. Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah: 

1. Mendeskripsikan bentuk graf dual dari graf roda (Wn). 

2. Mendeskripsikan bentuk graf dual dari graf helm tertutup (cHn).  

D. Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat, khususnya kepada 

penulis dan umumnya kepada semua pembaca baik secara teoritis maupun secara 

praktis.  

1. Bagi Penulis 

a. Sebagai bentuk partisipasi penulis dalam memberikan kontribusi terhadap 

pengembangan keilmuan, khususnya dalam bidang ilmu Matematika. 

b. Sebagai suatu bentuk aplikasi ilmu yang telah penulis dapatkan selama 

berada di bangku kuliah. 

c. Sebagai bahan referensi dalam menambah pengetahuan tentang konsep 

graf 

2. Bagi Pembaca 

Penelitian ini diharapkan mampu menjadi sebuah wahana untuk menambah 

wawasan dan khasanah keilmuan serta menjadi bahan rujukan untuk 

melakukan penelitian lebih lanjut tentang graf dual.  

E. Metode Penelitian 

Penelitian ini penelitian kepustakaan (library research), yaitu dengan 

melakukan penelitian untuk memperoleh data-data dan informasi dengan 

menggunakan teknik dokumenter, baik yang berupa buku, artikel, jurnal, majalah, 



maupun karya ilmiah lainnya yang berkaitan dengan topik atau permasalahan 

yang diteliti. 

Adapun langkah-langkah yang diambil untuk menganalisis data dalam 

penelitian ini adalah: 

1. Menggambar beberapa graf roda (Wn) dan graf helm tertutup (cHn), kemudian 

menggambar graf dualnya. 

2. Mencari pola bentuk graf dual dari graf roda (Wn) dan graf helm tertutup 

(cHn). 

3. Bentuk graf dual yang diperoleh kemudian dirumuskan secara umum dengan 

mengkonstruksi teorema dan kemudian dibuktikan.  

F. Sistematika Pembahasan 

Untuk memperoleh gambaran yang mudah dimengerti dan menyeluruh 

mengenai rancangan isi skripsi ini, secara global dapat dilihat dari sistematika 

pembahasan yang disusun sebagai berikut.  

BAB I : Bagian ini merupakan bab Pendahuluan yang berisikan tentang Latar 

Belakang, Rumusan Masalah, Tujuan Penelitian, Manfaat Penelitian, 

dan Sistematika Pembahasan. 

BAB II : Bagian ini merupakan bab Kajian Pustaka yang berisikan tentang Teori 

Graf dalam Al-Qur an, Graf, Graf Terhubung, Operasi Pada Graf, Graf 

Sikel, dan Graf Dual (Dual Graph). 

BAB III : Bagian ini merupakan bab Pembahasan, yang meliputi: Graf Dual Dari 

Graf roda (Wn ) dan Graf Dual Dari Graf Helm Tertutup (cHn).  

BAB IV : Bagian ini merupakan bab Penutup yang berisikan tentang kesimpulan 

dan saran-saran. 



BAB II 

KAJIAN PUSTAKA  

Pada bagian ini dijelaskan beberapa konsep yang mendukung terhadap 

pembahasan, yaitu: tentang Teori Graf dalam Al-Qur an, Teori Graf, Graf 

Terhubung, Operasi pada Graf, Graf Sikel, dan Graf Dual (Dual Graph).  

A. Teori Graf dalam Al-Qur an 

Allah SWT berfirman dalam QS Al-Maidah ayat 97 bahwa Ka bah menjadi pusat 

peribadatan umat manusia. Ibadat yang dimaksud khususnya ibadah shalat dan ibadah 

haji.   

 

Artinya: Allah Telah menjadikan Ka'bah, rumah Suci itu sebagai pusat 
(peribadatan dan urusan dunia) bagi manusia, dan (demikian pula) 
bulan Haram, had-ya, qalaid. (Allah menjadikan yang) demikian itu agar 
kamu tahu, bahwa Sesungguhnya Allah mengetahui apa yang ada di 
langit dan apa yang ada di bumi dan bahwa Sesungguhnya Allah Maha 
mengetahui segala sesuatu.  

Dalam ibadah shalat, menghadap ka bah sebagai pusat Masjidil Haram  di 

Mekkah adalah suatu rukun. Ibadah shalat wajib hukumnya untuk menghadap ke 

Ka bah. Ka bah menjadi kiblat untuk ibadah shalat ditegaskan dalam QS Al-

Baqarah ayat 144. 



Artinya: Sungguh kami (sering) melihat mukamu menengadah ke langit[96], 
Maka sungguh kami akan memalingkan kamu ke kiblat yang kamu sukai. 
palingkanlah mukamu ke arah Masjidil Haram. dan dimana saja kamu 
berada, palingkanlah mukamu ke arahnya. dan Sesungguhnya orang-
orang (Yahudi dan Nasrani) yang diberi Al Kitab (Taurat dan Injil) 
memang mengetahui, bahwa berpaling ke Masjidil Haram itu adalah 
benar dari Tuhannya; dan Allah sekali-kali tidak lengah dari apa yang 
mereka kerjakan.  

Q.S Al-Baqarah ayat 140 tersebut juga dipertegas dengan ayat 149 dan 

150 berikut.   

Artinya:  Dan dari mana saja kamu keluar (datang), Maka palingkanlah wajahmu 
ke arah Masjidil Haram, Sesungguhnya ketentuan itu benar-benar 
sesuatu yang hak dari Tuhanmu. dan Allah sekali-kali tidak lengah dari 
apa yang kamu kerjakan.  

Artinya:  Dan dari mana saja kamu (keluar), Maka palingkanlah wajahmu ke 
arah Masjidil Haram. dan dimana saja kamu (sekalian) berada, Maka 
palingkanlah wajahmu ke arahnya, agar tidak ada hujjah bagi manusia 
atas kamu, kecuali orang-orang yang zalim diantara mereka. Maka 
janganlah kamu takut kepada mereka dan takutlah kepada-Ku (saja). 
dan agar Ku-sempurnakan nikmat-Ku atasmu, dan supaya kamu 
mendapat petunjuk.  



Masjidil Haram, yang di dalamnya terdapat Ka bah, menjadi pusat dari 

lingkaran-lingkaran manusia yang mengelilinginya, yang sedang melaksanakan 

shalat menghadap ke arahnya. Terdapat banyak lingkaran yang mengelilingi pusat 

Masjidil Haram, baik dalam Masjidil Haram sendiri maupun di atas bumi ini 

secara umum. Jika digambarkan dalam bentuk graf, maka dapat digambarkan 

seperti pada Gambar 2.1. Gambar ini hanya mengillustrasikan dua lingkaran yang 

mengelilingi Ka bah, sehingga berbentuk graf helm tertutup. Jika pada gambar 

tersebut hanya diambil satu lingkaran yang mengelilingi maka diperoleh graf roda.        

Gambar 2.1.  Illustrasi Ka bah dan Manusia yang Beribadah Menghadap ke Arahnya  

Pusat Masjidil Haram, yang menjadi kiblat atau arah ibadah shalat disebut 

Ka bah. Ka bah adalah suatu bangunan dari batu berbentuk balok, yang dibangun 

oleh nabi Ibrahim dan putranya nabi Ismail. Di sekitar Ka bah terdapat maqam 

nabi Ibrahim, Hijr Ismail, dan Hajar Aswad (Batu Hitam) yang dipasang oleh nabi 

Muhammad pada sudut tenggara Ka bah. Ka bah mempunyai empat sudut yang 

salah satu sudutnya terdapat Hajar Aswad. Sudut yang lain yang mengapit sudut 

Hajar Aswad adalah sudut Syamsi dan sudut Yamani.  Gambar ka bah dapat 

dilihat pada gambar berikut.  

Ka'bah



 

Gambar 2.2.  Ka bah di Masjidil Haram   

Gambar ka bah di Masjidil Haram tersebut dapat diilustrasikan dalam 

bentuk graf, yaitu graf roda dengan empat titik, atau W4.. Titik pusat roda 

menggambarkan titik pusat ka bah, sedangkan empat titik pada sikel 

menggambarkan titik sudut ka bah. Titik sudut itu antara lain adalah titik Syamsi, 

titik Yamani, dan titik Hajar Aswad. Gambarnya adalah sebagai berikut.      

Gambar 2.3. Representasi Ka bah dalam Graf Roda 

Berkaitan dengan ka bah di Masjidil Haram, terdapat suatu ibadah yang 

disebut Thawaf. Thawaf secara umum adalah ibadah dengan cara mengelilingi 

ka bah sebanyak 7 kali, 3 putaran pertama dilakukan dengan berlari-lari kecil (jika 

mungkin), dan selanjutnya berjalan biasa. Satu putaran Thawaf dimulai dari Hajar 

Aswad  dan diakhiri di Hajar Aswad lagi setelah melewati titik/rukun Yamani. 

Thawaf dilakukan dengan memutar berlawanan arah dengan putaran jarum jam, 

Rukun Yamani

Hajar Aswad Rukun Syamsi

Pusat Ka'bah



atau dengan menempatkan ka bah pada posisi orang yang berthawaf. Gambar arah 

Thawaf di sekitar Ka bah dapat digambarkan sebagai berikut. 

 

Gambar 2.4. Arah Perputaran Thawaf Mengelilingi Ka bah 

Mengingat banyaknya orang yang melakukan Thawaf, maka kemudian 

perlu menarik garis lurus yang melalui pusat ka bah dan Hajar Aswad. Garis ini 

berfungsi sebagai pedoman bagi orang yang akan melakukan Thawaf pada 

lingkaran-lingkaran luar yang jauh dari Ka bah. Di Masjidil Haram, garis ini 

dibuat berwarna coklat. Jika digambarkan dalam bentuk graf, maka akan 

diperoleh graf berikut, yang tidak lain berbentuk graf helm tertutup dengan titik 

sebanyak 4 atau cH4.        

Gambar 2.5. Representasi Garis Awal dan Akhir Thawaf dalam Bentuk Graf Helm 
Tertutup 

Hajar Aswad

Ka'bah

Garis Awal/Akhir Thawaf



Selain itu, representasi suatu graf yang lainnya adalah shalat. Shalat 

mempunyai kedudukan yang amat penting dalam Islam dan merupakan pondasi 

yang kokoh bagi tegaknya agama Islam. Ibadah shalat dalam Islam sangat 

penting, sehingga shalat harus dilakukan pada waktunya, di manapun, dan 

bagaimanapun keadaan seorang muslim yang mukalaf. Dalam kaitannya dengan 

peribadatan sholat, Allah SWT berfirman: 

  

Artinya: Maka apabila kamu telah menyelesaikan shalat(mu), ingatlah Allah di 
waktu berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbaring. Kemudian 
apabila kamu telah merasa aman, maka dirikanlah shalat itu 
(sebagaimana biasa). Sesungguhnya shalat itu adalah fardhu yang 
ditentukan waktunya atas orang-orang yang beriman

 

(Q.S. An-Nisaa : 
103).  

Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa waktu-waktu sholat telah ditentukan 

waktunya dan telah menjadi suatu ketetapan, baik itu sholat fardhu maupun sholat 

sunnah. Sholat lima waktu diwajibkan dalam sehari (dhuhur, ashar, maghrib, 

isya , dan subuh) merupakan sholat yang wajib ditunaikan dan tidak boleh 

ditinggalkan. Waktu pelaksanaan antara satu waktu sholat fardhu berbeda dengan 

empat waktu sholat yang lain dan telah ditetapkan oleh Allah swt. Akan tetapi 

kelima waktu sholat tersebut saling mengikat dan tidak diperbolehkan hanya 

melaksanakan satu sholat saja. Adapun hubungan waktu sholat tersebut dengan 

teori graf adalah bahwa waktu-waktu sholat tersebut merupakan suatu himpunan 

yang terdiri dari waktu sholat fardhu (dhuhur, ashar, maghrib, isya dan subuh) 

sebagai ekspresi dari himpunan titik dalam graf. Sedangkan keterikatan antara 

kelima sholat fardhu tersebut yang tidak dapat ditinggalkan salah satunya dalam 



menunaikannya merupakan ekspresi dari garis atau sisi yang menghubungkan 

titik-titik dalam graf.  Adapun bentuk graf dari waktu-waktu sholat fardhu yaitu        

Gambar 2.6. Representasi Waktu-waktu Sholat    

Dari Gambar di atas, graf representasi waktu-waktu shalat terdiri dari lima 

titik dan lima sisi, dan bisa juga disebut sebagai graf sikel. Pada graf representasi 

waktu-waktu shalat menunjukkan bahwa kelima sholat tersebut saling mengikat. 

Artinya bahwa waktu tiap sholat tersebut telah ditentukan, tidak boleh saling 

bertukar antara waktu sholat yang satu dengan sholat yang lain. Sebagai contoh 

apabila waktu sholat dhuhur telah habis, maka seseorang tidak boleh melakukan 

sholat dhuhur karena telah masuk pada waktu sholat selanjutnya, yaitu sholat 

ashar. Hal ini akan terus seperti itu untuk waktu sholat yang lain. Titik-titik yang 

digambarkan oleh waktu-waktu sholat di atas merupakan himpunan titik yang 

diikat oleh suatu ketetapan yang berantai.    

Shubuh 

Isya

 

Maghrib 

Ashar 

Dzuhur 



B. Graf 

6. Definisi Graf 

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak 

kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V 

yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan dengan V(G) dan 

himpunan sisi dinotasikan dengan E(G). Sedangkan banyaknya unsur di V disebut 

order dari G dan dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur di E disebut 

size dari G dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf 

G, maka order dan ukuran dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan q (Chartrand 

dan Lesniak, 1986: 4). 

Perhatikan graf G yang memuat himpunan titik V dan himpunan sisi E 

seperti berikut ini. 

V = {a, b, c, d, e} 

E = {(a, b), (a, c), (a, d), (b, d), (b, c), (d, e)}. 

Graf G tersebut dapat digambar sebagai berikut     

Gambar 2.7. Graf G 

Graf G mempunyai 5 titik sehingga order G adalah p = 5. Graf G mempunyai 6 

sisi sehingga size graf G adalah q = 6.  

Graf G dengan  

V = { a, b, c, d, e} 

a  

 

c  

  

d  

 

b 

e  

 

G : 



E = {(a, b), (a, c), (a, d), (b, d), (b, c), (d, e)} 

Dapat juga ditulis dengan 

V = { a, b, c, d, e} 

E = {e1, e2, e3, e4, e5, e6} 

dengan  

e1 = (a, b) 

e2 = (a, c) 

e3 = (a, d) 

e4 = (b, d) 

e5 = (b, c) 

e6 = (d, e) 

Graf H disebut subgraf dari G jika himpunan titik di H adalah subset dari 

himpunan titik-titik di G dan himpunan sisi-sisi di H adalah subset dari himpunan 

sisi di G. Dapat ditulis V(H) 

 

V(G) dan E(H) 

 

E(G). Jika H adalah subgraf G, 

maka dapat ditulis H  G  (Chartrand dan Lesniak, 1986: 8). 

Perhatikan graf G yang memuat himpunan titik V dan himpunan sisi E 

seperti berikut ini. 

V(G) = {v1, v2, v3, v4, v5} dan 

E(G) = { (v1 v2),(v1 v5), (v2 v3), (v2 v4), (v2 v5), (v3 v4), (v4v5)} 

Graf G tersebut dapat digambar sebagai berikut   

G:   

Gambar 2.8. Graf G 

v2 v1 v3 

v4 v5 



 
                   

H:        

Gambar 2.9. H Subgraf G  

Gambar 2.8 dan 2.9 di atas adalah dua graf G dan H yang menunjukkan bahwa H 

adalah subgraf G.  

7. Adjacent dan Incident 

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v) 

adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), u dan e 

serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) 

akan ditulis e = u v (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4). 

Sebagai contoh, perhatikan graf G yang memuat himpunan V = {u, v, w, x} 

dan himpunan sisi E = {e1, e2, e3, e4, e5} berikut ini.     

Gambar 2.10. Graf G 

Dari Gambar 2.10 tersebut, titik u dan 1e serta 1e dan v adalah incident 

(terkait langsung) dan titik u dan v adalah adjacent (terhubung langsung). 

8. Derajat 

Derajat titik v pada graf G, ditulis dengan vGdeg , adalah jumlah sisi 

yang terkait langsung (incident) pada v. Dengan kata lain, jumlah sisi yang 

x 

w v 

u

 

1e

 

2e

 

3e

 

4e

 

5e

 
v2 v1 v3 

v5 



memuat v sebagai titik ujung. Titik v dikatakan genap atau ganjil tergantung dari 

jumlah vGdeg genap atau ganjil (Chartrand dan Lesniak, 1986:7). 

Contoh:           

Gambar 2.11. Graf  dengan Derajat Titik 

Teorema 2.1 

Jika G dengan (p, q) adalah sebuah graf, di mana GV = { v1, v2, ..., vn}, 

maka 
p

i
i qv

1
G 2)(deg (Chartrand dan Lesniak, 1986:7-8). 

Bukti: 

Setiap sisi adalah terkait langsung dengan 2 titik, jika setiap derajat titik 

dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kali. 

Teorema 2.2 

Pada sebarang graf, jumlah derajat titik ganjil adalah genap. 

Bukti: 

Misalkan graf G dengan ukuran q. Maka ambil W yang memuat himpunan 

titik ganjil pada G serta U  yang memmuat himpunan titik genap di G. 

Dari Teorema 2.1 maka diperoleh: 

qvvv
vvvv

2degdegdeg
U

G
W

G
)G(

G

 

dengan demikian karena 
Uv

vGdeg genap, maka 
Wv

vGdeg juga 

genap. Sehingga |W| adalah genap. 

1v

2v

3v 1v

2v 3v

4v 5v

6v



9. Graf Beraturan-r 

Graf  beraturan 

 
r adalah graf yang semua titiknya berderajat r, atau       

deg v=r (Chartrand dan Lesniak, 1986: 9). 

Contoh:   

Gambar 2.12. Graf G Beraturan-1 dan Beraturan-2  

10. Graf Komplit 

Graf komplit (Complete Graph) adalah graf dengan dua titik yang berbeda 

saling adjacent. Graf komplit dengan n titik dinyatakan dengan Kn (Chartrand dan 

Lesniak, 1986: 9 dan Purwanto, 1998:21). 

Contoh:    

K1   K2       K3        K4 

Gambar 2.13. Graf Komplit  

C. Graf Terhubung 

1. Definisi Walk 

Sebuah jalan (walk) u 

 

v di graf G adalah barisan berhingga (tak kosong). 

W : u = u0, e1, u1, e2, . . ., un-1, en, un = v  yang berselang seling antara titik dan sisi, 

yang dimulai dari titik u dan diakhiri dengan titik v, dengan iii uue 1  untuk i = 1, 

2, . . ., n adalah sisi di G. u0 disebut titik awal, un disebut titik akhir, u1, u2, ..., un-1 

disebut titik interval, dan n menyatakan panjang dari W  (Chartrand dan Lesniak, 

1986: 26). 

G1: G2: 



2. Definisi Trail 

Jalan u 

 
v yang semua sisinya berbeda disebut Trail u 

 
v . (Chartrand dan 

Lesniak, 1986: 26).. 

3. Definisi Path 

Jalan u v yang semua titiknya berbeda disebut path (lintasan) u v. Dengan 

demikian, semua lintasan adalah Trail (Chartrand dan Lesniak, 1986: 26).. 

Contoh:     

              

Gambar 2.14. Jalan (Walk), Jalan Kecil (Trail), dan Lintasan (Path) 

Dari graf di atas 43523211 ,,,,,,: vvvvvvvW merupakan jalan (walk) 41 vv

 

tetapi bukan jalan kecil (trail), 4315212 ,,,,,: vvvvvvW  merupakan jalan kecil (trail) 

41 vv

 

tetapi bukan lintasan (path), dan 4313 ,,: vvvW merupakan lintasan (path) 

41 vv . 

4. Definisi Sirkuit 

Jalan kecil tertutup (closed trail) dan tak trivial pada graf G disebut Sirkuit 

G (Chartrand dan Lesniak, 1986:28).  

5. Definisi Sikel 

Sirkuit v1, v2, ..., vn, v1 (n 

 

3) yang memiliki n titik serta vi adalah titik-

titik berbeda untuk ni1 disebut Sikel (cycle) (Chartrand dan Lesniak, 

1986:28).    

:G

1v

5v
4v

2v

3v



D. Operasi pada Graf 

1. Operasi Union (Gabungan) 

Gabungan dua graf G1 dan G2 yang dinotasikan dengan 21 GGG

 

mempunyai himpunan titik )()()( 21 GVGVGV

 

dan himpunan 

sisi )()()( 21 GEGEGE . Jika graf G memuat sebanyak n  2 graf H, maka 

dinotasikan dengan HG n . Graf 3,121 32 KKK akan ditunjukkan pada 

gambar sebagai berikut (Chartrand and Lesniak, 1986: 11).    

                                       Gambar 2.15. Gabungan Graf  

2. Operasi Sum (Penjumlahan) 

Penjumlahan dua graf  G1 dan G2 yang dinotasikan 21 GGG

 

mempunyai himpunan titik )()()( 21 GVGVGV

 

dan himpunan sisi 

)(|{)()()( 121 GVuuvGEGEGE

 

dan )}( 2GVv

 

di mana 

),,(),,(),,(),,(),,{(),()()( 2212312111322121 babababababbbbaaGE )},( 32 ba 

(Chatrand and Lesniak, 1986: 11).      

            G1:                  G2:                    G1 + G2:   

Gambar 2.16. Penjumlahan Dua Graf    
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3. Operasi Perkalian Kartesius 

Hasil kali kartesius dari graf G1 dan G2 adalah graf  yang 

dinotasikan 21 GxGG

 
dan mempunyai himpunan titik )()()( 21 GVxGVGV = 

{u1, u2} x {v1,v2,v3} , dan dua titik (u1, u2) dan (v1, v2) dari graf G terhubung 

langsung jika dan hanya jika  u1 = v1 dan )( 222 GEvu atau u2 = v2 dan 

)( 111 GEvu (Chartrand and Lesniak, 1986: 11). 

Perhatikan contoh berikut,   

     

                       G1:     G2:                         G1 x G2:     

Gambar 2.17. Graf Hasil Kali Kartesius 

Dari gambar 2.17 tersebut bahwa V(G1) = {u1, u2} dan V(G2) = {v1,v2,v3},  

maka G1 x G2 adalah V(G) = {( u1, v1), ( u1, v2), ( u1, v3), ( u2, v1), ( u2, v2), (u1,v3). 

( u1, v1) dan  ( u1, v2) terhubung langsung jika dan hanya jika u1= u2 dan v1v2 

E(G2).   

E. Graf Sikel 

1. Graf Sikel Cn 

Graf sikel Cn adalah graf terhubung n titik yang setiap titiknya berderajat 

2. Misal graf sikel Cn mempunyai himpunan titik V(Cn)= },...,,{ 21 nvvv , maka graf 

tersebut mempunyai himpunan sisi E(Cn)= },...,,{ 21 neee di mana 1iii vve  (mod n) 

untuk setiap i=1,2, ,n (Gafur, 2008:8). 

u1 
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Sikel dengan panjang n disebut sikel-n (Cn). Sikel-n disebut genap atau 

ganjil bergantung pada n genap atau ganjil. Panjang sikel pada sebuah graf paling 

kecil adalah 3 (Chartrand dan Lesniak, 1986: 28). 

Contoh:   

C3              C4    C5 

Gambar 2.18. Graf Sikel C3, C4, dan C5   

Gambar di atas menunjukkan contoh dari graf sikel, graf sikel C3 memiliki 

3 titik yang masing-masing titiknya berderajat 2, graf sikel C4 memiliki 4 titik dan 

masing-masing titiknya berderajat 2, sedangkan graf sikel C5 memiliki 5 titik dan 

masing-masing titiknya juga berderajat 2. 

2. Graf Roda (Wheel Graph) 

Graf Roda Wn adalah graf yang memuat satu sikel yang setiap titik pada 

sikel terhubung langsung dengan titik pusat. Graf roda Wn diperoleh dengan 

operasi penjumlahan graf sikel Cn dengan graf komplit K1. Jadi  

Wn = Cn + K1, n > 2 

Teorema 2.3  

Graf  Roda Wn memiliki n+1 titik dan 2n sisi. 

Bukti   

Karena graf  roda Wn memiliki n buah titik pada sikel dan 1 buah titik 

pada titik pusat maka |V| = n + 1. 



 
Karena graf roda Wn memiliki n buah titik pada sikel, maka banyaknya 

sisi pada sikel adalah n dan karena semua titik pada sikel terhubung 

langsung dengan titik pusat maka ada n buah sisi lagi, jadi |E| = n+n = 2n. 

Contoh:  

C3 :     K1 :     

Gambar 2.19. Graf Sikel C3 dan graf komplit K1 

Dari gambar 2.19 di atas, jika graf sikel C3 dan graf komplit K1 

dijumlahkan, maka akan terbentuk graf roda W3 seperti gambar berikut.      

Gambar 2.20. Graf Roda W3 atau  W3 = C3 + K1 

Dengan cara yang sama, juga akan terbentuk graf roda W4 dan W5 seperti 

berikut ini.       

Gambar 2.21. Graf Roda W4 dan W5 
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3. Graf Helm 

Graf helm Hn adalah graf yang didapatkan dari sebuah graf roda Wn 

dengan menambahkan sisi anting-anting pada setiap titik di sikel (Gallian, 2007 : 

7) 

Teorema 2.4  

Graf helm Hn memiliki 2n+1 titik dan 3n sisi. 

Bukti :

  

Karena graf helm Hn

 

memiliki n buah titik buah pada sikel dan n

 

buah titik 

anting-anting serta 1 buah titik pada titik pusat maka |V| =2n+1.

  

Karena graf helm Hn memiliki

 

n

 

buah memuat graf roda Wn

 

yang mempunyai 2n

 

sisi dan ada tambahan titik anting-anting yang terhubung langsung pada setiap 

titik di sikel maka akan ada n sisi lagi, jadi

 

| E| = 2n + n = 3n

 

Contoh: 

      

Gambar 2.22. Graf Helm H3, H4, dan H5 

H3 

 

: Adalah graf helm yang memuat graf roda W3 

 

dengan tambahan sisi anting-anting 

pada setiap titik di sikel.

 

H4  : Adalah graf helm yang memuat graf roda W4 

 

dengan tambahan sisi anting-anting 

pada setiap titik di sikel.

 



H5 

 
: Adalah graf helm yang memuat graf roda W5 

 
dengan tambahan sisi anting-anting 

pada setiap titik di sikel.

 
4. Graf Helm Tertutup 

Graf helm tertutup (cHn) adalah graf yang diperoleh dari sebuah graf helm 

dengan menghubungkan tiap-tiap titik anting-anting untuk membentuk sikel yang 

baru (Gallian, 2007 :7). 

Teorema 2.5  

Graf helm cHn memiliki 2n + 1 titik dan 4n sisi. 

Bukti :  

Karena graf helm tertutup cHn memiliki n  titik pada sikel dalam dan n titik 

pada sikel serta 1 titik pada titik pusat maka |V| =2n+1.   

Karena graf helm tertutup cHn memuat graf helm Hn yang mempunyai 3n 

sisi dan setiap titik anting-anting terhubung langsung sehingga membentuk 

sebuah sikel maka akan ada n  sisi lagi, jadi |E| =3n+n = 4n. 

Contoh:      

Gambar 2.23. Graf Helm Tertutup cH3, cH4, dan cH5 

cH3 : Adalah graf helm tertutup yang memuat graf helm H3  dengan 

menghubungkan  setiap titik anting-anting sehingga membentuk sebuah 

sikel. 



cH4 : Adalah graf helm tertutup yang memuat graf helm H4  dengan 

menghubungkan  setiap titik anting-anting sehingga membentuik sebuah 

sikel. 

cH5 : Adalah graf helm tertutup yang memuat graf helm H5  dengan 

menghubungkan  setiap titik anting-anting sehingga membentuik sebuah 

sikel.  

F. Graf Dual (Dual Graph) 

Graf disebut graf planar jika dapat digambarkan pada suatu bidang 

sehingga antara dua sisi berbeda hanya akan bersekutu pada titik ujung (Bondy 

dan Murty, 1976:135). Dengan kata lain, graf planar adalah graf yang dapat 

digambar pada  bidang sehingga tidak ada sisi yang saling berpotongan. Graf 

planar yang sudah digambar pada bidang disebut graf bidang (plane graf).    

G:     H:     

Gambar 2.24. G adalah planar dan  H adalah graf bidang dari G.  

Graf bidang G akan mempartisi bidang ke dalam sejumlah wilayah 

(region) yang saling terhubung. Wilayah-wilayah ini dapat disebut muka/wajah 

(face) dari graf G. Batas (boundary) dari suatu muka adalah titik-titik dan sisi-sisi 

yang membatasi wilayah tersebut. 

Setiap graf bidang mempunyai satu muka yang tidak terbatas yang disebut 

muka luar (exterior face). Graf bidang G berikut mempunyai lima muka yaitu f1, 



f2, f3, f4, dan f5. Muka f1, f2, f3, dan f4 adalah muka dalam (interior face) dan f5 

adalah muka luar.           

Gambar 2.25. Muka dalam dan luar dari graf G  

Misalkan G adalah suatu graf bidang. Didefinisikan graf baru G* sebagai 

berikut. Masing-masing muka pada G diwakili oleh titik pada G*. Dua titik a dan 

b pada G* akan saling terhubung langsung jika dan hanya jika muka yang 

diwakili oleh dua titik itu saling berbatasan langsung di G. dua titik a dan b akan 

terhubung langsung oleh sebanyak sisi yang terdapat pada perbatasan (boundary) 

dua muka yang diwakilinya pada G. Graf G* ini kemudian disebut graf dual 

(Dual Graph) dari G. Graf dual dari graf bidang selalu berbentuk graf bidang. 

Berikut ini adalah contoh graf bidang G dan dual grafnya.            

Gambar 2.26.  Graf Bidang G dan Graf Dualnya 
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Misalkan G graf bidang dan G* adalah graf dualnya. Jika G dan G* 

mempunyai bentuk yang sama, maka graf G disebut graf self-dual.  Permasalahan 

mengenai graf dual masih relatif baru dan belum ada yang membahas. Oleh sebab 

itu, dalam skripsi ini dibahas mengenai graf dual dari graf roda (Wn) dan graf 

helm tertutup (cHn). Pembahasan akan difokuskan pada bentuk graf dualnya dan 

apakah graf roda (Wn) dan graf helm tertutup (cHn) merupakan graf self-dual. 



BAB III 

PEMBAHASAN  

Pada bagian ini dibahas tentang cara menentukan graf dual dari graf roda 

dan graf helm tertutup. Untuk menentukan graf dual tersebut, mula-mula dibuat 

percobaan untuk menentukan graf dual dengan beberapa contoh, kemudian dibuat 

sebuah teorema. Teorema yang dihasilkan tersebut dibuktikan kebenarannya 

secara umum. Pada pembahasan ini, jika G adalah graf maka graf dual dari G 

dilambangkan dengan D(G).  

A. Graf Dual dari Graf Roda (Wn) 

Untuk menentukan graf dual (dual graph) dari graf roda Wn, perhatikan 

beberapa contoh di bawah ini:  

1. Graf Roda dengan n = 3          

a) W3 dan D(W3)    b) D(W3) Digambar Ulang 

Gambar 3.1. Graf Roda dengan n = 3 
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Dari gambar 3.1 di atas, gambar 3.1a menunjukkan gambar graf dual roda 

3 dan gambar 3.1b adalah gambar graf roda 3 yang dihasilkan oleh graf dual roda 

3 pada gambar 3.1a. 

Perhatikan gambar 3.1a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

roda mempunyai 3 titik, dalam hal ini disebut graf roda 3. Kemudian jika graf 

roda 3 tersebut didualkan, maka setiap muka yang ada diwakili dengan sebuah 

titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 1 titik. Seperti terlihat pada 

gambar yang berwarna merah, muka a, b, c, d  berturut-turut diwakili oleh titik 1, 

2, 3, 4. Untuk setiap muka yang berbatasan dengan muka yang lain dihubungkan 

langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan 

dengan 4, dan titik 4 dihubungan dengan 2. 

Kemudian jika gambar 3.1a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.1b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 1 

dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 2 dihubungan dengan 3, 

titik 2 dihubungan dengan 4, dan titik 3 dihubungan dengan 4, maka akan 

terbentuk gambar baru yang mirip dengan gambar asalnya, yaitu graf roda 3.     



2. Graf Roda dengan n = 4      

a) W4 dan D(W4)    b) D(W4) Digambar Ulang 

Gambar 3.2. Graf Roda dengan n = 4 

Dari gambar 3.2 di atas, gambar 3.2a menunjukkan gambar graf dual roda 

4 dan gambar 3.2b adalah gambar graf roda 4 yang dihasilkan oleh graf dual roda 

4 pada gambar 3.2a. 

Perhatikan gambar 3.2a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

roda mempunyai 4 titik, dalam hal ini disebut graf roda 4. Kemudian jika graf 

roda 4 tersebut didualkan, maka setiap muka yang ada diwakili dengan sebuah 

titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 1 titik. Seperti terlihat pada 

gambar yang berwarna merah, muka a, b, , e, berturut-turut diwakili oleh titik 1, 

2, , 5. Untuk setiap muka yang berbatasan dengan muka yang lain dihubungkan 

langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, titik 2 dihubungan 

dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, dan titik 5 

dihubungan dengan 2. 
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Kemudian jika gambar 3.2a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.2b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 1 

dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, 

titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan 

dengan 5, dan titik 5 dihubungan dengan 2, maka akan terbentuk gambar baru 

yang mirip dengan gambar asalnya, yaitu graf roda 4.  

3. Graf Roda dengan n = 5      

a) W5 dan D(W5)    b) D(W5) Digambar Ulang 

Gambar 3.3. Graf Roda dengan n = 5 

Dari gambar 3.3 di atas, gambar 3.3a menunjukkan gambar graf dual roda 

5 dan gambar 3.3b adalah gambar graf roda 5 yang dihasilkan oleh graf dual roda 

5 pada gambar 3.3a. 

Perhatikan gambar 3.3a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

roda mempunyai 5 titik, dalam hal ini disebut graf roda 5. Kemudian jika graf 
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roda 5 tersebut didualkan, maka setiap muka yang ada diwakili dengan sebuah 

titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 1 titik. Seperti terlihat pada 

gambar yang berwarna merah, muka a, b, , f, berturut-turut diwakili oleh titik 1, 

2, , 6. Untuk setiap muka yang berbatasan dengan muka yang lain dihubungkan 

langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, titik 1 dihubungkan 

dengan 6, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 

dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungkan dengan 6, dan titik 6 dihubungan 

dengan 2. 

Kemudian jika gambar 3.3a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.3b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 1 

dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, 

titik 1 dihubungkan dengan 6, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan 

dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungkan dengan 6, dan titik 6 

dihubungan dengan 2, maka akan terbentuk gambar baru yang mirip dengan 

gambar asalnya, yaitu graf roda 5.       



4. Graf Roda dengan n = 6      

a) W6 dan D(W6)    b) D(W6) Digambar Ulang 

Gambar 3.4. Graf Roda dengan n = 6 

Dari gambar 3.4 di atas, gambar 3.4a menunjukkan gambar graf dual roda 

6 dan gambar 3.4b adalah gambar graf roda 6 yang dihasilkan oleh graf dual roda 

6 pada gambar 3.4a. 

Perhatikan gambar 3.4a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

roda mempunyai 6 titik, dalam hal ini disebut graf roda 6. Kemudian jika graf 

roda 6 tersebut didualkan, maka setiap muka yang ada diwakili dengan sebuah 

titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 1 titik. Seperti terlihat pada 

gambar yang berwarna merah, muka a, b, , g, berturut-turut diwakili oleh titik 1, 

2, , 7. Untuk setiap muka yang berbatasan dengan muka yang lain dihubungkan 

langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, titik 1 dihubungkan 

dengan 6, titik 1 dihubungkan dengan 7, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 
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dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungkan dengan 6, 

titik 6 dihubungkan dengan 7, dan titik 7 dihubungan dengan 2. 

Kemudian jika gambar 3.4a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.4b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 1 

dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, 

titik 1 dihubungkan dengan 6, titik 1 dihubungkan dengan 7, titik 2 dihubungan 

dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 

dihubungkan dengan 6, titik 6 dihubungkan dengan 7, dan titik 7 dihubungan 

dengan 2, maka akan terbentuk gambar baru yang mirip dengan gambar asalnya, 

yaitu graf roda 6.  

5. Graf Roda dengan n = 7      

a) W7 dan D(W7)    b) D(W7) Digambar Ulang 

Gambar 3.5. Graf Roda dengan n = 7 
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Dari gambar 3.5 di atas, gambar 3.5a menunjukkan gambar graf dual roda 

7 dan gambar 3.5b adalah gambar graf roda 7 yang dihasilkan oleh graf dual roda 

7 pada gambar 3.5a. 

Perhatikan gambar 3.5a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

roda mempunyai 7 titik, dalam hal ini disebut graf roda 7. Kemudian jika graf 

roda 7 tersebut didualkan, maka setiap muka yang ada diwakili dengan sebuah 

titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 1 titik. Seperti terlihat pada 

gambar yang berwarna merah, muka a, b, , h, berturut-turut diwakili oleh titik 1, 

2, , 8. Untuk setiap muka yang berbatasan dengan muka yang lain dihubungkan 

langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, titik 1 dihubungkan 

dengan 6, titik 1 dihubungkan dengan 7, titik 1 dihubungkan dengan 8, titik 2 

dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, 

titik 5 dihubungkan dengan 6, titik 6 dihubungkan dengan 7, titik 7 dihubungkan 

dengan 8, dan titik 8 dihubungan dengan 2. 

Kemudian jika gambar 3.5a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.5b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 1 

dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, 

titik 1 dihubungkan dengan 6, titik 1 dihubungkan dengan 7, titik 1 dihubungkan 

dengan 8, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 

dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungkan dengan 6, titik 6 dihubungkan dengan 



7, titik 7 dihubungkan dengan 8, dan titik 8 dihubungan dengan 2, maka akan 

terbentuk gambar baru yang mirip dengan gambar asalnya, yaitu graf roda 7.  

6. Graf Roda dengan n = 8       

a) W8 dan D(W8)    b) D(W8) Digambar Ulang 

Gambar 3.6. Graf Roda dengan n = 8 

Dari gambar 3.6 di atas, gambar 3.6a menunjukkan gambar graf dual roda 

8 dan gambar 3.6b adalah gambar graf roda 8 yang dihasilkan oleh graf dual roda 

8 pada gambar 3.6a. 

Perhatikan gambar 3.6a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

roda mempunyai 8 titik, dalam hal ini disebut graf roda 8. Kemudian jika graf 

roda 8 tersebut didualkan, maka setiap muka yang ada diwakili dengan sebuah 

titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 1 titik. Seperti terlihat pada 

gambar yang berwarna merah, muka a, b, , i, berturut-turut diwakili oleh titik 1, 
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2, , 9. Untuk setiap muka yang berbatasan dengan muka yang lain dihubungkan 

langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, titik 1 dihubungkan 

dengan 6, titik 1 dihubungkan dengan 7, titik 1 dihubungkan dengan 8, titik 1 

dihubungkan dengan 9, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, 

titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungkan dengan 6, titik 6 dihubungkan 

dengan 7, titik 7 dihubungkan dengan 8, titik 8 dihubungkan dengan 9, dan titik 9 

dihubungan dengan 2. 

Kemudian jika gambar 3.6a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.6b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 1 

dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, 

titik 1 dihubungkan dengan 6, titik 1 dihubungkan dengan 7, titik 1 dihubungkan 

dengan 8, titik 1 dihubungkan dengan 9, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 

dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungkan dengan 6, 

titik 6 dihubungkan dengan 7, titik 7 dihubungkan dengan 8, titik 8 dihubungkan 

dengan 9, dan titik 9 dihubungan dengan 2, maka akan terbentuk gambar baru 

yang mirip dengan gambar asalnya, yaitu graf roda 8.    



Dari beberapa contoh graf dual roda di atas, dapat dibuat tabel berikut. 

Tabel 3.1 Graf Roda W3, W4,  W8 dan Bentuk Graf Dualnya 

No. Graf Bentuk Graf Dualnya 

1 W3 W3 

2 W4 W4 

3 W5 W5 

4 W6 W6 

5 W7 W7 

6 W8 W8 

 

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa graf dual dari graf roda Wn 

berbentuk graf roda Wn, yang dinyatakan dalam teorema berikut. 

Teorema 3.1 

Graf dual (dual graph) dari graf roda Wn berbentuk graf roda Wn  

Bukti: 

Perhatikan gambar graf roda Wn berikut, n  3. 

Muka luar yang disebut a1. Muka dalam pada sikel disebut b1, b2, b3, , 

bn. Jadi dual graf dari graf Wn mempunyai n + 1 titik.     



    

Gambar 3.7. Graf roda Wn, n  3 

Graf dual dari graf Wn akan mempunyai sisi sebagai berikut 

a. a1bi,  i = 1, 2, 3, , n 

b. bibi+1 (mod n),  i = 1, 2, 3, , n 

Dengan demikian, maka b1, b2, b3, , bn, b1 akan membentuk sikel dengan 

n titik. Karena a1 terhubung langsung pada semua bi, i = 1, 2, 3, , n 

maka graf dual ini akan berbentuk graf roda dengan n titik pada sikel 

luarnya. Jadi, graf dual dari graf roda Wn berbentuk graf roda Wn.  

B. Graf Dual dari Graf Helm Tertutup (cHn) 

Untuk menentukan graf dual dari graf helm tertutup cHn, mula-mula 

perhatikan gambar graf helm tertutup di bawah ini:     

Gambar 3.8. Graf Helm Tertutup 

1a

nb

3b
1b

2b
4b

5b



Jika gambar 3.7 di atas digambarkan dalam bentuk bidang datar, maka akan 

tampak seperti gambar berikut.     

Gambar 3.9. Graf Helm Tertutup dalam Bentuk Bidang Datar 

Untuk menentukan graf dual (dual graph) dari graf roda cHn, perhatikan 

beberapa contoh di bawah ini:  

1.  Graf Helm Tertutup cHn, n = 3         

a) cH3 dan D(cH3)    b) D(cH3) Digambar Ulang 

Gambar 3.10. Graf Helm Tertutup cH3 
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Dari gambar 3.8 di atas, gambar 3.8a menunjukkan gambar graf dual helm 

tertutup 3 dan gambar 3.8b adalah gambar graf helm tertutup 3 yang dihasilkan 

oleh graf dual helm tertutup 3 pada gambar 3.8a. 

Perhatikan gambar 3.8a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

helm tertutup mempunyai 3 titik, dalam hal ini disebut graf helm tertutup 3. 

Kemudian jika graf helm tertutup 3 tersebut didualkan, maka setiap muka yang 

ada diwakili dengan sebuah titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 

1 titik. Seperti terlihat pada gambar yang berwarna merah, muka a, b, , f, 

berturut-turut diwakili oleh titik 1, 2, , 6. Untuk setiap muka yang berbatasan 

dengan muka yang lain dihubungkan langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan 

dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 2, titik 2 dihubungan dengan 6, titik 3 

dihubungan dengan 7, titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungan dengan 6, 

titik 6 dihubungan dengan 7, dan titik 7 dihubungan dengan 5. 

Kemudian jika gambar 3.8a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.8b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 1 

dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 2 dihubungan dengan 3, 

titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 2, titik 2 dihubungan 

dengan 6, titik 3 dihubungan dengan 7, titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 

dihubungan dengan 6, titik 6 dihubungan dengan 7, dan titik 7 dihubungan dengan 

5, maka akan terbentuk gambar baru yang mirip dengan gambar asalnya, yaitu 

graf helm tertutup 3. 



2.  Graf Helm Tertutup cHn, n = 4       

a) cH4 dan D(cH4)    b) D(cH4) Digambar Ulang 

Gambar 3.11. Graf Helm Tertutup cH4 

Dari gambar 3.9 di atas, gambar 3.9a menunjukkan gambar graf dual helm 

tertutup 4 dan gambar 3.9b adalah gambar graf helm tertutup 4 yang dihasilkan 

oleh graf dual helm tertutup 4 pada gambar 3.9a. 

Perhatikan gambar 3.9a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

helm tertutup mempunyai 4 titik, dalam hal ini disebut graf helm tertutup 4. 

Kemudian jika graf helm tertutup 4 tersebut didualkan, maka setiap muka yang 

ada diwakili dengan sebuah titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 

1 titik. Seperti terlihat pada gambar yang berwarna merah, muka a, b, , i, 

berturut-turut diwakili oleh titik 1, 2, , 9. Untuk setiap muka yang berbatasan 

dengan muka yang lain dihubungkan langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, titik 2 dihubungan 
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dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 

dihubungan dengan 2, titik 2 dihubungan dengan 9, titik 3 dihubungan dengan 8, 

titik 4 dihubungan dengan 7, titik 5 dihubungan dengan 6, titik 6 dihubungan 

dengan 7, titik 7 dihubungan dengan 8, titik 8 dihubungan dengan 9, dan titik 9 

dihubungan dengan 6. 

Kemudian jika gambar 3.9a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.9b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 1 

dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, 

titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan 

dengan 5, titik 5 dihubungan dengan 2, titik 2 dihubungan dengan 9, titik 3 

dihubungan dengan 8, titik 4 dihubungan dengan 7, titik 5 dihubungan dengan 6, 

titik 6 dihubungan dengan 7, titik 7 dihubungan dengan 8, titik 8 dihubungan 

dengan 9, dan titik 9 dihubungan dengan 6, maka akan terbentuk gambar baru 

yang mirip dengan gambar asalnya, yaitu graf helm tertutup 4. 

3. Graf Helm Tertutup cHn, n = 5     

a) cH5 dan D(cH5)    b) D(cH5) Digambar Ulang 

Gambar 3.12. Graf Helm Tertutup cH5 
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Dari gambar 3.10 di atas, gambar 3.10a menunjukkan gambar graf dual 

helm tertutup 5 dan gambar 3.10b adalah gambar graf helm tertutup 5 yang 

dihasilkan oleh graf dual helm tertutup 5 pada gambar 3.10a. 

Perhatikan gambar 3.10a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

helm tertutup mempunyai 5 titik, dalam hal ini disebut graf helm tertutup 5. 

Kemudian jika graf helm tertutup 5 tersebut didualkan, maka setiap muka yang 

ada diwakili dengan sebuah titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 

1 titik. Seperti terlihat pada gambar yang berwarna merah, muka a, b, , k, 

berturut-turut diwakili oleh titik 1, 2, , 11. Untuk setiap muka yang berbatasan 

dengan muka yang lain dihubungkan langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, titik 1 dihubungan 

dengan 6, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 

dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungan dengan 6, titik 6 dihubungan dengan 2, 

titik 2 dihubungan dengan 11, titik 3 dihubungan dengan 10, titik 4 dihubungan 

dengan 9, titik 5 dihubungan dengan 8, titik 6 dihubungan dengan 7, titik 7 

dihubungan dengan 8, titik 8 dihubungan dengan 9, titik 9 dihubungan dengan 10, 

titik 10 dihubungan dengan 11, dan titik 11 dihubungan dengan 7. 

Kemudian jika gambar 3.10a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.10b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 

1 dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, 

titik 1 dihubungan dengan 6, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan 

dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungan dengan 6, titik 6 



dihubungan dengan 2, titik 2 dihubungan dengan 11, titik 3 dihubungan dengan 

10, titik 4 dihubungan dengan 9, titik 5 dihubungan dengan 8, titik 6 dihubungan 

dengan 7, titik 7 dihubungan dengan 8, titik 8 dihubungan dengan 9, titik 9 

dihubungan dengan 10, titik 10 dihubungan dengan 11, dan titik 11 dihubungan 

dengan 7, maka akan terbentuk gambar baru yang mirip dengan gambar asalnya, 

yaitu graf helm tertutup 5.  

4. Graf Helm Tertutup cHn, n = 6        

a) cH6 dan D(cH6)    b) D(cH6) Digambar Ulang 

Gambar 3.13. Graf Helm Tertutup cH6 

Dari gambar 3.11 di atas, gambar 3.11a menunjukkan gambar graf dual 

helm tertutup 6 dan gambar 3.11b adalah gambar graf helm tertutup 6 yang 

dihasilkan oleh graf dual helm tertutup 6 pada gambar 3.11a. 

Perhatikan gambar 3.11a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

helm tertutup mempunyai 6 titik, dalam hal ini disebut graf helm tertutup 6. 

Kemudian jika graf helm tertutup 6 tersebut didualkan, maka setiap muka yang 
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ada diwakili dengan sebuah titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 

1 titik. Seperti terlihat pada gambar yang berwarna merah, muka a, b, , m, 

berturut-turut diwakili oleh titik 1, 2, , 13. Untuk setiap muka yang berbatasan 

dengan muka yang lain dihubungkan langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, titik 1 dihubungan 

dengan 6, titik 1 dihubungan dengan 7, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 

dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungan dengan 6, 

titik 6 dihubungan dengan 7, titik 7 dihubungan dengan 2, titik 2 dihubungan 

dengan 9, titik 3 dihubungan dengan 10, titik 4 dihubungan dengan 11, titik 5 

dihubungan dengan 12, titik 6 dihubungan dengan 13, titik 7 dihubungan dengan 

8, titik 8 dihubungan dengan 9, titik 9 dihubungan dengan 10, titik 10 dihubungan 

dengan 11, titik 11 dihubungan dengan 12, titik 12 dihubungan dengan 13, dan 

titik 13 dihubungan dengan 8. 

Kemudian jika gambar 3.11a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.11b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 

1 dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, 

titik 1 dihubungan dengan 6, titik 1 dihubungan dengan 7, titik 2 dihubungan 

dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 

dihubungan dengan 6, titik 6 dihubungan dengan 7, titik 7 dihubungan dengan 2, 

titik 2 dihubungan dengan 9, titik 3 dihubungan dengan 10, titik 4 dihubungan 

dengan 11, titik 5 dihubungan dengan 12, titik 6 dihubungan dengan 13, titik 7 

dihubungan dengan 8, titik 8 dihubungan dengan 9, titik 9 dihubungan dengan 10, 



titik 10 dihubungan dengan 11, titik 11 dihubungan dengan 12, titik 12 

dihubungan dengan 13, dan titik 13 dihubungan dengan 8, maka akan terbentuk 

gambar baru yang mirip dengan gambar asalnya, yaitu graf helm tertutup 6.  

5.  Graf Helm Tertutup cHn, n = 7       

a) cH7 dan D(cH7)    b) D(cH7) Digambar Ulang 

Gambar 3.14. Graf Helm Tertutup cH7 

Dari gambar 3.12 di atas, gambar 3.12a menunjukkan gambar graf dual 

helm tertutup 7 dan gambar 3.12b adalah gambar graf helm tertutup 7 yang 

dihasilkan oleh graf dual helm tertutup 7 pada gambar 3.12a. 

Perhatikan gambar 3.12a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

helm tertutup mempunyai 7 titik, dalam hal ini disebut graf helm tertutup 7. 

Kemudian jika graf helm tertutup 7 tersebut didualkan, maka setiap muka yang 

ada diwakili dengan sebuah titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 

1 titik. Seperti terlihat pada gambar yang berwarna merah, muka a, b, , o, 
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berturut-turut diwakili oleh titik 1, 2, , 15. Untuk setiap muka yang berbatasan 

dengan muka yang lain dihubungkan langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, titik 1 dihubungan 

dengan 6, titik 1 dihubungan dengan 7, titik 1 dihubungan dengan 8, titik 2 

dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, 

titik 5 dihubungan dengan 6, titik 6 dihubungan dengan 7, titik 7 dihubungan 

dengan 8, titik 8 dihubungan dengan 2, titik 2 dihubungan dengan 10, titik 3 

dihubungan dengan 11, titik 4 dihubungan dengan 12, titik 5 dihubungan dengan 

13, titik 6 dihubungan dengan 14, titik 7 dihubungan dengan 15, titik 8 

dihubungan dengan 9, titik 9 dihubungan dengan 10, titik 10 dihubungan dengan 

11, titik 11 dihubungan dengan 12, titik 12 dihubungan dengan 13, titik 13 

dihubungan dengan 14, titik 14 dihubungan dengan 15, dan titik 15 dihubungan 

dengan 9. 

Kemudian jika gambar 3.12a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.12b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 

1 dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, 

titik 1 dihubungan dengan 6, titik 1 dihubungan dengan 7, titik 1 dihubungan 

dengan 8, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, titik 4 

dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungan dengan 6, titik 6 dihubungan dengan 7, 

titik 7 dihubungan dengan 8, titik 8 dihubungan dengan 2, titik 2 dihubungan 

dengan 10, titik 3 dihubungan dengan 11, titik 4 dihubungan dengan 12, titik 5 

dihubungan dengan 13, titik 6 dihubungan dengan 14, titik 7 dihubungan dengan 



15, titik 8 dihubungan dengan 9, titik 9 dihubungan dengan 10, titik 10 

dihubungan dengan 11, titik 11 dihubungan dengan 12, titik 12 dihubungan 

dengan 13, titik 13 dihubungan dengan 14, titik 14 dihubungan dengan 15, dan 

titik 15 dihubungan dengan 9, maka akan terbentuk gambar baru yang mirip 

dengan gambar asalnya, yaitu graf helm tertutup 7.  

6.  Graf Helm Tertutup cHn, n = 8       

a) cH8 dan D(cH8)    b) D(cH8) Digambar Ulang 

Gambar 3.15. Graf Helm Tertutup cH8 

Dari gambar 3.13 di atas, gambar 3.13a menunjukkan gambar graf dual 

helm tertutup 8 dan gambar 3.13b adalah gambar graf helm tertutup 8 yang 

dihasilkan oleh graf dual helm tertutup 8 pada gambar 3.13a. 

Perhatikan gambar 3.13a yang berwarna hitam di atas, mula-mula sebuah 

helm tertutup mempunyai 8 titik, dalam hal ini disebut graf helm tertutup 8. 

Kemudian jika graf helm tertutup 8 tersebut didualkan, maka setiap muka yang 

ada diwakili dengan sebuah titik, dan muka yang ada di luar gambar diasumsikan 
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1 titik. Seperti terlihat pada gambar yang berwarna merah, muka a, b, , q, 

berturut-turut diwakili oleh titik 1, 2, , 17. Untuk setiap muka yang berbatasan 

dengan muka yang lain dihubungkan langsung. 

Mula-mula titik 1 dihubungkan dengan titik 2, titik 1 dihubungan dengan 

3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, titik 1 dihubungan 

dengan 6, titik 1 dihubungan dengan 7, titik 1 dihubungan dengan 8, titik 1 

dihubungan dengan 9, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 dihubungan dengan 4, 

titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungan dengan 6, titik 6 dihubungan 

dengan 7, titik 7 dihubungan dengan 8, titik 8 dihubungan dengan 9, titik 9 

dihubungan dengan 2, titik 2 dihubungan dengan 11, titik 3 dihubungan dengan 

12, titik 4 dihubungan dengan 13, titik 5 dihubungan dengan 14, titik 6 

dihubungan dengan 15, titik 7 dihubungan dengan 16, titik 8 dihubungan dengan 

17, titik 9 dihubungan dengan 10, titik 10 dihubungan dengan 11, titik 11 

dihubungan dengan 12, titik 12 dihubungan dengan 13, titik 13 dihubungan 

dengan 14, titik 14 dihubungan dengan 15, titik 15 dihubungan dengan 16, titik 16 

dihubungan dengan 17, dan titik 17 dihubungan dengan 10. 

Kemudian jika gambar 3.13a yang berwarna merah tersebut digambar 

ulang, yaitu titik 1 yang berada di luar muka kita pindahkan ke dalam, seperti 

tampak pada gambar 3.13b, titik 1 dipindah dan dihubungkan dengan titik 2, titik 

1 dihubungan dengan 3, titik 1 dihubungan dengan 4, titik 1 dihubungan dengan 5, 

titik 1 dihubungan dengan 6, titik 1 dihubungan dengan 7, titik 1 dihubungan 

dengan 8, titik 1 dihubungan dengan 9, titik 2 dihubungan dengan 3, titik 3 

dihubungan dengan 4, titik 4 dihubungan dengan 5, titik 5 dihubungan dengan 6, 

titik 6 dihubungan dengan 7, titik 7 dihubungan dengan 8, titik 8 dihubungan 



dengan 9, titik 9 dihubungan dengan 2, titik 2 dihubungan dengan 11, titik 3 

dihubungan dengan 12, titik 4 dihubungan dengan 13, titik 5 dihubungan dengan 

14, titik 6 dihubungan dengan 15, titik 7 dihubungan dengan 16, titik 8 

dihubungan dengan 17, titik 9 dihubungan dengan 10, titik 10 dihubungan dengan 

11, titik 11 dihubungan dengan 12, titik 12 dihubungan dengan 13, titik 13 

dihubungan dengan 14, titik 14 dihubungan dengan 15, titik 15 dihubungan 

dengan 16, titik 16 dihubungan dengan 17, dan titik 17 dihubungan dengan 10, 

maka akan terbentuk gambar baru yang mirip dengan gambar asalnya, yaitu graf 

helm tertutup 8. 

Dari beberapa contoh graf dual roda di atas, dapat dibuat tabel berikut. 

Tabel 3.2 Graf Helm Tertutup cH3, cH4,  cH8 dan Bentuk Graf Dualnya 

No Graf Bentuk Graf Dualnya 

1 cH3 cH3 

2 cH 4 cH 4 

3 cH 5 cH 5 

4 cH 6 cH 6 

5 cH 7 cH 7 

6 cH 8 cH 8 

 

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa graf dual dari graf helm 

tertutup cHn berbentuk graf helm tertutup cHn, yang dinyatakan dalam teorema 

berikut.  



Teorema 3.2 

Graf dual (dual graph) dari graf helm tertutup cHn berbentuk graf helm 

tertutup cHn 

Bukti: 

Perhatikan gambar graf helm tertutup cHn berikut, n  3. 

Muka luar yang disebut a1. Muka dalam pada sikel luar disebut b1, b2, b3, 

, bn. Muka dalam pada sikel dalam disebut c1, c2, c3, , cn. Jadi dual 

graf dari graf cHn mempunyai 2n + 1 titik.       

Gambar 3.16. Graf graf helm tertutup cHn, n  3 

Graf dual dari graf cHn akan mempunyai sisi sebagai berikut 

c. a1bi,  i = 1, 2, 3, , n 

d. bibi+1 (mod n),  i = 1, 2, 3, , n 

e. cici+1 (mod n),  i = 1, 2, 3, , n 

f. bici,  i = 1, 2, 3, , n 

1a

1b

2b 3b
4b

1c

2c 3c

4c

nb
nc

5b
5c



Titik a1 serta b1, b2, b3, , bn serta sisi a1bi dan bibi+1 (mod n), untuk i = 1, 

2, 3, , n akan menghasilkan graf roda dengan n titik pada sikel luarnya. 

Dengan menambahkan titik c1, c2, c3, , cn serta sisi   bici, untuk i = 1, 2, 

3, , n akan menghasilkan graf helm. Kemudian dengan menambahkan 

sisi cici+1 (mod n), untuk i = 1, 2, 3, , n akan menghasilkan graf helm 

tertutup. Jadi, graf dual dari graf helm tertutup cHn berbentuk graf helm 

tertutup cHn. 



BAB IV 

P E N U T U P  

A. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat 

disimpulkan bahwa:  

3. Graf dual (dual graph) dari graf roda Wn berbentuk graf roda Wn. 

4. Graf dual (dual graph) dari graf helm tertutup cHn berbentuk graf helm 

tertutup cHn. 

Karena dual graf dari graf roda Wn dan graf helm tertutup cHn masing-

masing berbentuk graf roda Wn dan graf helm tertutup cHn, maka graf roda Wn 

dan graf helm tertutup cHn adalah graf self-dual.  

B. Saran-saran 

Berdasarkan hasil pembahasan skripsi ini maka disarankan kepada 

pembaca yang tertarik untuk membahas graf dual untuk menentukan bentuk 

umum graf dual dari jenis graf planar lainnya. Selain itu juga disarankan untuk 

membahas graf dual dikaitkan dengan topik pewarnaan dan pelabelan. 
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