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ABSTRAK

Abidin, Zainal. 2009. Kajian Graf Latis Faktor Bilangan Prima Berpangkat »

dan Graf Latis Faktor Bilangan 2" x10. Skripsi, Jurusan Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang.
Pembimbing : Evawati Alisah, M.Pd

Ahmad Barizi, M.A

Kata kunci: Faktor, Graf, Latis, Himpunan.

Aljabar adalah salah satu yang paling tua dari semua cabang matematika.
Sejarahnya adalah sepanjang sejarah dari peradaban. Sebagai cabang matematika
seperti halnya teori bilangan, geometri, maupun matematika terapan lainnya,
aljabar merupakan salah satu bidang matematika yang mempunyai banyak sekali
materi yang dapat dibahas, di antaranya adalah himpunan, operasi himpunan,
grup, latis, dan sebagainya.

Penelitian ini membahas tentang graf yang terbentuk dari latis faktor suatu
bilangan. Pada penelitian ini diambil dua rumusan masalah yakni: 1) Bagaimana
graf yang terbentuk dari latis faktor bilangan prima berpangkat n» ? dan 2)
Bagaimana graf yang terbentuk dari latis faktor bilangan 2" x10 ?.

Pada proses pengerjaan, tahapannya adalah sebagai berikut: a) Menentukan
himpunan bilangan yang akan diteliti. b) Mencari faktor pembagi dari setiap unsur
dalam himpunan tersebut. c) Memeriksa apakah faktor-faktor yang ditemukan
memenuhi aturan latis. d) Membuat graf latis faktor dari masing-masing bilangan
anggota himpunan. ) Mendeskripsikan ciri-ciri yang dimiliki oleh graf latis faktor
yang terbentuk. f) Mencari karakteristik umum graf latis faktor yang terbentuk
dengan menganalisis ciri-ciri yang dimilikinya.

Setelah proses terlaksana, maka dihasilkan kesimpulan sebagai berikut:

Untuk G, graf latis faktor bilangan prima berpangkat » maka V' (G,)=n+1,

E(G,)=n, panjang lintasan dari G, adalah »n dan derajat maksimum dari titik-
titik pada G, adalah 2. Untuk G, graf latis faktor bilangan 2" x10 dengan n > 0
maka V(G,)=2n+4, E(G,)=3n+4, sikel terpanjang pada G, adalah 2n+4
dan cycle terpendek pada G, adalah 4.



BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Matematika sebagai suatu ungkapan dari pikiran manusia mencerminkan
kehendak yang aktif, alasan perenungan, dan keinginan untuk kesempurnaan yang
aesthetic. Unsur-unsur dasarnya adalah intuisi dan logika, konstruksi dan analisis,
ciri khas dan kaidah umum (Richard&Herbert,1969).

Dalam mengartikan matematika, pada satu sisi matematika adalah gaya di
mana seseorang menyatakan suatu variasi himpunan dari simbol seolah-olah tanpa
manusia dan, di sisi yang lain menyatakan matematika sebagai kedalaman
penafsiran dari suatu gaya tertentu berkaitan dengan aktivitas manusia.
(Brown,1996:81)

Dunia matematika lahir dari rahim kesadaran bahwa alam semesta itu diatur
oleh hukum-hukum yang teratur. Hal ini menyiratkan arti bahwa untuk memasuki
rahasia pemahaman dari dunia matematika maka pertama-tama harus melakukan
lompatan kualitatif dalam alam kesadaran. Alam harus dipandang sebaga sesuatu
yang tunduk pada hukum-hukum keteraturan (Alisah & Dharmawan,2007:17).

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala
isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan

yang seimbang dan rapi (Abdusysyakir,2007:79). Maka sebagai muslim harus



mempunyai keyakinan bahwa hukum-hukum keteraturan tersebut datangnya dari
Allah. Allah menetapkan hukum sesuai dengan apa yang dikehendakiNYA,

sebagaimana firmanNY A dalam Al Qur’an surat Al Qamar ayat 49 disebutkan:

7[ ~
\
ez

e g . g A7
/;,;I\?\ - veala K> J§ .
~

bl

Artinya: Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran’

Dari segi bahasa kata qgadar dapat berarti kadar tertentu yang tidak
bertambah atau berkurang, atau berarti “kuasa”. Tetapi karena ayat tersebut
berbicara tentang segala sesuatu yang berada dalam kuasa Allah, maka adalah
lebih tepat memahaminya dalam arti kefentuan dan sistem yang telah ditetapkan
terhadap segala sesuatu. Tidak hanya terbatas pada salah satu aspeknya saja.
(Shihab,2003:482)

Aljabar adalah salah satu yang paling tua dari semua cabang matematika.
Sejarahnya adalah sepanjang sejarah dari peradaban, barangkali lebih panjang.
Sejarawan yang terkenal tentang matematika B. L. Van der Waerden percaya
bahwa ada suatu peradaban yang mendahului peradaban dari Mesopotamia, Mesir,
Negeri China, dan India dan bahwa peradaban itu adalah sumber akar dari konsep
matematika yang paling awal (Tabak,2004:xi). Sebagai cabang matematika seperti
halnya teori bilangan, geometri, maupun matematika terapan lainnya, aljabar
merupakan salah satu bidang matematika yang mempunyai banyak sekali materi
yang dapat dibahas, di antaranya adalah bilangan, himpunan, operasi himpunan,

grup, latis, dan sebagainya.



Pada aspek yang lain, diskursus tentang bilangan dalam khazanah keilmuan
matematika dapat dikatakan adalah salah satu topik yang sangat menyita perhatian
para matematikawan dunia. [lmu bilangan sangat terkait dengan perhitungan.

Dalam Surat al-Jinn ayat 28, diterangkan bahwa Tuhan menciptakan segala
sesuatu (kejadian dan semua objek di alam semesta) dengan "hitungan yang teliti

satu persatu", yaitu dari kata Arab, ‘adad.

wu.\p;@;ﬁ@;} /HMLMLBGHJCAM)\)»UMQ\M

N

Artinya: Supaya Dia mengetahui, bahwa Sesungguhnya Rasul-rasul itu telah

menyampaikan risalah-risalah Tuhannya, sedang (sebenarnya) ilmu-
Nya meliputi apa yang ada pada mereka, dan Dia menghitung segala
sesuatu satu persatu.

Esensi ayat ini adalah bahwa ilmu Tuhan meliputi segala sesuatu, tidak ada
yang tertinggal. Semua kejadian, objek alam, penciptaan di bumi dan langit, dan
struktur al-Qur'an, tidak ada yang kebetulan. Semuanya ditetapkan dengan
hitungan yang sangat teliti. Sebenarnya bila diketahui, (sebagian) ilmu tersebut
meliputi risalah-risalah yang disampaikan dan ilmu yang ada pada para Rasul.
Dalam kehidupan modern sekarang pun, kita akan menjumpai "hitungan tersebut",
mulai dari yang sederhana sampai yang paling rumit. (Muftie:2004:04)

Bilangan prima adalah salah satu subtopik dalam ilmu bilangan. Bilangan
prima selalu mempesona para ahli matematika. Secara acak mereka nampak di
antara bilangan bulat, namun tidak semua bilangan bulat adalah bilangan prima.
Bilangan prima secara definitif dengan bahasa yang lebih umum adalah bilangan
yang hanya bisa dibagi bilangan itu sendiri dan satu (Khao Yao Tung. 2008:23).

Berarti ia hanya mempunyai dua faktor, yakni bilangan itu sendiri dan 1.



Pembahasan tentang bilangan prima tidak dapat terlepas dari teori tentang
bilangan itu sendiri. Pencarian bilangan prima dengan formula seperti yang
dilakukan oleh matematikawan Erastosthenes dianggap sebagai cikal bakal dari

teori bilangan (Khao Yao Tung. 2008:23).

Jika p adalah bilangan prima, maka himpunan P" adalah himpunan bilangan
prima berpangkat, dinotasikan A = {pl" |i=12,3,- } dan n = 1,2,3,.... Berbeda

dengan bilangan prima, setiap unsur dari himpunan tersebut tidak hanya memiliki

dua faktor. Selain bilangan prima ada sebuah bilangan yang tidak kalah menarik

yaitu bilangan 2" x10. Bilangan ini mempunyai faktor yang teratur untuk
n=0,1,2,---.

Teori latis adalah salah satu cabang dari matematika modern yang
pembahasannya sangat terkait dengan himpunan dan relasi. Ada beberapa macam
contoh latis, di antaranya latis fnite kecil, latis boole, latis, faktor, latis partisi dan
sebagainya.

Matematikawan Jerman kenamaan Richard Dedekin adalah orang yang
pertama kali menerbitkan kertas kerjanya pada teori latis. la memulai dengan
mempelajari faktor persekutuan dari bilangan-bilangan asli. Bilangan-bilangan ini
dengan sifat-sifat keterbagiannya memberikan banyak contoh-contoh latis.
(Sukardjono:2002:50)

Teori Graf adalah salah satu cabang matematika yang memahas masalah
yang memuat susunan objek tertentu dan keterhubungan antara objek-objek
tersebut. Euler (1707-1782) disebut sebagai bapak dari teori graph.

(Hararay:1969:1). Euler berusaha untuk merepresentasikan Jembatan Konigsberg,



dan menyelesaikan permasalahan jembatan tersebut. Konigsberg adalah sebuah
kota di sebelah timur Prussia (Jerman sekarang) dimana terdapat sungai Pregel
dan merupakan tempat tinggal Duke of Prussia pada abad ke-16 (tahun 1736).
Kota tersebut saat ini bernama Kaliningrad, dan merupakan pusat ekonomi dan
industri utama di Russia Barat. Sungai Pregel membagi kota menjadi 4 daratan
dengan mengalir mengitari pulau Kneiphof lalu bercabang menjadi dua buah anak

sungai seperti tampak pada gambar 1.1:

Gambar 1.1 Jembatan Konigsberg.

Pada abad ke-18 dibangunlah tujuh jembatan yang menghubungkan ke-
empat daratan tersebut. Pada hari Minggu, masyarakat Konigsberg biasanya
berjalan-jalan dari daratan satu ke daratan lainnya melalui jembatan tersebut.
Mereka berpikir apakah mungkin untuk berjalan menyeberangi ke-tujuh jembatan
tanpa melalui jembatan yang sama dari suatu daratan dan kembali ke tempat
semula. Masalah ini pertama kali dipecahkan oleh Leonhard Euler. Solusi Euler
merepresentasikan masalah ini ke dalam sebuah graf dengan ke-empat daratan
sebagai titik (vertex) dan ketujuh jembatan sebagai sisi (edge). Graf yang dibuat

Euler diperlihatkan pada gambar 1.2 (Wirawan, 2008:1).



B *
Gambar 1.2 Graf yang Merepresentasikan Masalah Jembatan Konigsberg.

Dengan graf tersebut, Euler berhasil menemukan jawaban kenapa orang-
orang tidak dapat melalui ketujuh jembatan tersebut masing-msing sekali dan
kembali ke tempat semula. Jawaban yang ditemukan Euler adalah karena tidak
semua titik pada graf tersebut berderajat genap. Simpul B, C, dan D berderajat 3,
sedangkan simpul A berderajat 5 (Wirawan, 2008:2).

Beberapa permasalahan praktis yang penting dalam kehidupan dapat
diselesaikan dengan teori graf, misalnya masalah industry dan pemetaan suatu
daerah. Selain itu, beberapa permasalahan dalam matematika sendri juga dapat
diselesikan dengan terori graf, seperti latis dari grup dan subgrup dan pohon faktor

dari suatu bilangan.

Misalkan himpunan 4 = { p’li=12,3,- } adalah himpunan bilangan prima
berpangkat yang memenuhi definisi latis. Dan misalkan K = {20,40,---, 2" xlO}

adalah himpunan bilangan dengan n =1,2,---. Setiap unsur dari dua himpunan ini
mempunyai faktor pembagi positif. Jika dibuat pohon faktor dari setiap unsur dari
himpunan tersebut menggunakan kaidah pembuatan diagram latis, pohon seperti
apakah yang akan terbentuk? Jika diagram tersebut diibaratkan sebuah graf, maka

ciri apa saja yang dimiliki oleh graf tersebut?.
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Abdul Hamid Hakim dalam A/ Bayan memberikan tiga tingkatan seorang
dalam memakai figh yakni Al Mugallid (28«Y), Al Muttabi’ (&&a1)), dan Al
Mujtahid (). Al Mugqallid adalah tingkatan di mana seseorang menerima
qaul ahli figh tanpa mengetahui dasar yang diikuti. 4/ Muttabi’ adalah tingkatan
di mana seseorang menerima gaul ahli figh dengan mengetahui dasar dari gau/
tersebut. Tingkatan ketiga adalah 4/ Mujtahid di mana seseorang telah mampu
menghasilkan gau/ sendiri dengan jalan istinbath dari Al Qur’an dan As Sunnah.

Konsep figh tersebut jika digambarkan dengan pasangan titik dan garis

pada teori graf adalah sebagai berikut:

Al o) aiall  agiaal)

L

Gambar 1.3 Graf yang Merepresentasikan Tingkatan seorang dalam figh

Setiap titik dalam graf tersebut merepresentasikan seorang mufaqqih (orang
yang menggunakan figh). Sisi pada graf mewakili proses yang dilalui seseorang
untuk mencapai tingkatan tertentu. Setiap proses untuk mencapai tingkat
selanjutnya memiliki syarat-syarat tertentu (sejenis konsensus) yang harus
dimiliki seseorang. Maka setiap dua titik pada graf di atas akan terhubung jika
syarat-syarat dalam proses telah terpenuhi. Kaitan konsepsi tersebut dengan graf
latis faktor ialah bahwa setiap dua titik pada graf latis faktor dapat terhubung jika

telah memenuhi syarat-syarat tertentu.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



1.2. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka dibuat rumusan masalah sebagai
berikut:

1. Bagaimana graf yang terbentuk dari latis faktor bilangan prima berpangkat n ?

2. Bagaimana graf yang terbentuk dari latis faktor bilangan 2" x10 ?

1.3. Tujuan
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah:
1. Mendeskripsikan dan menganalisis graf yang terbentuk dari latis faktor
bilangan prima berpangkat #.

2. Mendeskripsikan dan menganalisis graf yang terbentuk dari latis faktor

bilangan 2" x10.

1.4. Manfaat Penelitian
Dari penulisan skripsi ini diharapkan dapat bermanfaat bagi:
1.  Penulis
a. Untuk menambah pemahaman tentang konsepsi yang yang ada dalam
matematika, khususnya teori bilangan, struktur aljabar, dan teori graf.
b. Sebagai sarana dan latihan untuk menambah pemahaman penguasaan
penulis tentang grafik dari latis faktor perpangkatan bilangan prima
2. Pembaca
Sebagai tambahan literatur bagi mahasiswa khususnya yang sedang

menempuh mata kuliah teori bilangan, struktur aljabar, dan teori graf.



1.5. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah library research atau
kajian literature, yakni melakukan penelitian untuk memperoleh data-data dan
informasi-informasi serta objek-objek yang digunakan dalam permasalahan
trersebut. Studi kepustakaan merupakan penampilan argumentasi penalaran
keilmuan untuk memaparkan hasil olah pikir mengenai suatu permasalahan atau
topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam pemelitian.

Literatur utama dari penelitian ini adalah karya Sukardjono dengan judul
Teori Latis dan karya Robin J Wilson, dan John J Watkins dengan judul Graphs:
An Introductory approach: A First Course in Discrete Mathematics. Dan disertai
literature pendukung seperti karya Frank Harary berjudul Graph Theory, karya
Drs. Gatot Muhsetyo, M. Sc berjudul Dasar-dasar Teori Bilangan dan lain
sebagainya.

Adapun langkah-langkah yang akan diterapkan oleh penulis dalam
membahas penelitian ini adalah menerapkan konsep teori latis pada bilangan
prima, selanjutnya menghubungkannya dengan teori graf dengan tahapan-tahapan
adalah sebagai berikut:

a. Menentukan himpunan bilangan yang akan diteliti.

b. Mencari faktor pembagi dari setiap unsur dalam himpunan tersebut.

c. Memeriksa apakah faktor-faktor yang ditemukan memenuhi aturan latis.
d. Membuat graf latis faktor dari masing-masing bilangan anggota himpunan.

e. Mendeskripsikan ciri-ciri yang dimiliki oleh graf latis faktor yang terbentuk.



f.  Mencari ciri umum graf latis faktor yang terbentuk dengan menganalisis ciri-

ciri yang dimilikinya.

1.6. Batasan Masalah

Dalam pembahasan teori latis, ada beberapa contoh latis. Agar pembahasan
dalam skripsi ini tidak meluas pada bermacam-macam contoh latis, maka penulis
hanya membatasi pada masalah Latis Faktor.

Untuk menghindari terjadinya persepsi yang berbeda terhadap fokus kajian
dalam penelitian ini, perlu ada penegasan istilah yang dipergunakan, sehingga
secara operasional tidak ada kendala terjadinya perbedaan pemahaman
menyangkut hal-hal yang dibahas berkaitan dengan penggunaan istilah-istilah
berikut:

1. Latis faktor, adalah latis yang terdiri dari faktor-faktor positif dari sebuah
bilangan.
2. Latis subgrup adalah latis yang terdiri dari subgrup-subgrup dari sebuah
grup.
Dalam penelitian ini istilah latis yang dipakai adalah latis faktor.
1.7. Sistematika Penulisan

Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami, maka

digunakan sistematika pembahasan yeng terdiri dari empat bab. Masing-masing

bab dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut:
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BABI

BAB 11

BAB III

BAB 1V

PENDAHULUAN

Pendahuluan meliputi: latar belakang masalah, rumusan masalah,
tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode
penelitian dan sistematika penulisan.

KAJIAN PUSTAKA

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung
bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain membahas
tentang graf, teori latis, dan teori bilangan.

PEMBAHASAN

Merupakan pembahasan utama tentang karakteristik graf latis faktor

bilangan prima berpangkat n» dan graf latis faktor bilangan 2" x10.
PENUTUP

Pada bab ini akan dibahas tentang kesimpulan dan saran.
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BABII

KAJIAN TEORI

2.1 Bilangan

Pada dasarnya semua cabang ilmu bersumber dari Al-Qur’an baik itu ilmu
agama maupun ilmu umum, dan salah satu dari cabang ilmu tersebut adalah
disiplin ilmu matematika. Sedangkan salah satu cabang dari ilmu matematika
tersebut adalah bilangan.

Dalam Al-Qur’an ada beberapa ayat yang membahas tentang bilangan.

Salah satunya dalam al-Quran surat al-Israa’ ayat 12 disebutkan.

Ao
q Do 92 4 Er ~ T 2 PN a5 P R SRRl I
‘Msﬂf"?")“ﬁ” 4.3|; L;La.?-) J.“.“ 4.3|; L’N MHJL‘;JU J.,“ 2> g
Z 220 o < @ 4 & T AP PP B L (A Aog w Zoac
MM‘LS& Jf:) L_)L,mé-bw.ﬁ.,.” DAL ‘).A.lx:.b)i.))u.f M
Artinya: Dan kami jadikan malam dan siang sebagai dua tanda, lalu kami
hapuskan tanda malam dan kami jadikan tanda siang itu terang, agar
kamu mencari karunia dari Tuhanmu, dan supaya kamu mengetahui

bilangan tahun-tahun dan perhitungan. dan segala sesuatu Telah kami
terangkan dengan jelas.

Dalam ayat ini terdapat kata( 22 ) yang berarti bilangan. Ini berarti bahwa
bilangan terbahas dalam Al-Qur’an. Ayat ini menjelaskan tentang bilangan-
bilangan tahun. Dengan ini manusia diharapkan mengetahui bilangan tahun-tahun

dan perhitungan waktu (hari, bulan, dan sebagainya).
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2.1.1 Keterbagian
Masalah pembagian secara substansial termaktub dalam Al-Qu’an,

diantaranya di dalam surat an-Nisaa’ ayat 11 berikut:

Yo

Q:;L‘Oﬁ ;LM»JL;QLQ MY‘L}-JW:;J\U V‘guﬁ‘dﬁT;@ﬁ

82 Py e

L e N 5535 ol 4B 355 256 opp _quuuu@,u

Artinya: Allah mensyari'atkan bagimu tentang (pembagian pusaka untuk) anak-
anakmu. yaitu:bagian seovang anak lelaki sama dengan bagian dua
orang anak perempuan, dan jika anak itu semuanya perempuan lebih
dari dua, Maka bagi mereka dua pertiga dari harta yang ditinggalkan,
jika anak perempuan itu seorang saja, Maka ia memperoleh separuh
harta. dan untuk dua orang ibu-bapak, bagi masing-masingnya seper-
enam dari harta yang ditinggalkan, jika yang meninggal itu mempunyai
anak; jika orang yang meninggal tidak mempunyai anak dan ia diwarisi
oleh ibu-bapaknya (saja), maka ibunya mendapat sepertiga; jika yang
meninggal itu mempunyai beberapa saudara, Maka ibunya mendapat
seperenam. (Pembagian-pembagian tersebut di atas) sesudah dipenuhi
wasiat yang ia buat atau (dan) sesudah dibayar hutangnya. (Tentang)
orang tuamu dan anak-anakmu, kamu tidak mengetahui siapa di antara
mereka yang lebih dekat (banyak) manfaatnya bagimu. Ini adalah
ketetapan dari Allah. Sesungguhnya Allah Maha mengetahui lagi Maha
Bijaksana.

Ayat ini menerangkan bahwa sebenarnya pembagian (harta) merupakan

syari’at Allah SWT. Pada ayat ini dijelaskan siapa saja yang berhak untuk



mendapatkan harta warisan berikut ukuran pembagiannya agar tidak ada
kesenjangan dari masing-masing penerima harta.
Definisi 2.1

Suatu bilangan bulat » adalah habis dibagi oleh suatu bilangan bulat m# 0
jika ada suatu bilangan bulat x sehingga » =mx. (Muhsetyo, 1997:43)

Notasi: m|n dibaca m membagi n, n habis dibagi m, m faktor n, atau n
kelipatan dari m.
Contoh:
a. 5|10 sebab ada bilangan bulat 2 sehingga 10 = 5.2
b. 3|18 sebab ada bilangan bulat 6 sehingga 18 = 3.6
2.1.2 Bilangan Prima
Definisi 2.2
Jika p adalah suatu bilangan bulat positif lebih dari 1 ( p >1) yang hanya
mempunyai pembagi positif 1 dan p, maka p disebut bilangan prima.
Contoh:
Bilangan-bilangan 2 dan 3 adalah bilangan-bilangan prima sebab:
a. 2 adalah bilangan bulat positif yang hanya mempunyai pembagi
positif 1 dan 2.
b. 3 adalah bilangan bulat positif yang hanya mempunyai pembagi

positif 1 dan 3.
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2.1.3 Fungsi Multiplikatif
Definisi 2.3
a. Suatu fungsi yang didefinisikan pada himpunan bilangan bulat positif
disebut dengan fungsi aritmetika
b. Jika m dan n adalah bilangan-bilangan positif dan FPB(a,b)=1, maka
suatu fungsi f yang memenuhi hubungan f(mn)= f(m)f(n) disebut
dengan fungsi multiplikatif
Contoh:
Suatu fungsi g didefinisikan sebagai:
g(n) = n untuk semua bilangan bulat positif .
Karena n hanya didefinisikan pada himpunan bilangan bulat positif, maka g
adalah fungsi aritmetika.
Karena g(m)=m,
g(m)=n
g(mn) = mn = (m)(n) = g(m)g(n)
Maka g merupakan fungsi multiplikatif.
Definisi 2.4
Cacah (banyak) semua pembagi yang positif dari » disebut dengan fungsi

cacah pembagi dan ditulis dengan:

r(n)=2d

din
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Contoh:

a. Pembagi-pembagi yang positif dari 4 adalah 1, 2, dan 4 sehingga cacah
pembagi dari 4 adalah 3. jadi 1(4)=3.
b. Pembagi-pembagi yang positif dari 36 adalah 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18,
dan 36 sehingga jumlah cacah pembagi dari 36 adalah 9. jadi
‘C(36) =9.
Teorema 2.1
Jika p adalah suatu bilangan prima dan » € N, maka: ’L'( p" ) =n+l
Bukti:

Faktor-faktor dari p” adalah 1, p, p*,---, p""', p", berarti banyaknya factor atau

n

pembagi dari p” adalah tepat sama dengan (n+1), sehingga ’L'( p" ) =n+l.
Contoh:
Diketahui n = 125, carilah nilai 1:(125)
Penyelesaian:
n=125=5", sehingga
t(n)=t(125)=1(5")=3+1=4
Teorema 2.2
Jika n adalah suatu bilangan asli dengan pemfaktoran prima:
n=p'pyps - p
Maka:

r(n) =(a,+D(a, +1)(a, +1)---(a, +1)



Bukti:
Karena t adalah fungsi multiplikatif, maka:
t(m)=z(p{" p5* py* - pi*)
=1(p)r(py)T(py) - 7(pt)
=(a,+1)(a, +1)(a; +1)---(a, +1)
Contoh:
Diketahui n = 200. Carilah nilai 1(200)
Penyelesaian:
n=200=2"5", sehingga
7(200) = 7(2°5%)
=7(2H)7(5%)
=B+D(2+1)

=12

2.2 Teori Latis

Dalam Al-Qur’an kajian mengenai latis yang diartikan sebagai himpunan

atau kelompok sudah ada seperti kehidupan manusia yang terdiri dari berbagai

macam golongan, dimana golongan merupakan bagian dari himpunan karena

himpunan sendiri merupakan kumpulan objek-objek yang terdefinisi. Dalam al-

Quran surat al-Fatihah ayat 7 disebutkan.
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Artinya: “(yaitu) Jalan orang-orang yang telah Engkau beri nikmat kepada
mereka, bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan)
mereka yang sesat” (Q. S. Al-Fatihah: 7).

Ayat ini menjelaskan bahwa manusia terbagi menjadi tiga kelompok, yaitu
(1) kelompok yang mendapat nikmat dari Allah SWT (Mu’min), (2) kelompok
yang dimurkai Allah SWT, dan (3) kelompok yang sesat (Abdussakir, 2006:47).
Definisi 2.5

Suatu latis L adalah suatu aljabar dengan dua operasi biner (dilambangkan

dengan o dan * ) yang memenuhi postulat-postulat berikut: untuk semua

a, b cdilL,

1. a*bel (L tertutup terhadap operasi *)
ii. aobel (L tertutup terhadap operasi o )
iii. a*b=bx*a (operasi * komutatif)

iv. aob=boa (operasi o komutatif')

v. ax(b*c)=(a*b)*c (operasi * asosiatif)

vi. ao(boc)=(aob)oc (operasi o asosiatif)

vil. a*(aob)=a (Absorpsi terhadap operasi o )
vili. aca*b=a (Absorpsi terhadap operasi * )

(Sukardjono, 2002:39)

Contoh:
Misalkan unsur-unsur dari latis L adalah faktor-faktor positif dari bilangan
asli 216, yaitu:

1,2,4,6,8,9, 12, 18, 24, 27, 36, 54, 72, 108, 216



himpunan ini memuat faktor persekutuan terbesar (FPB) tunggal dan
kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari setiap anggota dari
himpunan itu; dengan demikian jika kita definisikan FPB(a,b) =ax*b,
dan KPK(a,b) =acb, postulat i dan ii dipenuhi. Sifat komutatif (postulat
iii dan iv) dipenuhi. Postulat v, vi (asosiatif dipenuhi) dan sifat absorpsi
(postulat vii, viii) juga terpenuhi.

Untuk menggambar diagram latis perlu diperhatikan aturan-aturan sebagai

berikut:

1.

Faktor terkecil sampai faktor terbesar digambar terlebih dahulu.

2. dimulai dari faktor terkecil diletakkan paling bawah dan diakhiri faktor
terbesar diletakkan paling atas.

3. Posisi faktor yang lebih kecil diletakkan agak ke bawah dibandingkan dengan
faktor yang lebih besar.

4. Misal a , b, dan ¢ adalah faktor dari p dan a#b#c, a<b . a akan
terhubung pada b jika a |b (@ membagi b) dan tidak ada ¢ sedemikian sehingga
c|b dan alc.

Dengan mengikuti aturan tersebut akan didapat diagram latis seperti

berikut: 216

108
2 54
24 27
8 9
4 3
2

1

Gambar 2.1 Diagram Latis Faktor



Teorema 2.3
a*a=a (Sukardjono, 2002:39)
Bukti:
a*a=a*(acaxb)
=a
Jadi a*a=a (terbukti).
penjelasan : pembuktian ini diawali dengan merubah a*a. Dengan mengubah a
yang kedua menjadi aoa*b (mengikuti postulat viii) maka a*a menjadi
a*(acaxb). Kemudian dari a*(aca*b), a*b disamadengankan b sehingga
menjadi a*(aob). Dan menurut postulat vii a*(aob)=a.
Contoh:
Misalkan unsur-unsur dari latis L adalah faktor-faktor positif dari bilangan
asli 32, yaitu 1, 2, 4, 8, 16, 32. Jika definisikan FPB(a,b) =a*b, dan

KPK(a,b) =ao-b.Buktikan bahwa 8§*8 =8 !

Penyelesaian:
8§ x8=8 * (8§ +8 *8) menurut postulat viii
=8 menurut postulat vii

Jadi 88 =28 (terbukti).
Teorema 2.4
aca=a (Sukardjono, 2002:39)
Bukti:
aca=acaxa

=da
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Jadi aoa=a (terbukti).
penjelasan : dengan berdasar teorema 1, bahwa a *a = a , maka a yang kedua dari
bentuk aca diubah menjadi a*a, sehingga bentuk aoa berubah menjadi
aoa*a.Kemudian menurut postulat viii aca*a =a.Maka aca=a.
Contoh:
Misalkan unsur-unsur dari latis L adalah faktor-faktor positif dari bilangan
asli 64, yaitu 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64. Jika definisikan FPB(a,b) =a*b, dan
KPK(a,b) =aob.Buktikan bahwa 32032 =32 !
Penyelesaian:
32 032=32 o (32 *32) menurut teorema 1
=3 menurut postulat viii
Jadi 32 o 32 =32 (terbukti).

Teorema 2.5

Jika a*b=a,maka ach=>b (Sukardjono, 2002:40)
Bukti:
aocb=ax*bob

=boaxh

=bob*a

=b

Jadi jika a*b=a,maka ach=5b  (terbukti).
penjelasan : diketahui bahwa a*b=a maka bentuk aob berubah menjadi
a*bob. Bentuk a*bob dapat diubah menjadi boa*b (menurut postulat iv).

Dan menurut postulat iii bentuk a*b =b+*a, maka bentuk boa*b dapat diubah



menjadi bob*a. Dan dengan melihat postulat viii dapat dengan mudah

dibuktikan bahwa bob*a=5b. Sehingga aob=>bh.

Contoh:
Misalkan unsur-unsur dari latis L adalah faktor-faktor positif dari bilangan
asli 128, yaitu 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128. Jika definisikan
FPB(a,b) =a*b, dan KPK(a,b) =acb. Jika 16*128 =16, buktikan

bahwa 160128 =128!

Penyelesaian:

16 0128 =(16 *128) o128 diketahui 16 * 128 =16
=128 o (16 *128) komutatif o (menurut postulat iv)
=128 o (128 *16) komutatif * (menurut postulat iii)
=128 menurut postulat viii

Jadi jika 16 *128 = 16 maka 160128 = 128 (terbukti).
Teorema 2.6
Jika aocb=b,maka a*b=a (Sukardjono, 2002:40)
Bukti:
axb=ax*(aob)
=a
Jadi jika aob=b,maka axb=a (terbukti).
penjelasan: diketahui aob=5b, maka bentuk a*b dapat diubah menjadi

a(a+b). Dan dengan merujuk pada postulat vii didapat a*(acb)=a.

Contoh:



Misalkan unsur-unsur dari latis L adalah faktor-faktor positif dari bilangan
asli 128, yaitu 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128. Jika definisikan
FPB(a,b) =ax*b, dan KPK(a,b) =aob. Jika 160128 = 128, buktikan

bahwa 16%128 =16 !

Penyelesaian:
16 *128 =16 * (16 +128) diketahui 160 128 = 128
=16 menurut postulat vii

Jadi jika 160128 = 128 maka 16%128 =16 (terbukti).

2.3 Graf

2.3.1 Definisi Graf

Definisi 2.6
Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V" adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E
adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik
berbeda di /' yang disebut sebagai sisi (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).
Himpunan titik di G dinotasikan dengan V(G) dan himpunan sisi
dinotasikan dengan E(G). Sedangkan banyaknya unsur di V disebut order
dari G dan dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur di £ disebut
size dari G dan dilambangkan dengan ¢(G). Jika graf yang dibicarakan
hanya graf G, maka order dan size dari G tersebut cukup ditulis dengan p

dan g (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).



Contoh:

Gambar 2. 2 Graf G

Graf G memuat himpunan titik YV’ dan sisi ‘G’ yaitu :

V= {V1:V27V37v4}

E= {00 ) (72295 ) (00 (500, (040}
Graf G mempunyai order 4 atau p = 4 dan size 5 atau g = 5.

2.3.2 Adjacent dan Incident

Definisi 2.7
Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik # dan v. Jika e = (u,v) adalah
sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), u dan e
serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Untuk selanjutnya, sisi e =
(u,v) akan ditulis e = uv (Chartrand dan Lesniak,1986:4).

Contoh:

Vi

V4 V3

Gambar 2. 3 Graf H

Dari Gambar 2.3 pada graf H, titik v, dan v; adalah adjacent atau terhubung
langsung tetapi v, dan vs tidak. Titik v; dan sisi (v;v;) dan (v;vs) adalah terkait

langsung (incident) dengan titik v;.



2.3.3 Operasi pada Graf
Definisi 2.8

Gabungan dua graf G; dan G, yang dinotasikan dengan G=G, U G,
mempunyai himpunan titik V(G)=V(G,) v V(G,) dan himpunan
sisi E(G) = E(G,) U E(G,). Jika graf G memuat sebanyak n > 2 graf H,
maka dinotasikan dengan G = nH (Chartrand dan Lesniak, 1986: 11).

Contoh:

U Vi

Gambar 2.4. Gabungan Graf

Gambar di atas merupakan contoh gabungan graf G; dan G,. V(G)) =
{uruzy, V(Gy) = {vi,v2}, E(G) = {uuz} dan E(G)= {v;v;}. Jika G=G, UG,,
maka V(G) =V (G,)VV(G,) ={upuz} O {v,vo}={u,uv,vs}
dan E(G)=E(G))VE(G,)={umz} O {viv2}={uuz vivs}

Karena graf G memuat 2 graf K, maka graf tersebut dapat dinotasikan 2K.
Definisi 2.9

Penjumlahan dua graf G; dan G, yang dinotasikan G =G, + G,

mempunyai himpunan titik V(G) =V (G,) v V(G,) dan himpunan

sisiE(G) = E(G,) v E(G,) v {uv|lueV(G,) dan veV(G,)} (Chatrand

dan Lesniak, 1986: 11).



Contoh:

Vi Vi
u;
u;
G1Z Gz: v, G1 + Gzi Vs
U
g V3 V3

Gambar 2.5. Penjumlahan Dua Graf

Pada contoh di atas, V(G;) = {unuz}, V(Gs) = {v;,v,v3}, maka G=G,;+G;
mempunyai himpunan titik V(G) =V(G,) UV (G,) = {urus} U {v,vo,vs}={usuz,
v, v2,v3} dan himpunan sisi E(G) = E(G,) VU E(G,) U {uvy, uivs, upvs uzvy, usvs,
vzt ={ Uy, Viva Vavz UVy, UiV, UGV, UV, UV, UsV3Y.
Definisi 2.10

Hasil kali  kartesius dari graf G; dan G, adalah graf  yang

dinotasikanG= G, x G, dan mempunyai himpunan titik

V(G) =V(G,)) x V(G,), dan dua titik (u;, uy) dan (v;, v,) dari graf G

terhubung langsung jika dan hanya jika u; = v; dan u,v, e E(G,) atau u;

=vydan u,v, €eE(G,) (Chartrand dan Lesniak, 1986: 11).
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Contoh:
(uzvs)

' » /1N
(U2,V1) (UZIVZ)
G].' Gz.‘ G1x Gg.‘
Vi V)
u

(ugvi) (ug,vs)

Gambar 2.6. Graf Hasil Kali Kartesius

Pada contoh di atas, V(G;) = {upu}, V(Gy)) = {v,v,vs;}, maka G=G;xG,
mempunyai himpunan titik =V(G)={(u;,v;),( up,vs ),( up,vs ),( uxvy), (uzvs),

(u2,v3)}. (u,v;) dan (u;,v,) terhubung langsung jika dan hanya jika u; = u; dan v;v;

€ E(G)).

2.3.4 Macam-macam Graf

2.3.4.1 Graf Lintasan

Definisi 2.11
Graf path adalah graf yang terdiri dari satu lintasan (path tunggal). Graf
path (lintasan) dengan n titik dinotasikan dengan G, (Wilson dan
Watkins, 1990:37).

Contoh:

Gambar 2.7 Graf lintasan
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2.3.4.2 Graf Sikel
Sikel adalah jalan tertutup dengan barisan titik yang berbeda. Dengan kata
lain, sikel adalah lintasan tertutup, sikel dengan panjang »n dapat juga ditulis
dengan n-sikel.
Definisi 2.12
Graf sikel adalah graf yang terdiri dari satu sikel (sikel tunggal). Graf sikel
dengan n titik dinotasikan dengan C, (Wilson dan Watkins, 1990:37).

Definisi 2.13
Graf Sikel (Cycle Graf) C, ialah graf terhubung beraturan 2 yang

mempunyai n titik (n> 3 ) dan n sisi (Chartrand dan Lesniak, 1986:28).

Contoh:

G

Gambar 2. 8 Graf Sikel

2.3.5 Graf Trivial dan non Trivial

Definisi 2.14
Graf G disebut finite atau berhingga jika himpunan titik adalah berhingga,
atau graf yang jumlah titiknya adalah n berhingga. Graf infinite atau tak

berhingga adalah graf yang jumlah titiknya tidak berhingga. Graf trivial



adalah graf berorder satu dengan himpunan sisinya merupakan himpunan
kosong. Graf non trivial adalah graf yang berorder lebih dari satu (Bondy
and Murthy, 1976:3).

Contoh:

G, G,
Gambar 2.9 Graf Trivial dan non Trivial
Pada Gambar 2.6 G; merupakan graf trivial karena G; hanya memuat
satu titik atau berorder satu dan himpunan sisinya merupakan himpunan
kosong. Sedangkan G, merupakan graf non trivial karena berorder lebih
dari satu.
2.3.6 Jalan dan Lintasan
Definisi 2.15
Sebuah jalan (walk) u — v di graf G adalah barisan berhingga (tak kosong)
W:u=vy, e, Vi, €, V2, coeey €n,Vn =V
yang berselang seling antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik # dan
diakhiri dengan titik v sedemikian hingga untuk 0 <1 <n, maka e, =v, v,
adalah sisi di G. v disebut titik awal, v, disebut titik akhir, vy, vy, ..., Vaq
disebut titik internal, dan » menyatakan panjang dari W (Chartrand dan

Lesniak, 1986:26).



Contoh:
e Vs e Vs
G: e,
€, Vs

Gambar 2. 10 Graf G

Contoh jalan pada graf G dalam gambar 2.10 adalah
V4r€4sVs5€5,V5,€5,V,,€4,Ve,€5,V,,€,,V,.
Definisi 2.16
Trail u — v adalah jalan u — v yang semua sisinya berbeda dan boleh
mengulang titik (Chartrand dan Lesniak, 1986: 26).
Contoh:
Contoh trail pada graf G dalam gambar 2.10 adalah :
Vs,€3,V5,6,5,V,,€6,V,€5,Vs,€4,V, .
Definisi 2.17
Jalan terbuka yang semua sisi dan titiknya berbeda disebut lintasan.
Dengan demikian dapat dikatakan bahwa setiap lintasan pasti trail, tetapi
tidak semua trail merupakan lintasan (Wilson and Watkins, 1989: 35).
Contoh:
Contoh lintasan pada graf G dalam gambar 2.10 adalah :

V3,€,,V,,€,,V,,€7,V(,€5,Vs,€,,V,.
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2.3.7 Graf Tangga
Definisi 2.18

Graf Tangga yang dinotasikan sebagai M, adalah suatu graf yang

dibentuk dari operasi hasil kali kartesius antara graf lintasan dengan dua

titik dan graf lintasan dengan » titik yaitu M, = P, x P, (Gallian.2007:12)

Contoh:

[ 1]

Gambar 2. 11 Graf Tangga M, --- M
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2.3.8 Derajat Suatu Titik

Definisi 2.19
Derajat titik v pada graf G, ditulis dengan deg(v), adalah banyaknya sisi
yang terkait langsung pada v. Dengan kata lain, banyaknya sisi yang
memuat v sebagai titik ujung. Titik v dikatakan genap atau ganjil
tergantung dari deg(v) genap atau ganjil (Chartrand dan Lesniak 1986: 7,
Sutarno,2005: 69).

Contoh:
Perhatikan graf G berikut yang mempunyai himpunan titik V' = {qa, b, ¢, d}

dan himpunan sisi £ = {ey, €2, €3, €4, €s}.

Gambar 2. 12 Graf G

Berdasarkan gambar 2.8, diperolah bahwa:

deg(a) =3
deg(b) =3
deg(c) =2
deg(d) =2

Titik @ dan b adalah titik ganjil, titik ¢ dan d adalah titik genap. Karena
tidak ada yang berderajat 1, maka graf G tidak mempunyai titik ujung.

Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan



banyak sisi, yaitu g, adalah Zdeg(v) = 2q. Hal ini dinyatakan dalam

veG
teorema berikut.

Teorema 2.7

Jika graf G dengan V(G) = { v;, v;, ..., v,} maka ZdegG(vi)=2q

i=1

(Chartrand dan Lesniak, 1986: 7)

Bukti:
Setiap sisi terkait langsung dengan 2 titik. Bila derajat tiap titik tersebut
dijumlahkan maka sisi tersebut dihitung 2 kali.
Akibat Teorema 2.7
Pada sebarang graf, banyaknya titik yang berderajat ganjil adalah genap
(Chartrand dan Lesniak, 1986: 7).
Bukti:
Misalkan graf G dengan titik sebanyak ¢, maka ambil /# yang memuat himpunan
titik ganjil di G serta U yang memuat himpunan titik genap di G. Dari teorema 1

maka diperoleh:

ZdegG V= Z:degG V+Z:degG v=2q

vel (G) veW veU

dengan demikian karena Z:degG v genap, maka Z:degG v juga genap.

velU veW

Sehingga |G| adalah genap.
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2.4 Graf untuk Konsep Waris
Dalam Islam, konsep waris didasarkan pada al-Qur’an surat an-Nisaa’ ayat

12 seperti berikut:

< . - Gy g 47 . 2E - - P
05 2l 0= o &3 Sal oS08 o) mem 3l 35 G laims v 2z 0

£ _

c. 5 R N, ™ L E sagts S 17
st 3l b Do By o s G5 e 1) o=l

Artinya: Dan bagimu (suami-suami) seperdua dari harta yang ditinggalkan oleh
isteri-isterimu, jika mereka tidak mempunyai anak. jika Isteri-isterimu
itu mempunyai anak, Maka kamu mendapat seperempat dari harta yang
ditinggalkannya sesudah dipenuhi wasiat yang mereka buat atau (dan)
sesudah dibayar hutangnya . . .

Jika digambarkan dalam bentuk graf, warisan untuk suami yang

ditinggalkan istri yang tak punya anak adalah sebagai berikut:

N | —
N | —

Gambar 2. 13 Graf yang merepresenrasikan pembagian waris

Graf di atas menggambarkan pembagian harta. Titik v, adalah harta yang
ditinggalkan. Titik v, dan v; adalah sasaran pembagian harta tersebut. Titik v,
mewakili pembagian harta untuk suami dan v, menggambarkan pembagian harta

untuk selain suami. Sedangkan sisi pada graf menggambarkan besarnya



pembagian harta pada masing-masing sasaran. Besar bagian untuk suami yaitu 2
dan bagian untuk selain suami adalah %%.
2.5 Graf pada Konsep Pembagian Zakat

Zakat merupakan salah satu rukun Islam.dalam distribusinya zakat hanya
dikhususkan pada beberapa orang saja. Jadi tidak semua orang dapat menerima

zakat. Di dala al-Qur’an surat at-Taubah ayat 60 disebutkan:

/w/}

Wir ;e’?;b 250l e forally sinldly Taall Cud Al Lu\ -

5 P

z
_ T zZ - - 9,4

Lo Al A Thamd Jo gl A ol 8 uuﬂjbubj"

Artinya: Sesungguhnya zakat-zakat itu, hanyalah untuk orang-orang fakir, orang-
orang miskin, pengurus-pengurus zakat, para mu'allaf yang dibujuk
hatinya, untuk (memerdekakan) budak, orang-orang yang berhutang,
untuk jalan Allah dan untuk mereka yuang sedang dalam perjalanan,
sebagai suatu ketetapan yang diwajibkan Allah, dan Allah Maha
mengetahui lagi Maha Bijaksana.

Jika digambarkan dalam graf, maka distribusi zakat seperti berikut:

Zakat

Fakir Miskin Pengurus Muallaf  Memerdekakan Orang  Sabilillah  Musafir
zakat budak

Gambar 2. 14 Graf yang merepresenrasikan pembagian Zakat



Titik pada graf mewakili pemberi dan penerima zakat. Sedangkan sisi pada

graf mewakili proses distribusi zakat dari pemberi pada penerima zakat.



BAB III

PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas graf latis faktor dari dua bilangan yaitu graf latis faktor
bilangan prima berpangkat n (dinotasikan dengan p") dan graf latis faktor
bilangan 2" x10.

Untuk pembahasan graf latis faktor bilangan prima berpangkat » diambil

sampel tiga himpunan. Adapun tiga himpunan tersebut adalah himpunan
P'={2,3,57,11,}, P’ ={2,3,5, 711}, dan P’={2’,3’,5°, 7,1 ---}.
Tiga himpunan ini adalah himpunan bilangan prima berpangkat 1, himpunan
bilangan prima berpangkat 2, himpunan bilangan prima berpangkat 3.

3.1.  Graf Latis Faktor Bilangan p"

Pada subbab ini sebagai contoh hanya diambil tiga himpunan. Adapun tiga
himpunan tersebut adalah himpunan P'=1{2,3,57,11,--},
P’ ={22,32,52,72,112,~~}, dan P’ :{23,33,53,73,113,m}. Tiga himpunan ini
adalah himpunan bilangan prima berpangkat 1, himpunan bilangan prima
berpangkat 2, himpunan bilangan prima berpangkat 3.

3.1.1.  Pembahasan Himpunan P'
3.1.1.i. Mencari Faktor Pembagi Positif
Untuk mencari faktor pembagi positif (selanjutnya hanya disebut faktor)

dari suatu bilangan maka perlu diperhatikan definisi keterbagian pada bab 2. Di
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sini hanya dicontohkan dalam mencari faktor dari bilangan 2, selanjutnya dapat

dicari dengan cara serupa.

1.2.i.  Untuk mencari faktor dari bilangan 2, maka harus dicari suatu bilangan
bulat m>0, m#= 0 yang membagi 2 (m|2). Ditemukan 1|2 dan 2|2, maka 1
dan 2 adalah faktor dari 2. Selanjutnya faktor-faktor tersebut dinotasikan

sebagai barisan L, =1,2 . Menurut definisi 5 di dalam bab 2, r(2) =2.
1.2.ii. Faktor dari 3 adalah I dan 3, dinotasikan L, =1,3 dan t(3)=2.
1.2.iii. Faktor dari 5 adalah 1 dan 5 dinotasikan L, =1,5 dan t(5)=2.

Untuk L, =1,2, barisan ini memuat faktor persekutuan terbesar (FPB)
tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari setiap anggota dari
himpunan L, ; dengan demikian jika kita definisikan FPB(a,b) =a*b, dan

KPK(a,b) =aob, maka jika diambil a, b, ¢ di L, maka:

iX. ax*bel, (L, tertutup terhadap operasi *)
X. aobel, (L, tertutup terhadap operasi o )
xi. a*b=b*a (operasi * komutatif)

Xii. aob=boa (operasi o komutatif')

xiii. a*(b*c)=(a*b)*c (operasi * asosiatif)

xiv. ao(boc)=(aob)oc (operasi o asosiatif)

xv. ax(acb)=a (Absorpsi terhadap operasi o )
XVi. aca*b=a (Absorpsi terhadap operasi * )

Karena L, memenuhi kedelapan postulat di atas, maka L, adalah sebuah Latis.



Untuk L, =1,3, barisan ini memuat faktor persekutuan terbesar (FPB)
tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari setiap anggota dari
himpunan L,; dengan demikian jika kita definisikan FPB(a,b) =a*b, dan
KPK(a,b) =aob, maka jika diambil a, b, ¢ di L, maka postulat i sampai viii
terpenuhi. Karena L, memenuhi kedelapan postulat latis, maka L, adalah sebuah
Latis.

Untuk L, =1,5, barisan ini memuat faktor persekutuan terbesar (FPB)
tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari setiap anggota dari
himpunan L,; dengan demikian jika kita definisikan FPB(a,b) =a*b, dan
KPK(a,b) =acb, maka jika diambil a, b, ¢ di L, maka postulat i sampai viii
terpenuhi. Karena L, memenuhi kedelapan postulat latis, maka L, adalah sebuah
Latis.

Langkah selanjutnya adalah membuat diagram Latis Faktor dari L, L, L,.

Diagram latis faktor ini, di dalam tulisan ini penulis sebut dengan Graf Latis
Faktor. Setiap titik pada graf mewakili faktor dalam diagram latis yang berarti
bahwa banyknya titik pada graf sama dengan banyaknya faktor pada diagram
latis. Dan setiap sisi dalam graf mewakili garis dalam diagram latis. Setelah

terbentuk graf dari L,L, L;, selanjutnya adalah mendeskripsikan ciri yang

dimiliki oleh graf latis faktor yang terbentuk.
3.1.1.ii. Membuat Graf Latis Faktor

Untuk menyusun atau menggambar graf latis faktor dari L;,L, L, harus

memperhatikan langkah-langkah berikut:



5. Faktor terkecil sampai faktor terbesar digambar terlebih dahulu.

6. Faktor yang lebih kecil diletakkan di bawah sedangkan yang lebih besar di
atas.

7. Misal a , b, dan ¢ adalah faktor dari p dan a # b # c. a akan terhubung pada
b jika a |b (a membagi b) dan tidak ada ¢ sedemikian sehingga c|b dan a|c.
Pembahasan dimulai dari

1. Graf Latis Faktor untuk L,
L, =1,2 adalah latis yang memuat dua faktor. Setiap faktor tersebut diwakili
oleh titik v, dan v,. Garis pada diagram latis faktor diwakili oleh sisi e, . Dengan

mengikuti prosedur yang telah ditentukan akan terbentuk graf G, sebagai berikut:

., v
L e G ¢
1 v,
Gambar 3.1.a Diagram Latis Faktor L, Gambar 3.1.b Graf Latis Faktor G,

Graf ini adalah graf path yakni graf yang hanya memiliki satu lintasan. graf
ini mempunyai ciri diantaranya:
a.  Memiliki 2 titik , V' (G, )= {v,v,} maka order dari G, adalah 2 atau p =2.
b. Memiliki 1 sisi, £(G,)= {e/}, dengan demikian graf ini mempunyai size 1
atau g = 1.
c. Derajat setiap titik pada graf ini adalah deg(v,) =1, deg(v,) =1. Maka derajat
maksimum dari titik-titik pada graf ini adalah 1.

d. Panjang lintasannya adalah 1, yaitu W, =v,,e,,v,



2. Graf Latis Faktor untuk L,
L, =1,3 adalah latis yang memuat dua faktor. Setiap faktor tersebut diwakili
oleh titik v, dan v,. Garis pada diagram latis faktor diwakili oleh sisi e, . Adapun

gambarnya seperti di bawah ini:

3 v,
7 > Gyt e
1 v,
Gambar 3.2.a Diagram Latis Faktor L2 Gambar 3.2.b Graf Latis Faktor G2

Graf ini mempunyai ciri:

a. Memiliki 2 titik , V' (G, )= {v,v,} maka order dari G, adalah 2 atau p = 2.

b. Memiliki 1 sisi, E(G2)= {31} dengan demikian graf ini mempunyai size 1
atau g = 1.

e. Derajat setiap titik pada graf ini adalah deg(v,) =1, deg(v,) =1. Maka derajat

maksimum dari titik-titik pada graf ini adalah 1.

c. Panjang lintasannya adalah 1, yaitu W, =v,,e,,v,
3. Graf Latis Faktor untuk L,

L, =1,5 adalah latis yang memuat dua faktor. Setiap faktor tersebut diwakili
oleh titik v, dan v,. Dan garis pada diagram latis faktor diwakili oleh sisi e, .

Adapun gambarnya seperti di bawah ini:



Vi
L .
3 G3 . el
1
Yy
Gambar 3.3.a Diagram Latis Faktor L3 Gambar 3.3.b Graf Latis Faktor G3

Graf ini mempunyai ciri:
a. Memiliki 2 titik , V' (G,)= {v,v,} maka order dari G, adalah 2 atau p =2.
b. Memiliki 1 sisi, £(G,)= {e} dengan demikian graf ini mempunyai size 1
atau g = 1.
c. Derajat setiap titik pada graf ini adalah deg(v,) =1, deg(v,) =1. Maka derajat
maksimum dari titik-titik pada graf ini adalah 1.
d. Panjang lintasannya adalah 1, yaitu W, =v,,e,v,
3.1.1.iii. Mencari Ciri Umum Graf Latis Faktor untuk P'
Dari proses pembuatan graf latis faktor dari unsur-unsur dalam himpunan
) = {2,3, 5} yakni latis faktor L,,L,L; diperoleh graf yang memiliki pola
sebagai berikut:

Tabel 3.1 Pola Graf Latis Faktor untuk Bilangan p1

. Derajat : .
G, Order | Size maksimum fitik Lintasan terpanjang
G, untuk 2 2 1 1 1
G, untuk 3 2 1 1 1
G, untuk 5 2 1 1 1
G, untuk p' 2 1 1 1
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3.1.2. Pembahasan Himpunan P’
3.1.2.i. Mencari Faktor Pembagi Positif
Untuk mencari faktor pembagi positif (selanjutnya hanya disebut faktor)

dari suatu bilangan maka perlu diperhatikan definisi keterbagian.

1.2.i.  Faktor dari 2° adalah 1, 2, dan 2° . Selanjutnya faktor-faktor tersebut
dinotasikan sebagai barisan L, =1,2,2*. Menurut definisi 5 di dalam bab
2, 5(2=8"

1.2.ii.  Faktor dari 3 adalah 1, 2 dan 3, dinotasikan L, =1,3,3* dan 1(32) =3.

1.2.ili. Faktor dari 5% adalah 1, 5 dan 5° dinotasikan L, =1,5,5" dan 1(52) =3.
Selanjutnya diperiksa apakah L, L, L, memenuhi postulat-postulat latis.

Untuk L, =1,2,2°, barisan ini memuat faktor persekutuan terbesar (FPB)
tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari setiap anggota dari
himpunan L, ; dengan demikian jika kita definisikan FPB(a,b) =a*b, dan
KPK(a,b) =aob, maka jika diambil a, b, ¢ di L, maka postulat i sampai viii
terpenuhi. Karena L, memenuhi kedelapan postulat latis, maka L, adalah sebuah
Latis.

Untuk L, =1,3,3", barisan ini memuat faktor persekutuan terbesar (FPB)
tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari setiap anggota dari
himpunan L,; dengan demikian jika kita definisikan FPB(a,b) =a*b, dan

KPK(a,b) =aob, maka jika diambil a, b, ¢ di L, maka postulat i sampai viii



terpenuhi. Karena L, memenuhi kedelapan postulat latis, maka L, adalah sebuah
Latis.

Untuk L, = 1,5,5%, barisan ini memuat faktor persekutuan terbesar (FPB)
tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari setiap anggota dari
himpunan L,; dengan demikian jika kita definisikan FPB(a,b) =a*b, dan
KPK(a,b) =acb, maka jika diambil a, b, ¢ di L, maka postulat i sampai viii
terpenuhi. Karena L, memenuhi kedelapan postulat latis, maka L, adalah sebuah
Latis.

Langkah selanjutnya adalah membuat diagram Latis Faktor dari L, L, L, .

Setiap titik pada graf mewakili faktor dalam diagram latis yang berarti bahwa
banyknya titik pada graf sama dengan banyaknya faktor pada diagram latis.
Setiap sisi pada graf mewakili garis pada diagram latis. Setelah terbentuk graf dari

L, L, L,, selanjutnya adalah mendeskripsikan ciri yang dimiliki oleh graf latis

faktor yang terbentuk.
3.1.2.ii. Membuat Graf Latis Faktor

1. Graf Latis Faktor untuk L,

L, =1,2,2% adalah latis yang memuat tiga faktor. Setiap faktor tersebut
diwakili oleh titik v,, v, dan v,. Garis pada diagram latis faktor diwakili oleh sisi
e, dan e, pada graf. Dengan mengikuti prosedur yang telah ditentukan akan

terbentuk graf sebagai berikut:



2? Y
€
L 2 — G
V,
=)
1 Vs
Gambar 3.4.a Diagram Latis Faktor L, Gambar 3.4.b Graf Latis Faktor G,

Graf ini adalah graf path yakni graf yang hanya memiliki satu lintasan. graf
ini mempunyai ciri di antaranya:
a. Memiliki 3 titik , V(G1 ) = {VI,VZ,VS} maka order dari G, adalah 3 atau p = 3.
b.  Memiliki 2 sisi, £(G,)= {¢,e,}, dengan demikian graf ini mempunyai size 2
atau g = 2.
c. Derajat setiap titik pada graf ini adalah deg(v,) =1, deg(v,)=2, deg(v,)=1.
Maka derajat maksimum dari titik-titik pada graf ini adalah 2.

d. Panjang lintasannya adalah 2, yaitu W, =v,,e,,v,,e,,v,
2. Graf Latis Faktor untuk L,

L,=1,3,3" adalah latis yang memuat dua faktor. Setiap faktor tersebut
diwakili oleh titik v,, v, dan v,. Dan garis pada diagram latis faktor diwakili oleh

sisi e dan e,. Adapun gambarnya seperti di bawah ini:

3’ v,
€

L, 3 — G, v,
)

1 Vs

Gambar 3.5.a Diagram Latis Faktor L2 Gambar 3.5.b Graf Latis Faktor G2
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Graf ini mempunyai ciri:

a. Memiliki 3 titik , ¥ (G,)= {w,v,,v,} maka order dari G, adalah 2 atau p =2.

b. Memiliki 2 sisi, £ (G2 ) = {el,ez} dengan demikian graf ini mempunyai size 2
atau g = 2.

c. Derajat setiap titik pada graf ini adalah deg(v,) =1, deg(v,) =2, deg(v,) =1.
Maka derajat maksimum dari titik-titik pada graf ini adalah 2.

d. Panjang lintasannya adalah 2, yaitu W, =v,,e,,v,,¢,,,.
3. Graf Latis Faktor untuk L,

L,=1,5,5" adalah latis yang memuat dua faktor. Setiap faktor tersebut
diwakili oleh titik v,, v, dan v,. Dan garis pada diagram latis faktor diwakili oleh

sisi e dan e,. Adapun gambarnya seperti di bawah ini:

2
: G;: “
€
L, 5 _ v,
)
1 ]
Gambar 3.6.a Diagram Latis Faktor L3 Gambar 3.6.b Graf Latis Faktor G3

Graf ini mempunyai ciri:
a. Memiliki 3 titik , V' (G;)= {w,v,,v;} maka order dari G, adalah 2 atau p =2.
b.  Memiliki 2 sisi, £(G, )= {e,e,} dengan demikian graf ini mempunyai size 2

ataug =1.
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c. Derajat setiap titik pada graf ini adalah deg(v,) =1, deg(v,) =2, deg(v,) =1.
Maka derajat maksimum dari titik-titik pada graf ini adalah 2.
d. Panjang lintasannya adalah 2, yaitu W, =v,,e,,v,,e,,V,.
3.1.2.iii. Mencari Ciri umum Graf Latis Faktor untuk P’
Dari proses pembuatan graf latis faktor dari unsur-unsur dalam himpunan
P = {22,32,52} menggunakan latis faktor yakni graf latis faktor L, L, L,

diperoleh suatu pola sebagai berikut:

Tabel 3.2 Pola Graf Latis Faktor untuk Bilangan p*

e Lintasan Lintasan
G, Order Size Maksimum 3
] terpanjang | terpendek
titik
G, untuk 2’ 3 2 2 2 2
G, untuk 3’ 3 A 2 2 2
G, untuk 5° 3 D 2 2 2
G, untuk p’ 3 2 2 2 2

3.1.3. Pembahasan Himpunan P’

3.1.3.i. Mencari Faktor Pembagi Positif

Untuk mencari faktor pembagi positif (selanjutnya hanya disebut faktor)

dari suatu bilangan maka perlu diperhatikan definisi keterbagian.
1.2.i. Faktor dari 2’ adalah 1, 2, 2* dan 2’ . Selanjutnya faktor-faktor tersebut

dinotasikan sebagai barisan L, =1,2,2°,2°. Menurut definisi 5 di dalam

bab 2, 1(23)=4.
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1.2.ii. Faktor dari 3’ adalah 1, 2, 3* dan 3°, dinotasikan L, =1,3,3%,3’ dan
1(3')=4.

1.2.iii. Faktor dari 5° adalah 1, 5, 5* dan 5° dinotasikan L, =1,5,5%,5" dan
1(5%)=4.
Selanjutnya diperiksa apakah L, L, L, memenuhi postulat-postulat latis.

Untuk L, =1,2,2%,2°, barisan ini memuat faktor persekutuan terbesar

(FPB) tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari setiap

anggota dari himpunan L;; dengan demikian jika kita definisikan
FPB(a,b) =a*b, dan KPK(a,b) =acb, maka jika diambil a, b, ¢ di L, maka
postulat i sampai viii terpenuhi. Karena [, memenuhi kedelapan postulat latis,
maka L, adalah sebuah Latis.

Untuk L, =1,3,3%,3’, barisan ini memuat faktor persekutuan terbesar

(FPB) tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari setiap

anggota dari himpunan L,; dengan demikian jika kita definisikan
FPB(a,b) =a*b, dan KPK(a,b) =ac-b, maka jika diambil a, b, c di L, maka
postulat i sampai viii terpenuhi. Karena L, memenuhi kedelapan postulat latis,
maka L, adalah sebuah Latis.

Untuk L, =1,5,5%,5", barisan ini memuat faktor persekutuan terbesar

(FPB) tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari setiap

anggota dari himpunan L,; dengan demikian jika kita definisikan



FPB(a,b) =a*b, dan KPK(a,b) =acb, maka jika diambil @, b, ¢ di L, maka
postulat i sampai viii terpenuhi. Karena L, memenuhi kedelapan postulat latis,
maka L, adalah sebuah Latis.

Langkah selanjutnya adalah membuat diagram Latis Faktor dari L, L, L,.

Setiap titik pada graf mewakili faktor dalam diagram latis yang berarti bahwa
banyknya titik pada graf sama dengan banyaknya faktor pada diagram latis.
Setiap sisi pada graf mewakili garis pada diagram latis. Setelah terbentuk graf dari

L,L, L, selanjutnya adalah mendeskripsikan ciri yang dimiliki oleh graf latis

faktor yang terbentuk.
3.1.3.ii. Membuat Graf Latis Faktor

1. Graf Latis Faktor untuk Z,
L, =1,2,2%,2° adalah latis yang memuat empat faktor. Setiap faktor tersebut
diwakili oleh titik v, v,, v; dan v,. Garis pada diagram latis faktor diwakili oleh

sisi e, e, dan e, pada graf. Dengan mengikuti prosedur yang telah ditentukan

akan terbentuk graf sebagai berikut:

3
.2 oV
€
2
02 ®
L — G, 2
5}
0?2 [ I
)
L .y,

Gambar 3.7.a Diagram Latis Faktor L, Gambar 3.7.b Graf Latis Faktor G,



Graf ini adalah graf path yakni graf yang hanya memiliki satu lintasan. graf
ini mempunyai ciri di antaranya:
a. Memiliki 4 titik , ¥ (G,)= {w,v,,v;,v,} maka order dari G, adalah 4 atau p =
4.
b. Memiliki 3 sisi, £(G,)= {e,e,,e}, dengan demikian graf ini mempunyai
size 2 atau q = 2.
c. Derajat setiap titik pada graf ini adalah deg(v,) =1, deg(v,)=2, deg(v,) =2,
deg(v,) =1. Maka derajat maksimum dari titik-titik pada graf ini adalah 2.
d. Panjang lintasannya adalah 3, yaitu W, =v,,e;,v;,e,,v,,€,V,
2. Graf Latis Faktor untuk L,
L, =1,3,3%,3" adalah latis yang memuat empat faktor. Setiap faktor tersebut
diwakili oleh titik v, v,, v; dan v,. Garis pada diagram latis faktor diwakili oleh

sisi e, e, dan e, pada graf. Adapun gambarnya seperti di bawah ini:

° 3 o Vi

€

3 ®
2

L,: ——— G e
® 3 o V3

€

o, oy,

Gambar 3.8.a Diagram Latis Faktor L, Gambar 3.8.b Graf Latis Faktor G,

Graf ini mempunyai ciri:
a. Memiliki 4 titik , V' (G,)= {w,v,,v;,v,} maka order dari G, adalah 4 atau p

=4,



b.  Memiliki 3 sisi, £(G,)= {e,e,,e}, dengan demikian graf ini mempunyai
size 2 atau q = 2.

c. Derajat setiap titik pada graf ini adalah adalah deg(v,)=1, deg(v,)=2,
deg(v,) =2, deg(v,) =1. Maka derajat maksimum dari titik-titik pada graf ini
adalah 2.

d. Panjang lintasannya adalah 3, yaitu W, =v,,e;,v;,e,,v,,€,,v,

3. Graf Latis Faktor untuk L,

L, =1,5,5%,5 adalah latis yang memuat empat faktor. Setiap faktor tersebut
diwakili oleh titik v, v,, v; dan v,. Garis pada diagram latis faktor diwakili oleh

sisi e, e, dan e, pada graf. Adapun gambarnya seperti di bawah ini:

® o Vi

€
¢5 ®

L: r . 3 4 G, e,
®5 eV

€

° ®

Gambar 3.9.a Diagram Latis Faktor L3 Gambar 3.9.b Graf Latis Faktor G3

Urar 11 mempunyal CIri:

a. Memiliki 4 titik , V' (G;)= {w,v,,v;,v,} maka order dari G, adalah 4 atau p
4,

b. Memiliki 3 sisi, £(G;)= {e,e,,e,}, dengan demikian graf ini mempunyai

size 2 atau g = 2.



c. Derajat setiap titik pada graf ini adalah adalah deg(v,)=1, deg(v,)=2,
deg(vy) =2, deg(v,) =1. Maka derajat maksimum dari titik-titik pada graf ini
adalah 2.

d. Panjang lintasannya adalah 3, yaitu W, =v,,e;,v;,e,,v,,€,V,

3.1.3.iii. Mencari Ciri Umum Graf Latis Faktor untuk P’

Dari proses pembuatan graf latis faktor dari unsur-unsur dalam himpunan

:{22,32 ¢53 } menggunakan latis faktor yakni graf latis faktor L, L,L,

diperoleh suatu pola sebagai berikut:

Tabel 3.3 Pola Graf Latis Faktor untuk Bilangan p’

Derajat
G, Order | Size Maksimum Panjang Lintasan
titik
G, untuk 2° 4 3 P 3
G, untuk 3° | 4 3 2 3
G, untuk 5’ 4 3 2 3
G, untuk p’ 4 2 2 3

3.14. Mencari Ciri Umum Graf Latis Faktor untuk P”

Dari proses pembuatan graf latis faktor dari unsur dalam himpunan
P'={2,3,5711,-}, P*={2%3,5 711, -}, dan P'={2.3,5",7,10’,-]

diperoleh suatu pola sebagai berikut:
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Tabel 3.4 Pola Graf Latis Faktor untuk Bilangan p"

Derajat
G, Order | Size | Maksimum Panjang Lintasan
titik
G, untuk p 2 1 1 1
G, untuk p’ 3 2 2 2
G, untuk p’ 4 3 2 3
G, untuk p” n+1 n 2 n

Teorema 3.1

Jika G, adalah graf latis faktor dari bilangan prima berpangkat n, dengan n
bilangan asli, maka V' (G,)=n+1 dan E(G,)=n

Bukti:

Faktor pembagi positif dari p” adalah 1,p,p°, p’,---, p", maka menurut
teorema 2.1, ‘C( p”): n+1. Diagram latis faktor dari p" adalah seperti di

bawabh ini:

e

Gambar 3.10 Diagram Latis Faktor L



Jika diagram latis faktor L, dibuat graf G, , maka setiap faktor pada graf
latis faktor L, (yakni 1,p, p°,p’,--- p") diwakili oleh titik pada graf G,

(misal vy,v,,v,,v,,---,v ) seperti gambar di bawah ini:

® —
en
([ ] Vn—l
G, )
n—1
nsisi — L n+1 tutik
&
oV
)
oV
. F el
®, —

Gambar 3.11 Graf Latis Faktor G,

Jadi banyaknya faktor pada L sama dengan banyaknya titik pada G, yaitu

n+l.

Untuk membuktikan sisi, perhatikan graf latis faktor G, yang mempunyai
titik v,,v,,v,,v;,--+,v,. Karena G, merupakan graf path, maka setiap sisi
pada G, menghubungkan dua titik. Maka ada » sisi yang menghubungkan
setiap dua titik pada G, yaitu:

e =y,v), e, =,v,), e =(,,v;), e e =V, ,,v, 1),

e, =(v,_,,v,) Jika G, adalah graf latis faktor dari bilangan p”, maka untuk



n =1 derajat maksimum dari titik-titik pada G, adalah 1 dan untuk » > 1
derajat maksimum dari titik-titik pada G, adalah 2.

Bukti:
Graf latis faktor dari bilangan p" menurut teorema 3.1 mempunyai n+1

titik yakni v,,v,,v,,v;,---,v,. Dengan melihat gambar 3.11, maka dapat

diketahui bahwa:
deg(v,) =1
deg(v,)=2
deg(v;) =2
deg(vni) =2
deg(v,) =1

Jadi deg(v,)=2 untuk untuk n» = 1 derajat maksimum dari titik-titik pada G,
adalah 1 dan untuk »n > 1 derajat maksimum dari titik-titik pada G, adalah 2..
Teorema 3.2
Jika G, adalah graf latis faktor dari bilangan p" dengan n bilangan asli,
maka panjang lintasan dari G, adalah n.
Bukti:

Panjang lintasan pada graf G adalah sama dengan banyaknya sisi pada graf

tersebut. Menurut teorema 3.1 banyaknya sisi pada graf latis faktor G,

adalah »n, maka panjang lintasannya adalah n.



3.2.  Graf Latis Faktor Bilangan 2" x10
Pada subbab ini dibahas graf latis faktor dari bilangan 2" x10. Bilangan ini

dalam tulisan ini adalah anggota dari himpunan K = {20,40,---,2” ><10} dengan n

anggota himpunan bilangan asli. Agar pembahasan lebih sistematis, maka diikuti
prosedur yang telah ditentukan.
3.2.1. Mencari Faktor Pembagi Positif

1.2.1. Faktor dari 20 adalah 1, 2, 4, 5, 10 dan 20, dinotasikan
L =1,2,4,510,20 dan 1(20)=6.

1.2.i1. Faktor dari 40 adalah 1, 2, 4, 5, 8, 10, 20 dan 40, dinotasikan
L,=1,2,4,58,10,20,40 dan 1(40)=8.

1.2.11i. Faktor dari 80 adalah 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 40 dan 80, dinotasikan
L,=1,2,4,54,10,20,40,80 dan (80)=10.
Selanjutnya diperiksa apakah L,,L, L; memenuhi postulat-postulat dalam

definisi 2.6.
Untuk L, =1,2,4,5,10,20, barisan ini memuat faktor persekutuan

terbesar (FPB) tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari

setiap anggota dari himpunan L ; dengan demikian jika kita definisikan
FPB(a,b) =a*b, dan KPK(a,b) =acb, maka jika diambil a, b, ¢ di L, maka
postulat i sampai viii terpenuhi. Karena L, memenuhi kedelapan postulat latis,

maka L, adalah sebuah Latis.



Untuk L, =1, 2,4, 5,8,10,20,40, barisan ini memuat faktor persekutuan
terbesar (FPB) tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari
setiap anggota dari himpunan L,; dengan demikian jika kita definisikan
FPB(a,b) =a*b, dan KPK(a,b) =acb, maka jika diambil a, b, c di L, maka
postulat i sampai viii terpenuhi. Karena L, memenuhi kedelapan postulat latis,
maka L, adalah sebuah Latis.

Untuk L, =1, 2, 4, 5,8,10,20,40,80, barisan ini memuat faktor persekutuan
terbesar (FPB) tunggal dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK) tunggal dari
setiap anggota dari himpunan L,; dengan demikian jika kita definisikan
FPB(a,b) =a*b, dan KPK(a,b) =acb, maka jika diambil @, b, ¢ di L, maka
postulat i sampai viii terpenuhi. Karena L, memenuhi kedelapan postulat latis,
maka L, adalah sebuah Latis.

Langkah selanjutnya adalah membuat diagram Latis Faktor dari L, L, L,.

Setiap titik pada graf mewakili faktor dalam diagram latis. Hal ini berarti bahwa
banyaknya titik pada graf sama dengan banyaknya faktor pada diagram latis. Dan
setiap sisi pada graf mewakili garis pada diagram latis. Setelah terbentuk graf dari
L,L, L, selanjutnya adalah mendeskripsikan ciri yang dimiliki oleh graf latis
faktor yang terbentuk.

3.2.2. Membuat Graf Latis Faktor

1. Graf Latis Faktor untuk Z,



L =1,2,4,510,20 adalah latis yang memuat 6 faktor. Setiap faktor
tersebut diwakili oleh titik v,, v,, v,, v,, v, dan v,. Garis pada diagram latis
faktor diwakili oleh sisi e, e,, e,, e,, e, ¢, dan e,. Adapun gambarnya seperti
di bawah ini:

20
10

Gambar 3.12.a Diagram Latis Faktor L1 Gambar 3.12.b Graf Latis Faktor G]

Graf ini adalah graf tangga yang mempunyai ciri:

a. Memiliki 6 titik , ¥V (G,)= {v,v,,v,v,,5,v;} maka order dari G, adalah 6
atau p = 6.
b. Memiliki 7 sisi, E(G,) = {v,v,,v;,v,,vs,v}dengan demikian graf ini

mempunyai size 7 atau g = 7.
c. Sikel terpanjangnya adalah 6, yaitu C, =v,,e,,V,,€;,Vs,€,,V,,€,,V,,€,,V;,€,
d. Sikel terpendek adalah 4, yaitu C; =v,,e,v,,e;,v,,€,,v;,€,
2. Graf Latis Faktor untuk L,
L,=1,2,4,5.8,10,20,40 adalah latis yang memuat 8 faktor. Setiap faktor

tersebut diwakili oleh titik v, v,, v;, v,, v,v, , v, dan v,. Garis pada diagram



latis faktor diwakili oleh sisi e, e,, e,, ¢,, e, ¢, e,, ¢, e dan e,. Adapun

g

ambarnya seperti di bawah ini:

Gambar 3.13.a Diagram Latis Faktor L2

Gambar 3.13.b Graf Latis Faktor G,

Graf ini mempunyai ciri:

a.

&

Memiliki 8 titik , V(G,)= {v,v,,v3,V,,v5, Vs, v;, v} maka order dari G,
adalah 8 atau p = 8.

Memiliki 10 sisi, £(G,)= {e.e,,e;.€,,¢;,¢.€,,¢.6,,¢,} dengan demikian
graf ini mempunyai size 10 atau ¢ = 10.

Sikel terpanjangnya adalah 8, yaitu C; =v,,e,v,,es,Vs,€,V;,€5,V5,€,5 Vs
€,Vy,€4,V3,6,.

Sikel terpendek adalah 4, yaitu C; =v,,e,,v,,e;,v,,€,,V;,€,.

Graf Latis Faktor untuk L,

L,=1,2,4,5,.8,10,16,20,40,80 adalah latis yang memuat 10 faktor. Setiap faktor

tersebut diwakili oleh titik v,,v,,v;,v,, v, Vv, v,,V,V, dan v,. Garis pada
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diagram latis faktor diwakili oleh sisi e, e,, e;, ¢,, e, ¢, e, ¢, €,¢,,¢,,

e,dan e, . Adapun gambarnya seperti di bawah ini:

Gambar 3.14.a Diagram Latis Faktor L3 Gambar 3.14.b Graf Latis Faktor G3

Graf ini mempunyai ciri:

a.  Memiliki 10 titik , V' (G,)= {v,,v,,V3,V,,V5, Ve, V;, V5, Vo, Vo | maka order dari
G, adalah 10 atau p = 10.

b.  Memiliki 13 sisi, £(G,)= {e.e,,e;.€,,65.¢,€;,6,€,,€,,€,,€,,€5} dengan
demikian graf ini mempunyai size 13 atau q = 13.

c.  Sikel terpanjangnya adalah 10, yaitu C| =v,,e,,,,65,Vs,€,V;,€,,5Ve,€15,Vig»
€135V85€105 Vs> €55V4,€4,V3,6,.

d.  Sikel terpendek adalah 4, yaituC,; =v,,e,,v,,€;,V,,€,,V;,€,.

3.2.3. Mencari Ciri Umum Graf Latis Faktor Untuk 2" x10
Dari proses pembuatan graf latis faktor dari unsur-unsur dalam himpunan

K= {20,40,~~,2” xlO} yakni latis faktor L,,L, L, diperoleh graf yang memiliki

pola sebagai berikut:



Tabel 3.5 Pola Graf Latis Faktor untuk Bilangan 2" x10

L, Order | Size Sikel terpanjang Sikel terpendek
G, untuk 20 6 7 6 4
G, untuk 40 8 10 8 4
G, untuk 80 10 13 10 4
G, untuk 2"x10 | 2n+4 | 3n+4 2n+4 4

Teorema 3.4

Jika G, adalah graf latis faktor dari bilangan 2" x10 dengan » bilangan asli,

maka V' (G,)=2n+4 dan E(G,)=3n+4.

Bukti:

Faktor pembagi positif dari 2" x10 adalah sebagai berikut: 1, 2, 2>, 2°, .. .,

2", 2" 5,10, 2x10, 2> x10,2°x10, . .., 2"x10.

Untuk mencari banyak Faktor pembagi positif dari 2" x10 dimulai dengan

menyederhanakan bilangan 2" x10
2" x10 =28 %25
=2""%5
2" x5 suatu bilangan asli dengan pemfaktoran prima sehingga banyak
Faktor pembagi positif dari 2""' x5 dapat dicari dengan cara berikut:

T(2”x10)=‘c(2””><5)

= 1(2””)7(5)

=((n+D)+1)(1+1)



~(1+2)(2)

=2n+4

Adapun graf G, adalah sebagai berikut:

1 sisi

Gambar 3.15 Graf Latis Faktor Bilangan 2" x10

Setiap titik pada graf mewakili faktor positif dari bilangan 2" x10. Maka
banyaknya titik pada graf G, adalah 2n+4.

Untuk membuktikan banyaknya sisi dapat diketahui dengan melihat gambar

3.15. Graf di atas memiliki jumlah titik 3# + 4 dengan sebagai berikut:
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a.  e,=(2), e,=(2,4), ¢;=(48), -+, ¢,=(2"",2") sebanyak n
sisi.

b. e, =(10,20),e,, =(20,40),¢,, =(40,80),--,
e, =(2"7x10,2""x10), e,, = (2"" x10,2" x10) sebanyak n sisi.

c. e,=(210),¢,=(4,20),¢;=(8,40), -, e, =(2"",2"7x10),
e, =(2",2""x10,) sebanyak # sisi.

d.  ¢,=(510), e =(15),¢ =(2",2""), e, =(2"",2"x10) sebanyak 4
sisi.

Banyak semua sisi adalahn +n +n +4 =3n + 4.

Teorema 3.5
Jika G, adalah graf latis faktor dari bilangan 2" x10, n bilangan asli. Maka
sikel terpanjang pada G, adalah 2n+4 dan sikel terpendek pada G, adalah

4.
Bukti:

Dengan melihat gambar 3.15 dapat diketahui bahwa sikel terpanjangnya

adalah :

n—1 n n+l n
1, Oy, CHSiSRC RGN e e = ¢, 2"x10, e,,,
2""'%10, [ 2"%x10,---, 40, e,,,20, e,,10,¢,,5, e.

Panjang dari sikel ini dapat dilihat dari banyaknya sisi yang dilalui. Sisi

yang dilalui adalah:
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€lis €os €35 775 €, €667, €5 € 157 5€3565,,6)1,64,65
| | J | ]
[ I I
n sisi 2 sisi n sisi 2 sisi

Banyak semua sisi yang dilalui adalah n + n + 2 + 2 = 2n+4. Maka sikel
terpanjangnya adalah 2n+4.

Bahwa sikel terpendek pada gambar 3.15 adalah 1, ¢, 2, ¢, , 10, ¢,, 5,
e;. Banyaknya sisi yang dilalui adalah 4 yaitu ¢, ¢, e,, ¢;. Maka sikel

terpendeknya adalah 4.

3.3. Relevensi Graf Latis Faktor dengan Konsep Tingkatan orang
berpuasa
Untuk menyusun atau menggambar graf latis faktor dari L;,L, L; harus
memperhatikan langkah-langkah berikut:
1. Faktor terkecil sampai faktor terbesar digambar terlebih dahulu.
2. Faktor yang lebih kecil diletakkan di bawah sedangkan yang lebih besar di
atas.
3. Misal a , b, dan ¢ adalah faktor dari p dan a # b # c. a akan terhubung
pada b jika a |b (@ membagi b) dan tidak ada ¢ sedemikian sehingga c|b

dan alc.

Perhatikan sebuah graf latis faktor dari bilangan prima berpangkat n ( p”)

berikut:
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Gambar 3.16 Graf Latis Faktor G,

Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa setiap sisi yang menghubungkan
dua titik harus mengikuti aturan latis.

Dalam kitab Durratu an-Naasihiin dalam bab Fii Fadhilati as-Shoum ada
tiga tingkatan orang dalam berpuasa :

1. Shaumul & Isquo; Awwam (p)$2) a s)

Ibadah puasa pada tingkatan ini adalah mungkin bisa dikatakan sebagai
tingkatan yang paling rendah, karena orang yang berpuasa pada tingkatan ini
hanyalah puasa yang sekedar menjaga makan dan minum serta tidak melakukan
berhubungan sex dengan isteri.

2. Shaumul Khawash (02)$3) a sa)

Ibadah puasa pada tingkatan yang kedua ini adalah sebuah tingkatan ibadah
puasa yang mungkin bisa dikatakan tingkatan yang lebih tinggi dari yang pertama
tadi. Ibadah puasa pada tingkatan kedua ini mereka tidak hanya menahan diri dari

makan dan minum serta hubungan sex tetapi juga menjaga anggota badannya dari



berbuat maksiat. Seperti, menjaga matanya dari melihat yang dilarang agama,
menjaga mulutnya dari ghibah (membicarakan kejelekan orang lain), berbohong,
mengadu domba, bersumpah palsu. Kemudian menjaga kedua tangannya dari
perbuatan yang kotor serta menjaga kedua kakinya berjalan ketempat-tempat
maksiat, bahkan menjaga hatinya dari lupa kepada Allah SWT. Ibadah puasa pada
tingkatan ini biasanya dilakukan oleh paraorang-orang yang sholih.

3. Shaumul Khawaash al-Khawash (02 $3) o) sl a )

Ibadah puasa pada tingkatan yang ketiga ini adalah sebuah tingkatan puasa
yang mungkin bisa dikatakan sebagai tingkatan ibadah puasa yang paling tinggi
dari yang kedua di atas. Karena, ibadah puasa pada tingkatan ini bukan hanya
sekedar menahan makan dan minum serta tidak melakukan berhubungan sex
dengan isteri atau sekedar menjaga anggota badannya dari berbuat maksiat lebih
dari itu mereka mampu menjaga hatinya dari lupa kepada Allah, keinginan yang
bersifat duniawiyah atau berfikir tentang keduniaan. Ibadah puasa pada tingkatan
ini biasa dilakukan oleh para nabi.

Pembagian tingkatan ini disesuaikan dengan kualitas seseorang dalam
menjalankan puasa. Jadi tingkatan awwam adalam tingkatan terendah yakni puasa
yang sekedar menjaga makan dan minum serta tidak melakukan berhubungan sex
dengan isteri, tingkat selanjutnya adalah khawash yakni tidak hanya menjaga
makan dan minum serta tidak melakukan berhubungan sex dengan isteri akan
tetapi juga menjaga anggota badannya dari berbuat maksiat. Dan selanjutnya
Khawaash al-Khawash yakni tidak hanya sekedar menahan makan dan minum

serta tidak melakukan berhubungan sex dengan isteri atau sekedar menjaga



anggota badannya dari berbuat maksiat lebih dari itu yaitu mampu menjaga
hatinya dari lupa kepada Allah, keinginan yang bersifat duniawiyah atau berfikir
tentang keduniaan.

Jika ketiga tingkatan ini digambarkan dengan graf adalah sebagai berikut:

Tingkatan Tinggi el Al (el $Al) o g
Tingkatan Menengah ual Al a gua
Tingkatan Rendah alsad) a g

Gambar 3.17 Graf Tingkatan orang berpuasa

Titik pada graf tersebut adalah tingkatan orang berpuasa dan garis
menggambarkan proses yang harus ditempuh oleh manusia untuk menuju
tingkatan selanjutnya.

Untuk garis yang menghubungkan titik alsdl asa dengan o2l sadl asa berarti
proses seseorang untuk memenuhi syarat bahwa puasanya tidak hanya sekedar
menahan makan dan minum serta tidak berhubungan sex dengan istri. Lebih dari
itu harus menjaga anggota badannya dari berbuat maksiat.

Untuk garis yang menghubungkan titik oalsall aga dengan oalsddl aga
walsddl berarti proses seseorang untuk memenuhi syarat bahwa puasanya tidak
hanya sekedar menahan makan dan minum, tidak berhubungan sex dengan istri
dan menjaga anggota badannya dari berbuat maksiat. Akan tetapi juga mampu
menjaga hatinya dari lupa kepada Allah, keinginan yang bersifat duniawiyah atau

berfikir tentang keduniaan.



BAB1V

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembahasan pada Bab III, maka dapat diambil kesimpulan
sebagai berikut:

1. Untuk graf latis faktor bilangan prima berpangkat n:

a. Jika G, adalah graf latis faktor dari bilangan prima berpangkat n, dengan n
bilangan asli, maka V' (G,)=n+1 dan E(G,)=n

b. Jika G, adalah graf latis faktor dari bilangan p”, maka untuk n = 1 derajat
maksimum dari titik-titik pada G, adalah 1 dan untuk » > 1 derajat maksimum
dari titik-titik pada G, adalah 2.

c. Jika G, adalah graf latis faktor dari bilangan p” dengan n bilangan asli, maka
panjang lintasan dari G, adalah n.

2. Untuk graf latis faktor bilangan 2" x10:
a. Jika G, adalah graf latis faktor dari bilangan 2" x10 dengan n bilangan asli,
maka V(G,)=2n+4 dan E(G,)=3n+4.
b. Jika G, adalah graf latis faktor dari bilangan 2" %10, n bilangan asli. Maka
sikel terpanjang pada G, adalah 2n+4 dan sikel terpendek pada G, adalah 4.
4.2 Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada dua bilangan yakni bilangan

prima berpangkat n dan bilangan 2" x10. Pembahasan mengenai graf latis faktor masih

terbuka bagi peneliti lain yakni dengan memilih bilangan yang lain khususnya pada



bilangan komposit atau dengan menyempurnakan tampilan dan proses perhitungan

menggunakan program komputer.
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