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ABSTRAK

Alhidayah, Dzawin Nuha.2009. Ekuivalensi Integral Riemann dan Integral
Darboux. Jurusan Matematika. Fakultas Sains dan Teknologi. UIN Maulana Malik
Ibrahim.

Pembimbing: Hairur Rahman, S.Pd, M.Si.
Dr. Ahmad Barizi, M.A

Kata kunci: Terintegral Riemann, Terintegral Darboux, Integral Riemann, Integral
Darboux, Ekuivalensi

Pada tahun 1875 G. Darboux memodifikasi definisi Integral Riemann dengan
terlebih dahulu mendefinisikan jumlah Darboux atas dan Darboux bawah, selajutnya
mendefinisikan Integral Darboux atas dan Integral Darboux bawah.

b b
Keduanya memiliki ekuivalensi yaitu RJ (V. I f . Suatu fungsi dikatakan

terintegral Darboux jika dan hanya jika ia juga merupakan terintegral Riemann, dan
jika nilai-nilai Integral dari keduanya ada, maka bersifat sama. Integral Darboux
mempunyai keuntungan lebih sederhana dibanding Integral Rieman

Karena ekuivalensi maka sifat Integral Riemann yakni ketunggalan nilai,
kelinieran, keterbatasan juga berlaku pada Integral Darboux.

Adapun sifatnya adalah:

a. |S(O;f)-4<e
b. D[(f+8)x)=D[ f(x)+D[g(x)

e. Dfaf(x)=a(D)f()
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Dalam Matematika banyak sekali dikenal cabang ilmu. Salah satu
cabangnya adalah Analisis Real. Analisis sendiri merupakan proses mengurai
sesuatu hal menjadi berbagai unsur yang terpisah untuk memahami sifat,
hubungan, dan peranan masing-masing unsur. Analisis secara umum sering

juga disebut dengan pembagian. Dalam logika, analisis atau pembagian berarti
pemecah-belahan atau penguraian secara jelas berbeda ke bagian-bagian dari
suatu keseluruhan.

Selain Analisis dalam Matematika kita juga mengenal ilmu Kalkulus
yang merupakan ilmu dasar Matematika. Kalkulus (dari Bahasa Latin
calculus yang artinya "batu kecil") adalah cabang ilmu matematika yang
mencakup limit, turunan, integral, dan deret takterhingga. Kalkulus
mempunyai aplikasi yang luas dalam bidang sains dan teknik. Kalkulus
memiliki dua cabang utama, kalkulus diferensial dan kalkulus integral yang
saling berhubungan melalui teorema dasar kalkulus. Pada periode zaman
kuno beberapa pemikiran tentang integral kalkulus telah muncul, namun tidak
dikembangkan dengan baik dan sistematis(Cennapedia;2000:1).

Perhitungan volume dan luas yang merupakan fungsi utama dari
kalkulus integral bisa ditelusuri kembali pada Papirus Moskow Mesir (1800

SM) di mana orang Mesir menghitung volume dari frustrum piramid.



Archimedes mengembangkan pemikiran ini lebih jauh dan menciptakan
heuristik yang menyerupai kalkulus integral. Sekitar tahun 1000,
matematikawan Irak Ibn al-Haytham (Alhazen) menjadi orang pertama yang
menurunkan rumus perhitungan hasil jumlah pangkat empat, dan dengan
menggunakan induksi matematika, dia mengembangkan suatu metode untuk
menurunkan rumus umum dari hasil pangkat integral yang sangat penting

terhadap perkembangan kalkulus integral.

Teorema fundamental kalkulus menyatakan bahwa turunan dan
integral adalah dua operasi yang saling berlawanan. Lebih tepatnya, teorema
ini menghubungkan nilai dari anti derivatif dengan integral tertentu. Karena
lebih mudah menghitung sebuah anti derivatif daripada mengaplikasikan
definisi dari integral, teorema fundamental kalkulus memberikan cara yang
praktis dalam menghitung integral tertentu. Teorema fundamental kalkulus
menyatakan: Jika sebuah fungsi f'adalah kontiniu pada interval [a,b] dan jika

F adalah fungsi yang mana turunannya adalah f'pada interval (a,b), maka
b
[ fG)dx = F(b)- F(a)

Dalam perkembangannya Kalkulus mengalami perkembangan yang
sangat pesat. Demikian juga dengan Integral mengalami perkembangan yang
cukup signifikan dengan sumbangan pemikiran dari tokoh-tokoh matematika.
Sir Isac Newton adalah orang yang mempunyai kontribusi besar dalam
Kalkulus. Begitu juga Leibniz. Hanya saja Newton memulai dari Turunan

sedangkan Leibniz sebaliknya. Ia lah yang pertama kali mencetuskan notasi



Integral yang dipakai hingga sekarang(www. Mate-mati-kaku. Com. Kalkulus
dan sejarahnya. Di akses tanggal 22 Desember 2008).

Teorema Integral sudah dimulai pada abad ke-17, tetapi hingga akhir
abad tersebut belum ada validitas istilah-istilah Integrasi hingga Cauchy
membuktikannya sebagai pijakan. Cauchy memberikan definisi modern
tentang kekontinuan dan mendefinisikan Integral sebagai penjumlahan limit.
Dia memulai pekerjaannya pada tahun 1814, dua tahun kemudian dia

mendefinisikan limit sebagai penjumlahan Cauchy.
Zf(xi (xi g B ))
=1

Kalkulus dikembangkan lebih lanjut oleh Jacob dan Johann Bernoulli
disusul oleh L’Hopital sehingga makin lengkap. (www. Mate-mati-kaku.
Com. Kalkulus dan sejarahnya. Di akses tanggal 22 Desember 2008).

Suatu definisi integral matematika juga diberikan oleh Bernhard
Riemann. Yang didasarkan pada suatu prosedur pembatasan yang mendekati
area suatu daerah kurva linier dengan patahan daerah ke dalam papan-papan
vertikal.

Di dalam analisis real di kenal juga adanya Integral Darboux. Integral
Darboux pertama kali dikembangkan oleh Gaston Darboux. Integral Darboux
berawal dari kesulitan untuk memperlihatkan bahwa semua fungsi monoton
adalah terintegral dan menunjukkan bahwa hasil fungsi yang terintegral
adalah terintegral juga dengan menggunakan definisi /ntegral Riemann. Oleh
karena itu digunakan Integral Darboux yang lebih sederhana. Pada Integral

Darboux kita dapat menunjukkan semua bagian yang berada pada Integral



Riemann dan akan mudah membuktikan bahwa fungsi monoton adalah
terintegral. Pada dasarnya Integral Darboux adalah sama dengan Integral

Riemann.
b b
R j f=D j f

Artinya bahwa suatu fungsi dikatakan terintegral Darboux jika dan
hanya jika ia juga merupakan terintegral Riemann, dan jika nilai-nilai
integral dari keduanya ada, maka bersifat sama. [Integral Darboux
mempunyai keuntungan lebih sederhana dibanding [Integral Rieman.
(www..wikipedia.org/wiki/Darboux_integral. Di akses tanggal 13 Juli 2009)
Adapun tentang sesuatu yang mempunyai nilai yang sama tersebut
dijelaskan juga dalam Al-qur’an dalam surat An-Nisa ayat 32 tentang
kesetaraan antara laki-laki dan perempuan yang hampir sama konsepnya
dengan [Integral Riemann dan Darboux. Meski pada dasarnya perempuan
dikatakan sama dengan laki-laki tapi tetap laki-laki lah yang bisa menjadi
pemimpin. Demikian juga dengan Integral Darboux, meski mempunyai nilai

yang sama dengan Integral Riemann, tapi tetaplah Integral Riemann yang

menjadi acuan karena Integral Darboux merupakan perluasan dari Integral

Riemann.
T SR PR M sgs 9 PR
- 7
. do
& c
] - =7 cg e A T 22 g - TV Rt



Artinya:” Dan janganlah kamu iri hati terhadap apa yang dikaruniakan
Allah kepada sebahagian kamu lebih banyak dari sebahagian yang
lain. (karena) bagi orang laki-laki ada bahagian dari pada apa yang
mereka usahakan, dan bagi Para wanita (pun) ada bahagian dari
apa yang mereka usahakan, dan mohonlah kepada Allah sebagian
dari karunia-Nya. Sesungguhnya Allah Maha mengetahui segala
sesuatu”(An-Nisa:32).

Berdasarkan uraian diatas, maka penulis ingin mengkaji lebih dalam
permasalahan ini dan membahasnya dengan judul “EKUIVALENSI

INTEGRAL RIEMANN DAN INTEGRAL DARBOUX”

1.2. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka dalam pembahasan ini, akan
diberikan rumusan masalah
1. Bagaimana bukti ekuivalensi Integral Riemann dan Integral Darboux?

2. Bagaimana bukti sifat-sifat Integral Darboux?

1.3. Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah diatas maka tujuan dari penulisan
skripsi ini adalah
1. Untuk membuktikan ekuivalensi /ntegral Riemann dan Integral Darboux

2. Untuk membuktikan sifat-sifat Integral Darboux.

1.4. Batasan Masalah
Pada penulisan skripsi ini, permasalahan hanya dibatasi pada Integral

Riemann dan Integral Darboux serta pada interval [a,b].



1.5. Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian untuk skripsi ini antara lain:

. Bagi peneliti, sebagai tambahan informasi dan wawasan mengenai kaitan

Integral Riemann dan Integral Darboux.
Bagi pemerhati matematika, sebagai tambahan pengetahuan bidang

matematika, khususnya bidang fungsi analisis.

1.7. Metode Penelitian

Metode yang digunakan oleh penulis dalam menyusun skripsi ini

adalah metode kajian pustaka, yaitu deskripsi teoritis tentang objek yang

diteliti dengan cara mendalami, mencermati, menelaah dan mengidentifikasi

pengetahuan yang ada dalam kepustakaan (sumber bacaan, buku-buku

referensi atau hasil penelitian lain) untuk menunjang penelitian. (Igbal

Hasan.2002: 45).

1.

Adapun langkah-langkah dalam penulisan skripsi ini adalah:
Merumuskan masalah. Sebelum penulis memulai kegiatannya, penulis
membuat rancangan terlebih dahulu mengenai suatu permasalahan yang
akan dibahas.

Mengumpulkan data dan informasi dengan cara membaca dan memahami
beberapa literatur yang berkaitan dengan Integral baik itu Rieman maupun
Darboux. Diantara buku yang digunakan penulis adalah Pengantar
Analisis Real, Kalkulus dan Geometri Analitis serta buku lain yang

menunjang penulisan skripsi ini.



3. Setelah memperoleh data-data dan informasi mengenai Integral Darboux
dan Riemann, langkah selanjutnya adalah membuktikan Ekuivalensi baik
itu dari Integral Riemann ke Integral Darboux atau sebaliknya dengan
menggunakan teorema yang telah ada kemudian menjelaskan dan
melengkapi bukti tersebut. Langkah selanjutnya yaitu membuktikan sifat-
sifat dari Integral Darboux dengan menerapkan sifat-sifat dari Integral
Riemann.

4. Membuat kesimpulan. Kesimpulan merupakan gambaran langkah dari
pembahasan atas apa yang sedang ditulis. Kesimpulan didasarkan pada
data yang telah dikumpulkan dan merupakan jawaban dari permasalahan

yang dikemukakan.

1.8. Sistematika Pembahasan

Sistematika pembahasan merupakan rangkaian urutan dari beberapa
uraian penjelasan dalam suatu karya ilmiah. Dalam kaitannya dengan
penulisan skripsi ini, kami menyusun sistematika pembahasan sebagai
berikut.

Pada bab pertama dipaparkan bagaimana latar belakang terjadinya
ekuivalensi antara Integral Riemann dan Integral Darboux, rumusan masalah,
tujuan, batasan masalah, manfaat penelitian serta metode penelitian yang
dipakai oleh penulis.

Pada bab dua dipaparkan berbagai teori yang dipakai untuk menunjang

pembahasan dalam bab tiga juga memaparkan integrasi antara ekuivalensi



Integral Riemann dan Integral Darboux. Pada bab selanjutnya yakni bab tiga
dipaparkan hasil penelitian penulis bagaimana proses terjadinya ekuivalensi
antara Integral Riemann dan Integral Darboux serta sifat-sifat ekuivalensi
Integral Riemann dan Integral Darboux.

Pada bab terakhir dipaparkan kesimpulan dari penelitian yang

dilakukan oleh penulis.



BABII

KAJIAN TEORI

2.1. Konsep Ekuivalensi Dalam Islam

Ekuivalensi mempunyai arti setara atau mempunyai nilai yang sama.
Meski keduanya berbeda, tapi mempunyai nilai yang sama.

Untuk kaitan integrasi agama dan kajian skripsi ini penulis mengaitkan
integrasinya dengan kesetaraan antara laki-laki dan perempuan. Pada dasarnya
laki-laki dan perempuan memang berbeda, tapi keduanya mempunyai nilai yang
sama dalam beberapa hal. Konsep ini sama dengan konsep ekuivalensi /ntegral

Riemann dan Integral Darboux. Seperti diperlihatkan dalam diagram berikut:

Integral Riemann |—| [S(P.f)-4|<e

Nilai sama

Integral Darboux |—» ).

(0. /)= [ f(x)d

Dalam Islam terutama dalam Al-qur’an banyak menjelaskan tentang

kesetaraan atau sesuatu yang berbeda, tapi pada akhirnya bernilai sama

Nilai-nilai tersebut antara lain nilai kemanusiaan, keadilan, kemerdekaan,
kesetaraan dan sebagainya. Berkaitan dengan nilai keadilan dan kesetaraan, Islam
tidak pernah mentolerir adanya perbedaan atau perlakuan diskriminasi diantara

umat manusia.
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Laki-laki Fisik/biologis
Berbeda dalam
berbagai hal
Perempuan s Tugas
Kedudukan
v
Namun kedudukan akan setara Perolehan pahala
dalam
Kewajiban menuntut ilmu

Penciptaan

Banyak ayat al-Qur’an yang telah menunjukkan bahwa laki-laki dan
perempuan adalah sama-sama semartabat sebagai manusia, terutama secara
spiritual. Begitu pula, banyak hadis yang menunjukkan kesamaan harkat laki-laki
dan perempuan. Dalam pandangan agama Islam, segala sesuatu diciptakan Allah
dengan kodrat

NSV
>

Nam

’

Artinya: ” Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran’
(Al-Qomar: 49).

.Ada beberapa hal yang mencakup kesetaraan antara laki-laki dan perempuan

antara lain:
e Dalam hal penciptaan

Al-Qur’an tidak membedakan perempuan dan laki-laki dalam konteks

penciptaan dan proses selanjutnya sebagai manusia. Dalam pandangan al-Qur’an,
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Allah menciptakan semuanya (perempuan dan laki-laki) adalah “untuk satu
tujuan” seperti yang tertulis dalam Firman Allah:

P

}i;ég A.CLWJ‘ \)J é}:ﬂ.ﬁ g‘ La.‘,g.ﬁ Lﬁj uo)YTj g)'}‘.;jaj“’ Lfél; L:j

Artinya. "Dan tidaklah kami ciptakan langit dan bumi dan apa yang ada di antara
keduanya, melainkan dengan benar. dan Sesungguhnya saat (kiamat) itu
pasti akan datang, Maka maafkanlah (mereka) dengan cara yang baik(
Al-Hijr: 85)

Dalam surat lain juga disebutkan tentang penciptaan laki-laki dan

perempuan yang menyatakan tidak ada perbedaan. Seperti yang termaktub dalam

surat Al-Isro ayat 70:

V.,JaJ\ V_@_Jjgj A A G il 3l o LS dals

> g w '/ i 2

Artinya: "Dan Sesungguhnya Telah kami muliakan anak-anak Adam, kami angkut
mereka di daratan dan di lautan. kami beri mereka rezki dari yang baik-
baik dan kami lebihkan mereka dengan kelebihan yang Sempurna atas

i3]

kebanyakan makhluk yang Telah kami ciptakan”.

Adapun tentang kedudukan laki-laki dan perempuan Allah menjelaskan

dalam beberapa surat dalam Al-qur’an antara lain Surat Ali-Imran ayat 195:
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Artinya: "Maka Tuhan mereka memperkenankan permohonannya (dengan
berfirman): "Sesungguhnya Aku tidak menyia-nyiakan amal orang-
orang yang beramal di antara kamu, baik laki-laki atau perempuan,
(karena) sebagian kamu adalah turunan dari sebagian yang lain. Maka
orang-orang yang berhijrah, yang diusir dari kampung halamannya,
vang disakiti pada jalan-Ku, yang berperang dan yang dibunuh,
Pastilah akan Ku-hapuskan kesalahan-kesalahan mereka dan Pastilah
Aku masukkan mereka ke dalam surga yang mengalir sungai-sungai di
bawahnya, sebagai pahala di sisi Allah. dan Allah pada sisi-Nya pahala
yvang baik."

Ayat-ayat tersebut memuat bahwa Allah SWT secara khusus menunjuk
baik kepada perempuan maupun lelaki untuk menegakkan nilai-nilai islam dengan
beriman, bertaqwa dan beramal. Allah SWT juga memberikan peran dan tanggung
jawab yang sama antara lelaki dan perempuan dalam menjalankan kehidupan
spiritualnya. Dan Allah pun memberikan sanksi yang sama terhadap perempuan
dan lelaki untuk semua kesalahan yang dilakukannya. Jadi pada intinya
kedudukan dan derajat antara lelaki dan perempuan dimata Allah SWT adalah

sama, dan yang membuatnya tidak sama hanyalah keimanan dan

ketaqwaannya(http://www.lbh-apik.or.id/fact%2054.kesetaraangenderdalamAl-

qura’n.htm. Diakses tanggal 13 Juli 2009).
e Dalam hal perolehan pahala dalam beribadah

Menurut surat Al-Dzariat ayat 56:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Artinya: "Dan Aku tidak menciptakan jin dan manusia melainkan supaya mereka

mengabdi kepada-Ku”.

Dalam kapasitas sebagai hamba tidak ada perbedaan antara laki-laki dan
perempuan. Keduanya mempunyai potensi dan peluang yang sama untuk menjadi
hamba ideal. Hamba ideal dalam Al-qur’an biasa diistilahkan sebagai orang-orang
yang bertagwa, dan untuk mencapai derajat taqwa ini tidak dikenal adanya
perbedaan jenis kelamin, suku bangsa atau kelompok etnis tertentu sebagaimana
disebutkan dalam surat Al-Hujurat ayat 13.

Dari kutipan ayat di atas jelas bahwa Allah memberikan peluang yang
seluas-luasnya bagi perempuan untuk menjalankan tugas-tugasnya asalkan masih
dalam batas-batas yang tidak keluar dari ayat tersebut.

Menurut ajaran al-Qur’an, pengabdian kepada Allah tidak bisa dipisahkan
dari pengabdian kepada umat manusia, atau, dalam istilah Islam, orang-orang
yang beriman kepada Allah harus menghormasti Haqqullah (hak-hak Allah) dan
Haqul ‘Ibad (hak-hak makhluq). Pemenuhan kewajiban kepada Tuhan dan
manusia merupakan hakekat kesalehan. Laki-laki dan perempuan sama-sama
diseru oleh Allah agar berbuat kebajikan dan akan diberi pahala yang sma untuk
kesalehan mereka. Hal ini dinyatakan dengan jelas dalam sejumlah ayat al-Qur’an
seperti berikut :

po A /'f
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Artinya: "Maka Tuhan mereka memperkenankan permohonannya (dengan
berfirman): "Sesungguhnya Aku tidak menyia-nyiakan amal orang-
orang yang beramal di antara kamu, baik laki-laki atau perempuan,
(karena) sebagian kamu adalah turunan dari sebagian yang lain[259].
Maka orang-orang yang berhijrah, yang diusir dari kampung
halamannya, yang disakiti pada jalan-Ku, yang berperang dan yang
dibunuh, Pastilah akan Ku-hapuskan kesalahan-kesalahan mereka dan
Pastilah Aku masukkan mereka ke dalam surga yang mengalir sungai-
sungai di bawahnya, sebagai pahala di sisi Allah. dan Allah pada sisi-
Nya pahala yang baik."(Q.S. Ali-Imron: 195)
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Artinya: "Dan orang-orang yang beriman, lelaki dan perempuan, sebahagian
mereka (adalah) menjadi penolong bagi sebahagian yang lain. mereka
menyuruh (mengerjakan) yang ma'ruf, mencegah dari yang munkar,
mendirikan shalat, menunaikan zakat dan mereka taat pada Allah dan
Rasul-Nya. mereka itu akan diberi rahmat oleh Allah; Sesungguhnya
Allah Maha Perkasa lagi Maha Bijaksana”(Q.S. At-Taubah: 71)

Ayat-ayat di atas mengisyaratkan konsep kesetaraan laki-laki dan
perempuan yang ideal dan memberikan ketegasan bahwa prestasi individu, baik
dalam bidang spiritual maupun urusan karier profesional, tidak mesti dimonopoli

oleh salah satu jenis kelamin saja.
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e Dalam hal pendidikan
Dalam hal pendidikan mengenai kesetaraan antara laki-laki dan

perempuanAllah menjelaskan dalam Al-Qur’an surat al-Mujadalah ayat 11 yakni:

ﬁTc&j]MBM‘J‘M@&‘J‘]w;Jv\] L((‘
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Artinya: "Hai  orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu:
"Berlapang-lapanglah dalam majlis", Maka lapangkanlah niscaya Allah
akan memberi kelapangan untukmu. dan apabila dikatakan: "Berdirilah
kamu", Maka berdirilah, niscaya Allah akan meninggikan orang-orang
vang beriman di antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu
pengetahuan beberapa derajat. dan Allah Maha mengetahui apa yang
kamu kerjakan”

—\
$ %
e

£
\

Dari ayat tersebut, kita bisa memahami bahwa orang yang berilmu punya
posisi yang berbeda dengan orang yang tidak berilmu. Ayat-ayat tersebut juga
merupakan pendorong bagi umat Islam untuk selalu berusaha meningkatkan
kualitas keilmuannya.

Dari ayat tersebut juga dapat kita pahami bahwa menuntut ilmu juga
diwajibkan atas laki-laki dan perempuan. Karena dalam ayat tersebut tidak
dijelaskan tentang kewajiban pada salah satu pihak.Dalam hal berprestasi Islam
juga tidak membeda-bedakan antara laki-laki dan perempuan. Semuanya bisa
berprestasi dalam segala hal.

Ketiganya mengisyaratkan konsep kesetaraan gender yang ideal dan
memberikan ketegasan bahwa prestasi individual, baik dalam bidang spiritual

maupun karier profesional, tidak mesti didominasi oleh satu jenis kelamin
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saja(http://www.lbh-apik.or.id/fact%2054.kesetaraangenderdalamAl-qura’n.htm.

Diakses tanggal 13 Juli 2009).

2.2. Konsep Limit
Definisi 2.2.1. Jika f sebuah fungsi yang terdefinisi suatu selang terbuka
yang memuat bilangan a, kecuali mungkin pada a itu sendiri. Maka dikatakan

bahwa limit f(x) untuk x mendekati a adalah L, dan dituliskan
lim f(x)=L (1)

x—a

Jika untuk setiap bilangan & >0 terdapat bilangan yang 6 >0 sedemikian
hingga
‘f(x)—L‘<8 bilamana 0<‘x—a|<5 2)
(Stewart; 1999: 105)

Contoh 2.2.1.1 Buktikan bahwa lin}(3x —7). =5

Andaikan ¢ bilangan positif sebarang. Maka dihasilkan suatu 6 >0 sedemikian

schingga
0<|x—4<5=|3x-7)-5<e
Pandang ketaksamaan disebelah kanan
(Bx-=7)-5|<5 < Px-12|<e
S Px-4)<e

= ‘3||x—4| <&

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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@‘x—4‘<£
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(Purcell; 1987: 81)

Teorema 2.2.2. diberikan f: A = R — R dan a titik limit A. Jika f(x) mempunyai
limit untuk x — a, maka limitnya tunggal
Bukti:

Ambil bilangan & >0 sebarang dan andaikan f{x) mempunyai limit K dan

L dengan K #L untuk x —a . Jadi untuk setiap bilangan & >0 yang

ditunjuk dapat dipilih bilangan 7, >0 dan bilangan », > 0. Sehingga berlaku
£
|f(x)-K]|< 3

Untuk setiap x € 4 dengan 0 < ’x — a| <r dan

f(x) - L] < %
Untuk setiap xe 4 dengan 0< |x = a| <r,. Selanjutnya dengan mengambil
bilangan » = min{r,,r, } diperoleh
K -L|=|K+ f(x)- f(x)-L|

<|f()-L|+|K + f(x)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Untuk setiap x € 4 dengan 0 < |x - a‘ < r dengan kata lain diperoleh K=L,

suatu kontradiksi. Jadi yang benar limit f{x) untuk x — a adalah tunggal.

(Rahman; 2008:137-138)

Teorema 2.2.3. Misalkan lim f(x) = K,limg(x) =L berlaku

1.

24

Bukti:

2.

lim(ef J(x) = .lim f(x) = @K untuk o sebarang konstanta o .

lim(f + g)(x)=lim f(x) + limg(x) = K + L

. lim(/g )(x) = lim / (x).limg(x) = K.L

v lim £(x)

. limZ (x)=—222 _ =— jika L0

xoa g lim g(x)

x—a

. Diambil sebarang barisan bilangan nyata {xn} yang konvergen ke a.

Oleh karena itu diperoleh barisan {f(x,)} dan barisan {g(x,)}

berturut-turut konvergen ke K dan L, maka
lim f(x,) = K,limg(x,) = L
Selanjutnya diperoleh
@ﬂ@%ﬂ:m@gﬂ@:ak
lim(/ + g o) = lim(/ + g ), )
= lim{/(x, )+ g(x, )}
= lim f(x,) + lim g(x, )

=K+L
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3. lim(fg)(x) = lim(fg )x)
=lim f(x,).limg(x,)

=K.L

X—a g X—>00! g

4. 1imi(x) = 1im(fJ(xn)

< DN
A glx,)

:]Z, asalkan L # 0

Teorema 2.2.4.( Kriteria Limit): Misalkan f: A —= R dan a merupakan titik limit
himpunan A maka

(i). limf =L

(i1).Untuk setiap & >0 terdapat 6 >0 sehingga jika xe 4 dan
0<|xr—da| <& berakibat [f(x)-L|<e.

Bukti:
(1) —=(ii). Diketahui bahwa f mempunyai limit L pada a. Kemudian untuk setiap

bilangan & >0 terdapat 6 >0 sehingga jika x € AN N;(a)dan x # aberakibat
f(x) e Ng(L). Kemudian karena x terdapat pada N(a)dan x # a jika dan hanya
jika 0<|x—a|<& karena f(x)e N, (L) jika dan hanya jika [f(x)—L|<¢& jadi
jika x € 4 memenuhi 0 < |x - a‘ < ¢ dan f{x) memenuhi | f(x)- L| <eg .

(11) —(1). Jika kondisi (i1) terpenuhi untuk 6 >0 pada Nj(a) = (a -0,a+0 ) dan

untuk setiape >0pada N, (L):=(L—-¢,L+¢) Kemudian kondisi (ii) akan
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terpenuhi jika x berada pada N, (a) dimana xeAd4 dan x#a.Dan
f(x) e N, (L) maka f mempunyai limit pada a.
Contoh 2.2.4.1:

limb =54

x—a

Misal f(x) = b Vx € R didefinisikan bahwa lim f = 5. Jika untuk setiap

xX—a

bilangane >0 maka J=1. Kemudian jika 0< |x— a’ <1  terdapat

|f(x) - b’ = |b — b| =0 < ¢ . Karena memenuhi maka lim ' = b

Seperti halnya Integral yang mempunyai batasan(Limit), yaitu batas atas
dan batas bawah, maka dalam agama Islam pun terdapat beberapa batasan agar
umat manusia tidak terjerumus dalam perbuatan dosa. Sejak awal manusia
diciptakan yang ditugasi sebagai khalifah dimuka bumi ini Islam telah
mengajarkan bagaimana tugas manusia itu di bumi hingga tidak melampau batas.
Atau mengingkari apa yang telah menjadi tugasnya. Namun, ada pula manusia
yang mengingkari tugasnya karena merasa tidak mampu.

Sebagian besar manusia mengklaim bahwa sangat sulit bagi mereka untuk
melaksanakan ajaran agama dan itulah alasannya mengapa mereka tidak
menjalankan prinsip-prinsip agama. Dengan cara ini, mereka berharap kesalahan
mereka berkurang. Akan tetapi, mereka hanya membohongi diri mereka sendiri.

Allah sebagai penguasa alam tidak membebani seseorang diluar batas

kemampuannya. Sebagaimana dikatakan dalam Al-qur’an:
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Artinya: "Allah  tidak membebani  seseorang melainkan sesuai  dengan
kesanggupannya. ia mendapat pahala (dari  kebajikan) yang
diusahakannya dan ia mendapat siksa (dari kejahatan) yang
dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya Tuhan kami, janganlah FEngkau
hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya Tuhan kami, janganlah
Engkau bebankan kepada kami beban yang berat sebagaimana Englkau
bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan kami, janganlah
Engkau pikulkan kepada kami apa yang tak sanggup kami memikulnya.
beri ma'aflah Kami; ampunilah Kami; dan rahmatilah kami. Engkaulah
penolong kami, Maka tolonglah kami terhadap kaum yang kafir.(Q.S. Al-
Bagarah: 286)"

Di dalam syariat Islam, semua perintah Allah sesuai dengan fitrah alami
kemampuan manusia. berbagai perintah Tuhan yang diberikan pun masih dalam
batas kemampuan dan kelemahan manusia. Oleh karena itu tiap manusia akan
ditanya pertanggung-jawaban mereka masing-masing.

Namun, manusia meski dikatakan sebagai makhluk yang sempurna dalam
beberapa hal juga mempunyai keterbatasan termasuk dalam ilmu pengetahuan.
Meski kemampuannya terbatas Allah tetap menjanjikan akan meninggikan orang
derajat orang yang giat menuntut ilmu.

Dalam surat Al-Mukminun ayat 62 juga disebutkan

29 05455 ¥ 2 L s 55 65 e 331 s L
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Artinya: "Kami tiada membebani seseorang melainkan menurut kesanggupannya,
dan pada sisi kami ada suatu Kitab yang membicarakan kebenaran, dan
mereka tidak dianiaya”.

Yang dimaksud kitab disini adalah kitab tempat malaikat menuliskan

perbuatan seseorang biarpun buruk atau baik dihari kiamat.

2.3. Barisan dan Limit

Barisan pada himpunan S adalah suatu fungsi dengan domaian I dan
mempunyai range dalam S.
Definisi 2.3.1. Barisan bilangan real adalah suatu fungsi yang didefinisikan pada
himpunan N dengan range dalam R .

Barisan sering dinotasikan dengan X atau (x,) atau {x, }”ZI . Apabila diketahui

suatu barisan Y artinya ¥ = (y, ).

(Riyanto;2008: 38)
Contoh 2.3.1.1

a). Barisan (x,) dengan x, =(~1)" adalah barisan -1, 1, -1, 1,, (=1)",...

b). Barisan (x, ) dengan x, = 1 A 1 :neN :l,l,l,.., 1 .
2"\ 2" 248 2"
¢). Barisan konstan (k,) dengan k, =3 adalah 3,3,3....
Definisi 2.3.2 : Diberikan barisan bilangan real(x,) dan (y,) dan a € R . Maka

dapat didefinisikan

). (x,)£(,)=(x,+y,)



23

(ii). a(x,)=(ax,)
(iih). (x, M(v,)=(x,»,)

(v). ) = (%} ,asalkan y, #0

(Riyanto;2008:39)
Definisi 2.3.3.(limit Barisan): Diketahui (x,) barisan bilangan real. Suatu

bilangan real x dikatakan limit barisan (xn ) Jika untuk setiap & >0 terdapat

k € N sedemikian hingga untuk setiap ne N dengan n Zk(g) berlaku

x,—x<e.
Jika x adalah limit suatu barisan (x, ) , maka dikatakan (x,) konvergen ke

x. Dalam hal ini ditulis lim(x,)=x atau atau x, - x. Jika (x,) tidak

n—0

konvergen maka (x,) dikatakan divergen.
(Riyant0;2008:39)
Teorema 2.3.4: jika barisan (xn) konvergen maka (xn) mempunyai paling banyak

satu limit(limitnya tunggal).
Bukti:

Andaikan lim(x, )= x'dan lim(x,)=x" dengan x =x'. Maka untuk

n—>o0 n—>0

sebarang & >0 terdapat K sedemikian hingga ‘xn - x" <§ untuk setiap 7> K’

dan terdapat K~ sedemikian hingga

X, —x"’ <§ untuk setiap n > K. Dipilih
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K = max{K LK } . Menggunakan ketaksamaan segitiga, maka untuk »n>K
diperoleh

’x - X ’=’x —xn+xn—x’

:’x = +’xn - X ’

Karena berlaku untuk setiap & >0, maka x —x" =0 yang berarti x = x’
. Kontradiksi dengan pengandaian. Jadi terbukti bahwa limitnya tunggal.
(Riyant0;2008:39-40)
Definisi 2.3.5(Teorema-Teorema Limit): Barisan bilangan real X =(x,)
dikatakan terbatas jika terdapat bilangan real M >0  sedemikian hingga
|xn| <M untuk semua ne N .
Oleh karena itu barisan (x,) jika dan hanya jika himpunan {xn neN }
merupakan subset terbatas dalam R
(Riyant0;2008: 45)
Teorema 2.3.6 : Diketahui X = (x,) konvergen, maka X = (x,) terbatas.
Bukti:
Diketahui X =(x,) konvergen, misalkan konvergen ke x. Diambil ¢ =1.

Maka terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku |xn - x| <l.

Menggunakan ketaksamaan segitiga, maka |xn| —‘x| <1 atau |xn‘ <1+ ‘x| untuk
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x|+1} . Maka |xn|<M untuk

semua n> K. Namakan M = max{xl,xz,...,xk_l,
semua n € N . Jadi terbukti bahwa X =(x,) terbatas.
Teorema 2.3.7: Jika X =(x,) > x,Y =(y,)—> v dan ce R maka

(i). X+Y >xty

(1). XY - xy
(i1). cX=cx
Bukti:

(1). Ambil sebarang & >0 karena X =(x,) >x maka terdapat n, e N
sedemikian hingga untuk setiap n>n, berlaku ‘xn —x‘ <§. Karena

Y = (yn)—> v, maka terdapat ne N sedemikian hingga untuk setiap n>n,

berlaku

v, —y‘ <§ . Pilih n, =max{n,,n,}, maka akibatnya untuk 7 >n,

berlaku

x, =y, —(x=y)|=|(x, - 0)+(y, + »)|

<

Va-Y<z+Z=¢
)

x, — x|+

Karena berlaku untuk sebarange >0, maka (x, +y,) konvergen ke
x+y. Dengan cara yang sam diperoleh bahwa (x, —»,) konvergen ke x—y.
Jadi terbukti bahwa X £Y > x+ y.

(i1). Akan dibuktikan bahwa untuk setiap & >0 terdapat K € N sedemikian

Xy, — x.y‘ < ¢ . Diketahui

hingga untuk setiap n > K berlaku
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X,.Y, —x.y| =|x,.y, —xn.y+xn.y—x.y|

<

xn'yn _xn'y|+ xn _xy’

- xn

Yo =Y+ |x,

Karena (x,)— x maka (xn) terbatas, akibatnya terdapat M, >0

o)

Diambil sebarang & >0. Karena (x,) — x maka terdapat K, € N sedemikian

<M,, untuk semua n e N. Namakan M = maX{M ,

sedemikian hingga |x,

hingga untuk setiap n> K, berlaku |x, — x| <ﬁ. Karena (y,) — y maka

terdapat K, e N. Sedemikian hingga untuk setiap n>K, berlaku

= y| < ﬁ . Namakan K = max{K LK 2} maka untuk setiap n > K berlaku

x,¥, — 5y < x|y, = 3 +]x, — x|y

A b o WP
2M  2M "

Jadi terbukti bahwa untuk setiap & >0 terdapat K € N sedemikian

hingga untuk setiap n > K berlaku

X, Y, — xy’ <eg.
Dengan kata lain terbukti bahwa X.Y — x.y.

(iii). Ambil sebarang & >0 karena (x,)— x maka terdapat K € N sedemikian
hingga untuk setiap n > K berlaku |xn - x‘ < % Perhatikan bahwa

|cxn —x| = ‘cxn -x, +x, —x|

S|cxn —xn’+ x, —x’

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



27

X, c—1‘+‘xn —x‘
Karena (xn)—> x maka (x,) terbatas, yaitu terdapat M >0 sedemikian

hingga ‘x”‘ < M untuk semua n € N akibatnya

c—1‘+

X, x”—xl<M’c—1x+£:(M.‘c—l‘)+£<g
2 2

Terbukti bahwa untuk setiap & >0 terdapat K € N sedemikian hingga

untuk setiap n > K berlaku

«© —x’ < ¢. Dengan kata lain terbukti bahwa cX=

o

(Riyanto;2008: 45-47)
Teorema 2.3.8 : jika X =(x,) barisan bilangan real dengan x, 20 untuk semua
neN dan (x,) = x maka x=0.
Bukti:

Diambil & =-x>0 karena (x,) = x maka terdapat K € N sedemikian
hingga untuk setiap n > K berlaku
x, —x<e e -e<x,—x<e¢
S XEIR A< ubrc
S x—(=x)<x, <x+(-x)
< 2x<x, <0
Kontradiksi dengan pernyataan bahwa x, >0, untuk semua n e N. Jadi

pengandaian salah, yang benar adalah x >0.

(Riyanto;2008: 48)



28

Teorema 2.3.9: Jika (x,) — x,(y,) > y dan x, <y, untuk semuan e N maka
x<y
Bukti:
Diberikan Z, =y, —x

sehingga Z:=(z,)=Y-X dan Z >0 untuk semua

n € N . Diperoleh bahwa 0 <limZ = lim(y, ) —lim(x,) atau lim(x,) <lim(y, ).
(Riyanto;2008: 48-49)
2.4. Konsep Kontinu

Definisi 2.4.1. f dikatakan kontinu pada x, jika lim f(x)= f(x,)atau bisa

dikatakan untuk ¢ >0 maka ada 6 >0 sehingga ’ fx)-f (x0)<8| dimana
|x — xo‘ <o
Dari definisi di atas maka dapat dikatakan terdapat tiga syarat agar kontinu

terpenuhi, yaitu:

1. f(x,) ada atau terdefinisikan

2. lim f(x) ada, dan

3. lim f(x) = f(x,)

(Parzynski & Zipse;1982:94)

Contoh 2.4.1.1. Diberikan fungsi

x* -1

x) = _
gx) xAl untuk x=1

untuk x#1

Cari linll g(x) dan tentukan nilai 4 agar fungsi g kontinu di 1, maka
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2_
X 1:2

i =tim”

Menurut yang diketahui 1€ 4 dan g(1) = 4. Oleh karena itu agar fungsi g
kontinu di 1, harus berlaku
A=g()= linllg(x) =2
Lebih lanjut, untukx #1 rumus fungsi g dapat disederhanakan menjadi

g(x) =x+1 dan dengan rumus ini mudah diperlihatkan bahwa fungsi g kontinu

disetiap titik x # 1 . Digabung dengan hasil di atas, yaitu dengan mengambil A= 2
maka fungsi g kontinu pada R.

Mengenai fungsi kontinu sesuai dengan amal ibadah yang apabila
dilakukan secara kontinu dan terus menerus akan mendapatkan pahala. Seperti
halnya fungsi yang kontinu ia akan punya nilai pada titik tertentu.

Dalam hadist telah disebutkan
IR TN TN RN IN R TRRIRT=TRITTNRATIY LTALLIT T
NIRRT

“Lakukanlah amal sesuai kesanggupan. Karena sesungguhnya Allah tidak
akan bosan sehingga engkau menjadi bosan. Dan sesungguhnya amal yang
paling Allah sukai ialah yang terus-menerus dikerjakan walaupun sedikit.” (HR
Abu Dawud 1161)

Allah juga berfirman dalam surat Ibrahim ayat 33

P

= .57 /aﬁ,}}//ﬂ// PP ’?J}}//ﬂ//
25630 JIT oS3 5505 iyl el Gt 05T 55l

.
-

Artinya: "Dan dia Telah menundukkan (pula) bagimu matahari dan bulan yang
terus menerus beredar (dalam orbitnya); dan Telah menundukkan
bagimu malam dan siang”’.
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Maksud ayat tersebut adalah bahwa matahari dan bulan juga beredar
secara kontinu dalam orbitnya hingga hari kiamat yang bisa dikatakan ia keluar
dari orbitnya.

2.5. Supremum dan Infimum
Definisi 2.4.1. Misalkan S suatu himpunan bagian dari R
(i) Bilangan u € R dikatakan batas atas S jika s <u untuk setiap

sesS

(ii) Bilangan w e R dikatakan batas bawah S jikaw < s untuk setiap
sesS
Contoh 2.5.1.1

Diberikan S :=[0,1], maka batas atas S adalah himpunan {x:x <0} dan
batas bawah S adalah {x:x >1}. Diperhatikan 0 merupakan batas bawah dan

termasuk di dalam S, sedangkan 1 batas atas, tetapi ia tidak termuat di dalam S
(Hernadi; 2000:17)
Definisi 2.5.2. Diberikan S subset tak kosong B
1. Jika S terbatas ke atas, maka suatu himpunan bilangan u disebut supremum
(batas atas terkecil) dari S jika memenuhi kondisi.
(1). u merupakan batas atas S dan
(2). Jika v adalah sebarang batas atas S maka u <v
Ditulis u = sup S
2. Jika § terbatas ke bawah, maka suatu bilangan u disebut infimum(batas
bawah terbesar) dari S jika memenuhi kondisi berikut

(1). w merupakan batas bawah S dan
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(2). Jika t adalah sebarang batas bawah S, maka ¢t <w
Ditulis w = inf'S.
(Riyanto;2008: 18)

Contoh 2.5.2.1

a. Himpunan FE = l,i,l,,_ _J4
2,3 n

bilangan real v>1 dan terbatas dibawah oleh sebarang bilangan real

neN}terbatas di atas oleh sebarang

u < 0. Batas atas terkecil adalah 1 dan batas bawah terbesar adalah 0.

b. f(x)= %, ne N &x € R mempunyai batas atas tak hingga dan batas
bawahnya negatif takhingga.
Dengan demikian % mempunyai supremum 1 dan infimum 0.

Dari definisi di atas muncul sebuah lemma
Lemma 2.5.3. Supremum suatu himpunan selalu tunggal
Bukti:

Andaikan u = sup S dan u, =supS dengan u #u,. Karena itu ada 2
kemungkinan yang dapat terjadi, yaitu u <u, atau u >u, berarti u bukan batas
atas S, ini berlawanan dengan u = sup S. Untuk u > u, berarti 1, bukan batas atas
S. Ini bertentangan dengan u, =sup S . Jadi pengandaian u # u, salah. Seharusnya
u=u,.

(Hernadi; 2000:17)

Berikut adalah kriteria yang sering digunakan untuk mengetahui suatu

batas atas merupakan supremum atau bukan.
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Teorema 2.5.4: . Misalkan u suatu batas atas S.
=ambil ¢ > 0 sebarang. Karena diketahui u = sup S, maka u — & bukan batas atas
S,jadiada s € S sehingga u—e<s
= akan ditunjukkan bahwa u yang memenuhi sebelah kanan merupakan
supremum S. Misalkan untuk sebarang bilangan real v, v<wu. Ambil
e=u-v>0 makaada se S sehingga u—ec=u—(u—-v)=u<s
Ini berarti v bukan batas atas § dan berdasarkan karakteristik supremum
disimpulkan bahwa u = sup S
(Hernadi; 2000:17)

Al-qur’an sebagai kitab suci umat Islam dapat dikatakan sebagai
supremum. Selain sebagai pedoman, Al-qur’an juga merupakan acuan sekaligus
sumber ilmu pengetahuan. Sebagai contoh penemuan manusia dalam bidang sains,
dahulu orang menyangka bahwa atom adalah partikel terkecil, karena mereka
belum menemukan elektron. Tapi kemudian ditemukan lagi yang lebih kecil yakni
quark. Simpulannya, sains hanya dapat menjangkau sebahagian kecil dari apa
yang ditantangkan Alquran.

Lebih lanjut terdapat ayat berikut:

P

\\

«

C’JU uj_n_:u.au_bf'u,l;-\_gtg:u uubuj_wcm.d)o el
fw;}“j

Artinya: “Dialah Allah yang menciptakan tujuh langit belapis-lapis. Kamu sekali-
kali tidak melihat ciptaan Allah Yang Maha Rahman itu seuatu yang
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tidak seimbang. Maka perhatikanlah berulang-ulang, adakah kamu lihat
sesuatu yang tidak seimbang? Kemudian pandanglah sekali lagi niscaya
penglihatanmu akan kembali kepadamu dengan kesimpulan bahwa tidak
ada yang cacat dan pengamatanmu itupun dalam keadaan payah”.(QS.
Al-Mulk 3-4)

Ayat di atas di samping sebagai perintah, juga berkesan sebagai tantangan.
Penekanan yang hendak digarisbawahi dari ayat ini adalah,"niscaya penglihatan
(observasi)-mu itu akan kembali kepadamu dengan keadaan payah".

2.6. Luas daerah dan Integral Riemann
2.6.1. Luas daerah

Pada tahun 1630-an Pierre de Fermat tertarik untuk menghitung luas

daerah dibawah kurva. Misalkan f kontinu pada interval [a,b]. Untuk membahas

luas daerah dibawah kurva y = f(x) maka luas daerah setidaknya lebih besar dari

pada L.

N

Gambar 2.5.1.1 luas daerah L

Misalkan L menyatakan himpunan semua bilangan L yang dapat diperoleh
sebagai jumlah luas daerah persegi panjang kecil sebagaimana dalam gambar di
atas. Maka luas daerah dibawah kurva y = f{x) mestilah lebih besar dari pada

setiap anggota L.
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Maka didefinisikan luas daerah dibawah kurva y = f{x) sebagai bilangan
terkecil yang lebih besar dari pada setiap anggota L, yakni sup L.
(Gunawan; 2000: 113-114)
2.6.2. Integral Riemann

2.6.2.1. Partisi

Misalkan f:7 — R terbatas dan P = {xo,xl,..,x } partisi dari / pada

n

selang [a,b] suatu himpunan berhingga {a = x,, x,,....,x, = b}
Sedemikian hingga
A=Xy <X <..<X,_,<x,=b.
t]
| | I
I
A = xO xl xZ xn—l xn

gambar 2.6.2.1 Partisi Pada [a,b]

Norma partisi P yang dinyatakan dengan HPH nilai terbesar diantara bilangan
(x, —x,, )i =1,2,.n. Kemudian didefinisikan
”PH = max{x1 —Xgs Xy = Xppeuers X, — X, } 4)

Jika P adalah partisi seperti yang tampak pada gambar di atas, maka

definisi jumlah Riemann pada fungsi f:1 — R
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S(f;P)= if(t,- )X, - x,) 5)

(Bartle; 2000:194-195)
Definisi 2.6.2.1.1. Diberikan interval tertutup [a,b], partisi Q disebut penghalus
(refinement) partisi P pada [a,b] jika P < Q.
Untuk suatu interval [a,b] tak berhingga banyak partisi yang dapat dibuat.
Koleksi semua partisi pada interval [a,b] dinotasikan dengan ® [a,b].
Contoh 2.6.2.1.1.1:

Diberikan interval /=[0,1]. Berikut ini adalah beberapa partisi pada /.

P et | NDRE o OIS TG 02 2 S PO SRS |
4 39 44 4 6 6 6 66
Il BLY

P5: 0’1,%’§,i’§’§’1’1 3 0’1’_’_,_’5,3’1’1
8 8 88 88 8 8484848

P =

Dapat dititung bahwa || ==, | =

L
4
P, merupakan penghalus dari P, sebab P, — P, tetapi P; bukan penghalus P,
maupun P,sebab P, ¢ P, dan P, ¢ P,. Partisi P,, P,dan P, di sebut partisi

seragam

(Herawan-Thobirin; 2008).
Teorema 2.6.2.1.2. Untuk setiap bilangan real 6 >0 terdapat partisi P pada
[a,b] sehingga

|P| <o (6)
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Diberikan interval tertutup [a,b]. Karena a < b , maka berdasarkan sifat
urutan bilangan real diperoleh b—a > 0. Oleh karenanya sembarang 6 >0 dan
berdasarkan sifat archimedes, terdapat bilangan asli n sehingga

b—a
n

<o

Jadi pada interval [a,b] dapat dibuat partisi
P={a=xy,X,X,,...x, =b;&,&,,....E,} demikian sehingga |P| <

(Herawan-Thobirin; 2008).
2.6.2.2 Jumlah Riemann Atas dan Jumlah Riemann Bawah

Definisi 2.6.2.2.1 Misalkan A partisi P dari [a,b] adalah terbatas. Untuk setiap

subinterval [xk_l,xk] dari P maka

m, =inf{f(x):xe(x,_.x |} dan M, =sup{f(x):xe[x,_.x |}

Sehingga Jumlah /nfegral Riemann atas dari f dengan partisi P adalah

L/, P) = Do mk (s, =) )
Sedangkan jumlah Integral Riemann bawah adalah

UG Py = DM, (5~ 5,0) ®)
Dengan m, :=inf f(/,) dan M, =sup f(/, ). Akibatnya

kzn;mk(xk -x, )< anl:f(tk)(x,c -x, )< anl:Mk(x,c -X,,)

Yakni

LP; ) <SP f)<U(P;f)
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2.6.2.3. Integral Riemann Atas dan Integral Riemann bawah

b b
sup L(P,f) dinyatakan dengan I f(x)dx atau J. f dan dinamakan Integral
Pep[a,b ~ -

Riemann bawah fungsi f'pada selang [a,b].

b b
inf ]L(P, f) dinyatakan dengan I f(x)dx atau j f dan dinamakan Integral

Pep[a‘b

Riemann atas fungsi f pada selang [a,b].

Fungsi f'dikatakan terintegral Riemann pada selang [a,b], jika

[ £ =[ oo

Dalam hal fungsi f terintegral Riemann pada selang [a,b], Integral
Riemann atas (yang sama dengan Integral Riemann bawah) dinamakan Integral

Riemann fungsi f pada [a,b], dan dinyatakan dengan notasi
b b
[ f()dx atau j b

Contoh 2.6.2.3.1:

Perlihatkan bahwa fungsi f{x)=x, 0 < x <1 terintegral Riemann pada [0,1].

Ambilah P, = {0,1,%,...,1}, maka m, =
non

Uit )= Emlo-n)= R 21

U(Pn;f)=ZnJMk(xk _xk—1)= ” %%=l(1+lj

k=1 k=1

Karena {P, :ne N} {P: P € P[a,b]}, maka
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%=supL(Pn,f)S sup L(P, f)<infU(P, f)<infU(P,, f)

1
neN PeP[a,b] 2

f(x)dx

1
Sehingga j F(x)dx =%

0

O C—y | —

Ini berarti fungsi f{x)= x, 0<x<1 terintegral Riemann pada [0,1] dan
1 1

X)dx =—
! fydv=~

Dari beberapa uraian di atas Integral Riemann juga dapat didefinisikan
sebagai berikut:
Definisi 2.6.2.3.1 Diberikan Interval tertutup [a,b], fungsi bernilai real

f:la,b] > R dikatakan terintegral Riemann jika terdapat bilangan Real A
sehingga untuk setiap bilangan real & > 0 terdapat bilangan 6 >0 dengan sifat
P={a=x,,x,%,,.,x, =b;¢,,¢&,,...5,} partisi pada [a,b] dengan ”P” <o

berlaku
(P)Y f(E)or ~x, )~ A< ©)

Atau
|S(P;f)— A| <eg
Bilangan real A pada definisi diatas disebut nilai Integral Riemann fungsi f

pada interval [a,b] dan ditulis

A=(R)[ f(x)x (10)
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Selanjutnya untuk memudahkan penulisan, koleksi semua fungsi yang
terintegral Riemann pada [a,b] dinotasikan dengan R[a,b]. Jadi jika
f :[a,b] > R dikatakan terintegral Riemann cukup ditulis dengan f € R[a,b]

Definisi Integral Riemann di atas juga dapat pula dinyatakan sebagai limit
dengan persamaan berikut:

lim S(P; f) = 4 (11)

|p[—0

Contoh2.6.2.3.2:
Misal f: [0,1] — R adalah sebuah fungsi yang mengambil nilai 1 pada setiap titik.

Maka jumlah Riemann pada interval [0,1] akan mempunyai nilai 1. Dan Integral
Riemannya akan bernilai satu.
2.6.2.4. Integral Sebagai Limit

Definisi 2.6.2.4.1. Diberikan fungsi f real dan terbatas pada selang [a,b]. Untuk

setiap partisi P = {xo’x1 [ n } pada [a,b] dibentuk jumlah

S(P, f)= 3 £)0x, ~x,.)

Dimana ¢, titik sembarang pada subselang tertutup [x,._l,xl.],i =12,.n.
Bilangan real A disebut limit S(P,) untuk norma ‘P’—)O dan ditulis

|}Di‘m0 S(P,f)= A4 jika dan hanya jika untuk setiap & >0 yang diberikan dan

sembarang pengambilan titik ¢, € [x,._l,x,.], terdapat 0 >0 sedemikian untuk

semua partisi P pada [a,b] dengan ’P’ < 0 berlaku
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IS(P,f)—A|<e

(Rahman. 2008;213)

Contoh 2.6.2.4.1.1

b
Jika j f dimana f(x)=x pada interval [a,b] maka hitung nilai integralnya dan

apakah terdapat limit dalam integral tersebut.
Penyelesaian:

f €Cla,b] dan f terintegral Riemann pada [a,b]. misal P adalah partisi pada

—Xx, ;) untuk i = 7, 2, ...,n. kemudian

4

[a,b]. pilih tag point &, = %(x.

n

SP3F5E)X FEIA, = X, 4.3, =%,

=1

Hasil di atas menunjukkan bahwa setiap partisi tersebut di dapat

S(P;f;f): %(b2 —az). Ini menunjukkan bahwa lim S(P;f;ﬁ): %(b2 —az).

|p[—0

(Parzynski & Zipse;1982:164)

Teorema 2.6.2.4.2 Misalkan f terbatas pada I. Misalkan terdapat suatu bilangan

A e R sedemikian hingga untuk setiap & > 0 terdapat partisi P, dari I sedemikian

hingga untuk sembarang partisi P > P, dan sembarang jumlah Riemann S(P;f)

berlaku
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|S(P;f)—A| <¢

Maka f terintegralkan pada I dan
b
j F(x)dx = 4
Bukti:

Dengan menggunakan teorema sebelumnya yakni <eg.

S(P; )= [ /(x)dx

Sedang sebelumnya telah didefinisikan bahwa Integral Riemann dapat pula

dinyatakan sebagai limit dengan Hli“mo S(P; f)= A maka
P>

A—if(x)dx

b
< & sehingga J. f(x)dx=A.

Jadi teorema terbukti.
2.6.2.5. Keterintegralan Fungsi Kontinu dan Fungsi Monoton
Teorema 2.6.2.5.1. jika f kontinu pada [a,b], maka f terintegralkan pada [a,b].
Bukti:

Fungsi yang kontinu pada [a,b] mestilah kontinu seragam pada [a,b].
Karena itu diberikan & >0 sembarang terdapat ¢ >0 sedemikian hingga untuk

X,y € [a,b] dengan ’x - y’ < 0 berlaku

f () - f()|< ﬁ
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Selanjutnya untuk tiap ne N dengan n > 5a , tinjau partisi

b—a

P:={x,,X,,.,x,} dengan x, =a+*k. ,k=01,..,n (disini interval [a,b]

terbagi menjadi n, sub interval sama panjang).

Setiap sub interval [xk_l,xk] ,f mencapai nilai maksimum A, dan minimum m, ,

maka
Sfu) =M, dan f(v,)=m,
Dalam hal ini diperoleh
£
M, -m = f(u)-f(v,)<—
b-a
Dan akibatnya

n

OSU(Pn’f)_L(Pn’f):i(Mk_mk)(xk—xk_1)gzbia.b;a =&

Kemudian disimpulkan bahwa lim[U (B ) LR )] =0. Dan karenanya f

terintegralkan pada [a,b].
(Gunawan; 2000: 113-114)

Contoh 2.6.2.5.1.1

1
Buktikan bahwa j f(x)dx ada, dimana
0

sin x
xz0
f(x)={ X
1 x:O
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sin x

S X adalah kontinu untuk x =0 dan ling[
X—> x

} =1= f(0). Sehingga f adalah
x

1
kontinu pada [0,1] dan f terintegral Riemann pada [0,1]. Sehingga J. f(x)dx ada.
0
Teorema 2.6.2.5.2: Jika f monoton pada [a,b] maka f terintegralkan pada [a,b].
Bukti:

Asumsikan  f naik pada [a,b] untuk tiap ne N tinjau partisi

b—a

P = {xo,x,,..,xn} dengan x, =a+k. ,k=0,,..,n. Karena f naik pada

[x,,.x,], maka m, = f(x, ) dan M, = f(x,). Dalam hal ini kita peroleh suatu

deret teleskopis

Z)i:(Mk —m )X, =X ,) = b_ai[f(xk)_f(xkl)]

n

b—a

n

[f(B) - f(a)]

Sekarang jika ¢ > 0 diberikan, maka untuk tiap n € N dengan

b—a

n

n>

[£(b) - f(a)] berlaku

O0<UPP.f)-L(L,f)= i(Mk -m ) (x, —x,,)<¢€

Dengan demikian f'mestilah terintegralkan pada [a,b].
Teorema berikut memberikan suatu kriteria untuk keterintegralan f pada
[a,b]. Untuk selanjutnya terintegralkan berati terintegral Riemann dan integral

berarti integral Riemann.
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Teorema 2.6.2.6: f terintegral pada [a,b] jika dan hanya jika untuk setiap & >0

terdapat suatu partisi P, dari [a,b] sedemikian hingga

UP,.[)-L(P,.f)<e (12)
Bukti:
Misalkan f terintegralkan pada [a,b]. Ambil & >0 sebarang. Dari definisi

supremum terdapat suatu partisi £, dari [a,b] sehingga

L(f)—§<L<Pl,f>

Dari definisi infimum terdapat pula suatu partisi P, dari [a,b] sehingga

U(P, f) <U<f>—§

Sekarang misalkan P, = F, U P,, maka P merupakan perhalusan F, dan P,.

Akibatnya

L(f) =5 < LB, NS L. ) SUP,. ) SUE,, ) <U(f)+>
Namun L(f) =U(f) sehingga kita peroleh

UP.f)-L(P.f)<e
Sebaliknya misalkan untuk setiap & >0 terdapat suatu partisi P, dari [a,b]
sedemikian hingga

UPP.f-LP.f)<e
Maka, untuk setiap £ > 0 berlaku

0<UN) L) SUR, ) -LE, /)~ L(F,.[)<e

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



45

Dari sini disimpulkan bahwa U(f) = L(f') atau fterintegralkan pada [a,b].

(Gunawan; 2000: 111-112)
2.6.2.7. Sifat-Sifat Dasar Integral Riemann
Bagian ini membahas sifat-sifat dasar Integral Riemann, diantaranya

ketunggalan nilai integral, kelinearan semua fungsi terintegral Riemann.

Teorema 2.6.2.7.1 Jika f € R[a,b] maka nilai Integralnya tunggal

Bukti:

Diketahui f € R[a,b]

Adib: 4, =4,

Diberikan sembarang bilangan & > 0. Misalkan 4, dan A4, keduanya nilai
integral Riemann fungsi f.

A, nilai integral fungsi f'pada [a,b], maka terdapat bilangan &, > 0 sehingga untuk
setiap partisi P ={a =x,,x,,X,,....x, =b;§,,&,,...,6,} pada [a,b] dengan sifat

”P1 ” < 9, berlaku

ISP f) - A <§ (i)

A, nilai integral fungsi f pada [a,b], maka terdapat bilangan o6, > 0schingga
untuk setiap partisi P ={a = x,,X,,X,,....x, =b;&,,&,,....,&,} pada [a,b] dengan

sifat |P,| < S, berlaku

IS(P,; f)— 4] <§ (id)
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Dipilih & =min{51,52}, akibatnya jika P sembarang partisi pada [a,b] dengan
sifat [P < & berlaku |P| < 5, dan |P| < 5,. Akibatnya
s f)- 4] <2
Dan
[P+ 1)~ 4] <=
Lebih lanjut
|4, — 4| =|4, = S(P; )+ S(P; f) - 4,
<|4-S(P /)| +[S(P: f) - 4,

<|S(P.f) - 4| +|S(P: f) - 4|

Karena & sembarang bilangan positif maka dapat disimpulkan 4, = 4,
(Herawan-Thobirin; 2008).
Teorema berikut ini menyatakan bahwa koleksi semua fungsi yang

terintegral Riemann, yaitu R[a,b] adalah ruang linier.

Teorema 2.6.2.7.2. Jika f,g € R[a,b] dan a sembarang bilangan real, maka

a.(f +g)e Rla,b] dan (R)| (f +)(x)dx = (R)| f (x)dx +(R)| g(x)dx (13)

b. af € R[a,b] dan (R) j (of )(x)dx = a(R) j F(x)dx (14)
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Bukti:

a. diketahui f, g € R[a,b]. Diberikan sembarang bilangan & > 0.
b
Karena f € R[a,b]maka terdapat 4, =(R) J- f(x)dx dan &, >0 sehingga
untuk setiap partisi £ pada [a,b] dengan sifat “P1” < 9, berlaku
&
[SB: )= A<
b
Karena g € R[a,b]maka terdapat 4, = (R)J. f(x)dx dan 6, >0 sehingga
untuk setiap partisi P, pada [a,b] dengan sifat ”P2” < 9, berlaku

IS(Pz;f)—A1!<§

Dipilih & =min{51,52} akibatnya jika P sembarang partisi pada [a,b]

dengan sifat ”P” < ¢ berlaku ”P1” <9, dan ”P2H < 0,. Akibatnya

IS(P;f + )~ (4, + 4,)| = (P)i(f + 2)E)X —x0)— (4 + 4)

- (P)i FE) G = x,) + 8(E) —x)}— (A, — 4;)

- (P)i FEN —x,)+ (P)i 2(E) (6 =%, ) — (A, + Ay)

+

< (P)i SENx —x) - 4,

(P)i 2N, —x, )~ A,
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Terbukti (f + g )< R[a,b]dan

(R)|(/f +)x)dx = 4, + 4, = (R)[ £ (x)dx + (R)[ g(x)dlx

. Diketahui f € R[a,b]. Diberikan sembarang bilangan ¢ >0 dan «

merupakan konstanta.

b
Karena f € R[a,b]maka terdapat A =(R) J f(x)dx dan 6 >0 schingga

untuk setiap partisi P pada [a,b] dengan sifat HPH < ¢ berlaku
IS(P; f)— 4| <e

Jika P sembarang partisi pada [a,b] dengan sifat HPH < ¢ berlaku

<Y<

[S(Pief) - 4= ()Y (@ NENx, ~x,1)~ 4

<¥>

=|(P)a) f(&)(x ~ %)~ 4
=
Karena o merupakan konstanta maka dapat kita keluarkan sehingga.

=0 =S

(P)Y. (&), 1)~ 4
=a|S(P;f)-4|<e
=a(R)| f(x)dx

Terbukti (af ) € R[a,b] dan (R) j (af )(x)dx = a(R) j £(x)dx

(Herawan-Thobirin; 2008)
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Teorema berikut menyatakan hubungan keterintegralan suatu fungsi dengan
keterbatasan

Teorema 2.6.2.7.3. Jika f € R[a,b] maka fterbatas pada [a,b].

Bukti:

Sifat keterbatasan: jika m < f(x) < M pada [a,b] maka
b
m(b—a) < j F(x)dx<M(b-a)
Berdasarkan jumlahan Riemann yaitu

imk(xk — X ) S if(tk)(xk — X)) S iMk(xk — Xe1)

sehingga

L(P; )< S(P; f)<U(P;[f) dan karena S(P;f) = A dan A4 sendiri adalah

b
I f(x) sesuai dengan teorema sebelumnya dan berdasar teorema dasar kalkulus

a

b
yaitu I f(x)dx = F(b)— F(a) maka untuk sifat keterbatasan berlaku

m(b—a) < j F(x)dx<M(b-a)

Dengan persamaan tersebut dikatakan bahwa f terbatas pada [a,b].

Teorema 2.6.2.7.4. Jika f € R[a,b] dan f € R[c,b] dengan a < b < ¢ maka

f € Rla,b]. Lebih lanjut

(B[ f(x)dx = (R)[ f (x)dx +(R)[ f(x)dx (15)
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f € Rl[a,b] dan f € R[c,b], misalkan (R)j f(x)dx = A, dan

b
(R) j f(x)dx = A4, . Diberikan sembarang bilangan & >0, maka terdapat

dan &, >0 sehingga untuk setiap partisi £, pada [a,c] dengan sifat

”P1 ” < 0, berlaku

&
<_
4

(P )Z SENx —x) - 4,

Dan juga terdapat o, >0 sehingga untuk setiap partisi P, pada [c,b]

dengan sifat ”P2“ < 0, berlaku

(B)X S(E)x, ~5,)~ 4,

&
<_
4

Dipilih & =min{51,52} akibatnya jika P sembarang partisi pada [a,b]
dengan sifat ”P” < 0 maka terdapat dua kemungkinan:

(1) ¢ merupakan salah satu titik partisi P

(i1) ¢ bukan merupakan salah satu titik partisi P

kemungkinan (i)

jika ¢ merupakan salah satu titik partisi P, maka P terbagi atas F, pada
interval bagian [a,c] dan P, pada interval bagian [c,b]. Karena

0= min{é‘l,é‘z} dan HP” < ¢, maka berlaku pula HP1” <9, dan ”PZH <0,

sehingga
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(P)Y (€ %)~ (4, + 4,)

()X 0 2 )+ (Y N )~ (4, + 4)

=P £ = 50) = A 4 (P)Y FEN ~ %)~ Ao

+

S| =5~ A+ P FENx ~ 5~ 4

£ ¢
<—+—x<g¢

4 4
Kemungkinan (ii)
Jika ¢ bukan merupakan satu titik partisi Riemann P, maka dapat dibuat
partisi Riemann P, pada [a,b] dengan ¢ sebagai salah satu titik partisinya,
sehingga P, menjadi penghalus partisi P. Selanjutnya dengan cara seperti

pada kemungkinan (i) diperoleh;

(PRI FE) = %)= (A, + A1)

A (Pgl)_zn: S —x,) + (sz)znl S —x) = (4 + 4,)

- (Pgl)i: f(§,~)(x,- = xi_l) — Al + (sz )Zn:f(éz)(xz - xi—l)_ Az

+

<[ POXF =50 = A +(PDX N, = 5)~ 4,
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Jadi

(POX £, ~5,) ~ (4, + 4)

g
<7
2

(P)if(;-)(x,- —xl-,l)—@)if(f,-)(x,- —x)

Maka

(PIY FE), =%2)= (4 + Ay)

(P)i FEN, —xn)—(Pg)Zi:f(é ), —x,-.)+<11)i FENx =) — (A + 4y)

J’_

(B)Y S0 =x,)— (A + 4y

< <P>if(§,-)(x,~ —xu)—(a)if(x,- 1)

Dengan demikian terbukti Jika f € R[a,b] dan

(B[ f(@)dx = (R)[ f(x)dx +(R)| £ (x)dx

(Herawan-Thobirin; 2008)
2.7. Integral Darboux
Pada tahun 1875, matematikawan I1.G. Darboux secara konstruktif
memodifikasi definisi Integral Riemann dengan terlebih dahulu mendefinisikan
jumlah Darboux atas dan jumlah Darboux bawah, selanjutnya mendefinisikan

Integral Darboux atas dan Integral Darboux bawah.
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Terdapat cara lain melihat integral sebagai limit dari jumlah Riemann.

Misalkan I:= [a,b] dan P :={x,,x,,..,x,} adalah partisi dari /. Ukuran kehalusan
dari P, dilambangkan dengan ”P” didefinisikan sebagai
HPH = sup{x,. S0 i = 1,2,..,n}.

Dengan perkataan lain HPH adalah panjang sub-interval maksimum yang
terkait dengan partisi P.

Selain itu juga jika P < Q (yakni Q merupakan perhalusan dari P), maka
HQH < HPH Namun, sebaliknya HQH < HPH tidak mengharuskan Q < P.
Teorema 2.7.1. (Teorema Darboux). Misalkan f terintegral pada 1. Maka untuk
setiap € >0 terdapat 6 >0 sedemikian hingga jika Q adalah partisi dari I

dengan HQH < O maka untuk sembarang jumlah Riemann S(Q,f) berlaku

S(0: )= [ f(x)dx < & (16)

Bukti:
Diberikan & >0 sembarang, terdapat partisi P, :={x,,x,...,x,} sedemikian

hingga

U(P,,f)~L(P., [) <§

Akibatnya, jika P> P maka U(P,f)-L(P,f)< 2 . Selanjutnya misalkan

g

M:=ﬂf(x)|:xe]} dan ¢ = oM
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Ambil sembarang partisi Q = {yo, Vyseers yn} dari 1 dengan ”QH <0 dan
misalkan Q" :=Q U P.maka Q" o P, dan Q" mempunyai sebanyak-banyaknya
n-1 titik lebih banyak daripada O, yakni ftitik-titik x,.....x | yang ada di P

&

tetapi tidak di Q. Selanjutnya kita akan membandingkan U(Q, /) dengan
U(Q", f) serta L(Q, f) dengan L(Q", f).

Karena Q" o0, kita mempunyai U(Q, f)-U(Q", f)=0. Jika kita
tuliskan Q" = {zo,zl,..,zp} maka U(Q, f)-U(Q", f) dapat dinyatakan sebagai
jumlah dari sebanyak-banyaknya 2(n-1) suku berbentuk

(M, =M )z, ~2,.)

Dengan M ; menyatakan supremum dari f/ pada interval ke-j dalam O dan

M menyatakan supremum dari f pada sub-interval ke-k dalam Q. Karena

M, - M <|lo<s

o

<2M dan |Zk —ZH’ S’

, kita peroleh

0<U(O, f)-U(Q", f) < 2n—1)2M.5 < %
Akibatnya didapatkan

zﬂgn<0@iﬂ+§

Serupa dengan itu terdapat

L@Zﬁ—§<agf)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



55

b
Selanjutnya bahwa S(Q,f) dan .f f(x)dx terletak dalam interval
[L(Q, HUQ, f )] , dan karena itu keduanya berada dalam interval
. g . g
15 = |:L(Q 9f)_§5U(Q >f)+§:|

Karena Q" o P, kita mempunyai U(Q, f)—L(Q", f)< %, sehingga

b
panjang /, lebih kecil daripada ¢. Jadi jarak antara S(Q,f) dan I f(x)dx mestilah

lebih kecil daripada ¢. Jadi teoremanya terbukti.

(Gunawan,119:2002)

2.7.2. Jumlah Darboux Atas dan Jumlah Darboux Bawah

Diberikan interval tertutup [a,b]< R dan f :[a,b]— R fungsi bernilai
real yang terbatas pada [ab]. Jika P={a=x,x,x,,.,x, =b;5,&,,....¢,}
sembarang partisi pada [a,b] maka didefinisikan

M =sup{f(&): & ela,bl} dan m=inf{f(£): ¢ e[a,b]}

Keterbatasan fungsi f/ dapat menjamin eksistensi dua bilangan M dan m

tersebut. Selanjutnya untuk i = 7,2,....n didefinisikan
M, = Sup{f(gi) 16 € [xi Xy ]}
m, =inf{f(&):& elx, —x., ]}

Dapat dipahami bahwa m <m, < (&) <M, <M untuk setiapi = 1,2,....n.
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Dari uraian di atas maka untuk jumlah Darboux atas fungsi f terkait

dengan partisi P, dinyatakan dengan U(P,f), dan didefinisikan sebagai berikut
U(P;f)ZZMi(‘xi_xi—l) (17)
i=1

Sedangkan jumlah Darboux bawah dengan partisi yang sama dengan

jumlah Darboux atas didefinisikan sebagai berikut
L(p;f):Zmi(xi_xH) (18)
i=1

Lemma 2.7.2.1. Diberikan [a,b]g R dan f: [a,b] — R terbatas pada [a,b] dan
P={a=xy,x,%,,.,x, =b;&,,&,,...5,} sembarang partisi pada [a,b] , maka
berlaku
L(P; ) <U(P; 1)
(Herawan-Thobirin; 2008)

Bukti:
Diberikan dan P ={a = x,,x,,X,,....x, =b;&,,¢&,,....,&, } sembarang partisi
pada [a,b] , berdasarkan definisi supremum dan infimum suatu himpunan maka

diperoleh m, < M, untuk setiap i = /,2,....n. oleh karenanya diperoleh

LOP; )= 3m (% = %,) € Y M, (5, = %,) = U (P f)

Dengan menggunakan definisi yang sama untuk penghalus partisi pada

integral Riemann, maka muncul lemma sebagai berikut
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Teorema 2.7.2.2. Diberikan [a,b]g R dan f: [a,b]—) R fungsi yang terbatas
pada [a,b]. Jika F, dan P, sembarang dua partisi pada [a,b] , maka berlaku
L(P; f)<UB:S) (19)

Bukti:

Diket: [a,b]g R dan f: [a,b]—) R fungsi yang terbatas pada [a,b]. Jika A, dan
P, sembarang dua partisi pada [a,b]

Adib: L(B; /) <U(P,; f)

Dibentuk P=PFUP,, maka P < PdanP, c P, sehingga diperoleh

L(P;f)<L(P;f)dan U(F;f)<U(P;f). Berdasarkan teorema 2.7.2.1

diperoleh L(P; f) <U(P; f). Akibatnya diperoleh L(P; f)<U(P,; f).

2.7.3. Integral Darboux Atas dan Integral Darboux Bawah

P [a,b] dimaksudkan sebagai himpunan semua partisi pada [a,b]. Selanjutnya

integral Darboux atas fungsi f pada interval [a,b], dinotasikan dengan U(f) atau

b
D j f(x)dx didefinisikan sebagai

b
U(f)= D[ f(x)dx =inf{U(P; f); P € P[a,b]} (20)
Sedangkan integral Darboux bawah fungsi f pada interval [a,b],

b
dinotasikan dengan U(f) atau D _[ f(x)dx didefinisikan sebagai

U(f)=D| f(x)dx = sup{U(P; f); P € Pla b]} @1

Mengenai Integral tersebut diatas terdapat beberapa teorema yakni
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Teorema 2.7.3.1. Diberikan [a,b]g R dan f: [a,b]—) R fungsi yang terbatas
pada [a,b]. Jika fungsi f terintegral Darboux atas dan terintegral Darboux bawah

pada interval [a,b], maka

L(H)<U(S) (22)

Bukti:

Diket: fungsi f terintegral Darboux atas dan terintegral Darboux bawah, artinya
dapat dipilih sembarang P, € P[a,b] dan P, € P[a,b]. Dipilih P =P, U P,, maka
berdasarkan lemma 2.7.2.1 dan teorema 2.7.2.2 berlaku

LR; f)S LR ) <UWP )SUR;f)

Jadi bilangan real U(P,;f) merupakan suatu batas atas dari
{L(P; f): P € P[a,b]}. Akibatnya L(f)=sup{L(P;f): P €P[a,b]}<U(P,;f).
Demikian pula L(f) merupakan batas bawah dari {U (P;f):Pe P[a,b]} sehingga
L(f)=inf{U(P,; f): PePla,b];=U(/).
Jadi terbukti L(f) <U(f)

Dari beberapa uraian di atas selanjutnya diberikan definisi Integral

Darboux sebagai berikut

Definisi 2.7.3.2.(Definisi Integral Darboux) Fungsi bernilai real dan terbatas

f: [a,b] — R dikatakan terintegral Darboux pada [a,b] jika

LO=U(p) atau Dj. f(x)dx = DT f(x)dx = Di £ (x)dx (23)

Atau bisa didefinisikan
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o(f;P)=U(f;P)-L(f;P)<e¢.
Integral Darboux menggunakan partisi Riemann yang lebih kecil yakni P, — P

Contoh 2.7.3.2.1:
Diberikan f(x)=x, Vxe[0,1]. Apakah fterintegral Darboux pada [0,1].

Penyelesaian:

Ambil sembarang partisi seragam P, 2{0,1,g n-l
non

. ,1} pada [0,1]. Karena
n

f(x)=x, Vxe[0,]] maka x, —x, , = 1 \7 =124 17
n

M,==, Vi=12,.n
n

UBS )= 2 M = 5)

2

m, :i Vi=12,.,n
n

LB )= Ym, (5, =)
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= L3

na
=L(1+2+...+n—1)

2

_ 1 n(n-1
n* 2

e

Diperoleh

N

imU (P )= L(P.s f) = 1im[l(1+lj_l(1_ljj =0
m n—wo| ) n 2

n

Maka fterintegral Darboux pada [0,1] dengan nilai Integral

DIf(x)dx ~ limU(P,: /) = liglg%[l +1j -~
2.7.3.3. Fungsi Kontinu dan Monoton Pada Integral Darboux
Teorema 2.7.3.3.1
Setiap fungsi real dan kontinu pada interval [a,b], terintegral Darboux pada [a,b].
Bukti:

Diberikan sembarang f fungsi real dan kontinu pada interval [a,b],
berdasarkan teorema kekontinuan seragam, maka f kontinu seragam. Selanjutnya

diberikan sembarang bilangan & > 0. Karena f kontinu seragam, maka terdapat

bilangan ¢ > 0 sehingga jika P ={a = x,,x,,X,,....,x, =b;&,,&,,...,&, } sembarang

partisi pada [a,b] dengan sifat |P| <& berlaku
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Sehingga diperoleh

U(P; f)—L(P; f) :iMi(xi _xil)_iMi(xi —X)
= (M, )~ %)

<Zb a2’

=5
Berdasarkan kriteria Riemann fterintegral Darboux pada [a,b] .

Contoh 2.7.3.3.1.1 :
. . 7 101
Diketahui f(x)=x", 0<x<2 P= 0,3,5,1,2

Penyelesaian:

Fungsi ini merupakan fungsi kontinu. la kontinu pada titik 2.

linzlf(x)=x2 =4,
Karena menurut definisi lim f(x) = f(a)
lim £(2) = £(2)

Selanjutnya untuk mencari apakah ia terintegral Riemann maka harus dicari

U(P;f) dan L(P;))
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Di  sini, m, =inf f(x)=0, m,=inf f(x)= é m, =inf £(x) =%,

1
0,—
*el03] il RERSY

m, =inf f(x) =1, m; :inff(x)zé
xe[l‘ij 5 ]6
XE[I?Z]

M, =sup f () =5 My =sup.f() = My =sup f() =1,

1
xe[—,1
11 [2 ]

1
xe[0,— xe[—,
xe[ 3] [32

]

253
M, :Supf(x):R:Ms =sup f(x)=4

5
xe[2,2]
xef1,2] 4
4

L(P;f)zo(l-ojﬂ(]_1j+1(1_1)+1(5—1j+§(2—5)=0,4

3 Ol 228 3 4 2 4 16 4

U(P;f)=1(l—0j+1(l—1J+1(1—1j+25(5—1j+4(2—5j=0,3
913 4\2 3 2 16\ 4 4

Syarat terintegral Riemann yaitu

Jadi

L(P; f)-U(P; f) < ¢ sehingga 0,3-0,4< ¢
Teorema 2.7.3.3.2.
Setiap fungsi monoton adalah Integral Darboux
Bukti:

Misal f:[a,b] > R adalah fungsi naik. Kemudian terdapat partisi P,

b—a

pada interval [a,b] hingga untuk setiap x; —x, | = = Ax . Jika f adalah fungsi

n
naik, dia akan supremum pada subinterval kanan dan akan infimum pada

subinterval kiri. Sedemikian hingga
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o(f;B,)=U(f;B,)-L(f;P,)

=3 G =)= 2 ) )

=3 A=Y f (A

i=0

b—a

n

if(xf) — f()

Teorema 2.7.3.4 (Kriteria Riemann untuk Integral Darboux)
Fungsi bernilai real dan terbatas f : [a,b] — R terintegral Darboux pada
[a,b] jika dan hanya jika untuk setiap bilangan ¢ >0, terdapat partisi Riemann

P. pada [a,b] sehingga untuk setiap partisi Riemann P pada interval [a,b]

dengan sifat P, c P, berlaku
UP f)-L(P;f)<e (24)
Bukti:
Syarat perlu;
Diketahui fungsi f :[a,b]—)R terintegral Darboux pada [a,b], berarti
L({=U(f). Diberikan sembarang bilangan & > 0, berdasarkan definisi U(f) maka

terdapat partisi Riemann P, pada [a,b] sehingga

U(f)<UP;f)<U(S) +§
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Karena L(f)=U(f). Maka berlaku L(f)<U(P; f) < L(f) +§

Selanjutnya untuk bilangan ¢ > 0 tersebut berdasarkan definisi L(f) maka

terdapat partisi Riemann P, pada [a,b] sehingga

L(f) —% <L(P,; f) < L(f)

Berdasarkan teorema 2.7.2.2 berlaku L(P,; f)<U(PF;f). Oleh karena itu

diperoleh
L(f) —§ <L(P; f)<U(P; f) < L(f) +§

Dipilih P, = P, U P, maka P, c P, dan P, c P, sehingga diperoleh
& &
AL R R gl 5 R

Akibatnya L(f) —% <L(P;f)SUP; )< L(f)+ % !

Selanjutnya jika diambil sembarang partisi riemann P pada interval [a,b] dengan

sifat P. ¢ P berlaku

L(f)—%<L(Pg;f)ﬁL(P;f)SU(P;f)SU(Pg;f)<L(f)+§

Maka didapat L(f)—§<L(P;f)SU(P;f)<L(f)+§

Akhirnya diperoleh U(P; f)— L(P; f)< ¢
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Syarat cukup;

Diketahui untuk setiap bilangan ¢ > 0terdapat partisi Riemann P, pada
[a,b] sehingga untuk setiap partisi Riemann P pada interval [a,b] dengan sifat
P_c P berlaku U(P; f)-L(P; f)<¢.

Ini ekuivalen dengan U(P; f) < L(P; f) + & . Berdasarkan definisi L(f) dan
U(f), maka untuk setiap partisi Riemann P pada [a,b] berlaku U(f) <U(P; f) dan
L(P; f) < L(f)
Sehingga diperoleh U(f) <U(P; f)< L(P; f)+e<L(f)+¢
Diperoleh U(f)<L(f)+¢

Karena bilangan ¢ > 0 diambil sembarang maka didapatkan

U(f)<L(f)
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BAB III

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dipaparkan tentang bukti ekuivalensi Integral Riemann
dan [Integral Darboux. Kemudian dipaparkan juga bukti sifat-sifat Integral
Darbux dengan menerapkan sifat-sifat Integral Riemann .

3.1. Ekuivalensi Integral Riemann dan Integral Darboux

Selain [Integral Riemann terdapat Integral Darboux. Integral Darboux
adalah ekuivalen dengan Integral Riemann. Suatu fungsi terintegral Darboux jika
dan hanya jika ia juga terintegral Riemann dan jika nilai kedua Integral itu ada
maka nilai keduanya sama.

Teorema 3.1.1

Diberikan fungsi f :[a,b] > R adalah integral Riemann jika dan hanya jika f
b b
terintegral Darboux pada [a,b] sehingga RJ f=D I f

(Pete;2008:8).

Bukti:

b b
e Bukti yang pertama adalah RJ. = DJ. f
Diketahui fungsi f :[a,b] > R terintegral Riemann pada [a,b], berarti terdapat

b
bilangan A4 =RI f(x)dx artinya untuk sembarang bilangan & >0, terdapat
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bilangan ¢ > 0 sehingga jika P ={a = x,,x,,X,,....,x, =b;&,,&,,...,&, } sembarang

partisi pada [a,b] dengan sifat ”P” < 6 berlaku

(P3SN =)= A| <

Ambil sembarang [x,,,x;];i =1,2,..,n berdasarkan definisi m, maka terdapat

& e[x,,,x;] demikian sehingga

Sehingga

m(x; —x,) < f(gl )(xi =X ) < (mi + 2(b<9_ a)j(xf —X,)

£
2(b—a)

m,(x; —x,,) < f(gl )(xi X ) <m(x; —x,_)+ (x; =)

n n

27’”,‘ (xj _xi—l) < ;f(f; )(x,- _xl‘—l) < g(m, (xi —x,._l)+ Z(bg_ a) (xl_ -X, )J

n

Zn:mi(xi —X) < Zf(‘fz)(xz - X)) < Zn:mi(xi _xi—l)—"_%

i=1

L(P; ) < S(P: f) < L(P. f) +§ ................. )

Demikian pula untuk sembarang [x, ,,x;];i=1,2,.,n berdasarkan M, maka
terdapat &, €[x, ;,x,;] sedemikian hingga

_ &
" 2(b-a)

< f(&)<M,



Dengan cara yang sama diperoleh
&
U(P;f)—5<S(P;f)SU(P;f) ........ 2)
Dari (1) dan (2) diperoleh

U(P;f)—g < L(P;f)+§

o _ 1ot S |
UP; f) L(P,f)<2+2 &

Menurut definisi Integral Darboux yaitu U(P; f)—L(P;f)<e¢. Jadi terbukti

bahwa Rj.f = Dj.f

b b
e Bukti yang kedua adalah D j = RJ. i

Definisi Integral Darboux
L(f)=U(f) atau
o(f;P)=U(f;P)-L(f;P) <&
Berdasarkan definisi jumlah Darboux atas dan Darboux bawah
=U(f;P)-L(f;P)<¢

= ZMi(xi —X;) _zmi(xi —X)
i=1 i=1

Kita misalkan sebagai berikut
Mi:f(xi) dan mi:f(xi—l)

Sehingga
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=U(/iP)-L(f:P)<¢

= ZMi(xi —X,)- Zmi('xi —X)
i=1 i=1

—a
<o.
n

Dan berdasarkan sifat Archimedes untuk bilangan asli n maka

Menurut teorema 2.6.2.1.2 bahwa untuk setiap bilangan 6 >0 terdapat

partisi P pada [a,b] sehingga HPH < ¢ . Sedangkan jika HPH < ¢ berlaku

(P)ﬁ SO, —x, ) - A < &

b b
Hasil diatas merupakan definisi dari Integral Riemann. Jadi D'[ f=R I f

terbukti.
Contoh 3.2.1.1:
Fungsi konstan terintegral Riemann pada interval tertutup

Penyelesaian:
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f(x)=c Vxe[a,b] dengan c suatu konstanta.
Ambil sembarang P ={a=x,,x,,x,,....x, =b;&,&,,....5 } partisi pada [ab],
maka

M,=c dan m,=c Vi=12,.,n

Oleh karenanya

UP: /)= M, (x, ~x,.)

n
7 Z c(x; —x,)
i=1

= Ci (x; —x:)
= c(é -a)

Dan

LP.) =Y m (x5 ~x.)

- anlc(xi o)
= ci (X, —x,,)
ob-a)
U(f) =inf{U(P; f): P e pla,b]}= c(b— a)dan
L(f)=sup{L(P; f): Pe pla,blj=c(b—a). Jadi U{f) = L(f), maka f terintegral

Darboux yang berarti ia juga terintegral Riemann. Lebih lanjut

(B)] f (x)dx = c(b~a)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



71

Karena hasil antara Integral Darboux dan Integral Riemann sama maka dikatakan
ekuivalensi.

Contoh 3.2.1.2

Fungsi h(x)=x’ terintegral Riemann pada interval [0,1]. Misal P, adalah

subinterval pada interval [0,1] sehingga P, = (0,1,%,..., g-1ln_ lj .
non n o n

Ketika /4 naik pada interval [0,1] maka di dapat m, = ((k = 1)/n2) dan M, = (%)z
untuk £ = 1,2,..,n. Sehingga
L(Pn;h): (02 +17 +...+(n—1)2)/n3

UP;h)= (12 +2% +..+n*)/n’

Dengan menggunakan persamaan 1° +2° +...+ m’ = ;m(m +1)2m +1)

2n  2n®

L(R,;h)z(n—l)n(zn—1)/6n3=%(1—i+ ! j

U(P,;h)=n(n+1)2n+1)/6n° :;(H;f 2:12j

Untuk semua 7 € N . Selanjutnya dapat dilihat

L(h)=sup{L(P,;h)}n € N}<sup{L(P,;h),P € P(1)} = —;:
U(h)=inf{U(P,:h). P e P()j<inf{U(P,:h}ne N} %

Jadi L(h)=U(h) = % Maka # terintegral Darboux yang berarti ia juga terintegral

Riemann.

(Bartle,1994:236)
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3.2. Sifat-Sifat Integral Darboux

Telah dibuktikan bahwa Integral Riemann dan Integral Darboux adalah
ekuivalen, maka sifat-sifat dasar Integral Riemann yaitu ketunggalan nilai
integral, kelinearan dan keterbatasan fungsinya berlaku pula pada Integral
Darboux.
3.2.1 Ketunggalan nilai integral

Telah dijelaskan pada bab sebelumnya yakni pada teorema 2.6.2.7.1
bahwa [Integral Riemann mempunyai nilai yang tunggal yakni A =4,.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa pada [Integral Darboux juga berlaku
demikian.
Menurut definisi Integral Darboux yakni

o(f;P)=U(f;P)—- L(f;P) <& maka

U(f;P)=L(f;P)

Jika S(Q, f) pada teorema Darboux menyatakan jumlah Darboux yang terkait

dengan partisi Q maka <&

S(0: £)- [ £ (x)ex

b
Sedangkan Jf(x)dx = A maka ‘S(Q; T A‘ <&
Untuk membuktikan bahwa Integral Darboux mempunyai nilai tunggal
dimisalkan A4, # 4,. Andaikan |S(Q; - Al‘ <& dan ‘S(Q;f) - A2| <&
dengan 4, # 4,, maka untuk setiap A4, terdapat 6, >0 untuk setiap partisi

0= {yo,y1 ,...,yn} dengan ”QH < 0 sehingga untuk setiap ”Q1” < 6, berlaku
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|ﬂ@ﬂ—4k§

Hal demikian juga berlaku pada 4, pada nilai Integral fungsi f pada [a,b] yaitu

[S@:1 - 4] <5
Dipilih & =min{3,,, }, menggunakan ketaksamaan segitiga maka untuk
|9 <o
|4, = 4| = |4, = S /) +S(Q; /)~ 4,]
<|4=S(0; /)| +IS(Q; /) - 4|

<[S(0:f)— 4| +]S(Q: /) - 4,]

Sehingga permisalan salah karena dari hasil diatas di dapat bahwa 4, = 4, . Jadi

terbukti bahwa pada Integral Darboux juga berlaku sifat ketunggalan nilai
Integral.
3.2.2. Kelinieran Fungsi

Pada Integral Riemann telah dibuktikan pada teorema 2.6.2.7.2 berlaku
sifat kelinieran fungsi. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa pada Integral Darboux
juga berlaku demikian. Adapun sifat kelinieran Integral Darboux adalah sebagai

berikut:

a. D[(f+&)x) = D[ f(x)+ D[ g(x)
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b. Dfef (x) = a(D)] /(x)

Bukti:

a. Menurut Definisi Integral Darboux yaitu
o(f3P)=U(f;P)=L(f;P)
o(f +&P)=U(f+gP)~L(f +g:P)
Pada sisi lain kita tidak bisa mengatakan bahwa
U(f+gP)=U(f,P)+U(g,P)

karena

sup f (x) + g(x) < sup f(x) +sup g(x)

ved ved ved
Ini menunjukkan bahwa

U(f+gP)<U(f,P)+U(g,P)
Hal tersebut juga berlaku untuk

L(f+g,P)2 L(f,P)+L(g,P)

Ambil sembarang partisi £, sehingga o(f;P,) <% dan partisi P, maka

o(f;P) <<
2
Seperti kita ketahui bahwa
P=P UP,
sehingga

o(f;P)<w(f;P)dan o(g;P) < w(g;P,) dan
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o(f+gP)=U(f+gP)-L(f+g;P)

<SU(f;P)+U(g; P)—L(f;P)—-L(g; P)
=o(f:P)+w(g:P)<¢

Jadi Dj.( f+8)x)=D[ f(x)+ D[ g(x)

b. Menurut Definisi Integral Darboux yaitu

o(f;P)=U(f;P)~ L(f;P)

w(of ; P)=Ul(af;P)—L(of ; P)

< aU(f;P)—aL(f;P)
=a(U(f;P)~L(f;P))

Karena o adalah konstanta maka o bisa dikeluarkan. Dan sesuai dengan

definisi
DI f(x)dx = DJ. f(x)dx = DJ. f(x)dx
atau
o(f;P)=U(f;P)-L(f;P)<¢
dan
LO=U=(f) .
Sehingga

Dfaf(x)=a(D)f f(x).
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3.2.3. Keterbatasan Fungsi Integral Darboux.

Karena Integral Riemann terbatas pada [a,b] sesuai dengan teorema
2.6.2.7.3 maka Integral Darboux juga sama, karena sudah dibuktikan bahwa
keduanya terdapat ekuivalensi. Di sini akan dibuktikan bahwa Integral Darboux
juga terbatas pada [a,b]:

Bukti:

Definisi Integral Darboux yaitu

o(f;P)=U(f;P)-L(f;P)
b
sedangkan sifat keterbatasan adalah m(b —a) < j f(x)ydx<M(b-a).

Pada sisi lain teorema Darboux juga dapat dipakai untuk membuktikan rumusan

tersebut.

< ¢ . Sedangkan menurut teorema 2.6.2.7.3 yakni

S(0; )= [ f(x)ex

L(P; f) <U(P; f) maka m(b—a) < [ f(x)dx < M(b-a).

Dan fungsi fterbatas pada [a,b].
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BAB1V

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan pada bab III, maka diperoleh

kesimpulan sebagai berikut:
1) Telah dibuktikan bahwa antara Integral Riemann dan Darboux terdapat
ekuivalensi.
2) Sifat yang berlaku pada Integral Riemann terbukti juga berlaku pada
Integral Darboux karena keduanya mempunyai ekuivalensi. Sifatnya
yaitu, ketunggalan nilai integral, kelinieran dan keterbatasan fungsi.
4.2. Saran

Bagi pembaca yang ingin melanjutkan penelitian ini maka peneliti
menyarankan tidak hanya menggunakan Integrak darboux saja serta pada interval
[a,b]. Karena banyak Integral lain yang merupakan generalisasi dari Integral

Riemann.
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