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ABSTRAK

Mandasari, Rianti. 2015. Transformasi Laplace pada Persamaan Telegraf.
Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Ari
Kusumastuti, S.Si., M.Pd (I1) Dr. Abdussakir, M.Pd.

Kata kunci: Persamaaan Telegraf, Masalah Nilai Awal dan Masalah Nilai Batas,
Transformasi Laplace.

Persamaan telegraf adalah persamaan diferensial parsial yang menjelaskan
masalah gelombang sinyal-sinyal listrik di transmisi kabel. Tujuan penelitian ini
adalah menyelesaikan persamaaan telegraf orde dua linear hiperbolik satu dimensi
dengan transformasi Laplace. Langkah-langkah dari penelitian ini adalah
menganalisis bentuk transformasi Laplace untuk persamaan telegraf, menerapkan
transformasi Laplace pada persamaan telegraf dengan masalah nilai awal dan nilai
batas yang diberikan, dan menyelesaikan persamaan untuk mendapatkan solusi
transformasi Laplace pada persamaan telegraf.

Hasil solusi analitik dengan metode transformasi Laplace untuk persamaan
telegraf dalam penelitian ini mempunyai bentuk yang sama dengan solusi analitik
dari referensi yang dirujuk oleh penelitian ini. Berdasarkan hasil dapat
disimpulkan bahwa metode transformasi Laplace ini dapat digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial parsial. Bagi penelitian selanjutnya, dapat
diperdalam analisis transformasi Laplace dan kriteria metode ini digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial parsial.
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ABSTRACT

Mandasari, Rianti. 2015. Laplace Transform in Telegraph Equation. Thesis.
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, State
Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Ari
Kusumastuti, S.Si., M.Pd (I1) Dr. Abdussakir, M.Pd.

Keywords: Telegraph Equation, Initial Value Problems and Boundary Value
Problems, Laplace transform.

Telegraph equation is a partial differential equation that describes the
wave of electrical signals in the cable transmission. The purpose of this study is to
solve linear hyperbolic one-dimension telegraph equation of order two using
Laplace transformation. The steps of this study was to analyze the form of
Laplace transforms for the telegraph equation, applied the Laplace transform the
telegraph equation with initial value problems and limits value given, and
resolved equations to obtain the Laplace transform solution on the telegraph
equation.

The results of analytic solutions with Laplace transform method for
telegraph equation in this study had the same form with the analytic solution of
reference that referred to this study. Based on the results it can be concluded that
the Laplace transform method can be used to solve partial differential equations.
For further research, it can be deepened the Laplace transform analysis and this
criteria method was used to solve partial differential equations.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Permasalahan merupakan cara Allah untuk menguji hamba-hambanya
yang beriman. Contoh sederhana adalah perbedaan pendapat saat menyelesaikan
suatu permasalahan. Dalam Islam terdapat tuntunan sebagaimana firman Allah

Swit. di dalam surat an-Nisa’/4:59, yang berbunyi

P

s 447 o P cgee s Eeos L Fe gF
0533 £l 3 FE35 O z&-‘ AT J)‘) Uyl sy T pa el 15002 T G

(o‘\)m,u 13 es aUs ﬁyuﬂja&uuyyﬁsuldyﬁjwdl
“ Hai orang-orang yang beriman, taatilah Allah dan taatilah Rasul (nya), dan ulil

amri di antara kamu. Kemudian jika kamu berlainan pendapat tentang sesuatu,
Maka kembalikanlah ia kepada Allah (Al Quran) dan Rasul (sunnahnya), jika
kamu benar-benar beriman kepada Allah dan hari kemudian. yang demikian itu
lebih utama (bagimu) dan lebih baik akibatnya”(Qs. an-Nisa /4.:59).

Menurut tafsir al-Imam Abul Fida Isma’il Ibnu Katsir Ad-Dimasyqi, yakni
dalam ayat tersebut terkandung makna bahwa Allah Swt. menyuruh untuk
mentaati-Nya dan Rasul-Nya. Jika berbeda pendapat atau berselisih paham
tentang sesuatu, maka kembalikanlah kepada Allah dan kepada Rasul-Nya.
Mengembalikan perbedaan pendapat tersebut pada (al-Quran dan Sunnah) itu
lebih baik dari pada berselisih paham dan mengandalkan pendapat manusia (Ad-
Dimasyqi, 2000:273-275).

Dengan mengingat kutipan ayat di atas, maka secara analog terdapat
beberapa pendapat tentang metode penyelesaian persamaan telegraf. Salah satu

metode yang dimaksud adalah transformasi Laplace. Transformasi Laplace adalah

suatu metode yang mentransformasikan persamaan diferensial dari domain waktu

1



2
t menjadi domain baru dengan variabel bebas s yaitu domain frekuensi, dimana s
adalah bilangan kompleks. Begitu pula sebaliknya, invers transformasi Laplace
adalah transformasi dari domain frekuensi s menjadi domain waktu t (Effendy dan
Sugiyono, 2013:156-157). Menurut Zuhair (2007:2) transformasi Laplace adalah
sebuah metode yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial yang
berkaitan dengan masalah nilai awal dan nilai batas. Pada dasarnya menggunakan
sebuah integral untuk mentransformasikan persamaan diferensial parsial menjadi
sebuah persamaan diferensial biasa, kemudian dari solusi persamaan diferensial
biasa dapat diperoleh solusi persamaan diferensial parsial yang dimaksud dengan
menggunakan invers transformasi Laplace. Transformasi Laplace ditemukan oleh
matematikawan Perancis Pierre Simon Laplace (1749-1827), yang juga dikenal
untuk persamaan Laplace (Tang, 2005:271).

Transformasi Laplace dalam penelitian ini untuk menyelesaikan
persamaan diferensial parsial khususnya persamaan telegraf. Persamaan telegraf
adalah persamaan diferensial parsial yang menjelaskan masalah gelombang
sinyal-sinyal listrik di transmisi kabel. Persamaan telegraf merupakan salah satu
persamaan gelombang dari bentuk hiperbolik yang berhubungan dengan getaran,
atau permasalahan dimana terjadi discontinue dalam waktu. Fungsi y adalah
perpindahan vertikal pada jarak x dari ujung tali yang bergetar yang mempunyai
panjang L sesudah waktu t. Nilai y pada ujung-ujung tali biasanya diketahui pada
semua waktu (kondisi batas) dan bentuk serta kecepatan tali diketahui pada waktu
nol (kondisi awal), maka penyelesaian persamaan dengan menghitung y pada x

dan t tertentu (Triatmodjo, 2002:201-202).



3
Penelitian yang dilakukan merujuk pada beberapa penelitian terdahulu.
Penelitian yang dilakukan oleh Mohammad Javidi dan Nemat Nyamoradi pada
tahun 2013, menggunakan kombinasi skema transformasi Laplace dan metode
Homotopy Perturbasi (Homotopy Perturbation Method) atau disebut juga metode
Laplace Homotopy Perturbasi (Laplace Homotopy Perturbation Method). Metode
ini memberikan solusi yang baik untuk solusi eksak. Penelitian yang dilakukan
olen Naveed Imran dan Syed Tauseef Mohyud-Din pada tahun 2013,
menggunakan metode transformasi Laplace. Metode ini sangat efisien dalam
menyelesaikan solusi analitik untuk persamaan diferensial parsial orde tinggi.
Penelitian yang dilakukan oleh Mudmainnah Farah Dita dan Basuki Widodo pada
tahun 2013, menggunakan metode transformasi Laplace. Metode ini efektif dalam
mendapatkan solusi analitik untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial
khususnya persamaan aliran panas.
Berdasarkan paparan di atas, maka fokus penelitian ini adalah meneliti
transformasi Laplace dalam penyelesaian persamaan telegraf orde dua linear
hiperbolik satu dimensi dengan masalah nilai awal dan nilai batas. Sehingga judul

penelitian adalah “Transformasi Laplace pada Persamaan Telegraf “.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian pada latar belakang di atas, maka rumusan masalah
yang dibahas adalah:
1) Bagaimana analisis transformasi Laplace untuk persamaan telegraf?
2) Bagaimana solusi persamaan telegraf dengan variasi masalah nilai awal dan

nilai batas yang diberikan?



1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah:
1) Mengetahui analisis transformasi Laplace untuk persamaan telegraf.
2) Mengetahui solusi persamaan telegraf dengan variasi masalah nilai awal dan

nilai batas yang diberikan.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian ini adalah untuk memahami analisis transformasi
Laplace sebagai salah satu metode untuk menyelesaikan persamaan diferensial
parsial khususnya persamaan telegraf dengan masalah nilai awal dan nilai

batasnya.

1.5 Metode Penelitian
Metode penelitian ini menggunakan kajian teoritis, dengan langkah-
langkah sebagai berikut:
1) Menganalisis transformasi Laplace untuk persamaan telegraf.
2) Menerapkan transformasi Laplace pada persamaan telegraf dengan variasi
masalah nilai awal dan nilai batas yang diberikan.
3) Menyelesaikan persamaan untuk mendapatkan solusi transformasi Laplace

pada persamaan telegraf.

1.6 Sistematika Penulisan
Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami,

maka digunakan sistematika pembahasan yang terdiri dari empat bab yaitu:



Bab | Pendahuluan

Bab 11

Bagian ini meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Bagian ini berisi tentang dasar teori: transformasi Laplace, persamaan
diferensial biasa, persamaan diferensial linear orde dua homogen,
persamaan diferensial linear orde dua tak homogen, persamaan telegraf,
dan masalah nilai awal dan nilai batas. Serta membahas kajian Islam
mengenai kesempurnaan ciptaan Allah dalam al-Quran pada persamaan

telegraf atau gelombang.

Bab I11 Pembahasan

Bagian ini menjelaskan semua langkah-langkah yang ada pada metode
penelitian, yaitu menganalisis transformasi Laplace untuk persamaan
telegraf. Menerapkan transformasi Laplace pada persamaan telegraf
dengan variasi masalah nilai awal dan nilai batas yang diberikan.
Menyelesaikan persamaan untuk mendapatkan solusi transformasi Laplace
pada persamaan telegraf. Selain itu juga berisi tentang penjelasan integrasi
antara kesempurnaan ciptaan Allah dalam al-Quran dengan metode

transformasi Laplace.

Bab IV Penutup

Bagian ini berisi tentang kesimpulan dan saran sebagai acuan untuk

penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Transformasi Laplace

Menurut Zuhair (2007:2) metode transformasi Laplace adalah sebuah
metode yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial yang
berkaitan dengan masalah nilai awal dan nilai batas. Transformasi Laplace adalah
suatu metode yang mentransformasikan persamaan diferensial dari domain waktu
t menjadi domain baru dengan variabel bebas s yaitu domain frekuensi, dimana s
adalah bilangan kompleks. Begitu pula sebaliknya, Invers transformasi Laplace
adalah transformasi dari domain frekuensi s menjadi domain waktu t (Effendy dan
Sugiyono, 2013:156-157).

Definisi 2.1.1. Misalkan f adalah fungsi real atau bernilai kompleks
untuk variabel (waktu) t>0 dan s adalah parameter real atau kompleks.

Transformasi Laplace dari f didefinisikan sebagai berikut

F(s) = L{F(O)} = [ e f(O)dt = limp_o, [, et F(E)dt (2.1)
Jika limit ada (sebagai jumlah yang terbatas), maka integral (2.1)
dikatakan konvergen. Jika limit tidak ada, maka integral (2.1) dikatakan divergen

dan tidak ada transformasi Laplace yang didefinisikan untuk f . Notasi L(f)
digunakan untuk menunjukkan transformasi Laplace dari f . Simbol £ adalah
transformasi Laplace, yang berada pada sebuah fungsi f =f(t) dan

menghasilkan fungsi baru, F(s) = L{f(t)} (Schiff, 1999:1-2).



2.1.1 Syarat Cukup Agar Transformasi Laplace Ada

Teorema 2.1.2. Jika f(t)adalah fungsi yang kontinu secara sebagian-
sebagian dalam setiap interval 0<t <N dan eksponensial berorde » untuk
t > N, maka transformasi Laplace F(s)ada untuk setiap s>y (Spiegel, 1999:2).

Bukti, untuk setiap bilangan positif N diperoleh

Te“ f(t)dt = Te“ f (t)dt + Te“ f (t)dt (2.2)

0

Karena f (t)adalah kontinu secara sebagian-sebagian dalam setiap interval

0<t<N, integral pertama di ruas kanan ada. Juga integral kedua di ruas kanan
ada, karena f(t)adalah eksponensial berorde » untuk t > N. Untuk melihatnya

amati hal berikut

j| ()t = Ie’5‘|f(t)‘dt— Ie’StM At = l (2.3)

j e f (t)dt| = N -,

N

Jadi transformasi Laplace ada untuk s> A (Spiegel, 1999:28).

Berdasarkan definisi di atas, dapat ditentukan transformasi Laplace dari
beberapa fungsi sederhana, yang dapat dilihat pada lampiran 1. Beberapa contoh
transformasi Laplace suatu fungsi dan penjabarannya, yaitu:

1. f(t) =1, maka dapat dihitung £ {f (1)} sebagai berikut

L{f)}= Tes‘ 1dt = Ilm[—le T = Iim{—les"’o +%es'°} = (2.4)

—>®© S 0 p—x S

w |

2. f(t)=t, maka dapat dihitung £ {f (t)} sebagai berikut

L{f@)}= Ie‘St tdt_llm{—— ‘t-e } j—%-e‘“dt



2 (25)
3. f(t)=e*, maka dapat dihitung £ {f (e*")} sebagai berikut

0" = o
L{f(t)}= Ie*St .e¥dt = lim ;_e(sa)t}
0

o= —(s—a) 0

r p
. ||m L‘e@wa)t
poe| —S+a !

=K1 .e(“a)‘”J—(il .e(“"")“’ﬂ:b-1 (2.6)
=S 9r &l —S+a St

(Spiegel, 1999:10-11)
Mencari nilai-nilai transformasi Laplace dari fungsi sinus-cosinus dan
fungsi hiperbolik. Diketahui bentuk kompleks dari fungsi-fungsi sinus dan fungsi

hiperbolik adalah:

iat —iat

4. sinat = %, maka dapat dihitung £ {f (sin at)} sebagai berikut
i

conm-c £ 2]
)

:l{sﬂa—(s—ia)}zli[ 2ia }: 2 07

il s?—(ia) s°+a’] s’+a’

iat —iat
e

5. cosat = +Te , maka dapat dihitung £ {f (cos at)} sebagai berikut

L {cosat}= L [eer—;_iat} :%[L(eiat) + L(emiat)]

1{ 1 1 }
=S|l Tt
2| s—ia s+ia




4{%}1[ 2 } > (28)

2| s®—(ia)’ 2|s?+a’| s’+a

6. sinhat = %(eat —e’at), maka dapat dihitung £ {f (sinh at)} sebagai berikut

L {sinh at}= L B (eat —e ™ )} = ; [L(e) — L(e™%)]

_1{1_1}
2|s—a Ss+a

:1_s+az—(sz—a):£ 22a2: 2a (29
2 s —a 2 s°—a s —a

7. coshat = ;(eat + e*at), maka dapat dihitung £ {f (cosh at)} sebagai berikut

L {cosh at}= L B (eat +e ™ )} = % [L(e%) + L(e™%)]

1] 1 10

=+ —
2|s—-a S+a

:1_s+a+s—a:1_ 2s _ s (2.10)
2 5 2 s?—a? s?-a’

(Tazi, 2008:258-261)

2.1.2 Sifat-Sifat Transformasi Laplace

Transformasi Laplace suatu fungsi yang mempunyai beberapa sifat. Sifat-
sifat tersebut antara lain:
a. Sifat linear

Teorema 2.1.3. Jika c, dan c, adalah sebarang konstanta, sedangkan
f,(t) dan f,(t) adalah fungsi-fungsi dengan transformasi-transformasi
Laplacenya masing-masing F,(s) dan F,(s), maka

Liehi®+c, O = L{fO+c, L{f,O}=cR@E) +cF(s) (211
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Bukti: £{c, f,(t) +c, f,(t)} = [e™{c f,(t) +c,f,(t)}dt

Ot—8 o3

e~ f,(t)dt + j e~c, f, (t)dt
0

=c,[e f,()dt+c, [e™ f, (t)dt
0 0
=C,F(s)+c,F,(s) (2.12)
Contoh:

L{at? —3cos 2t +5e " [=4L {t? |- 3L {cos 2t} +5L (e |
2

;{J (s

s, o (2.13)
s?+4 s+1

Simbol £, yang mentransformasikan f (t) ke dalam F(s), sering disebut

operator transformasi Laplace. Karena sifat £ dinyatakan dalam teorema ini, maka
dapat dikatakan bahwa £ adalah suatu operator linear atau £ memiliki sifat linear
(Spiegel, 1999:12-13).
b. Sifat translasi atau pergeseran pertama

Teorema 2.1.4. Jika L{f (t)} = F(s) maka £ {eat f (t)}: F(s—a)

Bukti: Karena £ {f (t)} = j e f (t)dt = F(s), maka

0

L M)} = Ie*St e f (t)dt = je =) £ (t)dt = F (s —a) (2.14)

(Spiegel, 1999:13)
c. Sifat translasi atau pergeseran kedua

f(t—a), jikat>a

T 2.1.5. Jika L {f (t)}=F(s)dang(t) =
eorema ika £ {f (t)}=F(s)dan g(t) {0, jikat<a

maka £ {g(t)}=e *F(s) (2.15)
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Bukti: L{g(t)} = Te‘“g(t)dt = Te““g(t)dt + Te‘s‘g(t)dt

= Test (0)dt + Te*st f(t—a)dt = Te*st f(t—a)dt (2.16)

a a

Misal u =t —a makat = u + a dan du = dt, sehingga

fetf(t—a)dt=[e*“f(u)du=eTe* f(udu=e“F(u) (217)
a 0 e

(Spiegel, 1999:14)

d. Sifat pengubahan skala

Teorema 2.1.6. Jika £ {f (t)} = F(s), maka L {f (at)} = é F(Z)

o0 o0

Karena £ {f (t)} = [e™ f (t)dt maka £ {f (at)} = [e™ f (at)dt

0 0

Misal u = at, du = a dt atau dt = d?u, Sehingga didapatkan

©

L{f(@t)= ! et f (at)dt = Iefu[i) f (u)(i: | %Ie”@ f (u)du = i FGJ (2.18)
(Spiegel, 1999:14)
e. Transformasi Laplace dari turunan-turunan
Teorema 2.1.7. Jika £ {f (t)} = F(s) maka £ {f (t)}=sF(s)—  (0)

Karena L {f (t)} = Te‘“ f (t)dt = F(s), maka £ {f '(t)}: J'e‘St f'(t)dt

L{f(t)= Test fydt=[e f @) —T f(t)—s-e dt

et + sTeS‘ f (t)dt



12

—[le=f ()~ f(@)]+5 Te-st f(t) dt

=—f(0)+sF(t)
=sF(t)- f(t)
=sF(s)- f(0) (2.19)

Jika L{f'(t)}=sF(s) - f (O)maka £ {"(t)}=s’F(s) — s (0) — f'(0)

Bukti: £{f'(t)}= Test £ (t)dt

“fe=t ) - [-s-ef (bt

0

=le=f o) + sT e ' (t)dt
=[le=f ' (e0))- (= '(0) )|+ s([est tf - T_ s.ef (t)dt]
= (O N '(O))+ {s[eSt f (t)]f - sﬁ— s e f(t) dtB

=(0-1-1 '(0))+([<s-e5'°c £ (o0))—(s-e > (0) )]+ 2 Test f(t) dtJ

0

=(0- ')+ (0-s(0))+s2 [e ™ f (1) c

= —f'(0)—s f(0)+s2F(t)
=s2F(t)—s f(0)— f (0)
=s2F(s)—s f(0)— f (0) (2.20)

dengan menggunakan induksi matematika dapat ditunjukkan bahwa, jika £

{f ()} = F(s), maka
L")} =5"F(5)=s"f(0) —s" 2 £ (0) —---—sf "2 (0) —sf "V (0) (2.21)
(Spiegel, 1999:15)

f. Tansformasi Laplace dari integral-integral

Teorema 2.1.8. Jika L {f (t)} = F(s), maka £ {j ; (u)du} _F(®)
S

0
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Bukti: Misal g(t) :jf(u)du maka g (t) = f (t)dan g(0)=0

Dengan transformasi Laplace pada kedua ruas, diperoleh
£ig'®}= s £{g®}-9(0) =s L{g®)} = F(5)

F (S)

L{g®);= (2.22)
Jadi L{j f (u)du} 50 (Spiegel, 1999:16).
g. Perkalian dengan ¢
Teorema 2.1.9. Jika £ {f (t)} = F(s), maka £{{"ft)}= (-1 jsn F(s)= ((DF"(s)

Bukti: Karena F(s):fe‘“f(t)dt maka menurut aturan Leibnitz untuk
0

menurunkan di bawah tanda integral, diperoleh

df ' d o gst cd —st T —st
E:f(s):—_[ f(t)dtzoge f(t)dt:!-te f (t)dt
:—j e {t f(O)jdt =—L{t ()} (2.23)

0

Jadi £ {t f(t)}:i‘; = —F (s) (Spiegel, 1999:17).

h. Sifat pembagian oleh t

Teorema 2.1.10. Jika £ {f (t)} = F(s), maka L{fft)} - T f (u)du

0

Bukti: Misal g(t) = t(t) maka f(t) =t g(t).
Dengan menggunakan definisi transformasi Laplace untuk kedua ruas, maka

diperoleh bentuk £ {f (t)} = £{t g(t)} atau F(s)——dill{g(t)}atau F(s)=- 32
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Selanjutnya dengan mengintegralkan diperoleh

j G(s) =—j f (u)du =i f (u)du (2.24)

[e’e]

Jadi £ {52} = [ f (u)du (Spiegel, 1999:18).

2.1.3 Invers Transformasi Laplace

Definisi 2.1.11. Jika transformasi Laplace suatu fungsi f(t) adalah F(s),
yaitu jika L{f(t)}: F(s), maka f(t)disebut suatu invers transformasi Laplace
dari F(s). Secara simbolis ditulis f(t)=£"1 {F(s)} dimana £~ disebut operator

invers transformasi Laplace.

a. Ketunggalan Invers Transformasi Laplace
Misal n(t) adalah suatu fungsi dan £ {f (t)}=0 maka £ {f (t)+n(t)}= L
{f(t)}. Dengan demikian dapat diperoleh dua fungsi yang berbeda dengan

transformasi Laplace yang sama.

Contoh:
0, Vvt=1
f(t)=e dan f,(t)=< "
(t)=e"" dan f,(t) {egt’ T
Mengakibatkan £~ {f, (t)}= £~ {f,(t)} = é (2.25)
+

Jika menghitung fungsi-fungsi nol, maka terlihat bahwa invers
transformasi Laplace tidak tunggal. Akan tetapi apabila tidak dapat
memperhitungkan fungsi-fungsi nol (yang tidak muncul dalam kasus-kasus fisika)

maka ia adalah tunggal. Hasilnya dinyatakan oleh teorema berikut.
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Teorema Lerch 2.1.12. Jika membatasi diri pada fungi-fungsi f (t) yang kontinu
secara sebagian-sebagian dalam setiap selang berhingga 0<t<n dan

eksponensial berorde untuk t >n, maka invers transformasi Laplace dari f(t)
yaitu £71 {F(s)}: f (t), adalah tunggal. Jika tidak ada pernyataan lainnya, maka

dapat dianggap tunggal (Spiegel, 1999:42).

2.2 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan diferensial adalah persamaan yang mengandung turunan di
dalamnya. Persamaan diferensial dibagi menjadi dua. Pertama, persamaan
diferensial yang mengandung hanya satu variabel bebas, disebut persamaan
diferensial biasa (PDB). Kedua, persamaan diferensial yang mengandung lebih
dari satu variabel bebas, disebut persamaan diferensial parsial (PDP) (Effendy dan
Sugiyono, 2013:127).

Berdasarkan sifat kelinearan (pangkat satu) dari peubah tak bebasnya,
persamaan diferensial dapat dibedakan menjadi PD linear dan PD tidak linear.

Bentuk umum PD linear orde n diberikan
a, (X)y™ +---+a,(X)y +a,(x)y = f(x) dengan a,(x) =0
a, (x),---,a,(x) disebut koefisien PD.
Bila f(x)=0 maka disebut PD Linear Homogen, sedangkan bila
f(x) 0 maka disebut PD Linear Tak Homogen. Bila tidak dapat dinyatakan

seperti bentuk di atas dikatakan PD tidak Linear. Dari contoh terdahulu,
persamaan Bernoulli dan Van Der Pol merupakan PD tidak linear (Mursita,

2009:190-191).
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2.2.1 Persamaan Diferensial Linear Orde Satu
Suatu persamaan yang mengandung satu atau beberapa turunan dari suatu
fungsi yang tidak diketahui disebut persamaan diferensial. Khususnya, suatu

persamaan berbentuk

F :(x, y,y® y@ y<”>):o (2.26)
yang mana y“ menyatakan turunan y terhadap x yang ke k , disebut persamaan
diferensial biasa berorde n.

y® +a, ()Y - +a (X)y+a, (X)y =K(X) (2.27)

Bahwa y dan semua turunannya muncul dalam pangkat satu disebut suatu
persamaan linear. Karena jika dituliskan dalam penulisan operator menjadi

[DX” +a,(X)D* +---+a,,(X)D, +a, (x)]y =k(X) (2.28)
operator dalam kurung siku adalah operator linear. Jadi, jika L menyatakan

operator, f dan g berupa fungsi dan ¢ konstanta, maka

L(f +9g)=L(f)+L(9)
L(cf) =cL(f) (2.29)

(Purcell dan Valberg, 1999:433-434)

2.2.2 Persamaan Diferensial Linear Orde Dua Homogen
Suatu persamaan diferensial linear orde dua homogen mempunyai bentuk
y"+a, (X)y+a, (X)y = k(x) (2.30)
Misalkan a,(x), a,(x) adalah konstanta, dan k(x) secara identik adalah nol
(kasus homogen). Persamaan diferensial linear homogen orde dua selalu

mempunyai dua selesaian fundamental u,(x) dan u,(X), yang bebas satu sama
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lain (yakni, fungsi yang satu bukan kelipatan fungsi yang lainnya), dari kelinearan
operator D* +a,D +a,, maka

C,u, (x)+C,u,(x) (2.31)
adalah suatu selesaian juga (Purcell dan Valberg, 1999:441).

Persamaan bantu. Karena Dx(e“)=r-e”, maka e™ merupakan suatu
selesaian terhadap persamaan diferensial untuk suatu pilihan r yang sesuai.

Untuk menguji kemungkinan, pertama menuliskan persamaan tersebut dalam

bentuk operator sebagai berikut
(D2 +a,D+a,)y=0 (2.32)
Sekarang
(D2 +a1D+a2)erx & Dy -(e”)+ alD-(e”)+ a, -e”
=7 -(e”)+ alr-(e”)+ a,-e™
:e”(r2+a1r+a2) (2.33)
Dimisalkan ruas kanan adalah nol
(r2 +alr+a2)=0 (2.34)
Persamaan (2.34) disebut persamaan bantu untuk (2.32). Karena
persamaan (2.34) merupakan suatu persamaan kuadrat biasa dan dapat
diselesaikan dengan pemfaktoran atau meggunakan rumus kuadrat. Terdapat tiga
kasus yang ditinjau yaitu akar-akar riil berlainan, akar tunggal berulang, atau akar-

akar kompleks saling konjugat (Purcell dan Valberg, 1999:442).

(Akar-akar riil berlainan). Jika persamaan bantu mempunyai akar-akar riil

berlainan r, dan r,, maka selesaian umum y''+a, y'+a,y =0 adalah

y=C.e"™ +C,e" (2.35)
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Tetapi, apabila persamaan bantu mempunyai bentuk
r2=2r,-r+r2=(r-r) =0 (2.36)
maka persamaan (2.36) akan menghasilkan selesaian fundamental tunggal e"*
dan harus mencari selesaian lain yang bebas dari selesaian tersebut. Selesaian

yang demikian adalah xe™, seperti yang akan dijabarkan sebagai berikut

(D2 —2r,D +12 )e™ = D? - (xe™ )—2r,D - (xe™ )+ 12 - xe"*
= (xrl2 ™ +2r, -e“x)— 2r1(xrl e +er1x)+ r’ - xe™
-0 (2.37)

(Akar tunggal berulang). Jika persamaan bantu mempunyai akar tunggal
berulang r,, maka selesaian umum terhadap y'+a,y'+a,y =0 adalah

X

y=Ce" +C,x-e" (2.38)

Apabila persamaan bantu mempunyai akar-akar kompleks saling konjugat
sebagai berikut

(D?+B?)y=0 (2.39)
dengan persamaan bantu r? + $? =0 dan akar-akar kompleks (imajiner) + gi .
Selesaian-selesaian fundamentalnya secara mudah kelihatan berupa sin gx dan
cos Sx (Purcell dan Valberg, 1999:443). Menggunakan penurunan langsung
bahwa selesaian umum adalah sebagai berikut
(Akar-akar kompleks saling konjugat). Jika persamaan bantu mempunyai akar-
akar kompleks saling konjugat « + i, maka selesaian umum y"+a, y'+a,y =0
adalah

y =C,e”™ cos px + C,e”™ sin fx (2.40)

(Purcell dan Valberg, 1999:443)
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2.2.3 Persamaan Diferensial Linear Orde Dua Tak Homogen
Bentuk umum persamaan diferensial linear orde dua tak-homogen dengan
koefisien konstan adalah
vy +a )y +cra ()Y, (X)y =Kk(x) (2.41)
Selesaian persamaan (2.41) dapat direduksi atas tiga langkah:
1) Menentukan Selesaian umum.
y, =C,u, (X)+C,u,(x)+---+C u, (X) terhadap persamaan homogen.
2) Menentukan solusi khusus y terhadap persamaan tak-homogen tersebut.
3) Menambahkan selesaian-selesaian dari langkah 1 dan 2. Menyatakan hasilnya
sebagai suatu teorema formal.
Teorema 2.1.13. Jika y, suatu selesaian khusus sebarang terhadap persamaan
tak-homogen

L(y)=|D" +a,D" +---+a, ,D+a, |y =k(x) (2.42)
dan jika vy, adalah selesaian umum terhadap persamaan homogen yang

bersesuaian, maka

Y=YptYn (2.43)
adalah selesaian umum dari (2.42) (Purcell dan Valberg, 1999:446).

Bukti. Kelinearan operasi L merupakan elemen kunci dalam pembuktian.
Andaikan y  dan y, adalah seperti yang dijelaskan, maka

L(yp +y, )= L(yp)+ L(y,)=k(x)+0 (2.44)

Sehingga y =y, +Y, adalah suatu selesaian terhadap (2.42). Sebaliknya,

andaikan y sebarang selesaian terhadap (2.42), maka

L{y-y,)=L(y)+Lly,)=kx)-k(x)=0 (2.45)
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Sehingga y -y, adalah suatu selesaian terhadap persamaan homogen. Maka dari
itu y=y, +(y—yp) dapat dituliskan sebagai y, ditambah selesaian terhadap

persamaan homogen (Purcell dan Valberg, 1999:446).

2.2.3.1 Metode Koefisien Tak Tentu

Persamaan umum
y'+a,y'+a,y =K(x) (2.46)
Fungsi k(x) yang sering muncul dalam penerapan berupa polinom,

eksponen, sinus, dan cosinus (Purcell dan Valberg, 1999:446).

k(x) Yo
bx™ (m=0,1 ) B X™ +---+ B x+B,
beax BeaX
b sin px Bcos fgx + Csin gx
b cos px Bcos fx + Csin Sx

Tabel 2.2 Metode Koefisien Tak Tentu (Sumber: Purcell dan Valberg, 1999)

2.2.3.2 Metode Variasi Parameter

Metode yang lebih umum daripada metode koefisien tak-tentu adalah

metode variasi parameter. Jika u,(x) dan u,(X) adalah selesaian umum terhadap
persamaan homogen dengan pemisalan vy, =C,(X)u,(x)+C,(x)u,(x), maka

terdapat suatu selesaian khusus terhadap persamaan tak-homogen yang berbentuk

Y, =V (X)u; (X) +V, (X)u, (X) (2.47)
dimana

V,U, +V,u, =0 (2.48)

V,U; +V,U, = K(X) (2.49)

(Purcell dan Valberg, 1999:449)
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2.3 Dasar Teori Persamaan Telegraf
Persamaan diferensial parsial adalah suatu persamaan yang mengandung
satu atau lebih turunan parsial suatu fungsi (yang tidak diketahui) dengan dua atau
lebih peubah bebas. Tingkat (order) persamaan diferensial parsial adalah pangkat
tertinggi dari turunan yang termuat dalam persamaan diferensial parsial. Dan
derajat (degree) persamaan diferensial parsial adalah pangkat tertinggi dari
turunan tingkat tertinggi yang termuat dalam persamaan diferensial parsial.
Persamaan diferensial parsial linear adalah suatu bentuk persamaan diferensial
parsial yang berderajat satu dalam peubah tak bebasnya dan turunan parsialnya
(Kreyszig, 2006:535).
Salah satu contoh persamaan diferensial parsial adalah persamaan telegraf.
Persamaan telegraf atau persamaan gelombang ini digunakan untuk getaran
transversal dari kabel, tali lentur seperti senar biola, yang asalnya diletakkan pada

sumbu x dan digerakkan (lihat gambar).

y
1

A

m;x

Gambar 2.1 Getaran Kabel

dimana fungsi y(x,t) adalah perpindahan disuatu titik x pada tali saat t .

T . i
Konstanta a% = — di mana T adalah tegangan (konstan) dalam tali dan . adalah

U

massa persatuan panjang (konstan) dari tali. Di sini diandaikan bahwa tidak ada
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gaya luar yang bekerja pada tali, tetapi bergetar hanya karena kelenturannya

(Spiegel, 1999:219).

2.3.1 Persamaan Hiperbola

Persamaan hiperbola biasanya berhubungan dengan getaran, atau
permasalahan dimana terjadi discontinue dalam waktu. Persamaan gelombang
merupakan salah satu bentuk persamaan hiperbola yang paling sederhana yang

mempunyai bentuk

U N o
—=C"— 2.50
ot? Ox? (2.50)

Dengan y adalah perpindahan vertikal pada jarak x dari ujung tali yang
bergetar yang mempunyai panjang L sesudah waktu t. Oleh karena itu, nilai y
pada ujung-ujung tali biasanya diketahui untuk semua waktu (kondisi batas) dan
bentuk serta kecepatan tali diketahui pada waktu nol (kondisi awal), maka
selesaian persamaan adalah serupa dengan selesaian persamaan parabola, yaitu
menghitung y pada x dan t tertentu (Triatmodjo, 2002:201-202).

Dalam persamaan gelombang terdapat banyak jenis persamaan, yang salah
satunya adalah persamaan telegraf atau persamaan saluran transmisi atau
persamaan kawat. Di berikan persamaaan telegraf orde dua linear hiperbolik satu

dimensi sebagai berikut

o%u ou  , o
— 4+ 20—+ Bu=—-+ f(xt 2.51
pve p B v (x,1) (2.51)

Sedangkan dengan ekspansi Taylor dapat membuktikan persamaan
telegraf, dengan pengabdian suku-suku tingkat tinggi dan mensubstitusikannya ke

deret taylor (Pipes, 1991:593).
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2.3.2 Penurunan Persamaan Telegraf Orde Dua Linear Hiperbolik
Di berikan persamaaan telegraf orde dua linear hiperbolik satu dimensi

sebagai berikut

0%u ou o, Al
—+ 20—+ fUu=—+-+ (Xt 2.52
Pt B p (x1) (2.52)

Asumsi yang dibangun y(x, t) adalah peluang partikel mendesak dari Kiri
dan A(x, t) adalah peluang partikel mendesak ke kanan.
Dengan memperhatikan persamaan ini

y(X,t+T) = py(x—=95,t) + gA(x—,t) (2.53)

A(X,t+T) = pA(X+5,t) +qp(X+0,t) (2.54)
Alat pelacak yang digunakan adalah deret Taylor

Untuk y(x,t+T") maka

y(Xt+T) =y(X,t)+ Ty, (X1) (2.55)

Untuk »(x—o,t) maka

P(X=80 = 70D =, (X D)+ 57, (0) (256)
Untuk A(x—o,t) maka

A(X=38,t) = A(X,t) — A (X,t) +;52/1xx(x,t) (2.57)
Untuk A(x,t+I") maka

AXt+T) = A(x, 1) +TA (X, 1) (2.58)
Untuk A(x+6,t) maka

A(X+8,1) = A(x,1) + 5, (X,1) +%522XX (x,1) (2.59)
Untuk »(x+0,t) maka

7(x+6,1) =y(x,t)+§}/X(x,t)+%5zyxx(x,t) (2.60)
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Substitusi deret Taylor (2.55), (2.56), dan (2.57) ke persamaan (2.53), maka

menjadi
P+ (x1) = p(y(x,o—5yx<x,t)+§52m(x,t>j+
q(/l(x,t)—5/1X(x,t)+%52&xx(x,t)j (2.61)

dari (2.61) y(x,t) dipindahkan ke ruas kanan, maka

Ty, (1) = (= 7(x,t) + pr(x,t) + gA(x, 1)) = S(pr, (X, 1) + A, (X, 1))+

6P (%) + G (K1) (2.62)

dari (2.62) orde keduanya dipotong dan diganti error, maka diperoleh

Ty, (%1) = (= 7(x, 1) + pr(x,t) + gA(x,t)) - 5(py, (x,t) + g4, (x,t))+error (2.63)

dari (2.63) I' dipindahkan ke ruas kanan dan menghilangkan error, diperoleh
L P q J
1) = 1t N A(X 1) — 1t A, (Xt 2.64
7l = e R g T O r(|07X(>< )+04(x 1)) (2.64)

dari (2.64) y(x,t) dikelompokkan menjadi satu, diperoleh
-7+ o
7 (x,1) = ”rp)(x,twl‘iz(x,t)—r(pyx (x,1) + 04, (x,1)) (2.65)

dari (2.65) —?(pyx(x,t)+q/1x(x,t)) dijabarkan menjadi seperti di bawah ini

7000 =2 (p-Dpx 0+ 240 0-Ly x0-T2x0 (260

dari (2.66) suku —?ﬂx(x,t) dihilangkan, maka
7D =2(p-Dpx )+ 22 -y k1), vprg=1  (267)

I T T

Karena di atas sudah dijelaskan bahwa Vp+q =1, maka (2.67) diperoleh

A== (p-(p+ay(x) + L4000 - P, (x) (269)
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Substitusikan ¥p+q =1 ke dalam (2.68), maka didapatkan

q q P
Xt) ==y(Xt)+=A(x,t) ——=r, (Xt 2.69
70 =1yx)+ a0 - Py, () (269)
Diasumsikan
Lim? =g ,v B Konstanta tak nol (2.70)
Limgza &Vp-0 (2.71)

Sehingga persamaan tersebut menjadi

7 (X 1) = =By (X, 1) + A(X, 1) —apy, (X, 1)
7t (th) = —ﬂ}/(x,t) 0 ﬂﬂ,(x,t) —ayy (th)
7. (X 0) = —ay, (X,1) = By (x,1) + SA(X,1) (2.72)

Dapat diubah ke dalam bentuk

Ol (x,t) = —aa—y (x,t) = Br(x,t) + BA(X,1) (2.73)
ot OX

Substitusi deret Taylor (2.58), (2.59), dan (2.60) ke persamaan (2.54), didapatkan
A1) +TA (X, 1) = p(ﬂ(x, 1)+, (x,1)+ ; 5%, (X, t)j £
q(y(x,t) +8y,(x,t) + ;527xx(><,t)j (2.74)

dari (2.74) A(x,t) dipindahkan ke ruas kanan, maka
T4 (X, 1) = (= A(x,t) + pA(X,t) + gy (x,1))+ S(pA, (x,t) + gy, (X, 1))+
6% (P, (41) + 475 (X.1) (275)
dari (2.75) orde keduanya dipotong dan diganti error, maka diperoleh
T2, (%) = (=206, 1) + pA(x, t) +qr(x 1))+ 5(pA, (x, 1) +qy, (x,))+error  (2.76)
dari (2.76) I' dipindahkan ke ruas kanan dan menghilangkan errornya, diperoleh

7000 =200 + R 20x 0 + 1) + 2 (A, (k) +ar, (kD) @77)
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dari (2.77) A(x,t) dikelompokkan menjadi satu, diperoleh
2000 =P Dt A 2.78
T 7(X )+ = (p L6 + a7, (x,1)) (2.78)
dari (2.78) g(p}tx(x,t)+qyx(x,t)) dijabarkan menjadi seperti di bawah ini
A (X, 1) = 1{(p —DA(x,t) + % 7(%,t) +ip/1x (xt) + ‘;q 7, (xt),vp+q=1 (2.79)

dari (2.79) suku ?yx(x,t) dihilangkan dan Vp+q =1, maka (2.79) diperoleh

A% =2 (p-(p+ A+ Lr(x 0+ L 4, (xD) (2.80)

substitusikan Vp+q =1 ke dalam (2.80), maka didapatkan

q q P
X)) ==A(Xt)+=y(x,t)+— A (Xt 2.81
/L()r()ry()r() (2.81)
Diasumsikan
P q
Lim—==f, - > 2.82
= B H B (2.82)
Lim? =a dan p—>0dengan Limp=0 (2.83)

Sehingga persamaan menjadi

A (1) ==pAX 1) + By (x,1) + apA, (X, 1)
A (%, 1) ==pAX 1) + By (X,1) + aA (x,1)
A, (X, 1) = ad, (X, 1) — BA(X, 1) + Br(X,1) (2.84)

Dapat diubah ke dalam bentuk
o xt)=a A (X,t) + By (x,t) — SA(X,1) (2.85)
ot OX

Persamaan (2.73) dan (2.85) masing-masing dijumlahkan dan dikurangkan

1. Penjumlahan

3—7 (x.t) = —a%(x,t) — By(x. )+ BA(XY)

%(x,t) = a%(X,t) + Br(x,1) —ﬁﬂ(xvt)

%(x,t)+—(x 1) =—a 7(x t)+a—(x )
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W(x,t)—aw(x,t) -0

Pengurangan

Z (x1) = - ?;(x,t) _ Br(x,t)+ BA(X1)

00D = 2 S0 0 + Ay - A0

a&tl (x,t)— %1 5, U= —a?):(x,t) — a%(x,t) —28y(x,t) + 2B1(x,1)

O — A ity = 22U (0 2 B (k) + 2BA01)
ot OX

M (X,t)+a M (x,t) ==28(y — 1)(x,1)
ot OX

Kemudian menurunkan persamaan (2.86) dan (2.87)

1.

Menurunkan persamaan (2.86) terhadap ¢t

W+ (xH)-a 6(78; A (x,1) =0

ot
O*(y +A) 8 (ry=4) A
ot? (1) = oxot D=0

Menurunkan persamaan (2.87) terhadap x

% (X,t) JL O[Q(‘}/a;/qv) (X,t) = —2,6’(7 i ﬂ,)(X,t)

T=D (1) ra a(gx A (x,1) = 2ﬂa(7ax’1)(xt)

oxot

Mengalikannya dengan o

o (y—2)

*(y—4) _ L x0r-A)
b et LR =2p T
6 (-4 2 0°(y—A4) a(r-4)
LB o+t =L =26 S

Persamaan (2.90) dimanipulasi ke dalam bentuk

6(7— A) 2 0°(r—=4) a(y-4)
St — (X)) +a e — (X)) =-2fa P ——=(x,1)

27

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)
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Menambahkan (2.88) dengan (2.91) sehingga

82(}’4'/1) _aaz(]f—ﬂ) (X,t)ZO

el Gl
—a azg( (;t” (x)+a’ aZ(gX; 4 (x1)=-2pa 6(76; Ax 0
52(2 - A (x)-a az(ai ;) (x8)-a azg( (;t;‘) (x 1)+’ az(gxz A ()= —Zﬂag(ya;i)(x,t)
T )20 T 1y 2 EU A ) < 2 0D
52% tj ) (x,t)—Za%(x,tHaz az(gxz A (1) + 280 (78X A (x,1)=0 (2.92)
Diasumsikan
U1 = 7(x, 1) + A(x t) dan lime =0 (2.93)

Sehingga akan didapatkan

2 2

0 0
—u(x,t) - 2a
ot? (x.0) OXxot

2
u(x,t) +a? a—zu(x,t) + Zﬁaﬁu(x,t) =0
OX OX

o°u o°u o°u ou
— (xt) -2 X ) +a? =—(xt)+2Ba—(x,t)=0 2.94
o2 (x,t) - 6,[( )+a axz( ) ﬂaax( ) (2.94)

Jika siu(xt)bernllal 17(x t), o2 bernilai —1, dan7 (x,t) bernilai > ﬁumaka

2 2 2
%Zﬂ(x,t)—za 0 ; (x,1) + o2 gxl;(x,t)+2ﬂa%:(x,t) ~0

(il:(x,t)—2a—1a—u(x,t)+(—1)ail:(x,t)+2ﬁ1ﬁu =0

o%u o%u

at—(xt) +2a ~(xt) 1—(xt)+ﬁ u=0
gti(x t)+2a—(x t) + S2u(x, t)_zi(x t)+ f(x,1t) (2.95)

2.3.3 Solusi Persamaan Telegraf

Bentuk umum dari persamaaan telegraf orde dua linear hiperbolik adalah

g%] (x,t)+ Zagt—u (X, 1)+ Bu(x,t) = 2% (x,t)+ f(x,t) (2.96)
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Karena f(x,t) adalah fungsi konstanta sembarang, maka f(x,t)=0.

Persamaan (2.96) menjadi

2

o'u (x,t)+2agt—u(x,t)+ B2U(x,t) =gx—l:(x,t) (2.97)

a?
Berdasarkan klasifikasi notasi persamaan diferensial biasa seperti yang
telah dijelaskan di subbab sebelumnya, operator @ pada persamaan (2.97) diubah

menjadi operator d . Sehingga persamaan (2.97) dapat ditulis dalam bentuk

sebagai berikut

2
(:jt;‘ x,t)+2a(3;:(x,t)+ A2U(xt) =0 (2.98)

Persamaan (2.98) dapat ditulis dalam bentuk persamaan karakteristik
sebagai berikut
m® +(2a)m+ B> =0 (2.99)
Karena persamaan (2.99) merupakan suatu persamaan kuadrat biasa, dapat
diselesaikan dengan pemfaktoran. Sehingga akar persamaan karakteristik dari

persamaan (2.99) adalah

m,, = —a +/a’ - B (2.100)

Setelah diperoleh bentuk umum akar-akar dari persamaan (2.99), maka
nilai m, dan m, mempunyai tiga kemungkinan yaitu akar-akar real dan berbeda,
akar tunggal berulang, atau akar-akar kompleks saling konjugat.

a. Akar-Akar Real dan Berbeda

Persamaan (2.99) dikatakan mempunyai akar-akar real dan berbeda,

apabila a® — % > 0. Maka solusi umum untuk persamaan (2.99) adalah

(—O{+Wt) (—a—Wt)

u()=Ce +C,e (2.101)
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b. Akar Tunggal Berulang

Persamaan (2.99) dikatakan mempunyai akar tunggal berulang, apabila
a’ -7 =0. Maka solusi umum untuk persamaan (2.99) adalah

U@t)=Ce ™" +C,xe™" (2.102)
c. Akar-Akar Kompleks Saling Konjugat

Persamaan (2.99) dikatakan mempunyai akar tunggal berulang, apabila

a®—f*<0. Karena nilai o® selalu positif, dimisalkan «® =—-a®. Maka

—a? — B? nilainya negatif, sehingga diperoleh

+ _4 2_4 2
Sl e (2.103)

= aF
- 2 2

Persamaan (2.103) disederhanakan menjadi
m, =—atija®-p° (2.104)

Maka solusi umum untuk persamaan (2.99) adalah

U (t) :e"“(Cl <:os(w/oz2 L t)+ C, sin(w/oe2 L t))

u)=Ce™ cos(,/oz2 — " t)+ c,e sin( a’ - p° t) (2.105)

2.4 Masalah Nilai Awal dan Nilai Batas

Syarat awal (syarat pada waktu t = 0) atau syarat batas (nilai tertentu bagi
solusi u atau turunannya pada permukaan batas S, atau kurva batas C) atau
keduanya. Persamaan telegraf atau gelombang menetapkan dua syarat awal
(pergeseran awal dan kecepatan awal). Persamaan telegraf atau persamaan
gelombang merupakan salah satu dari bentuk hiperbolik yang memuat

ketergantungan waktu. Untuk persamaan telegraf dan persamaan gelombang



31

ov(x,0)

v(x,0) dan sudah ditentukan. Jika nilai dari x tertutup, ini merupakan

masalah nilai awal untuk setiap persamaan (Zauderer, 2006:153-154).

Ketika nilai dari x dibatasi atau interval semi infinite, v(x,t), 8véx,t) ,
X

atau kombinasi linear maka dari keduanya harus ditentukan batas-batas untuk
t >0, pada persamaan difusi. Sedemikian sehingga kondisi juga harus sesuai
untuk persamaan telegraf atau persamaan gelombang ketika x terbatas dengan

cara yang sama. Mengkombinasikan dari v(x,t) atau turunan pada syarat awal

t =0 dan pada syarat batas (s) maka diperoleh masalah nilai awal dan batas untuk
setiap persamaan untuk v(x,t) (Zauderer, 2006:154).

Syarat batas adalah syarat-syarat tertentu atau kondisi-kondisi tertentu
yang terlibat dalam persamaan diferensial parsial, yang digunakan untuk
mendapatkan solusi dari persamaan diferensial parsial tersebut. Ada tiga
kemungkinan, yaitu interval terbatas, interval setengah terbatas, dan interval tak
terbatas. Untuk interval terbatas, besarnya interval | adalah 0< x <L mempunyai
dua syarat batas yaitu pada x=0dan x=L. Untuk interval setengah tak terbatas,
besarnya | adalah 0<x<oo biasa ditulis x>0, syarat batasnya hanya pada
x=0. Sedangkan untuk interval tak terbatas, besarnya interval | adalah
—o0 < X <oo sehingga tidak punya syarat batas. Namun, syarat-syarat batas 0G
untuk persamaan parabolik, eliptik dan hiperbolik diasumsikan menjadi dasar
ukuran yang umum dari beberapa aplikasi. Pada kasus dua atau tiga dimensi ruang,

bentuk persamaan syaratnya adalah

a(X)u +ﬂ(x)% = B(x,t), (2.106)

oG
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Dimana «(x), #(x) dan B(x,t) diberikan fungsi yang bernilai pada daerah

batas 0G . Pada kasus eliptik, G adalah sebuah daerah di ruang x dan B = B(x)
adalah fungsi bebas dari t. Kasus parabola dan hiperbolik, daerah G, di ruang x
dan bentuk daerah G dalam ruang (x,t) yang menunjukkan (x,t) memenuhi
kondisi x € G dan t jarak yang melalui nilai-nilai tertentu yang telah ditetapkan

t, <t<t,. (Daerah G juga dapat dicirikan sebagai hasil yang sebenarnya dalam

bentuk G =G, x[t,,t;]). Lambang Z—U merupakan bagian turunan normal pada
n

0G.

Syarat batas pada persamaan (2.41) berkaitan dengan nilai-nilai u pada 0G dan
perubahan dari U melalui 0G , serta diharuskan «(x)>0,/4(x)>0 dan
a(x)+ B(x) >0 pada 0G . Terdapat tiga jenis syarat batas yaitu:

(@) Persamaan (2.41) disebut dengan kondisi Dirichlet jika « = 0dan g=0;
(b) Persamaan (2.41) disebut dengan kondisi Neumann jika o =0dan g #0;
(c) Persamaan (2.41) disebut dengan kondisi Robin jika a #0dan g =0.

Kondisi Robin dapat juga disebut sebagai kondisi campuran (Zauderer,

2006:179).

2.5 Kesempurnaan Ciptaan Allah dalam Al-Quran pada Persamaan
Telegraf atau Gelombang

Persamaan telegraf atau persamaan gelombang ini diuraikan dalam bentuk
persamaan diferensial parsial yang mungkin merupakan gambaran untuk masalah
atau fakta yang sesungguhnya. Karena tidak mungkin diterjemahkan keadaannya

secara keseluruhan, tetapi yang mampu dilakukan adalah membuat contoh dari
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masalah tersebut. Dalam skripsi ini digunakan persamaan diferensial parsial
khususnya pada persamaan telegraf atau persamaan gelombang untuk getaran
transversal dari kabel, tali lentur seperti senar biola. Gelombang tranversal adalah
gelombang yang arah rambatnya tegak lurus dengan arah rambatnya. Hal ini
merupakan kesempurnaan ciptaan Allah yang berkaitan dengan persamaan
telegraf atau persamaan gelombang transversal dari kabel tali lentur. Allah
menciptakan segala sesuatu di alam semesta dengan kesempurnaan dan keindahan.
Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun alam
semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala isinya
diciptakan oleh Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan
yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007:79).

Maka dari penjabaran di atas, dalam matematika dimisalkan dengan
menyelesaikan permasalahan pada persamaan telegraf atau persamaan gelombang
menggunakan salah satu metode yang ada dalam matematika, yaitu metode
transformasi Laplace. Metode transformasi Laplace adalah suatu metode yang
digunakan pada persamaan diferensial dengan masalah nilai awal dan masalah
nilai batas, untuk mendapatkan solusi atau selesaian dari persamaan diferensial
tersebut. Sebagaimana firman Allah Swt. di dalam Surat al-Insyirah/94:6, yang
berbunyi

Z54 5 g2

s el 3 O

"Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QS. al-Insyirah/94:6).
Ini merupakan kabar gembira untuk Nabi Muhammad Saw., yaitu bahwa

setiap kali Beliau mendapatkan kesulitan, maka Beliau akan mendapatkan
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kemudahan setelahnya, dan bahwa betapa pun besar kesusahan yang Beliau alami,
maka setelahnya Beliau akan merasakan kemudahan. Oleh karena itu, sebelumnya
Nabi Saw. merasakan kesulitan dan penderitaan orang-orang kafir, selanjutnya
Beliau mendapatkan kemudahan dengan diberi-Nya kemenangan atas mereka
(Marwan, 2013:471).

Bahwa Allah Swt. memberitahukan bersama kesulitan itu terdapat
kemudahan. Kemudian Dia mempertegas berita tersebut, Ibnu Jarir meriwayatkan
dari al-Hasan, dia berkata: “Nabi Saw. pernah keluar rumah pada suatu hari dalam
keadaan senang dan gembira, dan beliau juga dalam keadaan tertawa seraya
bersabda

QUSRS OGRS S RE D)
“Satu kesulitan itu tidak akan pernah mengalahkan dua kemudahan,
sesungguhnya bersama kesulitan itu pasti terdapat kemudahan” (Ad-Dimasyqi,
2000:498).

Jadi setiap masalah itu pasti ada solusi atau jalan keluarnya, seperti yang
dijelaskan dalam ayat al-Quran di atas. Jika mereka mau bersungguh-sungguh
dalam menyelesaikan masalahnya maka akan ada solusinya atau jalan keluar.
Karena Allah Swt. telah menegaskan bahwa barangsiapa yang bersungguh-
sungguh dalam hal melakukan suatu kebaikan maka akan ditunjukkan jalan keluar

atau jalan yang benar baginya. Sebagaimana firman Allah Swt. di dalam surat al-

Ankabuut/29:69, yang berbunyi
"’//’/1"4/G/’;},4/ RN T R .{"/
(T Omedend| aed bl Of5 s Sq o 03 Ty 5l

“dan orang-orang yang berjihad untuk (mencari keridhaan) Kami, benar- benar
akan Kami tunjukkan kepada mereka jalan-jalan kami. dan Sesungguhnya Allah
benar-benar beserta orang-orang yang berbuat baik” (Qs. al-Ankabuut/29:69).



BAB Il

PEMBAHASAN

Bab Il dalam penelitian ini menjelaskan tentang aplikasi transformasi
Laplace untuk menentukan solusi dari persamaan diferensial parsial.
Menyelesaikan persamaan diferensial parsial khususnya persamaaan telegraf orde
dua linear dalam bentuk persamaan hiperbolik ada beberapa langkah. Adapun
langkah-langkah penyelesaiannya adalah sebagai berikut:

1. Menentukan transformasi Laplace dari kedua ruas pada persamaan.

2. Menggunakan kondisi awal dan kondisi batas yang ada.

3. Menyatakan U (s) dalam bentuk L{u(t)}.

4. Menyatakan U(s) dalam fungsi yang dapat dicari invers transformasi
Laplace. Menentukan solusi dari persamaan diferensial parsial u(t) dengan

menggunakan invers transformasi Laplace.

3.1 Analisis Transformasi Laplace pada Persamaan Telegraf
Bentuk umum dari persamaaan telegraf orde dua linear hiperbolik satu

dimensi adalah

o%u ou o°u
?+2aa+ﬂ2u=y+f(x,t) (31)

Dimana «, p dan f(x,t) adalah konstanta, maka dipilih =4, f=2 dan
f(x,t)=—2-e"sin(x). Selanjutnya «, B dan f (x,t) disubstitusikan ke persamaan
(3.1) maka menjadi

o*u  _adu o%u i
—— +8—+4u=——-2-e"sin(x 3.2
e p % (x) (3.2)

35
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dengan kondisi awal
. ou .
u(x,0) =sin(x), E(X,O) = —sin(x) (3.3)

dan kondisi batas

u(0,t) =e"sin(0), u(2z,t) =e "' sin(2x) (3.4)
Solusi eksak
u(x,t) =e"sin(x) (3.5)

Dalam penelitian ini diasumsikan simpangan tali u(x, t) merupakan fungsi
yang didefinisikan untuk semua t > 0 (Spiegel, 1999:1). Untuk aplikasi
Persamaan (3.1) dengan menggunakan sifat-sifat transformasi Laplace teorema

2.1.7 dalam bab Il vyaitu transformasi Laplace dari turunan-turunan, maka juga

didapatkan

o0

L{u, (x, t)}=f e St u,(x, t)dt

0

—[e~tuf - Tu (~s-e )t

= [e‘St -u]f +5 Tu e'dt
0

= [(e‘s‘“’ -u)— (e‘s'0 -u)]+ s ]:e‘“u dt

=(0-1-u)+s J'e'“u dt
0

=-u+sU
=sU(x,t) —u(x,0)
=sU(x,s)—u(x,0) (3.6)

o]

L{ug,(x, t)} =f e Stu,(x, t)dt
0

= [e‘St -ut]; - Tut (—s-e~")dt
0
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==t u ] +s Tut e dt
0

o0

e ulertuos[fr uf - s war

0

= (0—1'U1)+(5[e“ uly —SG—S e -u dtjj
= [(0—1~Ut)]+([(56'5'” u)—(se0-u)]+ SZIeSt u dtJ

£ (0-u,)+(O0=s-u)+ sz]oeSt -u dt

=—u,—su+s’U

=% U(x,t)—su(x,0)—u,(x,0)

=5 U(x,8)—su(x,0)—u,(x,0) (3.7)

0

L2au,(x,t)} = f e St 2a u (x, t)dt
0
=2a [e’s‘ ~u]: — Tu (-s -es‘)dt]

=2a [e’St -u]: +5 Tu e“dt]
0
200 [(e’“‘ -u)— (e’s'O -u)]+ s Te’s‘u dt]
0

=2a| (0-1-u)+s Te’s‘u dtj

= —20U + 205U 0

= 2c5U (X, t) — 2au(x, 0)

= 2asU (%, S) — 2au(x,0) (3.8)
L{B?*u(x,t)} = fowe‘“ﬂzu(x, t)dt = p? f;oe"“u(x, t)dt = f?U(x,s) (3.9

Diperlukan juga transformasi Laplace dari turunan x, seperti berikut

L{u, (x,t)} = f:)e‘“ u, (x, t)dt = %Ie_“u(x,t) dt = %U (x,8) (3.10)

. I d’
L{uxx(x, t)} = fO e~st uxx(x’ t)dt =&(—2£e tU(X,t) dt ZWU(X’S) (311)
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Transformasi Laplace —2e~*sin(x) adalah

L{—2e tsin(x)} = _zsin) (3.12)

s+1
Transformasi Laplace (5 — 4a + B?) - e"?Ysin(x) adalah
L{(5 — 4a + B%) - eCsin(x)} = (5 — 4a + B2) -ﬁsin (x) (3.13)

Transformasi Laplace 2« sin(t) sin(x) adalah

1 2a

L{2a sin(t) sin(x)} = 2a - s sin ()=l

sin (x) (3.14)

Transformasi Laplace B%cos(t)sin(x) adalah

23

S _@Fs
s2+1 Sin (%)= s2+1

L{B%cos(t)sin(x)} = B2 -

sin (x) (3.15)

3.2 Solusi Persamaan Telegraf dengan Masalah Nilai Awal dan Nilai Batas
3.2.1 Solusi Saat Nilai Awal u(x,0) = sin(x) dan ‘;—’: = —sin(x)

Dengan mengingat kembali persamaan (3.7), (3.8), (3.9), (3.11), dan

(3.12) yang disubstitusikan ke persamaan (3.2), maka

02 0 02 -
c{S5+8% + 4u} = £{S} + L{-2e tsin(x)) (3.16a)

dan transformasi Laplace dari (3.16a), didapatkan

(52 U (x,s)—su(x, O)—aal:(x,O)j+(85U(x, s)—8u(x, 0))+(4U (x,s)):;%U(x,s)—% (3.16b)

dengan mensubstitusikan kondisi awal (3.3) ke dalam persamaan (3.16b)

menghasilkan bentuk persamaan sebagai berikut

(52U (x,5) - 5.5in(x) — (— sin(x)))+ (85U (x,5) ~ 8.5in(x))+ (4U (x,5)) = %u (X5) - 2?2(1")
) o df ~ 2sin(x)
(s +8s+ 4)J (x,8) = (s +7)sin(x) = e U(x,s) ol

(52 +85+ 4)) (x,5) = d—XZzU (x,5) _&n(lx) +(s+7)sin(x)
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(s2 +8s+ 4)) (x,8)= %U (x,8)- 2?2(;) + (o+ 1)(554;71)sin(x) (3.17a)

Persamaan (3.17a) dapat ditulis ke bentuk sederhana sebagai berikut

2 .

) _£ (s +85+7—2)sm(x) 217h
(s +8s+4)J(x,s)_dX2U(x,s)+ = (3.17b)
Persamaan (3.17Db) ditulis kembali sebagai berikut

2 .
q2 (s +83+5)sm(x)

2 — = 3.17c
(52 +8s+4)J(x,5) O|X2U(x,s)+ ) ( )
Sehingga diperoleh

4 s? +8s+5 |sin(x
TP VN Gl s (3170)

dx? s+1

yang merupakan persamaan diferensial biasa non-homogen.
Menurut Purcell dan Valberg (1999:446), solusi umum untuk persamaan
diferensial biasa seperti persamaan (3.17d) didefinisikan sebagai berikut
U(x,8) =U,(x,8) +U (X,s) (3.18)
dimana U, (x,s) adalah solusi umum dari persamaan homogen dan U (X,s)
adalah solusi khusus dari persamaan non homogen. Bentuk homogen dari
persamaan (3.17d) adalah

d?U(x,s)

i —(s2+8s+4(x,5) = 0 (3.19)

Persamaan (3.19a) dapat ditulis dalam bentuk karakteristik sebagai berikut

m? — (52 +8s+4)m =0 (3.19b)
dimana A=1, B=0 dan C=—(sz+85+4).

Selanjutnya dihitung akar-akar m sebagai berikut

2:i\/—4-—(s +8$+4) (3.19¢)

m >
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Artinya akar-akar m imajiner, sehingga dapat dinyatakan solusi U, (X, s) sebagai
berikut

U, (xs)=c, cos(\/m x)+ c, sin(\/m x) (3.190d)

Sedangkan untuk U (x,s), karena pada persamaan (3.17d)

(52 +8s+ 5)sin(x)

f(x)=— dengan menggunakan Tabel 2.2, maka U (x,s) dapat

s+1

ditulis sebagai berikut
U, (x,s) = Acos(x) + Bsin(x) (3.20)

Selanjutnya dihitung koefisien A dan B dengan langkah-langkah sebagai berikut

%Up(x,s) = — Asin(x) + B cos(x) (3.21a)
;;U o (X, 8) = —Acos(x) — Bsin(x) (3.21b)

Substitusikan persamaan (3.12b) ke persamaan (3.17d), diperoleh

(sz +8s5+ 5)sin(x)

— Acos(x) — Bsin(x) — (sz +8s+ 4)[ Acos(x) + Bsin(x)]=— -~ (3.22)
Dari sini dapat disimpulkan bahwa
—(s*+85+4+1)A=0
A=0 (3.23)

dan

(52+8s+5j
~(s?+8s+4+1)p=—
s+1

(32+8s+5)
B=—

(s+1)-(s2 +83+4+1)
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(sz +8s+5j
B=-
(s +1)~(s2 +8s+5j
1
B=- 3.24
6+D) (329
Substitusikan hasil dari (3.24) ke dalam (3.20), sehingga diperoleh
U_(x,s) —0-cos(x)+isin(x)
P (s+1)
1 %
U, (x,s) =——=sin(x) (3.25)

(s +1)
Substitusikan hasil dari (3.25) ke dalam (3.18), maka didapatkan solusi umum

sebagai berikut

U(x,s)=c, cos(\/m x)+ c, sin(\/— s?#&85 -4 x)+ (?iT)sin(x) (3.26)

Dalam hal ini, transformasi Laplace dari kondisi batasnya adalah
i il N
U(0,s) =——sin(0) dan U(27,s) = ——sin(2x) (3.27)
s+1 s+1

Sehingga didapatkan
U(,s)=c,+c, = isin(O) (3.28)
s+1

dan

U(2r,s)=c, cos(\/— s?—8s—4. 27r)+ ch sin(\/— s? —8s—4. er): SiJrlsin(Z;r) (3.29)

dengan mensubstitusikan c, =isin(0), c, =isin(27z) ke persamaan (3.26)
s+1 s+1

maka didapatkan

U(x,s) = Siﬂsin(O) . cos(\/— s?—8s—4 )+ Siﬂsin(Zﬂ) 'sin(\/— s’ —-8s—4 x)+ (S—ﬁlLl)sin(x)

U(x,s) = sin(x) (3.30)

1
(s+12)
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Terakhir, menerapkan invers Transformasi Laplace (3.30), dan didapatkan

ux, ) = L7H(U(x,5)) = L‘l((siﬂ)sin(x)]

=e~ Lsin(x) (3.31)

Sehingga gambar grafik solusi analitik dari transformasi Laplace (3.31)

adalah sebagai berikut

Gambar 3.1 Solusi Analitik Transformasi Laplace Pada Persamaan Telegraf
Grafik di atas dapat dilihat bahwa ketika nilai awal u (x,0)=sin(x),
aat—u(x,O):—sin(x) dan nilai batasnya u(0,t) =e 'sin(0), u(2z,t) =e "' sin(2x),

maka grafik yang ditunjukkan pada Gambar 3.1 ada getaran pada simpangan tali
sepanjang x dalam selang waktu t tersebut.

Analisis keabsahan solusi persamaan telegraf (3.31) dengan menggunakan
invers transformasi Laplace sebagai berikut
Jika t =0 maka

u(x,0) = e sin(x) = e sin(x) = sin(x) (3.32)

dan

gt—u(x,O) =—e'sin(x) = —e?sin(x) = —sin(x) (3.33)
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Selanjutnya keabsahan solusi persamaan telegraf saat t =0, dilakukan
penurunan-penurunan pada solusi dari transformasi Laplace tersebut. Turunan-

turunan dari u(x,t) terhadap t adalah sebagai berikut

u(x,t) =e"sin(x) (3.34)
Zl:(x,t) — _esin(x) (3.35)
gtzl;(x,t) =e'sin(x) (3.36)

Turunan-turunan dari u(x,t) terhadap x adalah sebagai berikut

ou

—(x,t) =e " cos(x) (3.37)
OX
a—szj(x,t) =—e 'sin(x) (3.38)
OX

Substitusi hasil (3.34), (3.35), (3.36), dan (3.38) ke dalam persamaan (3.2), maka
didapatkan

e "' sin(x) +8~(— e sin(x))+ 4( N sin(x)): —e'sin(x)—2e " sin(x)

e sin(x) —8e " sin(x) +4e ' sin(x) = —e " sin(x) — 2e ' sin(x) (3.39a)
Sehingga diperoleh
e ' sin(x) —8e " sin(x) +4e " sin(x) +e " sin(x)+2e "' sin(x) =0 (3.39b)

2 2
Jadi, gtg+8au+4u :Zl;—Zetsin(x) persamaan telegraf.
X

Dengan diberikan nilai awal dan nilai batas ke solusi transformasi Laplace pada

persamaan telegraf maka dapat dikatakan bahwa solusi tersebut sahih.

3.2.2 Solusi Saat Nilai Awal u(x,0) = sin(x) dan ';—': = —2sin(x)
Simulasi pertama pada persamaan telegraf orde dua linear hiperbolik.

Diberikan tali dengan panjang L yang terikat pada ujungnya yaitu x =0 dan
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x=L. Tegangan tali adalah T, jika tali mendapat simpangan dan kemudian
dilepaskan, maka tali akan bergetar. Simpangan u dari setiap titik tergantung baik
dari X maupun t. Untuk daerah 0<x <L dengan L=1 dan t>0. Persamaan
telegraf yang kedua dengan memilih f(x,t):(5—4a+ ﬂ2)~e(‘2‘)sin(x). Selanjutnya,

nilai f(x,t) disubstitusikan ke persamaan (3.1) maka menjadi

o%u ou o%u .

EJFZOC&JF,BZU =8X2+(5—4a+,b’2)-e( 20 sin(x) (3.40)
dengan kondisi awal

u(x,0) = sin(x), (Zl:(x,O) = -2sin(x) (3.41)
dan kondisi batas

u(0,t) =0, u(L,t) = e sin(1) (3.42)
Solusi eksak

u(x,t) =e" sin(x) (3.43)

Dengan mengingat kembali persamaan (3.7), (3.8), (3.9), (3.11), dan

(3.13) yang disubstitusikan ke persamaan (3.40), maka

c{2 4 22+ pru) = £ {28 4 L{5 — 4a + B e Psin(n)]  (3442)

ot?
dan transformasi Laplace dari (3.44a), didapatkan

2

(sz U (x, s)—su(x,O)—gL:(x,O)jJr(ZaSU(x, s)—2au(x,0))+(ﬁ2U(x,s))=§XZU(x,s)+

(5—4a+ﬂ2j

Sin(x) (344b)
S+2

dengan mensubstitusikan kondisi awal (3.41) ke dalam persamaan (3.44b)

menghasilkan bentuk persamaan sebagai berikut

(52 U (x,8)—s.sin(x) - (- Zsin(x)))+ (228U (x, 5) — 2cx .sin(X) )+ (ﬂZU (x, s)): :XZZU (x,9)+
(5 —do + ,32)

s+ 2

sin(x) (3.44c)
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Persamaan (3.44c) dapat ditulis ke bentuk sederhana sebagai berikut

) 5-4a+f°
(32+2as+ﬁ2)J(x,s):§7U(x,s)+( j

Persamaan (3.44d) ditulis kembali sebagai berikut

sin(x)+(s+2a-2)sin(x)  (3.44d)

42 (5—4a+ﬂ2+32+2&S—25+25+4a—4)
@2+2as+ﬂ2p(xsy:$?U(msy+ — sin(x) (3.44e)
Sehingga diperoleh

2 2
2 (s +205+ +1)
d l(Jj)EZ(,S)_(s2 +2a5+ﬂ2p(x,s):_ 1% sin(x) (3.44f)

yang merupakan persamaan diferensial biasa non-homogen.
Langkah kedua, menyelesaikan persamaan diferensial biasa (3.44f) dengan
mengikuti langkah-langkah dari (3.18), (3.19a), (3.19b), (3.19c¢), (3.19d), (3.20),

(3.21a) dan (3.21b) yang ada di subbab 3.2.1, maka diperoleh

(52 +205+ f3° +1j

— Acos(x) — Bsin(x) —(52 +2aS+ ﬂz)[Acos(x) +Bsin(x)] = - sin(x) (3.45)

Dari sini dapat disimpulkan bahwa
—(32 +20:5+ B +1)A:O
A=0 (3.46)
dan
(sz +205+ 2 +l)
S+2
(52 + 205+ B +1j

—(s?+2as+ g7 +1)B =—

B =
(s+2(s2 +2as+ f? +1)

B= L (3.47)
S+2

Substitusikan hasil dari (3.47) ke dalam (3.20), sehingga diperoleh

U,(x,s)= :1zsin(x) (3.48)
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Substitusikan hasil dari (3.48) ke dalam (3.18), maka didapatkan solusi umum
sebagai berikut
2 2 H 2 2 1 H
U(x,s)=clcos(,/—s -205- 8 x)+czsm(,/—s -205- 8 x)+—sm(x) (3.49)
S+2
Dalam hal ini, transformasi Laplace dari kondisi batasnya adalah

sin(2) 0

U(0,s)=0 dan U(L,s) = (3.50)
S+2
Sehingga didapatkan
u(@,s)=c,+c, =0 (3.51)

dan

U@s)=c, cos(\/— s’ —2as - p? 1)+ c, sin(\/— s> - 205 -’ 1): 0 (3.52)
dengan mensubstitusikan ¢, =0, c,=0 ke persamaan (3.49) maka didapatkan
U(x,s) = Lsin(x) (3.53)
kg

Terakhir, menerapkan invers Transformasi Laplace (3.53), dan didapatkan

u(x,t) = L7Y(U(x,s)) = L1 (s 1 2) sin (x)

= e(=2Ysin(x) (3.54)

Sehingga gambar grafik solusi analitik dari transformasi Laplace (3.54)

adalah sebagai berikut

(1]
(1]
Solusiufx) g

0.2

Gambar 3.2 Solusi Analitik Transformasi Laplace Pada Persamaan Telegraf Simulasi Pertama



47

Grafik di atas dapat dilihat bahwa ketika nilai awal u (x,0) =sin(x),
aat—u(x,O):—Zsin(x) dan nilai batasnya u(0,t)=0,u(lLt) =e"?" sin(l), maka

grafik yang ditunjukkan pada Gambar 3.2 ada getaran pada simpangan tali
sepanjang x dalam selang waktu t tersebut.
Analisis keabsahan solusi persamaan telegraf (3.54) dengan menggunakan

invers transformasi Laplace sebagai berikut

Jika t =0 maka

u(x,0) =e“® sin(x) =e* 9 sin(x) =sin(x) (3.55)
dan

(Zl: (x,0) = —2e sin(x) = —2e“* 9 sin(x) = —2sin(X) (3.56)

Selanjutnya keabsahan solusi persamaan telegraf saat t =0, dilakukan
penurunan-penurunan pada solusi dari transformasi Laplace tersebut. Turunan-

turunan dari u(x,t)terhadap t adalah sebagai berikut

u(x,t) = e sin(x) (3.57)
%u(x,t) =-2-e™ sin(x) (3.58)
2:‘; (x,t) = 4-e“ sin(x) (3.59)

Turunan-turunan dari u(x,t) terhadap x adalah sebagai berikut

Z—u (x,t) = e cos(x) (3.60)
X

azu (_2t) -
y(x,t) = - sin(x) (3.61)
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Substitusi hasil (3.57), (3.58), (3.59), dan (3.61) ke dalam persamaan (3.40), maka

didapatkan

462 sin(x) + 2a(—2- €2 sin(x) )+ B2 (e sin(x) ) = - sin(x) +

(5—4a +,62)- e sin(x) (3.62a)
Persamaan (3.62a) dapat ditulis kembali dalam bentuk sederhana sebagai berikut

4.2 sin(x) — 4a - €7 sin(x) + B2 -V sin(x) = 4- e sin(x) —

4a e sin(x) + B2 -eT? sin(x) (3.62h)
Sehingga diperoleh

4.2 sin(x) —4a - eV sin(x) + B2 -2V sin(x) — 4-e“V sin(x) +

4a - sin(x) — g% e sin(x) =0 (3.62c)
2 2
Jadi, Ztl: + 20(‘2;l + pu= ZL; + (5 —4a + ,82)- e sin(x) persamaan telegraf.
X

Dengan diberikan nilai awal dan nilai batas ke solusi transformasi Laplace

pada persamaan telegraf maka dapat dikatakan bahwa solusi tersebut sahih.

3.2.3 Solusi Saat Nilai Awal u(x,0) = sin(x) dan ‘;—': =0

Simulasi kedua pada persamaan telegraf orde dua linear hiperbolik.
Persamaan yang ketiga ini dengan memilih f (x,t) =2« sin(t) sin(x) + 82 cos(t) sin(x)
yang dirujuk dari Javidi dan Nyamoradi (2013). Selanjutnya, nilai f(x,t)
disubstitusikan ke persamaan (3.1), maka menjadi

o°u ou _, o4 . . ) .
—+ 20—+ BU=—-2asin(t)sin(x) + B cos(t)sin(x 3.63
P o B v (t)sin(x) + B° cos(t)sin(x) (3.63)

dengan kondisi awal

u(x,0) =sin(x), (Zt—u (x,00=0 (3.64)
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dan kondisi batas

u(0,t) =0, u(d,t) = cos(t)sin(2) (3.65)
Solusi eksak
u(x,t) = cos(t)sin(x) (3.66)

(Javidi dan Nyamoradi, 2013)
Dengan mengingat kembali persamaan (3.7), (3.8), (3.9), (3.11), (3.14),

dan (3.15) yang disubstitusikan ke persamaan (3.63), maka

L {ZZTZ + Zaz—l: + ﬁzu} ) {3271;} — L{2a sin(t) sin(x)} + L{B?cos(t)sin(x)} (3.67a)
dan transformasi Laplace dari (3.67a), didapatkan

2

Es? U (x,5)—su(x, 0) —%“ (x, 0)J+(2asU (X, 5) - 2au(x,0))+ (82U (x,5)) = ;'7u (%,8)—

2
2a sin(x) + F's sin(x) (3.67b)
il s +1

mensubstitusikan kondisi awal (3.64) ke dalam persamaan (3.67b) maka menjadi

2

(5 U (x,5) — s-sin(x) — 0)+ (205U (x,5) - 2a sin(x)) + (62U (x,5)) = i(zu (%,5) +

(— 20+ /325)

sin(x) (3.68a)
Rl

Persamaan (3.68a) dapat ditulis ke bentuk sederhana sebagai berikut

d2 (— 2a+ﬁ25)
(52 +2as+ B2 (X,5) = —5U(X,5) + ~———2sin(x) + (s + 2a) sin(x) (3.68b)
dx s? +1

Persamaan (3.68b) ditulis kembali sebagai berikut

q2 (—2a+ﬂ23+53+2a82+s+2aj

(s2 +2as+ A2 (x9) =—U(x,8)+ sin(x) (3.68¢)
dx s? +1

Sehingga diperoleh

3 2 2
2 (s +205° + f s+s)
d L;)g s) _(32 +2as+ﬁ2)J(x, 5)=-— = sin(x) (3.68d)
s+

yang merupakan persamaan diferensial biasa non-homogen.
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Langkah kedua, menyelesaikan persamaan diferensial biasa (3.68d)
dengan mengikuti langkah-langkah dari (3.18), (3.19a), (3.19b), (3.19c¢), (3.19d),

(3.20), (3.21a) dan (3.21b) yang ada di subbab 3.2.1, maka diperoleh

s® 42082 + B2s+5s
— Acos(x) — Bsin(x) 7(52 + 2as+ﬂ2)[Acos(x) +Bsin(x)] = f( ; js.in(x) (3.69)
s +1
Dari sini dapat disimpulkan
—(s? +2as+ 2 +1)A=0
A=0 (3.70)
dan
(33 +208° + B%s+ s)
—(s?+2as+ g2 +1)B=-
FR
S(s2 + 205+ f° +1)
B =
(sz +1)(52 ¥ 20 i Vo8 +1)
B=_> (3.71)
s?+1
Substitusikan hasil dari (3.71) ke dalam (3.20), sehingga diperoleh
S .
U, (x5s)= . sin(x) (3.72)
s°+1

Substitusikan hasil dari (3.72) ke dalam (3.18), maka didapatkan solusi umum

sebagai berikut

U(x,s)=c, cos(,/—s2 —2as - f° x)+ c, sin(,/—s2 —205-p° x)+

sin(x)  (3.73)

s?+1
Transformasi Laplace dari kondisi batasnya adalah
s-sin(1)
U(,s)=0dan U(,s) = i1 =0 (3.74)
+

Sehingga didapatkan

U(0,s)=c,+c, =0 (3.75)
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dan
U(Ls) =c,ec, cos( e 1)+c2 sin( —-s? —2as— f3* 1):0 (3.76)

dengan memberikan ¢, =0, c, = 0 ke persamaan (3.73) maka didapatkan

S

U(x,8) = > sin(x) 3.77)

s°+1

Langkah ketiga, melakukan invers transformasi Laplace dari (3.77) maka

didapatkan

u(x,t) = L7Y(U(x,5)) = L 71 (SZS+ 1) sin (x)
= cos (t)sin (x) (3.78)
Sehingga gambar grafik solusi analitik dari transformasi Laplace (3.78)

adalah sebagai berikut

Solusi ufx,1)

Gambar 3.3 Solusi Analitik Transformasi Laplace pada Persamaan Telegraf Simulasi kedua

Grafik di atas dapat dilihat bahwa ketika nilai awal u (x,0) =sin(x),
Zt—u(x,0)=0 dan nilai batasnya u(0,t) =0, u(l,t) =cos(t)sin(l), maka grafik

yang ditunjukkan pada Gambar 3.3 ada getaran pada simpangan tali disepanjang
X dalam selang waktu t tersebut.
Analisis keabsahan solusi persamaan telegraf (3.78) dengan menggunakan

invers transformasi Laplace sebagai berikut
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Jika t =0 maka

u(x,0) =cos(t) sin(x) = cos(0) sin(x) =sin(x) (3.79)
dan

zt—u(x,O) = —sin(t) sin(x) = —sin(0) sin(x) =0 (3.80)

Selanjutnya keabsahan solusi persamaan telegraf saat t =0, dilakukan
penurunan-penurunan pada solusi dari transformasi Laplace tersebut. Turunan-

turunan dari u(x,t) terhadap t adalah sebagai berikut

u(x,t) = cos(t)sin(x) (3.81)
?tj(x,t) = —sin(t)sin(x) (3.82)
thl:(x,t) = —cos(t) sin(x) (3.83)

Turunan-turunan dari u(x,t) terhadap x adalah sebagai berikut

au (X,t) = cos(t) cos(x) (3.84)
OX
6)2(121 (x,t) = —cos(t) sin(x) (3.85)

Substitusi hasil (3.81), (3.82), (3.83), dan (3.85) ke dalam persamaan (3.63), maka

didapatkan

—cos(t)sin(x) + 2« -(—Sin(t) sin(x))+ B’ -(cos(t)sin(x)) = (— cos(t) sin(x))—
2asin(t) sin(x) + 47 cos(t) sin(x) (3.86a)

Persamaan (3.86a) dapat ditulis kembali dalam bentuk sederhana sebagai berikut

—cos(t)sin(x) — 2asin(t) sin(x) + - 32 cos(t) sin(x) = (— cos(t)sin(x))—
2asin(t)sin(x) + £ cos(t) sin(x) (3.86b)

Sehingga diperoleh

—cos(t)sin(x) — 2asin(t)sin(x) + -,82 cos(t) sin(x) +cos(t) sin(x) +
2asin(t) sin(x) — B2 cos(t)sin(x) = 0 (3.86¢)
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. 9%u ou o°u
Jadi, =+ 2055 +pu= P 2asin(t)sin(x) + B2 cos(t)sin(x) persamaan telegraf.
X

Dengan diberikan nilai awal dan nilai batas ke solusi transformasi Laplace

pada persamaan telegraf maka dapat dikatakan bahwa solusi tersebut sahih.

3.3 Kesempurnaan Ciptaan Allah dalam Al-Quran dengan Metode
Transformasi Laplace

Telah dijelaskan dalam bab | menurut Zuhair (2007:2) transformasi
Laplace adalah sebuah metode yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan
diferensial yang berkaitan dengan masalah nilai awal dan nilai batas.

Sedangkan makna transformasi Laplace dalam kehidupan sehari-hari
disamakan dengan makna perubahan. Perubahan adalah suatu keadaan dengan
kondisi awal dan batas atau akhir yang berbeda. Contoh untuk masalah ini dapat
dilihat pada peran Nabi Muhammad dalam menyebarkan agama Islam. Beliau
telah mengabdikan seluruh hidupnya untuk menyelamatkan manusia dari zaman
jahiliyah (kegelapan) menuju jalan yang terang benderang yakni agama Islam.
Sebagaimana firman Allah Swt. di dalam surat Ibrahim ayat 1 yang menjelaskan
tentang diturunkannya al-Quran melalui Nabi Muhammad untuk umat manusia,
yang berbunyi
o101 e i 03 8T el G T 5 S0 Al e

M
“Alif, laam raa. (ini adalah) kitab yang Kami turunkan kepadamu supaya kamu
mengeluarkan manusia dari gelap gulita kepada cahaya terang benderang
dengan izin Tuhan mereka, (yaitu) menuju jalan Tuhan yang Maha Perkasa lagi
Maha Terpuji” (OS. Ibrahim/14:1).

Avyat di atas merupakan salah satu tujuan Allah menurunkan al-Quran. Al-

Quran adalah Kitab yang Allah turunkan kepada Nabi Muhammad, supaya Nabi
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Muhammad dapat mengeluarkan manusia dari kegelapan (kebodohan, kekafiran,
akhlak yang buruk serta berbagai kemaksiatan) menuju cahaya (keimanan, akhlak
yang mulia serta berbagai ketaatan) yaitu agama Islam.

Keadaan orang-orang Arab sebelum datangnya Islam sangat
mengkhawatirkan. Sebab, pada zaman jahiliyah rata-rata orang Arab mempunyai
sifat ketidakadilan, kejahatan, dan menyembah berhala. Kaum wanita hanya
dipandang sebelah mata oleh masyarakat Arab, mereka hanya menganggap kaum
wanita itu sebagai binatang peliharaan. Bahkan, sudah menjadi tradisi bagi suatu
kaum untuk mengubur hidup-hidup bayi perempuan mereka, masyarakat Arab
berpandangan seperti itu karena mereka merasa malu dan takut apabila anak
perempuannya nanti akan membawa kemiskinan dan kesengsaraan. Di samping
sifat-sifat buruk itu, mereka juga mempunyai sifat-sifat yang baik, masyarakat
Arab adalah masyarakat yang pemberani, mempunyai kesadaran akan harga diri
dan martabat, mahir bersyair, setia terhadap sukunya dan sebagainya. Tetapi,
apalah arti sifat-sifat positif ini jika mereka memiliki akhlak yang rendah dan
berlaku tidak adil terhadap sesama manusia. Maka di sinilah Allah mengutus Nabi
Muhammad untuk meluruskan akhlak dan perbuatan masyarakat Arab.

Hal ini, sebagaimana firman Allah Swt. di dalam surat ar-Ra’d ayat 11

yang berbunyi

(\\)Jlngmjaw).@.luﬁ ;‘\JJJ.ANA‘;)M/}D_:A,U‘J‘)T JWL

“Bagi manusia ada malaikat-malaikat yang selalu mengikutinya berglllran, di
muka dan di belakangnya, mereka menjaganya atas perintah Allah.
Sesungguhnya Allah tidak merobah keadaan sesuatu kaum sehingga mereka
merobah keadaan yang ada pada diri mereka sendiri. dan apabila Allah
menghendaki keburukan terhadap sesuatu kaum, Maka tak ada yang dapat
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menolaknya; dan sekali-kali tak ada pelindung bagi mereka selain Dia” (QS. ar-
Ra'd/13:11).

Maksudnya surat ar-Ra’d ayat 11 ini adalah bagi tiap-tiap manusia ada
beberapa malaikat yang tetap menjaganya secara bergiliran dan ada pula beberapa
malaikat yang mencatat amalan-amalannya, dan yang dikehendaki dalam ayat Ini
ialah malaikat yang menjaga secara bergiliran itu, disebut malaikat Hafazhah
(pelindung). Tuhan tidak akan merubah keadaan mereka, selama mereka tidak
merubah sebab-sebab kemunduran mereka.

Maka datanglah Nabi Muhammad membawa wahyu dari Allah untuk
menyelamatkan mereka dari zaman jahiliyah menuju jalan kebenaran. Beliau
tidak pernah lelah dan menyerah menghadapi hinaan, caci maki serta perlawanan
dari musuh-musuh Islam. Setelah berhasil melewati berbagai rintangan, akhirnya
Nabi Muhammad saw berhasil menyebarkan ajaran agama Islam yang penuh
kedamaian itu sampai sekarang.

Perubahan masyarakat Arab dari zaman jahiliyah menuju jalan kebenaran
yakni agama Islam inilah yang merupakan salah satu dari contoh transformasi
Laplace dalam kehidupan, dari suatu kondisi yang buruk berubah menjadi kondisi
yang lebih baik. Digambarkan bahwa setiap masalah dalam kehidupan itu pasti
ada pemecahannya. Sebagaimana firman Allah Swt. di dalam Surat al-
Insyirah/94:6, yang berbunyi

() L el 22 )
"Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QOS. al-1nsyirah/94:6).



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab [1l, maka disimpulkan bahwa
transformasi Laplace dapat digunakan untuk mempermudah persamaan telegraf.
Salah satu bentuk dari persamaan telegraf orde dua linear hiperbolik satu dimensi

adalah

o’u _ou o%u )
— — +8—+4u=—-2e"sin(x 4.1
ot N (x) (4.1)

Dengan menggunakan sifat-sifat transformasi Laplace teorema 1-5 dalam
bab 2 vyaitu transformasi Laplace dari turunan-turunan pada persamaan telegraf,

diperoleh
(sz U(x,s)—su(x,0) —%J (x, 0)]+(85U (X,8)—8u(x, 0))+(4U (x,5)) =U yx (X, 5) + 2?72(1)() (4.2)
O

Solusi persamaan diferensial biasa dari masalah nilai awal dan nilai batas

pada persamaan telegraf orde dua linear hiperbolik yaitu
1 .
U (X,8) = ——sin(x) (4.3)
s+1

Sehingga penyelesaian dari invers transformasi Laplace pada persamaan
telegraf orde dua linear hiperbolik adalah

u(x, t) = e~ tsin(x) (4.4)

4.2 Saran

Penulisan penelitian ini, hanya membahas penyelesaian masalah nilai awal

dan nilai batas untuk persamaan diferensial parsial linear, khususnya persamaan
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telegraf orde dua linear hiperbolik satu dimensi dengan menggunakan
transformasi Laplace. Bagi penelitian selanjutnya disarankan untuk membahas
penyelesaian masalah nilai awal dan nilai batas untuk persamaan diferensial

parsial non linear dengan menggunakan transformasi Laplace.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

LAMPIRAN 1

Tabel 1. Sifat-Sifat Umum Transformasi Laplace (Sumber: Spiegel, 1999)

No. £ :uggfl{f(t)} Transformasi Laplace F(s) = L{f(t)}
y 1 ;,S >0
1
= t S—Z,S >0
2!
e t? S—3,S >0
tnl n!
- n = bilangan asli na1’5 2 0
1
2 e® ,S>a
s—a
5
6. cos at ISR
S -ga
7. sin at . P >0
S
8. cosh at : aZ'S > |a|
9. sinh at : aZ'S > |al
at s—a -
10. e? cos bt (S—a)2+b2’s a
b
Tl at ¢j bt S T
e sin (s—a)2+bZS f
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LAMPIRAN 2
PROGRAM MAPLE 1

>restart:with(linalg) :with(inttrans) :with(plots):
>

eqg:=diff(u(x,t),t,t)+8*diff (u(x,t) ,t)+4*u(x,t)=diff(u(x,t

) ,X,X)-2%exp (-t) *sin (x);

(e 0 (7 (—t) .
eq = [8t2 u(x, t)j +8 (6t u(x, t)j +4u(xt)= (axz u(x, t)} —2e ’sin(x)
>u(x,0) :=sin(x) ;
u(x, 0) :=sin(x)
>D[2] (u) (x,0) :=-sin(x) ; _
D,(u)(x, 0) := —sin(x)
>cl:=u(0,t)=exp(-t)*sin(0) ;
cl:=u(0,t)=0
>c2:=u(2*pi,t)=exp(-t)*sin(2*pi) ;
2=u2nt)=e " sin(2 )
>egs:=laplace(eq,t,s)
eqs := —sin(x) (7 +s) + s? laplace(u(x, t), t,s) + 8 s laplace(u(x, t), t, s)
)y (5 2 sin(x)
+ 4 laplace(u(x, t), t,s) = [axz laplace(u(x, t), t, s)] 0 |

> egs:=subs (laplace(u(x,t),t,s)=U(x) ,egs) ;

2 .
egs := —sin(x) (7 +5) +5° U(x) + 8 s U(x) +4 U(x) = (dz U(X)J £ 2sin(x)
dx 1l+s
>cl:=laplace(cl,t,s):

>cl:=subs(laplace(u(0,t),t,s)=U0(0),cl);
cl:=U(0)=0

>c2:=laplace(c2,t,s):
> c2:=subs(laplace(u(2*pi,t),t,s)=U(2%pi),c2);

2 :=U(27)= S'rl'(f;‘)

>U(x):=rhs(dsolve({eqs,c1,c2},p(x)));
sin
=5

>u:=invlaplace (U(x),s,t);

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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u=e™ sin(x)
> plot3d(subs(u) ,x=0..6,t=0..3,axes=boxed, title="Figure
3.5",labels=[Ruang (x) ,Waktu(t) ,"Solusi
u(x,t)"],orientation=[120,60]) ;

>
plot([subs(t=1,u) ,subs(t=2,u) ,subs (t=3,u)] ,x=0..6,axes=bo
xed,title="figure 3.6",thickness=3,labels=[Ruang
(x),"Solusi u(x,t)"]);

03
02
01
Sohmsiufry 1
01
0.2

4.3

PROGRAM MAPLE 2

>restart:with(linalg) :with(inttrans) :with(plots) :
>
eq:=diff (u(x,t),t,t)+2*alpha*diff(u(x,t),h t)+betar*2*u(x,t)
=diff (u(x,t) ,x,x)+(5-4*alpha+beta”2) *exp (-2*t) *sin (x) ;
o |k 0 2
eq = (atz u(x, t)} +2a [at u(x, t)j + B u(x t) =

(86:2 u(x, t)) +(5-4a+p? el Y sin(x)

>u(x,0) :=sin(x);

u(x, 0) :=sin(x)

>D[2] (u) (x,0) :=-2*sin(x) ;
D,(u)(x, 0) :=-2sin(x)

>cl:=u(0,t)=0;
cl:=u(0,t)=0

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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>c2:=u(l,t)=exp(-2*t)*sin(1) ;
2 =u(L,t)=e""sin(1)
>egs:=laplace(eq, t,s);
eqs = —sin(x) (=2 + s+ 2 a.) + s laplace(u(x, t), t,s) + 2 o s laplace(u(x, t), t, )

+ B2 laplace(u(x, t), t, s) ::(;i;Iaplace(u(x,t)’t’s)J_+ (5-4 agf;%;)Sin(X)

> egs:=subs (laplace(u(x,t),t,s)=U(x) ,egs);
eqs == —sin(X) (=2 +s+2 a) + s U(X) + 2 a. s U(X) + P2 U(x) =

d? (5 -4 o + B?) sin(x)
(dxz U(X)JJF S+2

>cl:=laplace(cl,t,s):
>cl:=subs(laplace(u(0,t),t,s)=U(0),cl) ;
cl:=U(0)=0

>c2:=laplace(c2,t,s):
>c2:=subs (laplace(u(l,t),t,s)=U(1),c2);

2 :=U(1) = Slnilz)

>U(x) :=rhs (dsolve({egs,cl,c2},U(x)));
__sin(x)
Vi sk 2

>u:=invlaplace (U(x),s,t);

b =7
u = sin(x) e Y

> plot3d(subs(u) ,x=0..1,t=0..2,axes=boxed, title="Figure

3.1",labels=[Ruang (x) ,Waktu(t) ,"Solusi
u(x,t)"],orientation=[100,50]) ;

Solsiu(zl) g,

>
plot([subs(t=0.50,u) ,subs(t=1,u) ,subs(t=2,u) ,subs(t=3,u),
subs (t=4,u)],x=0..2,axes=boxed, title="figure
3.2",thickness=5,1labels=[Ruang (x),"Solusi u(x,t)"]);
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Fouusmy(x)

PROGRAM MAPLE 3

>restart:with(inttrans) :with (plots) :

>

eq:=diff (u(x,t),t,t)+2*alpha*diff (u(x,t),h t)+beta”*2*u(x,t)
=diff (u(x,t),x,x) (2*¥alpha*sin(t) *sin(x) )+ (beta*2*cos(t) *s
in(x));

eq = [s:z u(x, t)j +20 (gt u(x, t)) s B2 u(x t) =

(aaxzz u(x, t)] — 2 a sin(t) sin(x) + B2 cos(t) sin(x)

>u(x,0) :=sin (x) ;

u(x, 0) = sin(x)

>D[2] (u) (x,0) :=0;
D,(u)(x,0):=0

>cl:=u(0,t)=0;
cl:=u(0,t)=0

>c2:=u(l,t)=cos(t)*sin(1l) ;
€2 :=u(1,t)=cos(t)sin(1)

>egs:=laplace(eq, t,s)
eqs = —sin(x) (s + 2 o) + s? laplace(u(x, t), t, s) + 2 a s laplace(u(x, t), t, )

sin(x) (=2 a. + B?s) + [;(22 laplace(u(x, t), t, S)]

+ p? laplace(u(x, t), t,8) = 2
s“+1

> egs:=subs (laplace(u(x,t),t,s)=U(x) ,eqgs)
egs := —sin(x) (s +2 o) + s U(X) + 2 o s U(x) + P2 U(x) =

sin(x) (-2 & + B*s) + [ d” U(X)J

$?+1

dx?

>cl:=laplace(cl,t,s):
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>cl:=subs(laplace(u(0,t),t,s)=U0(0),cl);
cl:=U(0)=0

>c2:=laplace(c2,t,s):

>c2:=subs (laplace(u(l,t),t,s)=U0(1),c2);

2= U(1) = S";(l)s
s°+1

>U(x) :=rhs (dsolve ({egs,cl,c2},U(x))) ;
s sin(x)

U(x) =
(x) s?+1

>u:=invlaplace(U(x),s,t);
u :=sin(x) cos(t)

65

> plot3d(subs(u) ,x=0..1,t=0..2,axes=boxed, title="Figure

3.3",labels=[Ruang (x) ,Waktu(t) ,h "Solusi
u(x,t)"],orientation=[120,60]) ;

>

plot([subs (t=1,u) ,subs(t=2,u) ,subs (t=3,u) ,subs (t=4,u) ,sub
s (t=5,u) ,subs (t=6,u) ,subs (t=7,u) ,subs (t=8,u)] ,x=0..1,axes

=boxed, title="figure 3.4",thickness=5,labels=[Ruang

(x),"Solusi u(x,t)"]);
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16. | 05 Juni 2015 ACC Keseluruhan 16.

Malang, 17 Juni 2015
Mengetahui,
Ketua Jurusan Matematika

Dr. Abdussakir, M.Pd

NIP. 19751006 200312 1 001
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