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ABSTRAK 

Kurniawan, Muhammad  Haris.  2009.  Spectrum  Graf Komplit  (  )  dengan  n 
dan  n  .  Skripsi,  Jurusan  Matematika  Fakultas  Sains  dan 

Teknologi  Universitas  Islam  Negeri  (UIN)  Maulana  Malik  Ibrahim 
Malang.  Pembimbing:  (I)  Abdussakir, M.Pd.  (II)  Dr.  Ahmad Barizi, 
M.A. 

Kata  Kunci:  graf  komplit,  matriks  adjacency,  nilai  eigen,  vector  eigen,  dan 
spectrum 

Salah  satu  permasalahan  dalam  topik  graf  adalah  menentukan  spectrum 
suatu graf. Spectrum graf G adalah himpunan dari bilangan – bilangan yang mana 
elemennya  terdiri  dari  nilai  –  nilai  eigen  dan  dimensi  ruang  vektor  eigen  dari 
matriks  adjacency  graf  G.  Jika  nilai­nilai  eigen  dari  matrik  adjacency  graf  G 
adalah  , ...  1 1 0 − > > >  s λ λ λ  dan  dimensi  ruang  vektor  eigennya  adalah 

) ( ),..., ( ), (  1 1 0 − s m m m λ λ λ  , spectrum dapat kita tulis 

Penelitian  ini  dilakukan  dengan  tujuan  untuk menentukan  bentuk  umum 
spectrum graf  komplit  (  ) dengan  n  dan  n  . Metode  penelitian  dalam 
skripsi  ini adalah metode penelitian pustaka (library research). Langkah­langkah 
penelitian  sebagai berikut:  (1) Menggambar graf  (  ) dimana  dan  ; 
(2) Menentukan matriks adjacency pada graf komplit (  ); (3) Menentukan nilai 
eigen dan vektor eigen dari matriks adjacency dari graf komplit (  ); (4) Melihat 
pola spectrum graf komplit (  ) sederhana. Kemudian merumuskan teorema yang 
dilengkapi dengan bukti­bukti. 

Berdasarkan  hasil  pembahasan  dapat  diperoleh  bahwa  bentuk  umum 
spectrum graf komplit (  ) dengan n  dan n  adalah 

Spec



BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1  Latar Belakang 

Al­Qur’an  sebagai  firman  Allah  Swt.  yang  diturunkan  kepada  umat 

Muhammad  Saw.  mengandung  berbagai  macam  ilmu­ilmu  yang  berguna  bagi 

kehidupan umat manusia, salah satunya adalah ilmu matematika. Sebagai contoh 

hukum  mawaris  yang  menerangkan  aturan  pembagian  warisan  yang  terdapat 

dalam  surat  An­Nisa’  ayat  11  yang  menerangkan  bagian  yang  harus  diperoleh 

seorang anak laki­laki yaitu dua kali anak perempuan. Dari sini dapat dilihat suatu 

perhitungan yang dalam ilmu matematika disebut dengan operasi perkalian. 

Secara  umum beberapa  konsep  dari  disiplin  ilmu  telah  dijelaskan  dalam 

Al­Quran. Salah  satu  konsep dari disiplin  ilmu matematika  yang  terdapat dalam 

Al­Qur’an adalah masalah teori  graf. Graf G didefinisikan sebagai pasangan  (V, 

E) dengan V adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek­objek yang 

disebut  titik,  dan E  adalah  himpunan  (mungkin  kosong)  pasangan  tak  berurutan 

dari titik­titik berbeda di V yang disebut sisi (Miller, 2000:165). Banyaknya unsur 

di V disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di 

E  disebut  ukuran  dari  G  dan  dilambangkan  dengan  q(G).  Jika  graf  yang 

dibicarakan  hanya  graf G, maka  order dan ukuran dari G  cukup masing­masing 

ditulis p dan q (Chartrand dan Leniak, 1986:4). 

Dalam  Islam  banyak  sekali  ajaran  atau  amalan  yang  dapat 

direpresentasikan dalam teori graf. Seperti peristiwa Isra’ Mi’raj, peristiwa Tawaf 

dan Sa’i ketika melaksanakan ibadah haji, peristiwa shalat dan masih banyak lagi.



Sidratulmuntaha 

Masjidil Aqsha Masjidil Haram 

Mi’raj 

Isra’ 

Isra’  adalah  perjalanan  Nabi  Muhammad  dari  Masjidil  Haram  di  Mekah  ke 

Masjidil  Aqsha  di  Palestina.  Sementara  itu,  Mi’raj  adalah  perjalanan  Nabi 

Muhammad  dari  Masjidil  Aqsha  di  Planet  Bumi  ke  Sidratulmuntaha.  Terkait 

dengan dua peristiwa di atas, maka dua kejadian  ini dapat digambarkan sebagai 

berikut: 

Gambar 1.1 Representasi Isra’ dan Mi’raj dalam Bentuk Graf 

Pada Gambar 1.1 terlihat bahwa ada tiga titik yang dihubungkan oleh tiga 

sisi, artinya tiap titik sebagai tempat kejadian ketika Isra’ dan Mi’raj berlangsung 

yaitu Masjidil  Haram, Masjidil  Aqsha,  dan  Sidratulmuntaha.  Tiga  sisi  diartikan 

sebagai proses  perjalanan Nabi Muhammad  yaitu  Isra’  (dari Masjidil  Haram ke 

Masjidil Aqsha) dan Mi’raj (dari Masjidil Aqsha ke Sidratulmuntaha). 

Allah berfirman dalam surat Al­Isra’ ayat 1, yang berbunyi: 

z≈ ys ö6 ß™ ü“Ï% ©!$# 3“ u� ó  r& ÍνÏ‰ ö7yè Î/ Wξ ø‹s9 �∅ ÏiΒ Ï‰Éf ó¡ yϑ ø9$# ÏΘ# t�ys ø9$# ’ n< Î) Ï‰Éf ó¡yϑ ø9$# 

$ |Áø% F{ $# “Ï% ©!$# $ oΨ ø. t�≈ t/ …çµ s9öθ ym …çµ tƒ Î� ã∴ Ï9 ôÏΒ !$ oΨ ÏG≈ tƒ#u 4 …çµ ¯ΡÎ) uθ èδ ßìŠÏϑ ¡¡9$# ç�� ÅÁ t7ø9$# ∩⊇∪ 

Artinya: ”Maha Suci Allah, yang Telah memperjalankan hamba­Nya pada suatu 
malam dari Al Masjidil Haram ke Al Masjidil Aqsha  yang Telah  kami 
berkahi  sekelilingnya  agar  kami  perlihatkan  kepadanya  sebagian  dari 
tanda­tanda  (kebesaran)  kami.  Sesungguhnya  dia  adalah  Maha 
mendengar lagi Maha Mengetahui.”



Isra’  dan Mi’raj  merupakan  kejadian  yang  mengagumkan,  dimana  Nabi 

hanya memerlukan waktu semalam saja untuk melakukan perjalana dari Masjidil 

Haram  di  Makkah  menuju  ke  Masjidil  Aqsha  di  Palestina  dan  dilanjutkan  ke 

Sidratulmuntaha.  Padahal,  jika  dipikirkan  secara  rasional  kejadian  itu  sangatlah 

tidak mungkin. 

Menurut  catatan  sejarah,  teori  graf  pertama  kali  digunakan  oleh  seorang 

ahli    matematika  dari  Swiss  yang  bernama  Euler  untuk  mereperesentasikan 

Jembatan  Konigsberg,  dan  menyelesaikan  permasalahan  jembatan  tersebut. 

Konigsberg  adalah  sebuah  kota  di  sebelah  timur  Prussia  (Jerman  sekarang) 

dimana  terdapat  sungai  Pregel  dan  merupakan  tempat  tinggal  Duke  of  Prussia 

pada  abad  ke­16  (tahun  1736). Kota  tersebut  saat  ini  bernama Kaliningrad, dan 

merupakan  pusat  ekonomi  dan  industri  utama  di  Russia  Barat.  Sungai  Pregel 

membagi kota menjadi 4 daratan dengan mengalir mengitari pulau Kneiphof lalu 

bercabang menjadi dua anak sungai. Pada abad ke­18 dibangunlah tujuh jembatan 

yang menghubungkan  keempat  daratan  tersebut.  Pada  hari Minggu, masyarakat 

Konigsberg  biasanya  berjalan­jalan  dari daratan  satu ke  daratan  lainnya melalui 

jembatan tersebut. Mereka berpikir apakah mungkin untuk berjalan menyeberangi 

ketujuh  jembatan  tanpa  melalui  jembatan  yang  sama  dari  suatu  daratan  dan 

kembali  ke  tempat  semula. Masalah  ini  pertama  kali  dipecahkan oleh  Leonhard 

Euler. Solusi Euler merepresentasikan masalah ini ke dalam graf dengan keempat 

daratan sebagai titik (vertex) dan ketujuh jembatan sebagai sisi (edge). 

Dengan  graf  tersebut, Euler berhasil menemukan  jawaban  kenapa orang­ 

orang  tidak  dapat  melalui  ketujuh  jembatan  tersebut  masing­msing  sekali  dan



kembali  ke  tempat  semula.  Jawaban  yang  ditemukan  Euler  adalah  karena  tidak 

semua titik pada graf tersebut berderajat genap. 

Matriks adjaency adalah salah satu permasalahan yang dibahas dalam teori 

graf. Misalkan G adalah graf dengan titik­titik  (n berhingga). Matriks 

hubung graf G adalah matriks  dengan  menyatakan banyaknya garis 

yang  menghubungkan  titik  dengan  .  Karena  banyak  garis 

yang menghubungkan  titik  dengan  selalu  sama  dengan  jumlah  garis  yang 

menghubungkan  dengan  maka  jelas  bahwa  matriks  adjacency  selalu 

merupakan  matriks  yang  simetris  .  Secara  matematika  dapat 

dinyatakan 

(Jong Jek Siang,2002:233) 

Dalam  teori  graf, bahasan mengenai spectrum dari  suatu graf merupakan 

bahasan  yang  masih  jarang.  Graf  komplit  akan  diketahui  spectrumnya 

dengan  cara  merepresentasikan  graf  tersebut  dalam  matriks,  kemudian  setelah 

didapatkan matriksnya akan ditentukan nilai eigen dari matriks tersebut dan nilai 

eigen  juga  berfungsi  untuk  menentukan  vektor  eigen  dari  matriks  tersebut. 

Hubungan nilai eigen dan dimensi ruang vektor eigen kemudian direpresentasikan 

dalam bentuk matriks yang disebut dengan spectrum dari graf komplit  .



Oleh  sebab  itu,  dalam  penelitian  ini  penulis  tertarik  untuk  meneliti 

mengenai  spectrum  graf  komplit  yang  dikemas  dalam  judul  penelitian  :  “ 

Spectrum Graf Komplit (  ) dengan n  “. 

1.2  Rumusan Masalah 

Berdasarkan  latar  belakang  tersebut,  maka  rumusan  masalah  dalam 

penulisan  skripsi  ini  adalah bagaimana menentukan  spectrum  graf  komplit  (  ) 

dengan n  “. 

1.3  Tujuan Penelitian 

Berdasarkan  rumusan masalah  di  atas, maka  tujuan  penulisan  skripsi  ini 

adalah  menjelaskan  cara  menentukan  spectrum  graf  komplit  (  )  dengan 

n  “. 

1.4  Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penulisan skripsi ini adalah: 

1.  Bagi  peneliti,  sebagai  tambahan  informasi  dan  wawasan  pengetahuan 

mengenai spectrum graf komplit (  dengan n  “. 

2.  Bagi  pemerhati  matematika,  sebagai  tambahan  pengetahuan  bidang 

matematika, khususnya Teori Graf mengenai spectrum graf komplit (  ). 

3.  Bagi  lembaga UIN Malang, untuk bahan kepustakaan  yang dijadikan sarana 

pengembangan wawasan  keilmuan  khususnya  di  Jurusan Matematika  untuk 

mata kuliah Teori Graf.



1.5  Metode Penelitian 

Metode  yang  digunakan  dalam  skripsi  ini  adalah  metode  penelitian 

pustaka (Library research), yaitu dengan mengumpulkan data dan informasi dari 

berbagai sumber seperti buku, jurnal, atau makalah­makalah. Penelitian dilakukan 

dengan  melakukan  kajian  terhadap  buku­buku  teori  graf  dan  jurnal­jurnal  atau 

makalah­makalah yang memuat topik tentang spectrum graf. Langkah selanjutnya 

adalah  menentukan  spectrum  digraf  dari  beberapa  contoh  graf  komplit 

dengan  dan  . 

Adapun  langkah­langkah  yang  digunakan  oleh  peneliti  dalam membahas 

penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1.  Mencari literatur utama yang dijadikan acuan dalam pembahasan ini. 

2.  Mengumpulkan berbagai literatur pendukung, baik yang bersumber dari buku, 

jurnal,  artikel,  diktat  kuliah,  internet, dan  lainnya  yang  berhubungan  dengan 

permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini. 

3.  Memahami dan mempelajari konsep spectrum graf. 

4.  Menerapkan konsep tersebut, yaitu: 

a)  Menentukan matriks adjacency dari graf komplit  . 

b)  Mencari nilai eigen, vektor eigen dan spectrum dari matriks adjacency 

graf komplit  . 

c)  Merumuskan teorema. 

d)  Membuktikan teorema.



1.6  Sistematika Penulisan 

Untuk  mempermudah  dalam  memahami  skripsi  ini  secara  keseluruhan 

maka  penulis  menggunakan  sistematika  penulisan  yang  terdiri  dari  4  bab  dan 

masing­masing akan dijelaskan sebagai berikut : 

BAB I. PENDAHULUAN 

Dalam  bab  ini  dijelaskan  latar  belakang  masalah,  permasalahan,  tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan. 

BAB II. KAJIAN PUSTAKA 

Bagian  ini  terdiri  atas  konsep­konsep  (teori­teori)  yang mendukung bagian 

pembahasan.  Konsep­konsep  tersebut  antara  lain  membahas  tentang 

pengertian graf, derajat  titik, adjacent dan  incidenct, graf komplit, matriks, 

matriks  adjacency  dan  matriks  incidency,  spectrum  graf,  operasi  matriks, 

determinant, nilai eigen dan vektor eigen dan representasi graf dalam Islam. 

BAB III. PEMBAHASAN 

Dalam  bab  ini  dipaparkan  penentuan  spectrum  graf  komplit  (  )  dengan 

n  “. 

BAB IV. PENUTUP 

Dalam  bab  ini  dikemukakan  kesimpulan  akhir  penelitian  dan  beberapa 

saran.



BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 
2.1 Graf 

2.1.1  Definisi Graf 

Graf  G  adalah  pasangan  himpunan  (V,  E)  dengan  V  adalah 

himpunan  tidak  kosong  dan  berhingga  dari  obyek­obyek  yang  disebut 

sebagai  titik  dan  E  adalah  himpunan  (mungkin  kosong)  pasangan  tak 

berurutan dari titik­titik berbeda di V yang disebut sebagai sisi. Himpunan 

titik di G dinotasikan dengan V(G) dan himpunan sisi dinotasikan dengan 

E(G).  Sedangkan  banyaknya  unsur  di  V(G)  disebut  order  dari  G  dan 

dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran 

dari G dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya 

graf G, maka order dan ukuran dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan 

q (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4). 

Contoh: 

Dari  Gambar  2.1.  graf  G  mempunyai  5  titik  sehingga  order  G 

adalah p = 5. Graf G mempunyai 5 sisi sehingga ukuran graf G adalah q = 

5 dengan 

} , , , , { ) (  e d c b a G V = 

)} , ( ), , ( ), , ( ), , ( ), , {( ) (  e d d c d b c a b a G E =  . 

G : 

c 

d b  e 

a 

Gambar 2.1 Graf G.



Graf G dapat juga ditulis dengan 

} , , , , { ) (  e d c b a G V = 

} , , , , { ) (  5 4 3 2 1  e e e e e G E = 

untuk 

) , ( 1  b a e = 

) , ( 2  c a e = 

) , ( 3  d b e = 

) , ( 4  d c e = 

) , ( 5  e d e = 

2.1.2  Terhubung Langsung (Adjacent) dan Terkait Langsung (Incident) 

Terhubung Langsung (adjacent) 

Chartrand  dan  Lensiak  (1986:  4)  menyatakan  sisi 

dikatakan menghubungkan titik u dan v, jika  adalah sisi graf G, 

maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent). 

Terkait Langsung (incident) 

Jika sisi  akan ditulis  , maka u dan e serta v dan e 

disebut  terkait  lansung (incident) (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4). Pada 

Gambar 2.3 titik  adjacent dengan titik  dan  , tetapi tidak adjacent 

dengan  titik  .  Sisi  incident  dengan  titik  dan  ,  tetapi  tidak 

incident dengan titik  .



Gambar 2.2 Graf untuk Mengilustrasikan Adjacent dan Incident 

Contoh: 

Perhatikan graf G yang memuat 

} , , , , { ) (  e d c b a G V =  dan  } , , , , { ) (  5 4 3 2 1  e e e e e G E =  berikut: 

Dari  Gambar  2.3  tersebut,  titik  a  dan  1 e  serta  1 e  dan  b  adalah 

incident  (terkait  langsung)  dan  titik a  dan b  adalah adjacent  (terhubung 

langsung). 

Dalam Islam, definisi adjacent dan incident dapat digunakan untuk 

menggambarkan  peristiwa  Sa’i  dalam  ibadah  haji.  Dalam  Al­Quran 

dijelaskan dalam surat Al­Baqarah ayat 158 yang berbunyi: 

Gambar 2.3 Graf G. 

c 

b a 

d 

1 e 

2 e 

3 e 

4 e 
G:



Shafa  Marwa 

¨βÎ) $ xÿ ¢Á9$# nο uρö�yϑø9 $# uρ ÏΒ Ì�Í←!$ yè x© «!$# ( ôyϑ sù ¢k ym |MøŠ t7ø9$# Íρ r& t�yϑtF ôã$# �ξ sù 

yy$ oΨã_ Ïµø‹n= tã βr& �’ §θ ©Ü tƒ $ yϑ Îγ Î/ 4  tΒuρ tí§θ sÜ s? # Z� ö�yz ¨β Î* sù ©! $# í�Ï.$x© 

íΟŠÎ= tã ∩⊇∈∇∪ 
Artinya: ”Sesungguhnya Shafaa dan Marwa adalah sebahagian dari syi'ar 

Allah. Maka barangsiapa yang beribadah haji  ke Baitullah atau 
berumrah, Maka tidak ada dosa baginya mengerjakan sa'i antara 
keduanya.  dan  barangsiapa  yang  mengerjakan  suatu  kebajikan 
dengan  kerelaan  hati.  Maka  Sesungguhnya  Allah  Maha 
Mensyukuri kebaikan lagi Maha Mengetahui”. (Qs. Al­Baqarah: 
158) 

Sa’i merupakan salah satu rukun haji dan umroh, dilakukan setelah 

selesai  melakukan  thawaf.  Sa’i  adalah  lari  kecil­kecil  yang  dilakukan 

antara  bukit  Shafa  dan  Marwa.  Terkait  dengan  kejadian  di  atas,  maka 

kejadian tersebut dapat direpresentasikan pada graf yang terdiri dari 2 titik 

dan 1 sisi. 

Gambar 2.4  Representasi Graf Terhadap Ibadah Sa’i 

Dari Gambar 2.4 di atas merupakan salah satu contoh dari bentuk 

graf  komplit  yaitu  graf  yang  memiliki  dua  titik  dan  satu  sisi.  Titik­ 

titiknya adalah bukit shafa dan marwa sedangkan sisinya adalah perjalanan 

sa’i  itu  sendiri.  Jadi  bukit  shafa  dengan  perjalan  sa’i  (sisi)  adalah



incident  sedangkan  bukit  Shafa  dan  bukit  Marwa  adalah 

adjacent. 

2.1.3  Graf komplit 

Graf komplit (Complete Graph) adalah graf dengan dua titik yang berbeda 

saling  adjacent.  Graf  komplit  dengan  n  titik  dinyatakan  dengan  Kn 

(Chartrand dan Lesniak, 1986: 9). 

Contoh: 

= 

= 

= 

Gambar 2.5 Graf Komplit 

dari  Gambar  2.5.  K2, K3,  K4  adalah  graf  komplit  karena  tiap  titik  dalam 

graf tersebut selalu adjecent dengan semua titik yang lain. 

Dalam  Islam,  definisi  graf  komplit  dapat direpresentasikan  untuk 

menggambarkan  hubugan  antara  ibadah  shalat  yang  menjadi  kewajiban 

bagi umat Islam. Shalat mempunyai kedudukan yang amat penting dalam 

Islam  dan  merupakan  pondasi  yang  kokoh  bagi  tegaknya  agama  Islam. 

Ibadah shalat dalam Islam sangat penting, sehingga shalat harus dilakukan 

pada waktunya,  dimanapun,  dan  bagaimanapun  keadaan  seorang muslim



yang  mukalaf.  Shalat  wajib  disebut  juga  shalat  maktubah  atau  shalat 

mafrudhah,  mulai  diperlakukan  pada  malam  Isra’  tahun  621  M.  Shalat 

wajib ddilaksanakan lima kali sehari semalam, yaitu pada waktu: Dzuhur, 

Ashar, Magrib, Isya’, dan Shubuh. Shalat wajib yang mula­mula dilakukan 

Rasulullah SAW. adalah shalat Dzuhur pada esoknya malam Isra’ tersebut 

(Depag RI, 1988:833 ). 

Allah berfirman dalam Al­Qur’an surat Al­ Nisa’ ayat 103: 

#sŒ Î* sù ÞΟçFøŠ �Ò s% nο4θn= ¢Á9$# (#ρã�à2 øŒ$$ sù ©!$# $ Vϑ≈uŠ Ï% #YŠθãèè% uρ 4’ n?tãuρ öΝà6Î/θãΖ ã_ 4 

# sŒÎ* sù öΝçGΨ tΡ ù'yϑôÛ $# (#θßϑŠÏ% r'sù nο4θ n= ¢Á9$# 4 ¨βÎ) nο4θn=¢Á9$# ôM tΡ%x. ’n?tã �ÏΖ ÏΒ÷σ ßϑø9$# 
$ Y7≈tF Ï. $ Y?θè% öθ̈Β ∩⊇⊃⊂∪ 

Artinya:“Maka  apabila  kamu  telah  menyelesaika  shalat(mu),  ingatlah 
Allah di waktu duduk dan di waktu berbaring. Kemudian apabila 
kamu  telah  merasa  aman,  maka  dirikanlah  shalat  itu 
(sebagaimana biasa). Sesungguhnya shalat  itu adalah kewajiban 
yang ditentukan waktunya atas orang­orang yang beriman“. 

Dalam  ayat  tersebut  dijelaskan  bahwa  waktu­waktu  shalat  telah 

ditentukan  waktunya  dan  telah  menjadi  suatu  ketetapan,  baik  itu  shalat 

fardhu maupun shalat  sunnah. Shalat  lima waktu  yang diwajibkan dalam 

sehari  (isya’,  subuh,  dhuhur,  ashar  dan maghrib) merupakan  shalat  yang 

wajib ditunaikan dan tidak boleh ditinggalkan. Waktu pelaksanaan antara 

satu waktu shalat fardhu berbeda dengan empat waktu shalat yang lain dan 

telah  ditetapkan  oleh  Allah  SWT.  Akan  tetapi,  kelima  waktu  shalat



tersebut saling mengikat dan tidak diperbolehkan hanya melaksanakan satu 

shalat saja. 

Perintah  shalat  lima  waktu  bagi  umat  muslim  diterima  oleh 

Rasulullah langsung dari Allah di malam Mi’raj. Pada ayat di atas terdapat 

kata  ”kitaaban maukuuta”  yang berarti  “kewajiban yang  telah ditentukan 

waktunya“  bermakna bahwa kewajiban shalat mempunyai waktu tertentu 

untuk  dilaksanakan  tidak  mendahului  dan  juga  tidak  mengakhirkannya 

(Al­Jaziri.2007:480). 

Rasulullah bersabda: 

1.  “Waktu  shalat  subuh  dari  terbit  fajar  selama  belum  terbit 

matahari“(H.R. Bukhori) . 

2.  “Waktu  dzuhur  ialah  apabila  telah  tergelincir  matahari  hingga 

terjadilah  bayangan  seseorang  itu  sama  dengan  panjangnya 

selama belum lagi datang waktu ashar“(H.R. Muslim). 

3.  “Ashar waktunya sebelum terbenam matahari“ (H.R. Bukhori). 

4.  “Maghrib waktunya sebelum hilang syafaq, yaitu cahaya matahari 

sesudah  terbenamnya  yang  kita  lihat  mula­mula  merah  sesudah 

merah hilang datang cahaya putih“ (H.R. Bukhori). 

5.  “Waktu ‘isya hingga separuh malam“ (H.R. Bukhori). 

(Siddik.1980:82­83) 

Dari hadits­hadits di atas terlihat bahwa shalat terikat dengan waktu 

yaitu  harus  dikerjakan  tepat  pada  waktunya,  tidak  dapat  dilaksanakan 

mendahului dan juga mengakhirinya. Bila seseorang membaca Al­Qur’an



Dzuhur  (11.35 wib) 

Ashar  (14.50 wib) 

Maghrib  (17.54 wib) Isya’  (19.02 wib) 

Subuh  (04.10 wib) 

dan  mencermati  ayat­ayatnya,  maka  ia  akan  tahu  bahwa  shalat  telah 

diwajibkan atas umat­umat terdahulu. 

Terfokusnya  perintah  shalat,  baik  kepada  umat­umat  terdahulu 

maupun umat  sekarang, disebabkan oleh pentingnya  kewajiban shalat  ini 

dibanding kewajiban­kewajiban lain. Dalam arti, penting di sisi Allah dan 

penting  bagi  hambanya.  Begitu  perhatiannya  Islam  terhadap  shalat, 

sehingga  manusia  diperintahkan  untuk  selalu  mengerjakan  shalat  dalam 

segala keadaan. 

Shalat  dapat  direpresentasikan  dalam  suatu  graf  komplit  5 K 

menunjukkan  lima  titik  yang  dapat diartikan  sebagai waktu­waktu  shalat 

yang saling berhubungan satu dengan yang lain. 

Gambar 2.6 Representasi Graf  terhadap Waktu­Waktu Shalat 

2.1.4  Derajat Titik 

Derajat titik v pada graf G adalah banyaknya sisi dari graf G yang 

incident dengan v. Derajat titik v pada graf G dinotasikan dengan 

atau  secara  sederhana dapat  juga dinotasikan dengan  (Chartrand 

dan Lensiak, 1986: 7).



Titik  yang  berderajat  genap  sering  disebut  titik  genap  (even 

vertices) dan titik yang berderajat ganjil disebut titik ganjil (odd vertices). 

Titik yang berderajat nol disebut isolated vertices dan titik yang berderajat 

satu disebut titik ujung (end vertices) (Chartrand dan Leniak, 1986:7). 

Contoh: 

Perhatikan  graf  G  berikut  yang  mempunyai  himpunan  titik 

} , , , , { ) (  5 4 3 2 1  v v v v v G V =  dan himpunan sisi  } , , , , { ) (  5 4 3 2 1  e e e e e G E = 

Berdasarkan Gambar 2.7, diperolah bahwa: 

1 ) deg(  1 = v 

3 ) deg(  2 = v 

2 ) deg(  3 = v 

3 ) deg(  4 = v 

1 ) deg(  5 = v 

Titik  2 v  dan  4 v  adalah titik ganjil, titik  3 v  adalah titik genap, titik  1 v  dan 

3 v  adalah titik ujung. Hubungan antara  jumlah derajat  semua  titik dalam 

suatu graf G dengan banyak sisi, yaitu q, adalah 

∑ 
∈G v 

v) deg(  = 2q. 

Gambar 2.7 Graf G. 

G:

1 v  2 v  5 v 4 v 

3 v 

5 e 1 e  2 e 
3 e  4 e



Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut: 

Teorema 1 

Jika G graf  dengan  } , , , { ) (  2 1  P v v v G V  K = 

maka ∑ 
= 

= 
p

i 
i  q v 

1 

2 ) ( deg  (Chartrand dan Lesniak, 1986: 7). 

Bukti: 

Setiap  sisi  adalah  terkait  langsung dengan 2  titik.  Jika  setiap derajat  titik 

dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kali. 

Corollary 1. 

Pada sebarang graf, jumlah derajat titik ganjil adalah genap. 

Bukti: 

Misalkan graf G dengan size q, dan misalkan W himpunan  yang memuat 

titik ganjil pada G serta U himpunan yang memuat  titik genap di G. Dari 

teorema 1 maka diperoleh: 

q v v v 
v v v v 

2 ) ( deg ) deg( ) ( deg 
U W ) G ( 

= + = ∑ ∑ ∑ 
∈ ∈ ∈ 

Dengan  demikian  karena  ) deg( ∑ ∈U v 
v  genap,  maka  ) deg( ∑ ∈W v 

v  juga 

genap. 

2.2 Matriks 

2.2.1  Definisi matriks 

Sebuah matriks adalah susunan segi empat siku­siku dari bilangan­ 

bilangan.  Bilangan­bilangan  dalam  susunan  tersebut  dinamakan  entri 

dalam matriks.



Ukuran  matriks  dijelaskan  dengan  menyatakan  banyaknya  baris 

(garis  horisontal)  dan  banyaknya  kolom  (garis  vertikal)  yang  terdapat 

dalam matriks tersebut. 

Contoh: 

Matriks  pertama  pada  contoh  di  atas  mempunyai  3  baris  dan  2  kolom 

sehingga  ukurannya  adalah  3  kali  2  (yang  ditulis  ). Angka  pertama 

selalu  menunjukkan  banyaknya  baris  dan  angka  kedua  menunjukkan 

banyaknya kolom. Jadi, matriks selebihnya dalam contoh di atas berturut­ 

turut mempunyai ukuran  . (Anton,1997:22) 

2.2.2  Matriks Adjacency 

Misalkan  G  adalah  graf  dengan  titik­titik  (n 

berhingga).  Matriks  adjacency  graf  G  adalah  matriks  dengan 

menyatakan  banyaknya  sisi  yang  menghubungkan  titik  dengan 

. Karena banyaknya garis yang menghubungkan titik 

dengan  selalu  sama dengan banyaknya  garis  yang menghubungkan 

dengan  maka  jelas  bahwa  matriks  hubung  selalu  merupakan  matriks 

yang simetris  .(Jong Jek Siang,2002:233) 

2.2.3  Spectrum dari Matriks Adjacency 

Misalkan  ,  ,    …,  adalah  nilai  –  nilai  eigen  berbeda  dari  matrik 

adjacent  graf  G  dan  adalah  banyaknya  basis



untuk ruang vektor eigen masing – masing  , maka matrik berordo (2 x n) 

yang  memuat  ,  ,    …,  pada  baris  pertama  dan 

pada  baris  kedua  disebut  spectrum  graf G  dan 

dinotasikan dengan Spec  [6]. Jadi, spectrum graf G dapat ditulis 

Spec 

(Biggs,1973:9) 

2.2.4  Operasi Matriks 

Jika A dan B adalah  sebarang dua matriks  yang  ukurannya sama, 

maka  jumlah A+B  adalah matriks  yang  diperoleh  dengan menambahkan 

bersama­sama  entri  yang  bersesuaian  dalam  kedua  matriks  tersebut. 

Matriks­matriks  yang  ukurannya  berbeda  tidak  bisa  ditambahkan. 

(Anton,1997:23) 

Contoh: 

Maka A+B adalah:



Jika A adalah suatu matriks dan c adalah suatu scalar, maka hasil 

kali  (product)  cA  adalah  matriks  yang  diperoleh  dengan  mengalikan 

masing­masing entri dari A oleh c. (Anton,1997:24) 

Contoh: 

Maka 2A adalah: 

Jika  A  adalah  matriks  dan  B  adalah  matriks  ,  maka 

hasilkali AB adalah matriks  yang entri­entrinya ditentukan sebagai 

berikut. Untuk mencari entri dalam baris i dan kolom j dari AB, pilih baris 

i  dari  matriks  A  dan  kolom  j  dari  matriks  B.  kalikan  entri­entri  yang 

bersesuaian  dari  baris  dan  kolom  tersebut  bersama­sama  dan  kemudian 

tambahkanlah hasil kali yang dihasilkan. (Anton,1997:25) 

Sifat­Sifat Operasi Matriks 

Pada umumnya



tidak berakibat  atau 

tidak berakibat  (Gazali.2005:15). 

2.2.5  Determinan 

Jika A adalah suatu matriks  , maka anakmatriks (submatriks) 

berukuran  yang  diperoleh  dari  A  dengan  menghapus 

baris ke­i dan kolom ke­j dimanakan MINOR UNSUR (i,j) dari matriks A 

dan dilambangkan dengan  atau  . 

Jika  , maka 

, sedangkan 

, dan 

Definisi:  Jika  matriks  A  berukuran  ,  determinant  matriks  A 

didefinisikan sebagai 

(2.1) 

Dan



(2.2) 

Jika definisi di atas diterapkan ke matriks A yang berukuran  , maka 

akan diperoleh, denga menggunakan persamaan 2.1, 

,  dan 

selanjutnya dari persamaan 2.2 diperoleh rumus 

(2.3) 

yang terdiri dari enam  suku. (Charles G. Cullen,1993:106­107). 

Contoh: Hitunglah



2.2.6  Nilai Eigen Dan Vektor Eigen 

Definisi.  Jika  A  adalah  matriks  ,  maka  vektor  taknol  x  di 

dalam  dinamakan  vektor  eigen  (eigenvektor)  dari  A  jika Ax  adalah 

kelipatan skalar dari x; yakni, 

untuk suatu scalar  . Skalar  dinamakan nilai eigen (eigenvektor) dari A 

dan x dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan  . 

Untuk mencari nilai  eigen matriks A  yang berukuran  maka 

kita menuliskan kembali  sebagai 

atau secara ekuivalen 

supaya  menjadi  nilai  eigen,  maka  harus  ada  pemecahan  taknol  dari 

persamaan ini. Akan tetapi persamaan di atas akan mempunyai pemecahan 

taknol jika dan hanya jika 

ini  dinamakan  persamaan  karakteristik  A  dan  skalar  yang  memenuhi 

persamaan  ini adalah nilai eigen dari A. Bila diperluas, maka determinan 

adalah variabel  yang dinamakan polinom karakteristik dari 

A (Anton,1997:277­278).



BAB III 

PEMBAHASAN 

Pada  bab  ini  dibahas mengenai  spectrum  dari  graf  komplit  (  )  dengan 

dan  .  Adapun  langkah­langkah  menentukan  spectrum  dari  graf 

komplit (  ) dengan  dan  adalah sebagai berikut: 

1)  Menggambar graf komplit (  ) dimana  dan  . 

2)  Menentukan matriks adjacency pada graf komplit (  ). 

3)  Mencari  nilai  eigen  dan vektor  eigen  dari matriks  adjacency  dari 

graf komplit (  ). 

4)  Melihat pola spectrum dari graf komplit (  ). 

5)  Merumuskan pola ke dalam teorema. 

6)  Membuktilan teorema. 

3.1 Spectrum dari Graf Komplit (  ) 

Untuk graf komplit  dapat digambarkan grafnya seperti Gambar 3.1 berikut 

: 

Gambar 3.1 Graf Komplit 

Pada graf komplit  menghasilkan matriks adjacency sebagai berikut 

=



Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency maka akan dicari nilai 

eigen  dan  vektor  eigen  dari  matriks­matriks  tersebut,  yaitu  dengan 

menggunakan persamaan 

Jadi didapatkan nilai eigen bagi  adalah  dan 

Setelah mendapatkan  nilai  eigen maka  selanjutnya akan dicari vektor eigen, 

yaitu: 

Disubstitusikan nilai eigen  dan  ke dalam persamaan di atas. 

Untuk  maka vektor eigennya adalah: 

Maka didapatkan



Misal 

diperoleh bahwa solusi umum bagi  adalah 

Jadi basis untuk ruang vektor eigennya sebanyak 1. 

Untuk  maka vektor eigennya adalah: 

Maka didapatkan 

Misal 

diperoleh bahwa solusi umum bagi  adalah 

Jadi basis untuk ruang vektor eigennya sebanyak 1. 

Jadi  untuk  terdapat  satu  basis  ruang  vektor  eigen  ,  dan 

untuk  juga  terdapat  satu  basis  ruang  vektor  eigen  ,  maka  spectrum 

graf komplit  adalah 

Spect



3.2 Spectrum dari Graf Komplit (  ) 

Untuk  graf  komplit  yang  dapat digambarkan  grafnya  seperti Gambar  3.2 

berikut 

: 

Gambar 3.2 Graf Komplit 

Pada graf komplit  menghasilkan matriks adjacency sebagai berikut 

=



Jadi didapatkan nilai eigen bagi  adalah  dan 

Setelah mendapatkan nilai  eigen maka  selanjutnya akan dicari vektor eigen, 

yaitu: 

Disubstitusikan nilai eigen  dan  ke dalam persamaan di 

atas.  Pada  graf  komplit  menghasilkan matriks  adjacency  sehingga 

untuk menentukan vektor eigen maka matriks di atas akan direduksi menjadi 

bentuk eselon tereduksi baris 

Untuk  , maka 

­1  kali  baris  pertama  dan 

ditambahkan pada baris kedua 

2  kali  baris  pertama  dan 

ditambahkan pada baris ketiga 

menukar  baris  pertama  dengan 

baris ketiga 

kali baris kedua



Dengan  mereduksi  matriks  di  atas  menjadi  bentuk  eselon  tereduksi  baris, 

maka didapatkan 

i. 

ii. 

Dari (ii) maka (i) didapatkan 

Misal 

diperoleh bahwa solusi umum bagi  adalah 

Jadi basis untuk ruang vektor eigennya sebanyak 1. 

Untuk  ,  dengan menggunakan Operasi Baris Elementer (OBE) maka 

didapatkan 

­1  kali  baris  pertama  dan 

ditambahkan pada baris ketiga 

­1  kali  baris  pertama  dan 

ditambahkan pada baris kedua 

­3  kali  baris  kedua  dan 

ditambahkan pada baris ketiga 

­1  kali  baris  kedua  dan 

ditambahkan pada baris pertama



Dengan  mereduksi  matriks  di  atas  menjadi  bentuk  eselon  tereduksi  baris, 

maka didapatkan 

Misal  dan 

diperoleh bahwa solusi umum bagi  adalah 

Jadi basis untuk ruang vektor eigennya sebanyak 2. 

Jadi untuk  terdapat satu basis ruang vektor eigen , dan untuk 

terdapat dua basis ruang vektor eigen , jadi spectrum graf komplit  adalah 

Spect 

3.3 Spectrum dari Graf Komplit (  ) 

Untuk  graf  komplit  yang  dapat digambarkan  grafnya  seperti Gambar  3.3 

berikut

: 

Gambar 3.3: Graf Komplit 

Pada graf komplit  menghasilkan matriks adjacency sebagai berikut



=



Jadi didapatkan nilai eigen bagi  adalah  , dan 

Setelah mendapatkan nilai eigen maka akan dicari vektor eigennya, yaitu: 

Disubstitusikan nilai  dan  ke dalam persamaan di atas. 

Pada graf komplit  menghasilkan matriks adjacency  sehingga untuk 

menentukan vektor eigen maka matriks di atas akan direduksi menjadi bentuk 

eselon tereduksi baris 

Untuk  , maka 

Menukar  baris  pertama  dengan 

baris keempat 

­1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan pada baris kedua



Dengan  mereduksi  matriks  di  atas  menjadi  bentuk  eselon  tereduksi  baris, 

maka didapatkan 

i.  ; sehingga 

ii.  sehingga 

­1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan pada baris ketiga 

3  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
keempat 

kali baris kedua 

­4  kali  baris  kedua  dan 
ditambahkan  pada  baris 
keempat 

­4  kali  baris  ketiga  dan 
ditambahkan  pada  baris 
keempat 

­1  kali  baris  kedua  dan 
ditambahkan pada baris pertama 

­1  kali  baris  ketiga  dan 
ditambahkan pada baris pertama 

kali baris ketiga



iii.  ; sehingga 

Dari (i), (ii), dan (iii) maka diperoleh 

Misal  ,  maka  diperoleh  bahwa  solusi  umum  bagi 

adalah 

Jadi basis untuk ruang vektor eigennya sebanyak 1 

Untuk  ,  dengan menggunakan Operasi Baris Elementer (OBE) maka 

didapatkan 

Dengan  mereduksi  matriks  di  atas  menjadi  bentuk  eselon  tereduksi  baris, 

maka didapatkan 

­1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan pada baris kedua, 

­1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan pada baris ketiga 

­1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan pada baris keempat



Misal  ,  maka  diperoleh  bahwa  solusi  umum  bagi 

adalah 

Jadi basis untuk ruang vektor eigennya sebanyak 3 

Jadi untuk  terdapat satu basis ruang vektor eigen , dan untuk 

terdapat tiga basis ruang vektor eigen , jadi spectrum graf komplit  adalah 

Spect 

3.4 Spectrum dari Graf Komplit (  ) 

Untuk  graf  komplit  yang  dapat digambarkan grafnya  seperti Gambar  3.4 

berikut 

: 

Gambar 3.4: Graf Komplit 

Pada graf komplit  menghasilkan matriks adjacency sebagai berikut



=









Jadi didapatkan nilai eigen bagi  adalah  , dan 

Setelah mendapatkan nilai eigen maka akan dicari vektor eigennya, yaitu: 

Dibstitusikan  nilai  dan  ke  dalam persamaan di  atas. Pada 

graf  komplit  menghasilkan  matriks  adjacency  sehingga  untuk



menentukan  vektor  eigen  maka  matriks  di  atas  akan  direduksi  menjadi  bentuk 

eselon tereduksi baris 

Untuk  , maka 

‐1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
kedua 

‐1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
ketiga 

‐1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
keempat 

4  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
kelima 

kali  baris  kedua,  ketiga 

dan keempat 

Menukar  baris  pertama 
dengan baris kelima



Dengan mereduksi matriks di atas menjadi bentuk eselon tereduksi baris, maka 

didapatkan 

i.  ; sehingga 

ii.  ; sehingga 

iii.  ;sehingga 

iv.  ; sehingga 

‐5  kali  baris  kedua  dan 
ditambahkan  pada  baris 
kelima 

‐1  kali  baris  kedua  dan 
ditambahkan  pada  baris 
pertama 

‐5  kali  baris  keempat  dan 
ditambahkan  pada  baris 
kelima 

‐5  kali  baris  ketiga  dan 
ditambahkan  pada  baris 
kelima 

‐1  kali  baris  ketiga  dan 
ditambahkan  pada  baris 
pertama 

‐1  kali  baris  keempat  dan 
ditambahkan  pada  baris 
pertama



Dari (i), (ii), (iii) dan (iv) maka diperoleh 

Misal  , maka diperoleh bahwa solusi umum bagi  adalah 

Jadi basis untuk ruang vektor eigennya sebanyak 1. 

Untuk  ,  dengan menggunakan Operasi Baris Elementer (OBE) maka 

didapatkan 

‐1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
kedua 

‐1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
ketiga 

‐1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
keempat



Dengan mereduksi matriks di atas menjadi bentuk eselon tereduksi baris, maka 

didapatkan 

Misal  ,  maka  diperoleh  bahwa  solusi  umum 

bagi  adalah 

Jadi basis untuk ruang vektor eigennya sebanyak 4. 

Jadi  untuk  terdapat  satu  basis  ruang  vektor  eigen  ,  dan  untuk 

terdapat empat basis vektor eigen, jadi spectrum graf komplit  adalah 

Spect 

3.5 Spectrum dari Graf Komplit (  ) 

Untuk  graf  komplit  yang  dapat digambarkan  grafnya  seperti Gambar  3.5 

berikut 

‐1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
kelima



: 

Gambar 3.5. Garf Komplit 

Pada graf komplit  menghasilkan matriks adjacency sebagai berikut 

=



. 

= 

Jadi didapatkan nilai eigen bagi  adalah  , dan 

Setelah mendapatkan nilai eigen maka akan dicari vektor eigennya, yaitu: 

Disubstitusikan nilai  dan  ke dalam persamaan di atas. 

Pada graf komplit  menghasilkan matriks adjacency  sehingga untuk 

menentukan vektor eigen maka matriks di atas akan direduksi menjadi bentuk 

eselon tereduksi baris 

Untuk  , maka



Menukar  letak  baris 
pertama dan baris keenam 

‐1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
kedua 

‐1  kali  baris  pertama  dan 

ditambahkan  pada  baris 
ketiga 

‐1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
keempat 

‐1  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
kelima 

5  kali  baris  pertama  dan 
ditambahkan  pada  baris 
keenam



kali  baris  kedua,  ketiga, 

keempat dan kelima 

‐6  kali  baris  kelima  dan 
ditambahkan  pada  baris 
keenam 

‐6  kali  baris  keempat  dan 
ditambahkan  pada  baris 
keenam 

‐6  kali  baris  ketiga  dan 
ditambahkan  pada  baris 
keenam 

‐6  kali  baris  kedua  dan 
ditambahkan  pada  baris 
keenam 

‐1  kali  baris  kedua  dan 
ditambahkan  pada  baris 

petama 

‐1  kali  baris  ketiga  dan 
ditambahkan  pada  baris 
petama



Dengan  mereduksi  matriks  di  atas  menjadi  bentuk  eselon  tereduksi  baris, 

maka didapatkan 

i.  ; sehingga 

ii.  ; sehingga 

iii.  ; sehingga 

iv.  ; sehingga 

v.  ; sehingga 

Dari (i), (ii), (iii), (iv) dan (v) didapatkan 

Misal  ,  maka  diperoleh  bahwa  solusi  umum  bagi 

adalah 

Jadi basis untuk ruang vektor eigennya sebanyak 1. 

‐1  kali  baris  keempat  dan 
ditambahkan  pada  baris 
petama 

‐1  kali  baris  kelima  dan 
ditambahkan  pada  baris 
petama



Untuk  ,  dengan  menggunakan  Operasi  Baris  Elementer  (OBE)  maka 

didapatkan 

‐1 kali baris pertama dan ditambahkan 
pada baris kedua 

‐1 kali baris pertama dan ditambahkan 
pada baris ketiga 

‐1 kali baris pertama dan ditambahkan 
pada baris keempat 

‐1 kali baris pertama dan ditambahkan 
pada baris kelima 

‐1 kali baris pertama dan ditambahkan 
pada baris keenam



Dengan mereduksi matriks di atas menjadi bentuk eselon tereduksi baris, maka 

didapatkan 

Misal  ,  maka  diperoleh  bahwa  solusi 

umum bagi  adalah 

Jadi basis untuk ruang vektor eigennya sebanyak 5. 

Jadi  untuk  terdapat  satu  basis  ruang  vektor  eigen  ,  dan  untuk 

terdapat lima basis ruang vektor eigen , jadi spectrum graf komplit  adalah 

Spect



Berdasarkan  data  di  atas  yaitu  spectrum  dari  graf  komplit  (  )  dimana 

dan  , maka diperoleh tabel sebagai berikut 

Tabel 3.1 Spectrum Graf Komplit (  ) dengan  dan 

No  Graf Komplit  Spec 

1 

2 

3 

4 

5 

Dari tabel di atas terlihat bahwa pola spectrum graf komplit  adalah 

Spec 

Teorema: 

Misal  graf komplit order n, maka spectrum graf komplit  adalah 

Spec



Bukti: 

Misal  adalah graf komplit order n, maka 

Matriks adjacency dari graf komplit 

Dari matriks adjacency di atas, maka akan dicari nilai eigennya: 

Melalui operasi baris elementer, matriks  direduksi menjadi matriks 

segitiga atas diperoleh,



( )( )( ) 
( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) 
( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) 
( ) 

( ) ( ) 
( )( )( ) 

( ) ( ) 

2 

2 

2 

2 2 2 2 

2 

2 2 2 

2 

2 

2 

2 

2 

1 1 1 1 1 

( 1)( )( 1) 1 1 1 1 0 

1 2 
0 0 

1 1 1 1 

1 3 
0 0 0 

2 2 2 

1 4 
0 0 0 

3 

0 
2 

1 
0 0 0 0 0 

1 

n 

n 

n 

λ 

λ λ 
λ λ λ λ λ 

λ λ λ λ λ 
λ λ λ λ 

λ λ λ λ 
λ λ λ 

λ λ 

λ 

λ 
λ 

λ λ 

λ 

−   
  

− − −   
  
  

− − −   
  − − − −   
  − − −   
  − − − 
  
  − − −   
  − 
  
  
  − −   
  

− − −   
    − −   

K

K

K

K 

K O M 

M M M K O 

K 

tidak  lain  adalah  hasil  perkalian  diagonal  matrik  segitiga  atas 

tersebut. Jadi 

Karena,  ,  maka 

Sehingga didapatkan  atau 

Akan  dibuktikan  untuk  akan  didapatkan  banyaknya  basis 

ruang vektor eigen adalah 1. 

untuk  akan didapatkan 

Akan ditunjukkan vektor eigen untuk



Dengan mereduksi matriks  di  atas menjadi  bentuk  eselon  tereduksi  baris, maka 

didapatkan 

Kemudian didapatkan 

i. 

ii.

iii.

iv. 

Sehingga  dari i, ii,iii, dan iv diperoleh 

Misal  maka vektor eigennya adalah 

Jadi didapatkan banyaknya basis ruang vektor eigen  untuk  adalah 1



Akan  dibuktikan  untuk  akan  didapatkan  banyaknya  basis  ruang 

vektor eigen adalah  . 

Untuk  akan didapatkan 

Untuk  akan didapatkan 

Dengan mereduksi matriks  di  atas menjadi  bentuk  eselon  tereduksi  baris, maka 

didapatkan 

Kemudian didapatkan



maka vektor eigennya adalah 

Jadi  didapatkan  banyaknya  basis  ruang  vektor  eigen  untuk  adalah 

Jadi terbukti bahwa Spec



BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan  hasil  pembahasan  pada  Bab  III,  maka  dapat  diambil 

kesimpulan, antara lain: 

1.  Spectrum graf komplit  adalah 

Spec 

2.  Spectrum graf komplit (  ) adalah 

Spec 

3.  Spectrum graf komplit  adalah 

Spec 

4.  Spectrum graf komplit (  adalah 

Spec 

5.  Spectrum graf komplit (  adalah 

Spec 

Berdasarkan  hasil  penentuan  spectrum  graf  komplit  dengan  n 

dan n  , maka dapat disimpulkan bahwa bentuk umum spectrum graf komplit 

dengan n  dan n  adalah: 

Spec



4.2 Saran 

Masih banyak jenis graf yang dapat dicari pola spectrumnya sehingga 

dapat  ditentukan  bentuk  umum  spectrumnya.  Untuk  penelitian  selanjutnya 

dapat  melanjutkan  penelitian  mengenai  spectrum  dari  jenis­jenis  graf  yang 

lainnya.
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