FUNGSI BERVARIASI TERBATAS
PADA INTERVAL [a, b]

SKRIPSI

Oleh:
ANAS JAMIL
NIM. 05510005

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTASSAINSDAN TEKNOLOGI
UNIVERSITASISLAM NEGERIMAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2009

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



FUNGSI BERVARIASI TERBATAS
PADA INTERVAL [a, b]

SKRIPSI

Digjukan Kepada :
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang
Untuk Memenuhi Salah Satu Persyaratan Dalam
Memperoleh Gelar Sarjana Sains (S.S)

Oleh:
ANAS JAMIL
NIM. 05510005

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINSDAN TEKNOLOGI
UNIVERSITASISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2009



FUNGSI BERVARIASI TERBATAS
PADA INTERVAL [a, b]

SKRIPS|

Oleh:
ANAS JAMIL
NIM. 05510005

Telah Diperiksadan Disetujui untuk Diuji
Malang, 5 Oktober 2009

Pembimbing | Pembimbing I
Hairur Rahman, S.Pd, M.S Abdussakir, M.Pd
NIP. 19800429 200604 1 003 NIP. 19751006 200312 1 001

M engetahui,

Ketua Jurusan M atematika

Abdussakir, M .Pd
NIP. 19751006 200312 1 001




FUNGSI BERVARIASI TERBATAS
PADA INTERVAL [a, b]

SKRIPSI

Oleh:
ANAS JAMIL
NIM. 05510005

Telah Dipertahankan di Depan Dewan Penguji Skripsi dan
Dinyatakan Diterima sebagai Salah Satu Persyaratan
untuk Memperoleh Gelar Sarjana Sains (S.Si)

Tanggal:
9 Oktober 2009
Susunan Dewan Penguji: Tanda Tangan
1. Penguji Utama : Evawati Alisah, M .Pd (

NIP. 19720604 199903 2 001

2. Ketua : Wahyu H. Irawan (
NIP. 19710420 200312 1 003

3. Sekretaris : Hairur Rahman, SPd,M.S (
NI P. 19800429 200604 1 003

4. Anggota : Abdussakir, M .Pd (
NIP. 19751006 200312 1 001

M engetahui dan M engesahkan,
Dekan Fakultas Sains dan Teknologi

Abdussakir, M.Pd
NIP. 19751006 200312 1 001




SURAT PERNYATAAN

Dengan ini, saya yang bertanda tangan di bawah ini:

NAMA :ANAS JAMIL.

NIM : 05510005.

JURUSAN :MATEMATIKA.

FAKULTAS : SAINS dan TEKNOLOGI.

JUDUL SKRIPSI : FUNGSI BERVARIASI TERBATAS PADA INTERVAL
[a, b].

Dengan ini saya menyatakan, dengan sebenarnya bahwa skripsi yang sayatulisini
benar-benar merupakan hasil karya saya sendiri, bukan merupakan tulisan atau
pikiran orang lain yang saya akui sebagai hasil tulisan atau pikiran saya.

Apabila dikemudian hari terbukti atau dapat dibuktikan skripsi ini hasil jiplakan,

maka saya bersedia menerima sanks atas perbuatan tersebuit.

Malang, 5 Oktober 2009
Y ang membuat pernyataan

ANAS JAMIL
NIM. 05510005

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



MOTTO

o ag

_ < ,4//g//,} ° o . s 1//:4/945 },.4 ,: E,}, _ SE
uﬁ/f/‘_,a.” M) V&.ﬁ ‘)ie;?- Cﬁ:'\“ AJJ‘M Lc.]} 4...>Jl ‘).l;-.,\_a Q‘ W}‘
Artinya: “Apakah kamu mengira bahwa kamu akan masuiga, Padahal belum
nyata bagi Allah orang-orang yang berjihad diantama dan belum
nyata orang-orang yang sabar{Qs. Ali Imran: 142}
‘Gtku takut apa Yyang aku lakukan selama ini adalah kesia-siaan belaka, katena

GRllah gflaha cflelihat dan ¢flengetahui segala tindak-tanduk manusia. gftanya

kepada—d{ga lah Aegala amal kebcy‘ikan."

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



PERSEMBAHAN

Karya ilmiah ini penulis persembahkan:

Aba dan Umi serta segenap Keluarga terkasih H. Salim Ridwan
yang selalu menjaga, mengajari dan menyayangi penulis
semenjak masih kecil sampai saat ini.

Serta Kakak tersayang:

Yu Uyun, Yu Halim dan Kak Syaihu.

Lantunan terima kasih serta iringan do’a selalu menyertai Beliau

yang bergitu berarti

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



KATA PENGANTAR

/”\VJ\//L ;
el
— 2 ~t

Syukur alhamdulillah kami panjatkan kehadirat AIISWT, yang telah
melimpahkan rahmat dan hidayahnya kepada kami ggaidapat menyelesaikan
skripsi dengan judulFungs Bervarias Terbatas Pada Interval [a, b]” dengan
baik.

Shalawat serta salam senantiasa tercurahkan keuaidagan kita Nabi
Besar Muhammad SAW. yang telah menunjukkan kitd @dan yang gelap
menuju jalan yang diridhoi Allah SWT. yaitu Ad-dinslam.

Dalam penulisan skripsi ini, kami menyad@hwa tidak akan mendapatkan
hasil yang baik tanpa iringan do’a dan besarnyavasit dukungan, bimbingan,
bantuan, dorongan, semangat, spirit, pemikiran loenbagai pihak. Maka dalam
kesempatan ini, penulis menyampaikan terima kasga#a:

1. Prof. Dr. H. Imam Suprayogo, selaku Rektor UIN Mana Malik Ibrahim
Malang.

2. Prof. Drs. Sutiman B. Sumitro, SU., DSc., selakek&n Fakultas Sains
dan Teknologi UIN Maulana Malik Ibrahim Malang besaestafnya.

3. Abdussakir, M.Pd selaku Ketua Jurusan Matematikeules Sains dan
Teknologi UIN Maulana Malik Ibrahim Malang sekalgyselaku Dosen
Pembimbing Il, yang telah memberikan pengarahaandahenganalisis,
memberikan penjelasan tentang integrasi antaraagydtyang terkandung

dalam Al-Quran dan Hadits dengan fungsi bervaritsibatas pada



interval [a, b], serta telah memaparkan dengan jelas jawabanseamia
pertanyaan yang penulis ajukan dalam menyelesaik@osi ini.

4. Hairur Rahman, M.Si selaku Dosen Pembimbing Skrigsing telah
memberikan pengarahan dalam menganalisis data dambuktikan
teorema, lemma, serta corollary, memberikan bindgingdalam
menyelesaikan soal-soal tentang fungsi bervarerfiatas pada interval
[a,b], serta telah memaparkan dengan jelas jawaban sEmua
pertanyaan yang penulis ajukan dalam menyelesaik@osi ini.

5. Seluruh dosen di Jurusan Matematika Fakultas SiinsTeknologi UIN
Maulana Malik Ibrahim Malang yang telah menyampaikiémunya
dengan sepenuh hati.

6. Keluarga tercinta yang senantiasa mendoakan darberé&an dorongan
kepada penulis agar mencapai kesuksesan.

7. Saudara dan sahabat seperjuangan, mahasiswa JulMatmatika
Angkata 2005 Fakultas Sains dan Teknologi UIN Maal#alik Ibrahim
Malang yang telah memberikan sumbangsih berupa kaasypemikiran,
dan ide demi kelancaran selama penyelesaian skeplsingsung.

8. Serta kepada sahabat-sahabat seperjuangan di TIRYINHUDA yang
telah bersedia mendengarkan semua keluhan dan sedéahbantu dalam

menyelesaikan skripsi ini, dan pihak—pihak laing/aelalu membantu.

Semoga Allah SWT. membalas kebaikan mereka sematerthatasan

ilmu yang dimiliki penulis, menjadi celah timbulnykekurangan, jauh dari



sempurna, dan kesalahan. Oleh karena itu, penelieerima dan mengharapkan
masukan, saran, kritik, dan teguran dari semuauat@ dan pembaca demi
kesempurnaan skripsi ini. Semoga skripsi ini dapamberikan manfaat dan
dapat menjadi literatur penambah wawasan dalamkgsgregajaran matematika

dan khususnya dalam bidang analisis real yang ibenkdengan masalah fungsi.

Amiin.

MalangO&tober 2009

Penulis.



DAFTAR IS

HALAMAN JUDUL

HALAMAN PENGAJUAN

HALAMAN PERSETUJUAN

HALAMAN PENGESAHAN

HALAMAN PERNYATAAN KEASLIAN

HALAMAN MOTTO

HALAMAN PERSEMBAHAN

KAPAPENGANTAR o i 5 s e e e TR R i

VAESINCR IR SR R . N B A e e — iv
A A R G T A R, . e . o e e el vi
R A R . S o . SRR . ISR vii

BAB | : PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang ........ccooviviiiiiiii et
1% RUmUsam Masalals e e o ..
1R TR e REEa . .. ............... 7
1.4 Mol Ol I e 7
1.5 Batasan Masalah ...
1.6 Metode Penelitian............coooiiiiiiiiarieeiii e

1.7 Sistematika PenuliSan .......coovuoeie e

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



BAB Il : KAJIAN TEORI

2.1Konsep Supremum Suatu Himpunan Real ...................
2.2 LIMIt FUNGSI...iiiiii e mn e e
2.3 FUNGSI KONLINU.....eiiiiiiicccii e
2.4 FUNGSI MONOION .......cciiiiicciiiie e e
2.5 TurunanDerivative) FUNGSI........cccovvvieieiiiiiieeeeie e,

2.6 Kajian Keilmuan Dalam Islam...........cccceeeeieeeiiineeennnnnn.

BAB Il : PEMBAHASAN

BAB

3.1 Definisi Fungsi Bervariasi Terbatas............cccoevveeeeeinneeennnne.
3.2 Sifat Dan Teorema Fungsi Bervariasi Terbatas...................

3.3Tinjauan Agama Berdasarkan Hasil Pembahasan...............

IV : PENUTUP

4.1 KeSIMPUulan ...........ccoooiiiiiiiiiii e e e e s

AB28S A\ iU PSS SR |

4.2.1 Bagi Jurusan Matematika Fakultas Sains dan

Teknologi UIN Malang..............ccummmmeeeeieeininninnaene.

4.2.2. Bagi Peneliti selanjutnya...........ccccceeiieiieeiiiiiinnnnnnn.

DAFTAR PUSTAKA

........... 51

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



DAFTAR GAMBAR

No. Gambar Halaman

3.1.1. Perbandingan Penghulausan PartiSi s ...cceeuuiieeieiiiiieeiiiinaennnns

3.2.1. Grafik FUNGSI ....oviiiiiiiii et

Vi

35

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



ABSTRAK

Jamil, Anas. 2009Fungsi Bervariasi Terbatas pada Interval [a, b]. Skripsi,
Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologiyddsitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: Hairur Rahman, S.Pd, M.Si. dan AbdussikPd.

Kata Kunci: Fungsi, interval, fungsi bervariasi terbatas.

Dalam analisis matematika, suatu fungsi bervaterkiatas juga dikenal
sebagai fungsi BV bpunded variation), adalah fungsi bernilai real yang total
variasi adalah terbatas. Fungsi ini pertama kakidkienalkan oleh Camille Jordan
(Jordan 1881) untuk fungsi dengan satu variabemudan oleh matematikawan
setelahnya, konsep ini banyak digunakan untuk pebgagan dan juga
diterapkan untuk mencari solusi berbagai pemasalath@am matematika.
Penelitian ini dilakukan dengan tujuan untuk mehkdpsikan sifat dan struktur
fungsi bervariasi terbatas yaitu dengan memapadan menjelaskan definisi,
menganalisis dan membuktikan kebenaran teoremear®olyang berlaku dalam
fungsi bervariasi terbatas pada interjab].

Definisi fungsi bervariasi terbatas diyatakan denga
misalkan f : [a,b] — R suatu fungsi P = {x,, x1, x3,..,x,} partisi dari
[a,b]; & f = f(x;) — f(x;_1); &; x = x; — x;—,. Jika ada suatu bilangan real
M > 0 sehingga

n

V(f;P;la,b]) = ZIAi f| < M untuk setiap P € ¢[a, b]
i=1
Maka fungsif dikatakan bervariasi terbatas pagb]. P disini merupakan
domain yang berupa partisi dari suatu himpunan ymamgentuk interval. Adapun
kategori teorema-teorema yang dibahas, yaitu fubhgsiariasi terbatas dengan
bentuk dan partisi yang berbeda, dan fungsi bexsaterbatas yang merupakan
pengembangan dari bentuk fungsi yang lain.

vii



BAB |
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

llImu pengetahuan dalam perkembangannya mempuniyayaang sangat
penting pada pola berfikir manusia. Dengan kelebibarupa akal dan hati,
manusia mampu membedakan baik atau buruk semuayam dilakukan.
Mengingat keberadaan manusia sebagai khalifah &arbumi yaitu suatu kaum
yang akan menggantikan satu sama lain, ukuran dkaman, dan generasi demi
generasi, tentunya ilmu pengetahuan berperan pedéilam rangka menjalankan

fungsi kekhalifahan, (Kasir, 2000: 104). Rasulul@&&W. bersabda:

('J_A.MAJSL" c 4 A}s:‘)é(.\‘ d\ L.\‘L

Artinya: “menuntut ilmu adalah wajib bagi setiapaorg Islam”.

Hadist di atas menegaskan bahwa Islam mewajibkaatnya untuk
menuntut ilmu. Suatu perbuatan tanpa berlandaskangengetahuan hanya akan
membuahkan kesesatan dan akan menjurus pada @erbyahg merusak.
Padahal segala perbuatan manusia semasa hidup nifh cékan dimintai
pertanggungjawabnnya di akhirat kelak. Oleh kargaasegala tingkah laku dan
perbuatan yang hendak dilakukan haruslah berlaadastu pengetahuan. Hal

ini sebagaimana dinyatakan surat Al-Israa’ ayaya&tg berbunyi,

S R D RPN e

L5 58 AUyl I8 3158015 STy LA ) Al e &l G G i s
z s

=) Y 2o
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Artinya: "Dan janganlah kamu mengikuti apa yang kartidak mempunyai
pengetahuan tentangnya. Sesungguhnya pendengagaglifpatan dan
hati, semuanya itu akan diminta pertanggungan javyab.

a1y a1 L

Artinya: “Tuntutlah ilmu walaupun sampai di negreZhina”.

Dalam hadist di atas, tentunya Rasulullah tidak gaejurkan umatnya
untuk belajar agama di China, melainkan belajauibldam éaing. Karena kala
itu China menjadi pusat peradapan dunia dan bukesatplmu agama Islam.
Dengan demikian jelaslah bahwa ilmu pengetahuag ganaksud pada hadist di
atas adalah ilmu pengetahuan dalam arti luas. pengetahuan yang berguna
bagi manusia, mencakupi ilmu agama dan ilmu alaaing. Ilmu agama
berfungsi sebagai sebuah jalan dalam mendekatkankejpada Allah SWT,
Tuhan alam semesta sedangkan ilmu alein§ berfungsi sebagai bukti tentang
keberadaan-Nya. sebagaimana firman Allah SWT. yarigang dalam Al-Qur'an

dalam surat Al-Jaatsyiah ayat 13 sebagai berikut:

- 5 '/:/
2 Ty e
Artinya: “Dan Dia telah menundukkan untukmu apa gai langit dan apa yang
di bumi semuanya, (sebagai rahmat) daripada-NyauSgguhnya pada
yang demikian itu benar-benar terdapat tanda-tarfkekuasaan Allah)
bagi kaum yang berfikir”.
Ayat di atas menegaskan bahwa fenomena-fenomemayalag terjadi selama ini
merupakan suatu bukti terhadap kekuasaan Allahg&emempelajari tanda-
tanda Allah di dalam alam, manusia akan dapat meghkgp keterkaitan seluruh

bagian alam semesta dan kesatuan yang tersembuiglakang dunia yang



beraneka ragam ini, yang pada gilirannya akan nminibg kepada sang
Pencipta.

Matematika merupakan sebuah cabang dari ilmu akamg memiliki
peran penting dalam kemajuan ilmu-ilmu lai®leh kenyataan itulah maka
matematika disebut sebagai pelayan dan sekaligosgae rajasains. Sebagai
pelayan, matematika adalah ilmu dasar yang meriddaar melayani berbagai
ilmu pengetahuan lain. Sebagai raja, perkembangaiematika tak tergantung
pada ilmu-ilmu lain. Banyak cabang matematika yahgu biasa disebut
matematika murni, dikembangkan oleh beberapa maiteamsn yang mencintai
dan belajar matematika hanya sebagai hobi tanpaperemikan fungsi dan
manfaatnya untuk ilmu-ilmu lain. Dengan perkembangdeknologi, banyak
cabang-cabang matematika murni yang ternyata kemudari bisa diterapkan
dalam berbagai ilmu pengetahuan dan teknologi nhutak

Analisis matematika adalah salah satu cabang datemmatika selain
aritmatika, statistika, aljabar dan geometri. Asialimatematika modern tidak
menekankan pada perhitungan dan rumus atau attetapi pembahasannya
didasarkan pada pengembangan konsep dasar dandeman menggunakan
penalaran untuk memperoleh prinsip-prinsip yangujper definisi, aksioma,
lemma, corollary, dan teorema-teorema beserta petiabanya. Klasifikasi materi
dan pendekatannya bersifat abstrak dan intuitif ukintnemahami dan
mengembangkan metode-metode dan teknik-teknik y@ipgrgunakan dalam
bukti-bukti sehingga suatu pemahaman yang baik atagperlukan untuk

kesuksesan dalam mempelajari analisis matematétainStu, analisis mendomi-



nasi wilayah dari matematika. Karena ide-idenyaupakan dasar dan keutamaan
yang tidak hanya didefinisikan saja, tetapi artidg@at diterima secara universal,
(Muthmainnah, 2008: 2).

Salah satu konsep dasar yang menjadi pembahasam dahalisis
matematika adalah fungsi. Parzynski (1982: 2) mexkgan bahwa sebuah fungsi
adalah suatu himpunan tak kosaxigdanY, dan aturan koresponderfsiyang
memasangkan masing-masing elemmefn X dengan sebuah elemere Y. f(x)
adalah elemen yang dipasangkan dengan sebuah elemerX yang diberikan.
HimpunanX disebut daerah asaldmair) fungsi dan himpunafi(x) € y, yang
didefinisikan dengan

f(x) ={y €Y]y = f(x) untuk x € X}
disebut dengan daerah hasdr(ge fungsi.

Lebih lanjut Parzynski (1982: 59) menyatakan bahseduah fungsi
dikatakan terbatas asalkan terdapat sebuah bilamgah M > 0 sehingga
|f(x)| < M untuk setiapx € A dengan bilangan reall merupakan konstanta
sedangkarf (x) di dalam sebuah interval. Apabiffx) < M untuk semuac di
dalam interval mak&x) dibatasi di atasbpunded abovyesedangkar adalah
batas atasupper bounii Apabila f(x) > M untuk semuax di dalam interval
makaf (x) dibatasi di bawahbpundedbelow) sedangkarM adalah batas bawah
(lowerboungd.

Kekontinuan adalah konsep yang paling penting dalaatematika
analisis, dan aplikasi-aplikasinya menduduki syaguanan pusat dalam materi

panjang selang suatu interval. Secara intuitif furigpntinu dalam matematika



adalah fungsi yang bila daerah as#briain mengalami perubahan kecil maka
berakibat perubahan kecil pula pada daerah hasig@. Penjelasan intuitif ini
dapat diberikan oleh kenyataan bahwa fungsi konw@aalah fungsi yang
grafiknya dapat digambar tanpa mengangkat pencil ldatas. James Stewart
(2001: 116) menyatakan bahwa sebuah fungsi dikat&kentinu pada sebuah
bilangan a jika lim,_, f(x) = f(a). Difinisi di atas secara implisit
mengisyaratkan tiga hal jikakontinu dia:

1. f(x) terdefinisi (yaitua berada di daerah as@)

2. lim,_, f(x) ada (sehinggg haruslah terdefinisi pada suatu selang

terbuka yang memuaj

3. limyq f(x) = f(a)

Kekontinuan di atas merupakan kekontinuan fungdapeuatu titik. Jelas karena
daerah asakdpmain) dari fungsi tersebut hanya sebuah bilangan d&arbberupa
selang. Kekontinuan pada suatu selang berarti kek@n di setiap titik dari
selang tersebut. Kemudian selang tersebut kita kamaelang terbukéa, b).
Sedangkan pada selang tertutup, kita menyébkbntinu padala, b] jika ia
kontinu di setiap titik dari (a,b) dan jika lim,_ .+ f(x) = f(a) dan
lim, - £(x) = f (D).

Pada dasarnya fungsi bervariasi terbatas merugakasi yang kontinu di
titik-titik pada sebuah selang. Dengan demikian ghinbervariasi terbatas
didefinisikan sebagai sebuah fungsi kontinu derdgerah asaldpmair) berupa
partisi dari selanda, b]. Namun definisi di atas merupakan definisi secanam.

Sebuah definisi menyatakan bahwa dimisalk@an [a,b] — R suatu fungsi,



P = {xy, x1, X, ...,xn} partisi dari [a,b] ;A f =f(xr) — f(xp-1), Apx =
X, — X,—, dan jika ada suatu bilangan réal> 0 sehingga
V(f;P;la,b]) = Xi=1| Ak f| < M untuk setiafP € ¢[a, b],

maka fungsf dikatakan bervariasi terbatas padgb], (Hutahaen, 1989: 1.3).

Dalam analisis matematika, suatu fungsi bervatixfiatas juga dikenal
sebagai fungsi BVhiounded variagj adalah fungsi bernilai real yang total variasi
adalah terbatas. Fungsi ini pertama kali diperkemaloleh Camille Jordan
(Jordan 1881) untuk fungsi dengan satu variabemudan oleh matematikawan
setelahnya, konsep ini banyak digunakan untuk pebgagan dan juga
diterapkan untuk mencari solusi berbagai pemasalati@am matematika.
Misalnya penerapan Fungsi Bervariasi Terbatas untekentukan solusi dari
masalah persamaan Caudigh Conway dan Smoller pada tahun 1966.

Selanjutnya, sebuah fungsi bervariasi terbatas hkesifat serta struktur
yang membedakannya dengan fungsi yang lainnya. idlefna itu, penulis dalam
skripsi ini mengambil judul tentang: FUNGSI BERVA&SI TERBATAS PADA

INTERVAL [a, b].

1.2. Rumusan M asalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusasalai dalam
penelitian skripsi ini adalah bagaimanakah sifat d&ruktur fungsi bervariasi

terbatas?



1.3. Tujuan Penelitian
Tujuan penulis mengambil judul ini ialah dapat mesidipsikan sifat dan

struktur fungsi bervariasi terbatas.

1.4. Manfaat Penelitian

Bagi Penulis:

1. Sebagai kontribusi terhadap pengembangan keilmkiamsusnya dalam
bidang analisis.

2. Melatih berfikir kritis dan memecahkan masalah aesiengan bidang
matematika.

Bagi I nstansi:

1. Meningkatkan peran serta instansi khususnya faksi@ns dan teknologi
UIN Maulana Malik Ibrahim Malang dalam pengembangaawasan
keilmuan matematika.

2. Sumbangan pemikiran sebagai kontribusi nyata teyhéakultas sains dan
teknologi.

Bagi Pembaca:

1. Khususnya bagi Jurusan Matematika dapat memberiasukan dalam
memahami Analisis Real lebih lanjut.

2. Sebagai bahan kejian keilmuan untuk menambah wamkaskanuan.



1.5. Batasan Masalah
Batasan masalah pada pembahasan kajian fungsiriasrveerbatas ini

hanya terbatas pada bilangan real, yaitu daeralidmsaair) pada intervaja, b].

1.6. Metode Penelitian

Skripsi ini merupakan sebuah penelitian kepustak@hrary reseach
yaitu melakukan penelitian untuk memperoleh data-dan informasi mengguna-
kan teknik dokumenter, artinya data-data sumberelge&m dikumpulkan dari
dokumen-dokumen, baik yang berupa buku, artikelngll majalah, maupun
karya ilmiah lainnya yang berkaitan dengan topdugbermasalahan yang diteliti
(Azwar, 2004: 5).

Adapun metode penelitian penulis, yaitu suatu mefeehgumpulan data
yang berupa definisi-definisi dan teorema-teorerangydilakukan dengan cara
mempelajari buku-buku teks sebagai sumber data yaeggandung materi-
materi yang banyak berhubungan dengan analisisnmagitea tentang teori fungsi
bervariasi terbatas. Kemudian penulis menganalisia-data yang diperoleh
tersebut dengan menentukan konsep yang diperoteliteiatur.

Adapun teknik analisis dengan metode kualitatifituyyanetode yang
menyebutkan definisi-definisi, lalu pengumpulanréawa-teorema untuk dibukti-
kan kebenarannya, setelah itu mengambil contoheboging berkaitan fungsi
bervariasi terbatas, menyelesaikan contoh-contotyate menerapkan teorema-
teorema yang telah dibuktikan kebenarannya. Kemudiagkah terakhir menarik

kesimpulan.



1.7. Sistematika pembahasan
Untuk mempermudah pembaca memahami tulisan iniulgemembagi

tulisan ini kedalam empat bab sebagai berikut:

BAB | : PENDAHULUAN. Dalam bab ini dijelaskan latdrelakang masalah,
permasalahan, tujuan penelitian, manfaat peneglitilerangka teori,
metode penelitian dan sistematika pembahasan.

BAB II: KAJIAN TEORI. Dalam bab ini dikemukakan Rhal yang mendasari
dalam teori yang dikaji, yaitu konsep supremumwsti@npunan real, limit
fungsi, fungsi kontinu, fungsi monoton dan tururderivatife) fungsi.

BAB lll: PEMBAHASAN. Dalam bab ini dipaparkan pentsan mengenai sifat
dan struktur fungsi bervariasi terbatas. Pembuktenmadap teorema-
teorema yang bersangkutan dengan disertai contoh.

BAB IV: PENUTUP. Dalam bab ini dikemukakan kesimgrulakhir penelitian

dan beberapa saran.



BAB I

KAJIAN TEORI

Pembahasan fungsi bervariasi terbatas tidak legragpembahasan tentang
Konsep supremum suatu himpunan bilangan real, liomgsi, fungsi kontinu,
fungsi monoton, turunardérivative fungsi. Dalam kajian teori ini akan disajikan
pokok-pokok bahasan berupa definisi dan teorema yan digunakan untuk

menunjang pembahasan dalam bab Il nanti.

2.1. Konsep Supremum Suatu Himpunan Real
Definis 2.1.1. (Definis Himpunan Terbatas) Diberikan subset tak kosong
ScR.

a. HimpunanS dikatakan terbatas ke at@m®unded abovgika terdapat suatu
bilangan u € R sedemikian hinggas < u untuk semuas € S. Setiap
bilanganu seperti ini disebut dengan batas dtagper bounyldaris.

b. HimpunanS dikatakan terbatas ke bawato(nded beloyvjika terdapat
suatu bilangaw € R sedemikian hingge < s untuk semua € S. Setiap
bilanganw seperti ini disebut dengan batas bawawér bound daris.

c. Suatu himpunan dikatakan terbaté#®undedl jika terbatas ke atas dan
terbatas ke bawah. Jika tidak, maka dikatakan tidddatagunboundell

(Riyanto, 2008: 18).
Contoh 2.1.2. Himpunan$ := {x € R:x > 2} merupakan himpunan terbatas ke

bawah, sebab bilangan 2 dan sebarang bilangan uiam 2 merupakan batas

10
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bawah dariS. Himpunan ini tidak mempunyai batas atas, sehifgggunan ini
tidak terbatas ke atas. Jaflimerupan himpunan yang tidak terbatas.

Istilah supremum biasa dipakai untuk sebuah bilangag menjadi batas
atas terkecil dalam suatu himpunan. Demikian ggyagan istilah infimum biasa
dipakai sebuah bilangan yang menjadi batas bawdedar. Dengan demikian,
Konsep ini berlaku pada sebuah himpunan yang metmbeniatu interval yang
terbatas, baik itu terbatas ke atas atau terbat@swah. Berikut definisi infimum

dan supremum:

Definis 2.1.3. (Supremum dan Infimum) DiberikanS subset tak kosong.
a. Jika S terbatas ke atas, maka suatu bilangagisebut supremum (batas
atas terkecil) dag jika memenuhi kondisi berikut:
1) u merupakan batas atSisdan
2) jikav adalah sebarang batas atamakau < v.
Ditulis u = sup S.
b. Jika$ terbatas ke bawah, maka suatu bilangagisebut infimum (batas
bawah terbesar) daijika memenuhi kondisi berikut:
1) w merupakan batas baw&hdan
2) jikat adalah sebarang batas bawamakat < w.
Ditulis w = infS.
Mudah untuk dilihat bahwa jika diberikan suatu himansS subset darr,
maka hanya terdapat satu supremum, atau supremutunggal. Juga dapat

ditunjukkan bahwa jika.' adalah sebarang batas atas dari suatu himpunan tak
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kosongS, maka supS < u', sebab su merupakan batas atas terkecil dgri
(Riyanto, 2008: 18).

Contoh 2.1.4. HimpunanS: {x € R:2 < x < 4} adalah terbatas ke atas dan ke
bawah, sebab bilangan 2 dan sebarang bilangan dua@m 2 merupakan batas
bawah darf sedangkan bilangan 4 dan sebarang bilangan diebil# merupakan
batas atas daf. Infimum dari himpunan ini adalah 2 sedangkan smumnya

adalah 4.

Lemma 2.1.5. Suatu bilanganu merupakan supremum dari subset tak kosong
S C R, jika dan hanya jikae memenuhi kondisi berikut:
a) s <u untuk semua € S,
b) jikav < u, maka terdapat’ € S sedemikian hingga < s’,
(Riyanto, 2008: 19).
Bukti:
a) > Misal S sebuah himpunan terbatas ke atas dergars dan u € R.
Diketahui u adalah supremum dafi dan ditulisu = supS. Oleh karena
s € § sedangkarnu merupakan batas at&s sehingga berlaks< u untuk
semusas € S.
& Misal u € R. diketahuis < u untuk semuas € S. Dengan demikiarf
adalah terbatas ke atas dengaadalah batas atasnya. Oleh kareradalah
sebarang batas atéssedemikian hingga berlaku< u untuk semus € S.
Dengan demikian sesuai definisi makaadalah supremum dasi ditulis

u =supsS.
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b) = Diketahuiu adalah supremum dafj sehingga berlaksi< u untuks € S.
Jika S terbatas ke bawah maka terdapasehingga berlakw < s. Ambil
s' € S sedemikian hinggsl < u. karenau adalah supremum dasi danv
adalah sebarang batas bawah Slanaka

v<s'<u
Sehingga berlakw < s’ untuks’ € S.
& Misal S adalah himpunan terbatas. Diketahui bahwa jika& u, maka
terdapats’ € S sedemikian hingga < s’. Dengan demikian beranti adalah
sebarang batas bawah daredalah sebarang batas atas darsedemikian
hingga berlakw < s’ dans’ < u. Oleh karena: adalah sebarang batas atas
dari S dan memenuhs’ < u untuk s’ € S, sesuai definisi maka adalah

supremum dars.

Lemma 2.1.6. Diberikan subset tak kososgc R,
a) u=supS jika dan hanya jika untuk setiap> 0 terdapak; € S
sedemikian hingga,; — ¢ <s.
b) w =infS jika dan hanya jika untuk setiap > 0 terdapatk, €S
sedemikian hingga, — ¢ < s.
Bukti:
a) =Diketahuiu = sup S dan diberikare > 0. Karenau — ¢ < u, makau — ¢
bukan merupakan batas atasOleh karena itu, terdapat; € S yang lebih

besar darit — €, sehinggar — ¢ < s;.
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&Diketahuiu, — ¢ < s. Jikau merupakan batas atds dan jika memenuhi
v < u, maka diambile: = u —v. Maka jelase > 0, dan diperoleh bahwa
u =supsS.

(Riyanto, 2008: 19).
=Diketahuiu = inf S dan diberikarz > 0. Karenau < u + &, makau + ¢
merupakan batas bawd&h Oleh karena itu, terdapat, € S yang lebih kecil
dariu + €, sehinggat, + € > s
&Diketahui u, + ¢ >s. Jika u merupakan batas bawah, dan jika
memenuhiv > u, maka diambik: = u + v. Maka jelass > 0, dan diperoleh

bahwau = inf S.

Contoh 2.1.7.

a)

b)

Jika suatu himpunan tak kosofigmempunyai elemen sebanyak berhingga,
maka dapat dilihat bahw® mempunyai elemen terbesar, namakardan
elemen terkecil, namakam Makau = sup S; danw; = infS, dan keduanya
merupakan elemesy .
Himpunan$, := {x: 0 < x < 1} mempunyai batas atas 1. Akan dibuktikan
bahwa 1 merupakan supremumnya. Jika 1, maka terdapats’€ S,
sedemikian hingga < s'. Oleh karena ituy bukan merupakan batas afgs
dan karenav merupakan sebarang< 1, maka dapat disimpulkan bahwa
sup S, = 1. Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan baimf&, = 0.
(Riyanto, 2008: 20).
Akan dibuktikan bahwa 0 merupakan infimumnya. Jika 0, maka terdapat

s'€ S, sedemikian hinggav > s'. Oleh karena ituw bukan merupakan
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batas bawahS, dan karenaw merupakan sebarang > 0, maka dapat

disimpulkan bahwanf'S, = 0.

Menurut Riyanto (2008: 20) subset tak kosghgang terbatas ke atas pasti
mempunyai batas atas terkecil. Sifat ini disebtatSiengkapR dan sering juga
disebut dengan Aksioma SupremuRn Berikut sifat lengkap dan beberapa
akibatnya:

Sifat Lengkap R 2.1.8.

Jika subset tak koson§c R terbatas ke atas, maka supremumnya ada, yaitu
terdapat: € R sedemikian hingga = sup S.

Akibat 2.1.9. Jika subset tak kosorfjc R terbatas ke bawah, maka infimumnya
ada, yaitu terdapat € R sedemikian hingge = inf'S.

Bukti: Misalkan himpunanT terbatas ke bawaH c R. Dibentuk himpunan
S={-t: t €T}, maka S terbatas ke atas dan tidak kosong. Memksibma
Supremum,u = sup S ada, namakam: = sup S, maka —u = inf T, (Riyanto,
2008: 20).

Contoh 2.1.10. Diberikan himpunanS = {x € R:x > 2}, maka$ terbatas ke
bawah. Bilangan 2 adalah infimum dari himpuSasedangkan sebarang bilangan

yang kurang dari 2 disebut batas atas.

Teorema 2.1.11. Diberikan subset tak kosorfyc R yang terbatas ke atas dan
sebaran@ € R. Didefinisikan himpunam + S: = {a + s: s € S}, maka berlaku

sup(a + S) = a + sup(S)
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Bukti: Jika diberikanu: = sup S, makax < u untuk semuax € S, sehingga
a+ x < a+ u. Oleh karena itug + u merupakan batas atas dari himpuaah
S. Akibatnya sup(a + S) < a+ u. Selanjutnya, misalkaw adalah sebarang
batas atasi + S, makaa + x < v untuk semuax € S. Akibatnyax <v-—a
untuk semuax € S, sehinggav — a merupakan batas at& Oleh karena itu,
u=supS < v —a. Karenav adalah sebarang batas atas- S, maka dengan
menggantiv denganu = sup S, diperoleha + u < sup(a + S). Di lain pihak
diketahuisup(a + S) < a + u. Akibatnya terbukti bahwa
sup(a + S)=a+u=a+supS

(Riyanto, 2008: 21).

Contoh 2.1.12. Diberikan himpunan tak kosong dan f:X — R mempunyai

range terbatas diR. Jika a € R, tunjukkan bahwasup(a+ f(x)) = a+

sup(f(x)) untukx € X.

PenyelesaianJika diberikanu: = sup f(x), maka terdapay € f(x) sedemikian
hingga berlakuy < u sehinggaa + y < a + u. Oleh karenaag + u batas atas
himpunana + y. Akibatnyasup(a + y) < a + u. Selanjutnya, misalkan adalah
sebarang batas atas+ f(x), makaa+y <v untuk y € f(x). Akibatnya

y < v —a untuky € f(x), sehinggav — a batas atas dafi(x). Oleh karena itu,
u =sup f(x) <v—a. Karenav adalah sebarang batas atas f(x), maka
dengan mengganti dengaru = sup(f(x)), diperoleha + u < sup(a + f(x)).

Di lain pihak diketahusup(a + f(x)) < a + u. Akibatnya terbukti bahwa

sup(a + f(x)) =a+u=a+sup(f(x))
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Teorema 2.1.13. Diberikan subset tak kosorfgc R yang terbatas dan sebarang

bilangan reak > 0. Didefinisikan himpunams$ := {as : s € S}, maka berlaku:
inf(aS) = ainf(S)

Bukti: Tulisu = infaS danv = infS. Akan dibuktikan bahwa = av.

Karenau = infaS, makau < as, untuk setiaps € S. Karenav = infS, maka

v < s untuk setiaps € S. Akibatnya av < as untuk setiaps € S. Berarti av

merupakan batas bawals. Karenau batas bawah terbesas, makaav < u.

Karenau < as untuk setiaps € S, maka diperoleh’s < s untuk setiaps € S

(sebala > 0). Karenav = inf S, makag < v yang berakibatt < av. Di lain pihak
diketahuiav < u. Akibatnyau = av. Jadi, terbukti bahwmf(aS) = a inf(S).
(Riyanto, 2008: 22).
Contoh 2.1.14. Diberikan himpunan tak kosong dan f:X — R mempunyai
range terbatas dt. Jikaa € R, tunjukkan bahwanf(a = f(x)) = a * inf(f (x))
untukx € X.
Penyelesaian Tulis u = inf(a * f(x)) dan v = inf(f(x)). Akan dibuktikan
bahwau = av. Karenau = inf(a  f(x)), makau < ay, untuk setiapy € f(x).
Karenav = inf f(x), makav < y untuk setiapy € S. Akibatnyaav < a f(x).

Berartiav merupakan batas bawaly (x). Karenau batas bawah terbesaif (x),
makaav < u. Karenau < ay untuk setiapy € f(x), maka diperoleﬁ < y untuk
setiapy € f(x) (sebaba >0). Karenav = inf f (x), maka% < v yang berakibat

u < av. Di lain pihak diketahuav < u. Akibatnyau = av. Jadi, terbukti bahwa

sup(a * f(x)) = a * sup(f (x))
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Teorema 2.1.15. Jika A danB subset tak koson§ dan memenuhit < b untuk
semuaz € A danb € B, makasup A < infB.

Bukti: Diambil sebarang € B, makaa < b untuk semua € A. Artinya bahwab
merupakan batas atd@s sehingga sup\ < b. Selanjutnya, karena berlaku untuk
semuab € B, makasup A merupakan batas baw&h Akibatnya diperoleh bahwa
sup A < inf B. (Riyanto, 2008: 22).

Contoh 2.1.16. Diberikan himpunam := {x € N:x > 5} danB = {x € N:x <

5} dimanaA,B < N. Bilangan5 adalah batas atas terkecil ddri ditulis 5 =
sup 4, di sisi lain bilangar adalah batas bawah terbesar @&arilitulis 5 = inf B.

Oleh karena sebarange A < x € B, maka berakibatup A < infB.

2.2. Limit Fungs
Definis 2.2.1. (Limit Fungsi) Limit f adalahL (suatu bilangan real) untuk
mendekatia, ditulis lim,._,, f(x) = L, dengan ketentuan setiap bilangar 0
ada suatu bilanga > 0 sedemikian hingga jik < |x — a| < § maka|f(x) —
L| < g, (Parzynski, 1982: 65).
Contoh 2.2.2. Buktikan bahwdim,_,;(2x — 1) = 5.
PenyelesaianMisal diberikane > 0. Akan ditemukans > 0 sedemikian hingga
jika 0 < |x — 3| < § maka|f(x) — L| < &, dimana2x — 1 = 5. Sekarang

If(x) = 5] = (2x — 1) = 5] = [2x — 6] = 2|x — 3|
Dan ini akan kurang dasijika |x — 3| < 5/2. Dengan demikian kita ambil

8§ = £/, dan amati bahwa jikd < |x — 3] < § = ¢/, maka
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lf(x) —5|=2|x—3| <26 =¢
Karenanya diberikans > 0, dengan memilihé = 5/2 kita pastikan bahwa

f(x) € N.(5) bilamanax € Ng(3). Terbukti bahwdim,_;(2x —1) =5

Berikut teorema limit fungsi:
Teorema 2.2.2. Jikalim,._,, f(x) = L, dan jikalim,_,, f(x) = L,, makaL, = L,.
Bukti misal e > 0 sebarang. Karendm,_,, f(x) = L;, ada bilangans; > 0
sedemikian hingga jik@ < |x —a| < 6; maka|f(x) — L] < 5/2; dengan cara
yang sama, karendm,_,, f(x) = L,, ada bilangars, > 0 sedemikian hingga
jika 0 <|x—al| <&, maka |f(x) — L,| <¥/,. Pilih x, € Ns,(a) N Ns,(a);
yakni 0 < |[x —a| < §; dan0 < |x — a| < §,. Maka kita punya f(x) — L;| <
€/5 dan|f(x) — L,| < €/,. Dengan demikian
|Ly = Lzl = |Ly = f(xo) + f(x0) — Lol
< Ly — fG)l + 1f (xo) — Lol <&/ + 8/2 =&

Karenas > 0 sebarang dafl; — L,| < &, kita punyalL; — L,| = 0. Oleh karena
itu L; = L,. (Parzynski, 1982: 71).

Teorema di atas digunakan untuk menunjukkan bahmi&limit tertentu
tidak ada. Sebagai contoh, anggéim,.,sin G) Fungsi f(x) = sin G)

terdefinisi di semua bilangaw = 0. Kita tunjukkan bahwaf(x) = 0 untuk

x=—(n=123.) dan f(x)=1 untuk x= n=123..).

(4-2x)m

Dengan begitu pada setiap neighborhood 0 yang dfhaulax denganf(x) = 0
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dan z denganf(x) = 1. Dengan teorema di atas limt tidak bisa 0 dan 1.

Karenanydim,._, sin (i) tidak ada.
Definis 2.2.3. (Fungs Terbatas) Misal A € R, f: A — R, dan misak € R titik
clusterA. Dikatakan bahwd terbatas pada neigborhoogika adas-neigborhood
Vs(c) dari c dan bilangan konstaW > 0 sedemikian hinggdf (x)| < M untuk
semuax € A N Vs(c), (Bartle, 1994: 120).
Contoh 2.2.4. Tunjukkan bahwa funggi(x) = sin x adalah fungsi terbatas.
Penyelesaianjika f terbatas diR maka terdapat sebuah batds> 0. Ambil
sebaran@/ = max(sin x), maka terdapat sedemikian hingga berlaku

M = max (sinm) = 1
Oleh karenaM = 1 adalah batas atag(x) sedemikian hinggdf(x)| < M,

dengan demikiaii(x) = sin x terbatas.

Teorema 2.25. jika A € R dan f:A - R mempunyai limit dic € R, makaf
terbatas pada beberapa neigborhood
Buktr: jika L = lim,_,. f(x), maka dengans = 1, adad > 0 sedemikian hingga
0 < |x—c| <éd, makalf(x) — L| < 1; karenanya

FOOI—ILl = 1fG) - Li<1
Oleh karena itu, jikax € AnVs(c),x #c, maka|f(x)| < |L|+ 1. Jikac & A.
Ambil M := |L| + 1, sedangkan jika € A kita himpunM := sup{|f(c)|, |L| +
1}. Sementara itu jikac € AnVs(c) maka |f(x)| < M. Hal ini menujukkan

bahwaf terbatas pada neighborhoidg(c) daric. (Bartle, 1994: 121).
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Contoh 2.2.6. Tunjukkan bahwa fungsf(x) = x? dimanax € A, terbatas pada
suatu neigborhood = 3.
PenyelesaianDiketahuilim,_; x> = 9, maka dengan dengaa > 0, adas > 0
sedemikian hinggl < |x — 3| < §, makajx? — 9| < ¢; karenanya

|x*| = 9] < |x* —-9| <e
Oleh karena itu, jikac € A N Vs(3),x # 3, maka|x?| < |9] + . Karena3 € 4,

maka himpurM := sup{|f(c)|, |9] + €} sedemikian hingga maka(x)| < M.

2.3. Fungsi Kontinu
Definisi 2.3.1. (Kekontinuan f Pada Sebuah Bilangan) Misal A € R, f: A = R,
danc € A. Dikatakan bahwg kontinu dic jika, diberikan setiap neighborhood
Vs(f(c)) darif(c) ada sebuah neighborhotgl(c) daric sedemikian hingga jika
x setiap titikA N Vs(c), makaf (x) termasuk/s(f(c)), (Bartle, 1996: 140).

Berdasarkan definisi di atas menyatakan bahwacjikad adalah sebuah
titik cluster A, maka sebanding dengan definisi limit dan difindii atas
menunjukkan bahwg kontinu dic jika dan hanya jika

fe) =lim f(x)

Jadi, jikac sebuah titik clusteA, maka tiga kondisi harus dijumpai: (i) harus
terdefinisi dic, (i) limit f di ¢ harus ada dk, dan (iii) nilai f (c) ada dan harus
sama dengalim,._,. f (x).
Contoh 2.3.2. Diberikan fungsif(x) = 2x2, makaf kontinu di bilangan2.
Dengan alasan berdasarkan definisi, yaitu:

(i) f terdefinisi di bilangar2 yaitu2(2)? = 8.



22

(i) lim,_, f(x) = lim,_,, 2x? = 2(2)?> = 8.
(iii) Berdasarkan (i) dan (ii) dapat diketahui bahwainflar) = 2x? sama

dengarim,_,, f(x) = lim,_,, 2x2.

Definis 2.3.3. (Kekontinuan f Pada Sebuah Himpunan) Misal A € R dan
f:A—- R. JikaB € A, dikatakan bahwg kontinu padaB jika f kontinu di
masing-masing titik da, (Bartle, 1996: 141).

Sebagai contoh fungsi(x) = 2x?, adalah fungsi kontinu pada selatg b)
dimanaa, b € R. Sebagai bukti, ambil sebarang selafagb) adalah(—2,2)
dengan—2 < x’ < 2 untuk x' € R. Maka jelas untuk setiap(x") memenuhi

definisi 2.3.1. sedemikian hinggdx") = lim,._,,, f(x) untuk setiap’ € (—2,2).

Teorema 2.3.4. Misal A € R, f: A = R, danc € A. Maka kondisi-kondisi berikut
ekivalen.
(@) f kontinu dic; itu diberikan setiap neighborhodd(f (c)) darif(c) ada
neighborhoodVs(c) dari ¢ sedemikian hingga jika setiap titik A N
Vs(c), makaf (x) termasuk/;(f(c)).
(b) Diberikan setiape > 0 terdapats > 0 sedemikian hingga untuk semua
x € Adenganx —c| < 6, maka|f(x) — f(c) | < e.
(c) Jika x, adalah setiap barisan bilangan real sedemikiagghin, € A
untuk semuan € N dan (x,) konvergen kec, maka barisarf (x,)
konvergen k¢ (c).

(Bartle, 1996: 142).
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Bukti:

(&) = (b) Andaikanf kontinu dic. Maka diberikane > 0 terdapatd = §(¢)
sedemikian hingga untuk masing-masing di A yang di dalam§-
neighborhoodVs(c), x # ¢, nilai f(x) termasuke—neighborhoodvg(f(c)).
Bagaimanax berada di dalar¥is(c) danx # c jika dan hanya jikdx — c| <
8. Jugaf(x) termasuk(f(c)) jika dan hanya jikdf (x) — f(c) | < e. Jadi
jika x € A memenuhjx — c| < 6, makaf (x) memenuhijf(x) — f(c) | < e.

(b) = (c) akan dibuktikan bahwa barisgi(x,) konvergen kef(c). Misal
terdapaté > 0 sedemikian hingga jikaae memenuhi|x — c| < §, dimana
x €A, maka f(x) memenuhi|f(x) — f(c)| < e. Berdasarkan definisi
kekonvergenan, karena diberikaf sebuah bilangan ask(§) sedemikian
hingga jikan > K(6) maka|x, —c| < §. Tetapi untuk masing-masing,
kita punya|f(x) — f(c)| < &. Jadi jikan > K(8) maka|f (x,) — f(c)| < e.
Oleh karena ituf (x,,) konvergen ke (c).

(c) = (a) diberikané sebuah bilangan ask(§) sedemikian hingga jika >
K(8) maka|x, —c| < §. Berarti|f(x,) — f(c)| < € untuk masing-masing
x,. Dengan demikian untuk setiap neighborhdd€if (c)) dari f(c) ada
neighborhood/s(c) dari c sedemikian hingga jika setiap titik 4 N Vs(c),
maka f (x) termasukV,(f(c)). Oleh karena itu terbukti jika barisgitx,)

konvergen k¢ (c) makaf kontinu dic.
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2.4. Fungsi Monoton

Definis 2.4.1. (Fungs Monoton Naik dan Turun) sebuah fungsif:A - B
dikatakan monoton naik di jika f(x;) < f(x;) untuk semua;,, x, € A dengan
x1 < x2; f(x) dikatakan monoton turun di jika f(x;) = f(x,) untuk semua
X1,%x, € A denganx; < x,, (Parzynski, 1982: 89).

Sebuah fungsi disebut monoton Alijika monoton naik atau monoton
turun di A. Setiap fungsi konstan merupakan fungsi monotok dan monoton
turun. Jikaf: A — B dan intervall ¢ A, memungkinkan bahwA monoton dil
tetapi tidak monoton .

Sebagai contohf(x) = |x|] adalah monoton turun di{—o,0] dan
monoton naik di[0, ), tapi f tidak monoton diR. Sebuah fungsi disebut naik
secara keras d jika f(x;) < f(x;) untuk semuac;, x, € A denganx; < x,;
f(x) dikatakan turun secara kerasAdjika f(x;) > f(x,) untuk semue;, x, €

A dengarx; < x,, (Parzynski, 1982: 89).

Teorema 2.4.2. Jika f monoton di(a, b) maka untuk masing-masing dalam
interval(a, b) terdapatiquxg f(x) danlim,._, .~ f(x).

Bukti:

Diasumsikan bahwg monoton naik di(a, b); misal x, € (a, x,). untuk setiap
x € (a,xp), f(x) < f(xy). Oleh karena itu himpundif (x)|x € (a, x,)} terbatas
ke atas, dengan demikianp, f(x) = a € R, dimanax € (a, x,). Kita tunjukkan

bahwalim,._,,~ f(x) = a. Misal diberikans > 0. Karenaa — ¢ < a = supy f(x)
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terdapaty; € (a,x,) denganf(x,) > a —¢. Misal § = x, — x;. Sekarang jika
memenuhix, — § < x < x, makaf(x) = f(x;), dengan demikian

lf(x) —al=a-f(x)<a—f(x)<e
Oleh karena itliim,._, .~ f(x) = a.
Untuk setiap x € (xg,b), f(x) = f(x,). Jadi himpunan{f(x)|x € (xq, b)}
terbatas ke bawah dengan demikiafy f(x) = B € R, dimanax € (x,, b). Kita
tunjukkan bahwaim, .+ f(x) = B. Misal diberikane > 0. Karengf + ¢ > f =
infy f(x) terdapat x, € (xo,b) dengan f(x,) < B +e¢&. Misal & = x, — x,.
Sekarang jikax memenuhi xy <x <x,+6 maka f(x) < f(x,) dengan
demikian

£ =Bl =f ) - B=flxz) -p <€

Oleh karena itliim,._, .+ f(x) = B. (Parzynski, 1982: 90).

Corallary 2.4.3. Jika f monoton naik di(a,b) maka untuk masing-masing
X, € (a,b)

Jim f(x) = sup f(x) < flx) < e i (x) = lim_f(x)

x€(a,xo)
Karena keduanya limit sepihak terdapat di masinghnggtitik x, € (a, b)

yang mang monoton di(a, b), kesimpulannya ialafi terbatas di masing-masing

titik x, € (a,b). Tentu saja, ketika kita lihat sebelumnyasesungguhnya tak

terbatas di intervala, b). (Parzynski, 1982: 91).
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Lemma 2.4.4. Jika f monoton naik di(a,b) dan jikaa < x; < x, < b maka
xligl;f (x) < xlir;lz_ f(x)

Bukti Pilih % € (x4,x,). Karena X € (x;,b), f(%) = infyec, p) f(x); sama

halnya, karen& € (a, x,), f(X) = supye(qx,) f (x). Dengan corollary tersebut

lim f(x) = sup f(x) dan 1im+f(x) = inf f(x).

X—X5 x€(a,xs) x€(x1,b)

Oleh karena itulim,_, .+ f(x) < f (%) < lim,_,; f(x). (Parzynski, 1982: 92).

2.5. Turunan (Derivative) Fungsi

Difinis 2.5.1. (Turunan Fungsi) Misal I < R suatu interval, misgf:I - R dan
¢ € 1. Sebuah bilangan realadalah turunan dafi di c jika untuk setiap bilangan
€ > 0 terdapat sebuah bilangdiie) > 0 sedemikian hingga untuk setiape I
dengan) < |x — c| < §(¢e), maka

f@ =@

X G

Ll < ¢

Dalam hal ini dikatakan bahwadapat diturunkan di, dan ditulisf’(c) untukL,
(Bartle, 1996: 184).

Dengan kata lain, turunarf di ¢ diberikan oleh limit f'(c) =
; F)=f(c) 1oof ; L .
hmxﬁc—x_c—- dengan syarat limitnya adA’(c) merupakan nilai dari turunan

f:1 - R dic €I dengan jalan bahwa domain fungsiersebut merupakan subset
dari domainf. Dalam hal ini fungsif’ tidak terlepas dari fungsf. Oleh

karenanya tepat sekali untuk menganggapnya sebaggin dari fungsf darix.
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Contoh 2.5.2. Tentukan turunari(x) := x2 untukx € R.

Penyelesaianmisalkan setiap di R maka

f'(c)=1l

X—C X

x) — f(c x?% —c?
'mw = lim =lim(x +c) = 2c
—C x-c X —C X—C

Jadi, dalam hal ini fungsf’ didefinisikan di semua& dan f'(x) = 2x untuk

X €ER.

Teorema 2.5.3. Jika f:1 - R mempunyai sebuah turunan die I, maka f
kontinu dic.
Bukti: Untuk semua € I, x # c kita punya

fx) - f©) = (M> (x—o¢)

25 ZmlC

Karenaf'(c) ada, maka

}ji‘g(f(x) —f(©) = ( im

li
xX—

f—(x))c :]CC(C)> (lim(x = c))

=f'(c)x0=0

Oleh karena itulim,_,. f (x) = f(c), dengan demikiafi kontinu dic.

Teorema 2.5.4. Misal f: I — R dapat diturunkan di interval Maka
(a) f naik dil jika dan hanya jikg'(x) = 0 untuk semua € I.
(b) f turun dil jika dan hanya jikg’ (x) < 0 untuk semua € I.
Bukti:
(&) =>Andaikan f'(x) = 0 untuk semuax € I. Jika x;,x, di I memenuhi

x1 < X, maka akan digunakan teorema nilai rata-rata kurftudi
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himpunan tertutup := [x;, x,] untuk memperoleh suatu titkdi (x;, x,)
Sedemikian hingga

fxz) = fx) = () (xz — x1)
Karenaf'(c) = 0 danx, — x; > 0, sehinggaf (x,) — f(x;) = 0. Hal ini
karenaf (x;) = f(x,) dan karena; < x, sebarang titik-titik di, dengan
demikian disimpulkan bahwgnaik dil.

& Andaikanf dapat diturunkan dan naik fli Karena setiap titikc di I,
jika x > ¢ ataux < c untukx € I maka f(x) f(c) > 0. Hal ini karena

£100) = lim if (B f(C)

Bk i

(Bartle, 1996: 199).

(b) =>Andaikan f'(x) < 0 untuk semuax € I. Jika x;,x, di I memenuhi

x1 < X, maka akan digunakan teorema nilai rata-rata kurftudi

himpunan tertutup := [x,, x,] untuk memperoleh suatu titkdi (x;, x,)

Sedemikian hingga

[ — fx2) = () (1 —2x2)

Karenaf'(c) < 0 dan0 > x; — x,, sehinggad = f(x;) — f(x,). Hal ini

karenaf (x,) = f(x,) dan karena; < x, sebarang titik-titik di, dengan

demikian disimpulkan bahwaturun dil.

& Andaikanf dapat diturunkan dan turun HiKarena setiap titilc di I,

jika x > ¢ ataux < c untukx € I makaM < 0. Hal ini karena

O Ok (8

X—=C



29

Contoh 2.5.5. Tentukan selang fungsi naik dan fungsi turun danigki f (x) =
x? + 2x.

Penyelesaian Turunan pertamaf’(x) = 2x + 2. Untuk f'(x) = 2x +2 > 0,

maka fungsi naik pada > —% atau0 < x < +oo dan untukf'(x) =2x+2 <0

. 3 3
maka fungsi turun pada< —satau—o <x < —-.

2.6. Kagjian Keillmuan Dalam Islam

Al-Qur'an dan Hadits banyak menyebutkan kalimatgyanengandung
isyarat dan konsep tentang ilmu pengetahuan, safmya adalah matematika.
Hadi Masruri dan Imron Rossidy (2007: 22) menyatai@ahwa dalam pandangan
Al-Qur'an dasar interpretasi dari semua bentuk ibdalah tauhid (keesaan Allah
SWT), dimana merupakan aspek yang fundamental dajaran Islam. Karena
Islam memandang bahwa yang ada dalam alam rayatemiasuk ilmu
pengetahuan, semuanya bersumber dari Dzat Yang Hsdgsatu) Allah SWT,
Tuhan Yang Maha Pencipta. Dengan demikian Islam aneleng bahwa konsep
ilmu pengetahuan tidak dapat dipisahkan dari pemahatentang Tuhan, sebab
semua ilmu pengetahuan datangnya dari Tuhan Yarg Wengetahui.

Oleh karenanya, ilmu pengetahuan dalam pandangam Isidaklah
bertentangan dengan iman. Sebaliknya, ilmu berjdlersamaan dengan iman
secara beriringan. Oleh karena itu, banyak ayaéfan yang menyebut iman

secara beriringan dengan ilmu. Seperti dalam gur&um ayat 59,
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de

P -
AP -
T Ea)
P Cx

2 E» P
‘ -

5§ 25T 38 el el 1540 el UG5

Dk ¥ S L 5 AT 3
Artinya: “Dan berkata orang-orang yang diberi ilmpengetahuan dan keimanan
(kepada orang-orang yang kafir): "Sesungguhnya kaelah berdiam
(dalam kubur) menurut ketetapan Allah, sampai Hemibangkit; Maka
Inilah hari berbangkit itu akan tetapi kamu selaidak meyakini(nya)".

Pada dasarnya ilmu pengetahuan tidak dapat di@saldengan sang
penciptan, tetapi harus terkait erat dengan-Nya dgpat mencapai kebahagiaan
dan keselamatan di dunia dan di akhirat. Oleh karga ilmu pengetahuan harus
dapat mendekatkan manusia kepada Allah SWT. mengaiagungan-Nya dan
beramal saleh. Dengan demikian tujuan akhir damnuilpengetahuan adalah
mengantarkan manusia untuk merealisasikan statusepagai hamba Allah
SWT. dan khalifah-Nya di muka bumi, dan meyiapkan dntuk memenuhi
peranan serta tanggung jawab atas amal perbuataadgpan Allah SWT.

Dalam Islam terdapat kesatuan antara ilmu pengetgahiman dan amal.
llImu, iman dan amal dalam pandangan Islam salinfpuieingan antara satu
dengan yang lainnya sehingga pemisahannya tida&t diémenarkan, karena ilmu
mencakup kepercayaan dan keimanan. Hadi Masrurilrdaon Rossidy (2007:
78) menyatakan bahwa ilmu dan iman berasal daribsunyang sama dan
keduanya merupakan pemberian dari Allah SWT. utijkan yang sama, yaitu
menerima secara totalitas kebajikan sebagaimameatdikan oleh Allah SWT.
dalam Al-Qur'an dan Hadits yang sahih. Selain glarh memandang bahwa

keyakinan bertumpu pada ilmu yang benar. lImu ferkacara erat dengan

tindakan dan konsekuensi logisnya adalah amalrsh&@imetmen ini dikarenakan
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ilmu menuntun pada keimanan yang benar dan tindgdag benar. Sebagaimana

firman Allah SWT. dalam surat Al-Qashash ayat 80gyberbunyi:

e

Artinya: “Berkatalah orang-orang yang dianugerahimiu: "Kecelakaan yang
besarlah bagimu, pahala Allah adalah lebih baik bagang-orang
yang beriman dan beramal saleh, dan tidak diperopethala itu,
kecuali oleh orang-orang yang sabar".

liImu matematika sebagai salah satu ilmu alam pegrdipelajari karena
banyak praktik ibadah dan amal saleh lainya yamgipenatematis. Misalnya saja
dalam sholat. Untuk menentukan arah kiblat yantetege di baitullah makkah
diperlukan ilmu geometri yang merupakan cabang uiatematika. Begitu pula
dengan jumlah raka’atnya. Tanpa adanya konsep tedangan dalam
matematika, tentunya tidak akan dimengerti apa,it8, dan 4 raka’'at, dan banyak
lagi amal sholeh yang membutuhkan ilmu matematd@edi pembayaran zakat,

faraidh dan lain sebagainya.

Allah berfirman dalam Al-Qur’an sural Israa’ ayat 36
- B /o’gg,‘//}aA PR ) 25 Ll '( ///9// E //
PEr) QORI Jf;\;ﬂl}}@.ﬂjc‘»ﬁ Ol Zle oy U L L Caas N3
7 s
S R PO

Artinya: "Dan janganlah kamu mengikuti apa yang katidak mempunyai pengetahuan
tentangnya. Sesungguhnya pendengaran, penglihaanhdti, semuanya itu
akan diminta pertanggungan jawabnya”.

Ayat ini mengandung pengertian bahwa dalam pandaigjam, taklid

buta dalam melakukan suatu perbuatan terutamailpeddma itu dilarang. Yakni
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melakukan suatu perbuatan hanya sekedar ikut-ikséigan tanpa ada dasar atas
ilmunya. Karena suatu perbuatan tanpa berlandasgkan pengetahuan hanya
akan membuahkan kesesatan dan akan menjurus pdi&ata® yang merusak.
Hal ini bertentangan dengan misi ajaran Islam yeafgnatan al-alamin, yakni
membawa keselamatan bagi kehidupan di dunia. Untaksud itulah maka Islam
menganjurkan bahkan mewajibkan umatnya untuk menlcan sebagaimana

yang dinyatakan Rasulullah SAW. dalam Haditsnya,

('J_MAQJSL" c 4 x}a.:‘)é V“ d‘L.\‘lﬂ

Artinya: “menuntut ilmu adalah wajib bagi setiapaorg Islam”.

Salah satu konsep matematika yang dapat diambil Hizdits adalah
sebuah himpunan yang berbentuk interval. Dari kongglah, kita bisa
mengetahui sifat-sifat dari himpunan tersebut. kpngéi misalnya dijelaskan
dalam Hadits Qudsi yang menerangkan tentang keatangari orang yang

berpuasa,

A e A Jely Emad (08 i &) oy 5004 o Do
IS e A0 S0 S ) U e e
ot 5T s el i i,
Artinya : "Dari Abu Hurairah ra., ia berkata: Saymendengar Rosulullah SAW.
bersabda: Sesungguhnya Tuhan berfirman: “setiapaketn itu sepuluh

kali sampai tujuh ratus kali lipat. Puasa itu bagiKdan Aku
membalasnya...."(Hadits ditakhrij oleh Tirmidzi).

Hadits di atas menunjukkan keutamaan ibadah pubaadingkan dengan ibadah
yang lain. Jika setiap ibadah dan amal kebaikarg yditakukan orang-orang

beriman dilipatgandakan dari sepuluh sampai tuatbsr kali maka pada ibadah
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puasa hanya Allah SWT. yang maha mengetahui akalgp®alasan bagi yang
melaksanankannya.

Jika perhatikan Hadits di atas maka kita akan mestildbahwa kelipatan
kebaikan amal ibadah setiap manusia selain pudstatepada interval sepuluh
sampai dengan tujuh ratus kali lipat. Secara simlalpat ditulis sebagai berikut:

10 < x < 700, dimana x adalah pahala
Disini dapat diketahui bahwa interval ini adalalbtdas. Dengan alasan bahwa
interval ini mempunyai batas atas dengan 10 adaddhs atas terkecilnya dan
batas bawah dengan 700 adalah batas bawah teymesdtemudian secara
matematis angka 10 adalah infimum sedangkan an@Raadalah supremum.
Dengan demikian dapat diambil kesimpulan bahwaaenterval adalah terbatas
jika dan hanya jika interval tersebut mempunyai siall satu supremum dan
satu infimum. Dan sebaliknya jika tidak terdapgpremum dan infimum maka

interval tersebut tak terbatas, termasuk pahalagpua
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PEMBAHASAN

Pada bab ini kita akemendeskripsikan sifat dan struktur fungsi berval
terbatas Fungsi ini merupakan penurunan dfungsi monotonFungsi ini juge

dibangun dengan domain yang berupa partisi datusedanc

3.1. Definisi Fungsi Bervariasi Terbatas

Definisi 3.1.1. Jika [a, b] suatu selang, maka himpun&n= {x,, x;, X5, ..., X}
yang memenuhi ketaksami a =x,< x; < x, < -+ < x, = b dinamakan
partisi dari[a, b].

Partisi P dikatakan lebih halus dari par Q, jika Q < P. Koleksi semua parti
dari [a, b] dinyatakan olelyp [a, b].

Contoh 3.1.2.

9

1 1 3 9
’10 10 }

P=1{0 =
{0, 10’5 10’ 10’

[ RN
[GERN)

32 —f0 X -
,g,g,l}, Q =10, = ,1}, dan R = {0,

Ul =
[SERN)
ul |

3
) ) lg)

adalah tiga partisi dari selai[0,1] Q lebih halus darP karenaP < Q, sedangR
tidak dapat dibandingkan dengP atau@Q. Sebagai ilustrasi perhatikan gam

berikut:

|

vl N
Ul w
i
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Q
o 1 1 2 3 4 9 1
10 5 5 5 5 10
R
0o 1 1 3 9 1
m & 10 10

Gamba 3.1.1. Perbandingan Penghalusan Partisi
Dari gambar di atas jelas bahR tidak dapat dibandingkan dengBratau@Q. Hal
ini karena ada sebarang anggR yang bukan anggot® atau @, dan juge

sebaliknya ada sebarang angcP atauQ yang bukan anggota.

Definisi 3.1.3. Misalkar f : [a,b] — R suatu fungsi P = {x,, x1, X2, ..., Xn}
partisi dari[a, b];

A f=fC) = flxi1); Ajx =2 — x4
Jika ada suatu bilangan reM > 0 sehingga

n
V(f;P;la,b]) = ZIAi f| < M untuk setiap P € ¢l[a, b]
i=1

Maka fungsif dikatakan bervariasi terbatas p [a, b].
Contoh 3.1.4. Jika f: [a,b] = R adalah monoton naik maka untuk setP =

{x0, %1, ..., X} dari[a, b]

DG = FGrdl = ) [ G = FGan] = FGe) = fxo) = £(B) = F (@,

Jadif adalah berariasi terbatas deV (f, P, [a, b]) = f(b) — f(a).
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3.2. Sifat dan Teorema Fungsi Bervariasi Terbatas
Teorema 3.2.1.
1. JikaP; danP, dua patrtisi darja, b] denganP; < P, , maka
V(f; Py;[a,b]) < V(f; Py [a, b))
2. JikaP; danP, dua partisi sebarang ddd, b], maka ada suatu partiBidari
[a, b] sehingga
V(f; P;la,b]) = max{V(f;Py;[a,b]),V(f; Py; [a, b])}

Bukti:
1. Lebih dahulu kita tinjau bahw®y, = {x,, x;, x5, ...,x,}, P, = P; U {y} dengan

Xm-1 <y < xn . Kemudian akan ditunjukkan bahwa

V(f; Py la,b]) = V(f;Py;la, b))
Dengan demikian maka,

V(s Pz,[ab])—Zm fl+ 2 i f1+ Z | &l

i=m-1 i=m+1

= D18 fl+1f @) = fGm + 1f Gim) = F D))
i=1

V(fpl,[ab])—Z|Af|+ Z 8 f1+ Z | A f]

i=m-1 i=m+1

m-1 n

=Z|Aif|+|f(xm)—f(xm_1)|+ Z | A fl

i=1 i=m+1

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Sehingga
V(f; Py la,b]) = V(f; Py; [a,b]) = 0
S fO) = fGm-D| + 1f Cn) = FOI = If () — fem-1)1 = 0
S f ) = fGm-Dl + 1f Gan) = FOII = If Cem) — f Gem-1)I
e V(f; Py la,b]) = V(f;Py;[a, b]).
Berdasarkan hasil di atas juga akan ditunjukkamiah
V(f; Py la,b]) = V(f;Py;la,b])
untukP; = {xo, X1, Xz, ..., X}, danP, = P; U {y;,y,, ..y, } dengan
o < | < e

Dengan demikian maka,

n

V(£ P ab])—Zm fl+ Z A fl+ D 18 f]

i=m-1 i=m+1

m-—1

= D18 I+ ) = fGmondl + IF02) = FO] + -
i=1

n

HFOn) = FOp-l + £ Gom) = FGR) + D 18 f]

i=m+1

n

V(f; Py ab])—ZIAfH Z 8 f1+ D 18 f]

i=m-1 i=m+1

-1

= D b1+ 1f Gon) = fGimo)] + Z 8/l

i=m+1

3

I
=

i

Sehingga
V(f; Py la,b]) = V(f; Py; [a,b]) 2 0

S 1f(y) = fOm-DI + 1f ) = FOI + -+ |fF () = F(7p-1)|

37
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+1f Gem) = £ ()| = 1 Gem) = f G2 2 0
S f ) = fCm-Dl + If ) = FOI + -+ |f () = f(7p-1)]
| Com) = £ ()] = If Gem) = f Gt
© V(fi Py la, b)) = V(f; Py; [a, b])
Sebagai contoh, kemudian akan dibuktikan bahwa jika
Py = {xg, x1, X3, e, X}, Py U {y1,¥,} dengank,,_; <y, <y, < x,,, dan
P, U {y,} denganx,, , <y, < x,, maka berlaku

V(f; Py U{y,y2} [a,b]) 2 V(f; Py U {yi};[a,b])

Maka,

m—1 m n
VP UDLydilabD = ) [afl+ D lafl+ ) [ afl

i=m-1 i=m+1

m—1
= D 18 fI+IF O = fGm-)| + IFG2) = FG
i=1

HFGm) = O+ D [ afl

i=m+1

n

VEPUDEabD = Y Tafl+ D Iacfl+ Y 1Al
i=1 i 1

i=m-1 i=m+

m—1
= D 1A FI+ 1 @) = fGom-l + I Com) = £
i=1

Sehingga

V(f; Py U{y1,y2}[a,b]) =V(f; P, U {y;};[a,b]) =0

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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S |f1) = fOm-DI + 1f G2) = FODl + 1f Oan) = f(2)]
=1f ) = fGm-DI + If xm) = fyDI 2 0

& f) = fGm-DI +1f 02 = FOIl + 1f o) = fFB2)]
2 f(y1) = f =D + 1f Gon) = f ()]

S V(f;PLU{y,y2)[a,b]) 2 V(f; Py U {y:1}; [a, b])

2. Jika P, danP, dua partisi sembarang ddu, b], ambil P = P, € P,. Maka
menurut hasil (1) di atas:
V(f;P;la,b]l) = V(f; P;la,bl),i=1,2
Sehingga
V(f; P;a,b]) = max{V(f; Py; [a,b]),V(f; Py; [a, b])}

Sebagai ilustrasi perhatikanlah contoh berikut.
Contoh 3.2.2. Selidikilah apakalf (x) = x?, 0 < x < 2 bervariasi terbatas.
Penyelesaian
MisalkanP = {x,, x;, x,, ..., x,} partisi dari sebarang dari selgig2];

la; 1= 1fCc) = fO-Dl = flx) — £y
Karenaf'(x) = 2x sedemikian hingga mempunyai nilai positif padaseg[0,2],
makaf (x) monoton naik pada selah@2]. Dengan demikian maka

|8l = ) If G = fxio)l

n
i=1

= D [FG) = FOr)]
i=1

=f(2)-f(0)=2-0*=4

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Untuk setiap partisP dari seland0,2]
Jadif (x) = x2%,0 < x < 2 bervariasi terbatas paéia, b].
Contoh 3.2.3. Selidiki apakahf(x) = x%,—1 < x < 2 bervariasi terbatas pada
selang[—1,2].
Penyesaian
Misalkan P = {xo, x1, X2, .., Xm, 0, Xm+1, ---, X} DErpartisi sebarang dari selang
[—1,2]. karenaf (x) = x> monoton turun pada selafig1,0] dan monoton naik
pada selang0,2], maka

|A; fl=flei_) — f(x),i=12,..,m,

A fl=f(x) —fxi_)i=m+1m+2,..,n
Sehingga

=1

Dlaifl =D [If i) = FGDl + 1 G = FGxil|

= D 01 Gon) = FGI+ £ ) = Gl
i=1

= |f(x0) = flem)| + 1f (xn) — fCrmaa)l
LS A0 LB (0)]
= |12 — 02 + |22 — 02|
= |1-0[+]4—0
—1+4=5
Untuk setiap partisp dari seland—1,2].

Jadif (x) = x%,—1 < x < 2 bervariasi terbatas pafta1,2].
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Teorema 3.2.4. Misal diberikanf: I — R dan andaikan € I. Maka
V(f;P;la,b]) = V(f; P;la,c]) + V(f; P; [c,b])
Bukt:
a) Pertama akan ditunjukkan bahwa
V(f;P;la,b]) <V(f; P;[a,c]) + V(f; P;[c,b])
Kita boleh mengandaikan bahwa kedua teorema pasiakanan bersifat
terbatas. Misald:a = x, < x; < - < x,, = b di setiap bagian. Kita bentuk
bagianA’ dengan memperkenalkan titik tambahan c, yang jatamtarax;, _,

danx;,. Maka

[e=il

DG = FGi] + £ = f G| < V3 Pila,c])

D IFG) = F Dl +1fGa) = @] < VF; P e, b

i=k+1
Dari pertidaksamaaly (x;) — f(x;-1)| < |f (x) — £l + |f(€) = f (xie-1),
kesimpulannya ialah
n
D IFGD = fG)l < VF P lael) + V(f; P e, b)
i=k+1
Karena bagiad sebarang, kita peroleh
V(f; P;la b]) < V(f;P;la,cD) + V(f;P;lc, b))
b) kedua akan ditunjukkan bahwa
V(f; P;la,b]) 2 V(f; P;[a,c]) + V(f; P; [c, b])
JikaV(f; P; [a, b]) = +o, maka pertidaksamaan pegang dengan jelas. Karena

itu kita boleh berasumsi bahwa ketiga jumlah kuastitersebut bersifat
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terbatas. Sekarang misal diberikap> 0. Dari definisi supremum, ada suatu
bagian
Ara=xy<x < <x=¢C

Seperti

k
N UG ~ fGn)l > Vi Pilael) = e

Dengan cara yang sama, ada suatu bagian
Apyic=xp <xpp1 < <x,=Db
seperti

. 1
Y IFG) = Fiol > V(3 Ple,bD = 5

i=k+1

Oleh karena itu,

V(P [a,bD) = ) IFG) = £y
i=1

> V(f; Pila,cl) = 3¢ + V(fi Pile, b)) — 5

=V({f;P;la,c]) +V(f;P;[c,b]) — ¢
Karenas sebarang, hasil mengikuti.
Dengan demikian, berdasarkan a) dan b), yaitu karen
V(f; P;la,b]) < V(f;P;la,c]) + V(f; P;[c,b])
dan
V(f; P;la,b]) 2 V(f; P;la,c]) + V(f; P;[c,b])
maka terbukti bahwa

V(f;P;la,b]l) =V(f;P;la,cl) + V(f;P;[c, b])
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Contoh 3.2.5. Diberikan fungsi bervariasi terbatfiéx) = x?,—1 < x < 2.
Misalkan ada € I. Tunjukkan bahwa
V(f; P;[0,2]) = V(f; P;[0,c]) + V(f; P [c, 2]
Penyelesaian
Karenaf'(x) bernilai positif di selang—1,2], maka fungsf(x) = x2,0 <x < 2
adalah monoton naik. Misalkdh= {x,, x;, X3, ..., X,} partisi dari sebarang dari
selang—1,2], sedemikian hingga
|a; £l =1fCx) = f )| = Fx) — fxi—1)
Ambil ¢ = 1. Kemudian akan ditunjukkan bahwa nilai
V(f; P;[-1,2]) = V(f; P; [-1,1]) + V(f; P; [1,2])

Pertama, akan dicari nil&i(f; P; [—1,2]) dengan perhitungan sebagai berikut:

n

V(P =12D) = ) T aifl = ) [If G = Gl +1FGe) = FGric |

= y [ Ceiza) = F Ol + 1 Ce) — fF 1)
=1f(=D = fOI+ (@) - f(O)]
= |12 — 02| + |22 — 02|
=11-0[+]4—0
—1+4=5
Kemudian yang kedua akan dicari nilli(f; P;[-1,1]) dan V(f;P;[1,2]),

dengan perhitungan sebagai berikut:

VUL = D Lo fl= ) |If G = FGrl + f Gia) = FG|
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= > 1F(©) = F=DI+ 1D = fFOI]
i=1

= 0% = (=1 + 1% — 0|

=1+1=2

VP [L2D = ) A fl = ) 1fGe) — f o

=1 =1

=D @ -l
i=1

=122 — 12|

=4-1=3
Dari hasil penghitungan di atas diperoleh bahWigf;P;[—1,2]) =5 dan
V(f;P;[-1,1]) + V(f; P;[1,2]) = 2+ 3 = 5. Dengan demikian berarti bahwa
nilai V(f; P; [-1,2]) = V(f; P;[-1,1]) + V(f; P;[1,2]). Jadi, terbukti bahwa

V(f; P;[=12]) = V(f; P; [-1,c]) + V(f; P; [c, 2]

Teorema 3.2.6. Jika fungsif monoton padda, b], makaf bervariasi terbatas
padala, b].

Bukti:

Fungsi monoton terbagi atas dua kelompok, ialaggumonoton naik dan fungsi
monoton turun. Pertama, akan dibuktikan bahwa fumgsoton naik bervariasi
terbatas. Misalkaif fungsi monoton naik, maka untuk setiap panisia; f > 0,

sehingga
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Zn: | & fl = zn:|f(xi) — f(xi-1)|
i1 i=1

= > G = £ )]
i=1

L

=f() - f(a)
Jadi untuk setiap € ¢[a,b] : Y=, | A; fl = f(b) — f(a), dan ini berarti fungsi
f bervariasi terbatas pafia b].
Yang kedua, akan dibuktikan bahwa fungsi monotamrtwbervariasi terbatas.
Misalkan f fungsi monoton turun, maka untuk setiap parfsia; f <0,
sehingga

i | Acfl = iv(xi_l) ~ )

i=1 i=1

= D IF @) = fGi)l
i=1

= > 1fG) = f o))
i=1

L

=f() - f(a)
Jadi untuk setiapp € ¢[a,b] : X, | A; f| = f(b) — f(a), dan ini berarti fungsi
f bervariasi terbatas pafia b].
karena fungsf monoton naik dan monoton turun bervariasi terbpsaa interval
[a, b], padahal fungsi monoton naik dan monoton turunupegtan bagian dari
fungsi monoton, dengan demikian fungidvervariasi terbatas pada interjalb].

Berikut contoh ilustrasi teorema di atas.
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Contoh 3.2.7. Selidiki apakah fungsf(x) = x2,1 < x < 2 bervariasi terbatas.
Penyelesaian

Karena f'(x) = 2x > 0, untuk 0 < x < 2 maka f monoton naik pada selang
[0,2]. Sedangkan untuk-1 <x <0, nilai f'(x) = 2x < 0 maka f monoton
turun pada selanf-1,0], sehingga menurut Teorema 3.2ngsi f bervariasi

terbatas padpg-1,2].

Akibat Teorema 3.2.6. 3.2.8.
1. Jikaf monoton naik pada selafg, c] dan monoton turun pada seldagb],

maka fungsif bervariasi terbatas pada seldagp].
2. Jika f fungsi monoton bagian demi bagian pada selang], maka fungsi

bervariasi terbatas pafia, b].
Bukti:
Misal P = {x,, x4, X5, ..., X, } partisi sebarang dari selapg b];

[a; f1 = 1f(e) = fOoDl = f(x) — f(xi-1)
Ambil partisi P; untuk [a, c], partisiP, untuk [c,b] denganc € P, danc € P,,
Sehingga
Py U Py, = {xg, X1, X, <o) Xon» Xna1s - r» Xn }
Karena fungsf monoton naik pada selaf@, c] dan monoton turun pada selang
[c, b], maka
la: fl=1fGe) = fFOa-Dl = fF(x) = fxi-1), i = 1.2, ., m
la: fl = 1f G- = fFOD = fg) = fx),i=m+1,m+2,...,n

Sehingga
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Dsefl = Y G = Frl + 1f G = FG|
i=1 i=1

= D 11FG) = D] + 1FGi) = F)]
i=1

= 1fCem) = F o)l + |f Cem) — O
= |f(c) — f(@| + |f(c) — f(b)
=1f(c) = f@|+1f() - f(c)
= f(c) — f(a) + f(b) — f(c)
= —f(a) + f(b)
=f(b) - f(a)
Jadif adalah bervariasi terbatas d&f; P; [a, b]) = £(b) — f(a).

Teorema 3.2.9. Jika fungsif kontinu padda, b] danf’ terbatas padéa, b), maka
fungsif bervariasi terbatas pafia b].
Bukti:
Karenaf’ terbatas padéa, b) sesuai dengan definisi keterbatasan fungsi, maka
terdapat bilangan konstah > 0 sedemikian hingga berlaku

If' Gl <M
Akan dibuktikan bahwa terdapat sebarang bilanga ¥ > 0 sedemikian
hingga berlaku V(f;P;[a,b]) < M'. Misal P = {xq,x1,%s, ., Xn_1,%n}
merupakan partis[a, b]. Maka dengan teorema nilai rata-rata untuk masing-
masingi = 1,2,3, ..., n terdapat; € (x;_,, x;) sedemikian hingga

Aif = fx) = fGa-1) = £/ (= xi-1).
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Kesimpulannya ialah

|f ) = fCei—Dl = 1f DI Ce = xi- )] < MIxg — x4

Dengan demikian

V(fiPila,bD) = ) A
i=1

= D IF @) = fGi))

g

|f e O = x3-4)

,.
1l
[

-

< ) MG — i)
=1
n
= M ) 10— xy)|
i=1
= M(b — a)

Sehingga dapat diketahui bahwé(f; P; [a,b]) < M(b —a) = M'. Hal ini
berartif bervariasi terbatas pafia b].

Contoh 3.2.10. Diberikan fungsif(x) = 3x* — 56x3 + 336x% — 768x + 1100
di [0,10]. Periksalah apakah fungsitersebut bervariasi terbatas.
Penyelesaian

Fungsi tersebut di atas mempuyai turunan pertaria ya

f'(x) = 12x3 — 168x? + 672x — 768
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dengan |f'(x)] < |f'(10)| = 1152 untuk x € [0,10]. Hal ini sesuai denge
teorema 3.2.9.bahwa f adalah bervariasi terbatas di0,10] dengan
V(f; P;[0,10]) < 1152(10 — 0) = 11520.

Mengingat graf fungsf sebagai berikut:

1,100
1,000 —
=00 —
200
FO0—
E00—
S00—
400 —
00—
200—

100 —

Gambar 3.2.1. Grafik Fungsi
Dari gambadi atas jelas bahwf memiliki lokal ekstrim pad&, 4 dan 8. Dengan
demikian total variasf dengan menggunakan partisberdasarkan lokal ekstri

yaitu P = {0,2,4,8,10} adalal
n

V(P [0,10D) = ) [Af]
i=1

=1fO) —-f@I+I1fQ)=f@DI+1f4) - f@®]+f(®) — f(10)]
= |1100 — 508| + |508 — 588| + |588 — 76| + |76 — 1020|

= 2128.
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Akibat Teorema 3.2.9. 3.2.11. Jika fungsif mempunyai turunan pertama yang
kontinu padda, b], maka fungsf bervariasi terbatas pafia b].

Meskipun demikian, keterbatasfihbukan syarat perlu agérbervariasi terbatas.

Sebagai contoh, ambji(x) = x3. Fungsi ini bervariasi terbatas pada setiap selang
[a, b], karena fungsi ini monoton padla, b]. Tetapilim,_,, f'(x) = o, jadi f’

tak terbatas di sekitar nol.

Teorema 3.2.12. Jika f bervariasi terbatas pada, b], makaf terbatas pada
[a, b].
Bukti:
Misalkanx € (a, b) sebarang, karerfabervariasi terbatas pada b] sedemikian
hinggaV (f; P) < M untuk setiapP € ¢[a, b] denganM > 0 merupakan suatu
bilangan real. Akan dibuktikan bahwa terdapat smi@rbilangan reaM’ > 0
sedemikian hingga berlaklf (x)| < M’. Dengan menggunakan partigi=
{a, x, b} diperoleh
lf G = 1f() = fla) + f(a)]

<If0) - fl@l +If (@]

Slf@l+1f(x) = fl@l +1f () — f(x)]

<If@I+V({;P)

<lf@l+M
Dengan demikian dapat diketahui bah\dx)| < |f(a)| + M = M'. Dan ini

berartif terbatas padgz, b].
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Contoh 3.2.13. Diberikan fungsif(x) = x* bervariasi terbatas pad@,2].
Periksalah apakaghjuga terbatas pada,2].
Penyelesaian
Diketahui fungsif(x) = x* bervariasi terbatas pada1,2]. Akan ditunjukkan
bahwalf (x)| < M untuk bilangan konstal > 0. Dengan menggunakan partisi
P = {0, x, 2} diperoleh
lf GOl = 1f () = fF(=D) + f(=1)

SIfG) = fEDI+ DI

< IfEDI+HIFG) = FEDI 1R - FOOI

< D2+ +22 = f(x)

<Sf)-f)+1+4
<5

Dengan demikian terdapat bilangdn= 5 sedemikian hingga berlakfi(x)| < 5

sehingga terbukti bahw&(x) terbatas pada intervdl1,2].

3.3. Tinjauan Agama Berdasar kan Hasil Pembahasan.

Akal merupakan suatu anugrah yang amat besar kiveroleh Allah
SWT. kepada umat manusia. Dengan kemampuan akamgausia dapat
mengenal dirinya, dunianya, dan Rabbnya dan jugatdaemahami segala yang
dapat dipahaminya, seperti perhitungan matematigkokppokok pemikiran
sehingga dapat menbedakan segala hal yang bailbwak. Hal inilah yang
menjadi pokok pertimbangan dijadikannya manusiaagabkhalifah di bumi,

yaitu sebagai pengelola dan pembangun. Oleh kayaparAl-Qur'an
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memerintahkan manusia untuk mengunakan akalnyagaebsarana untuk
berfikir, sebagaimana firman Allah SWT. dalam Q8.Iran ayat 190:
8T N 60 iy s eyt als 3 7y
Artinya: “Sesungguhnya dalam penciptaan langit d&mi, dan silih bergantinya
malam dan siang terdapat tanda-tanda bagi orangrgrgang berakal”.

Dalam tafsir Al-Maraghi penjelasan ayat 190 dsaddalah sesungguhnya
dalam tatanan langit dan bumi serta keindahan naenkidan keajaiban ciptaan
Allah dengan silih bergantinya siang dan malam rseteratur sepanjang tahun
yang dapat dirasakan secara langsung pengaruhmgatpbuh manusia karena
pengaruh panas matahari, dinginnya malam dan pemgga yang ada dalam
dunia flora dan fauna dan sebagainya merupakan tanda bukti keesaan, Allah
kesempurnaan pengetahuan dan kekuasaannya. SeddoigikaAlbab adalah
orang-orang yang mau menggunakan pikirannya untwagambil faedah
darinya, mengambil hidayah darinya, mengambarkaglegan Allah dan mau
mengingat hikmah akal dan keutamaannya.

Jika pada QS. Ali Imron ayat 190 tersebut dikaitkemgan pembahasan
secara matematis, berfikir adalah kata lain dars@s penalaran. Proses penalaran
merupakan aspek yang paling penting dalam bahasaysif bervariasi terbatas
yang merupakan bagian dari analisis matematika.itddtarena dalam analisis
matematika lebih menekankan pada pengembangan fkodasar dan teori
sehingga proses penalaran penting digunakan unarkp@roleh prinsip-prinsip
yang berupa definisi, aksioma, teorema serta petignyla. Pembuktian dalam

analisis matematika mempunyai peranan yang perdadgm pengembangan
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konsep dan teori tersebut. Tanpa adanya pembudtéilrm analisis matematika,
maka suatu teori tidak akan diterima.

Jika dikaitkan dengan kajian agama Islam, hal egpad direlevansikan
dengan Al-Qur'an yang menyebutkan bahwa kebenaratusimu pengetahuan
tidak cukup hanya dengan bentuk ucapan, dan tuiajn tetapi perlu dibuktikan.

Allah berfirman dalam surat Al-Bagarah : 111 selbagakut :

G 8 astl 2 oai 3 50 0 2 ) ASTT R T 1,06

Artinya: “Dan mereka (Yahudi dan Nasrani) berkat&ekali-kali tidak akan
masuk surga kecuali orang-orang (yang beragama) udahatau
Nasrani’. demikian itu (hanya) angan-angan merekang/ kosong
belaka. Katakanlah: ‘Tunjukkanlah bukti kebenaranrnika kamu
adalah orang yang benar™.

Para ahli kitab, baik Yahudi maupun Nasrani, merakaganggap bahwa
tidak akan masuk surga terkecuali golongan merekdis. Untuk menolak dan
membatalkan anggapan mereka yang hanya berupa-angan yang timbul dari
khayalan mereka sendiri, anggapan bahwa yang bgkiomgan mereka akan
terjerumus ke dalam siksa dan tidak memperoleh ailsadikitpun. Dalam ayat
tersebut Allah SWT. seakan-akan meminta bukti katsn yang menguatkan
anggapan mereka dengan menunjukkan bukti-bukti hangr sehingga apa yang
didakwakan mereka adalah benar. Dan meskipun tardaptunan untuk dapat
menunjukkan bukti-bukti kebenaran, namun makna alat tersebut menyatakan
bahwa ketidakbenaran dakwaan mereka karena tidat slaenunjukkan bukti-

bukti kebenarannya. Dalam ayat ini terdapat isybeditwa suatu pendapat yang

tidak didasarkan bukti-bukti yang benar maka tidlin diterima.
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Oleh karena itu, suatu pendapat yang tidak dapaktkan kebenarannya
bukanlah masuk dalam tatanan ilmu pengetahuan mkealai hanya sebuah
persangkaan yang tidak ada manfaatnya bagi keben&ebagaimana firman

Allah SWT. dalam surat An-Najm ayat 28, sebagaikiogr

P

A e O co
ot G e 52 Y SRIT01 SRITNIOaE of sl e e o U
Artinya: “Dan mereka tidak mempunyai sesuatu pealgeanpun tentang itu.
mereka tidak lain hanyalah mengikuti persangkaandagg
Sesungguhnya persangkaan itu tiada berfaedah ¢pdikiterhadap
kebenaran”.
Bahkan Allah SWT. menggolongkan orang-orang Yyangngik@ti

persangkaan ke dalam golongan yang sesat dalamNg& Dalam Al-Qur'an

surat Al-An’am ayat 116 Allah SWT. Berfirman,

M-

9 b8 of A qu&—bl@fﬂ‘\_swf—%‘d@ud

s 2 '“?/., 4 -
Artinya: “Dan jika kamu menuruti kebanyakan orangrog yang di muka bumi
ini, niscaya mereka akan menyesatkanmu dari jaldehAmereka tidak

lain hanyalah mengikuti persangkaan belaka, dan ekertidak lain
hanyalah berdusta (terhadap Allah)”.

Al-khursu‘dusta’menurut Yusuf Qardhawi, ialah segala ucayamg didasarkan
atas persangkaan dan perkiraan belaka. Dikatakestad bagi orang yang
berkeyakinan, baik itu sesuai dengan kenyataan amatigak, ia mengatakannya
tidak didasarkan atas ilmu, tetapi didasarkan p¢sisangkaan dan perkiraan saja.
Orang yang telah melakukan perbuatan demikiandisgakan sebagai pendusta

atau pembohong. Meskipun yang diucapkannya iturbena
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Oleh karenanya, Allah SWT. berfirman dalam Al-Quar'surat Al-Israa’

ayat 36,

. . Z . /a}aﬂ//ﬂs.d P ) /,/‘,{C’ - - .
25 08 ATyl 8 3154l Tl ATl e < 0 ST G ais Y3

4
Z s

Y)i.’m

Artinya: “Dan janganlah kamu mengikuti apa yang kartidak mempunyai
pengetahuan tentangnya. Sesungguhnya pendengagaglilpatan dan
hati, semuanya itu akan diminta pertanggungan jawah

N
(&l

Dalam ayat di atas secara tegas Allah SWT. melanarag-Nya untuk mengikuti
dan melakukan suatu perbuatan tanpa ada landasanpéngetahuan. Suatu
perbuatan tanpa berlandaskan ilmu pengetahuan hakga membuahkan
kesesatan dan akan menjurus pada perbuatan yangakeDengan demikian
dalam Islam menuntut akal untuk berfikir secaraalmyaitu berfikir secara hati-
hati, teliti dan berdasarkan bukti yang benar sgfana dapat menghasilkan ilmu
pengetahuan baru.

Suatu fungsi bervariasi terbatas dapat direpresiéara kepada manusia
sebagai khalifah di bumi dengan fungsi akalnya y&erpatas. Dimana umat
manusia dengan akalnya memiliki kemampuan yangabiesi dalam mengelola
dan membangun alam dan seluruh isinya bergantyaglisenana akal mampu
menangkap ilmu pengetahuan. Hal ini Karena meskipkal mempunyai
kemampuan yang besar untuk menangkap ilmu pengatagerta menghasilkan
ilmu pengetahuan yang baru. Kemudian juga kemanmmyaa untuk
membedakan mana yang hakiki dan mana yang pradighjuga tidak terjaga
dari kesalahan dalam memahami dan menghasilkanatsesiKarena ia

dipengaruhi oleh ketergesa-gesaan, kesombongarg hawsu, dan lingkungan
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sekitarnya baik itu pengaruh baik atau buruk. #msa membuat akal tidak dapat
menangkap kebenaran dan menyalahi jalan yang ldasmsmenyangka apa yang
dilakukan adalah baik, tetapi pada hakekatnya adalauk.

Akal juga menyadari, wilayah yang dapat dimasukingebatas. Akal
hanya dapat memahami sedikit dari sisi-sisi alarm dan ia juga hanya
mengetahuai aspek luar dari sesuatu sedangkandiaiakiidak mengetahuinya.
Hal ini karena disamping akal yang terbatas, manwhsertai juga dengan
kemapuan panca indra dengan segala keterbatasaseperti penglihatan
pendengaran dan lain-lain yang merupakan penghulaumgra diri manusia
dengan dunia luar.

Oleh karena itu, akal membutuhkan teman yang dapatuntunnya
menuju kebenaran sehingga ia tidak tergelincir. gaen penolong ini akal
manusia akan mengetahui apa yang belum diketalmumggnyelamatkannya dari
kebingungan, serta memberikan ketenangan dan kelrendeman yang
membantu ini adalah wahyu llahi, yang diberikanaAlISWT, melalui Rasul-
Rasul-Nya, yang terangkum dalam risalah penutumiyakQur'an Al-Karim
yang merupakan petunjuk bagi manusia. Di dalamaydapat banyak petunjuk
bagaimana cara menggunakan akal untuk berfikir raedmiah, yang mana
dengannya manusia dapat menangkap ilmu pengetalseaingga dapat
membangun dunia serta dapat menjalankan fungsielyags khalifah di muka
bumi sesuai dengan yang diridlai Allah SWT.

Berdasarkan paparan di atas, ternyata konsep dat@mpelajari

matematika yang merupakan cabang dari ilmu algaing, sesuai dengan
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konsep-konsep yang ada dalam Al-Qur'an. Hal innumgukkan bahwa Islam
tidak bertentangan dengan ilmu pengetahuan. Kaag@ana yang hak adalah
agama yang diridloi oleh Allah SWT, yakni Islameb@gaimana firman Allah

SWT. dalam surat Al-Maa’idah ayat 3 yang berbunyi,

T ST &y a2 ELET 1K 38T ELET T

Artinya: "...pada hari ini telah Kusempurnakan uktdiamu agamamu, dan telah
Ku-cukupkan kepadamu nikmat-Ku, dan telah Ku-ridiséam itu Jadi
agama bagimu....".

Jadi dengan mempelajari matematika, selain melatih untuk untuk bersikap
sabar, teliti dan tidak tergesa-gesa dalam melakskatu perbuatan, juga dapat
menambah keimanan dan ketagwaan. Karena apa yangledam matematika

juga sejalan dengan apa yang ada dalam Al-Quran.



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesmpulan
Jika f merupakan fungsi bervariasi terbatas pada interval [a, b] dengan P
adalah domain dari f yang berupa suatu partisi selang [a, b], maka fungsi
f ¢ [a,b] — R memiliki struktur dan sifat sebagai berikut:
1. Struktur Fungsi Bervariasi Terbatas Pada Interval [a, b]:
e Jka P, dan P, dua partis dari [a,b] dengan P; S P,, maka
V(f; Py; la, b]) < V(f; Py;[a, b))
e JkaP; dan P, dua partis sembarang dari [a, b], maka ada suatu partisi P
dari [a, b] sehingga
V(£; P; [a,b]) = max{V(f; P;;[a,b]), V(f; P,; [a,b])}
* Misal diberikan f: 1 —» R dan andaikan c € 1. Maka
V(£ P;[a,b] ) = V(£ P; [a,c]) + V(£ P; [c,b] )
2. Sifat Fungs Bervarias Terbatas Padalnterval [a, b]:
» Jkafungs f monoton pada [a, b], makaf bervariasi terbatas pada [a, b].
» Jkafungs f kontinu pada[a, b] dan f' terbatas pada (a, b), maka fungsi
f bervariasi terbatas pada [a, b].
» Jkaf bervarias terbatas pada[a, b], maka f terbatas pada [a, b].
4.2. Saran
Selaku penulis dan pengamat, maka dalam hal ini ada beberapa saran yang

yang bisa diberikan demi kemguan dan perkembangan ilmu matematika di
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Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi UIN Maulana Malik Ibrahim

Malang.

4.2.1. Bagi Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi UIN Malang.

Pada hasil penelitian dalam skripsi yang dilakukan diharapkan dapat
menginformasikan dan memberikan ilmu, wawasan, serta pengetahuan kepada
lembaga akan pentingnya masalah fungs bervariasi terbatas. Karena konsep ini di
perlukan untuk menyelesaikan masalah integral Reimann-Stieltjes sehingga untuk
selanjutnya lembaga dapat memberikan bahasan tersebut di dalam bangku
perkuliahan.

4.2.2. Bagi Peneliti Selanjutnya.

Mengembangkan dan memperluas tema yang sudah diteliti dalam  skripsi
studi literatur ini, terutama ditekankan pada pembahasan bervariasi terbatas pada
Ruang EuclideR..

Atas perhatian dan kebijaksanaannya, sebelum dan sesudahnya penulis ucapkan

terimakasih.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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