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ABSTRAK 
 
 
 
Alimin, Shodiq. 2009. Kajian Semi Hasil Kali Dalam Pada Suatu Norma, 

Jurusan Matematika,  Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam 
Negeri (UIN) Maulana Malik Ibrahim Malang. Dosen Pembimbing: 
Hairur Rahman S.Pd, M.Si dan Munirul Abidin, M.Ag 

 
Kata kunci : Hasil Kali Dalam, Seminorma, Semi Hasil Kali Dalam 
 

Dalam aljabar linier, suatu vektor u dan v  pada ruang vektor V riil yang 
dihubungkan dengan perkalian titik ��, �� dan memenuhi (1) aksioma 
kehomogenan, (2) aksioma pemjumlahan, (3) aksioma simetris dan (4) aksioma 
definit positif, maka dikatakan hasil kali dalam. Seperti halnya pada pembahasan 
ruang vektor atau yang lainnya, hasil kali dalam juga mempunyai sub bagian dari 
hasil kali dalam yang disebut semi hasil kali dalam. Begitu pula dengan norma 
yang mempunyai sub bagian yang disebut seminorma. 

Penelitian ini dilakukan dengan tujuan untuk mendiskripsikan sifat atau 
aksioma yang menjadi perbedaan antara hasil kali dalam dan semi hasil kali 
dalam, dan menjelaskan tentang seminorma yaitu dengan memaparkan dan 
menjelaskan definisi, membuktikan kebenaran teorema-teorema yang berlaku 
pada semi hasil kali dalam dan seminorma. 

Berdasarkan hasil pembahasan skripsi ini, semi hasil kali dalam adalah 
fungsi ��, �� pada ruang veltor riil V yang memenuhi empat aksioma. Yaitu: 

1) ��� 	 �,
� � ���,�� 	 ��,�� 
2) ��, ��  0 untuk � � � 
3) |��, ��|� � ��, ����, �� 
4) ��, �� � ��, �� 

Seminorma dengan lambang yang hampir sama dengan norma hasil kali 
dalam, yaitu: ���. Akan tetapi nilai seminorma selalu positif dan tidal pernah nol. 

Maka jika suatu vektor u dan v  pada ruang vektor V riil yang dihubungkan 
dengan perkalian titik ��, �� adalah semi hasil kali dalam, maka vektor u dan v  
pada ruang vektor V riil tersebut juga memenuhi aksioma hasil kali dalam. 
Sedangkan jika vektor u dan v  pada ruang vektor V riil yang dihubungkan dengan 
perkalian titik ��, �� adalah hasil kali dalam, maka vektor u dan v  pada ruang 
vektor V riil tersebut belum tentu memenuhi aksioma semi hasil kali dalam.  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

   

1.1 Latar Belakang 

Al-Quran dan al-Hadits yang merupakan  tuntunan umat Islam dalam 

menjalankan roda kehidupan di dunia, dan sebagai maha sumber ilmu 

pengetahuan. Sebagaimana yang terdapat pada surat Al-Baqarah ayat 150:  

ôÏΒ uρ ß]ø‹ym |M ô_ t�yz ÉeΑuθ sù y7yγô_ uρ t�ôÜ x© Ï‰ Éfó¡ yϑ ø9 $# ÏΘ#t�ys ø9$# 4 ß] øŠ ymuρ $tΒ óΟçFΖä. (#θ —9 uθ sù 

öΝà6 yδθã_ ãρ … çν t�ôÜ x© āξy∞ Ï9 tβθ ä3tƒ Ä¨$̈Ψ=Ï9 öΝä3 ø‹n= tæ îπ¤fãm āωÎ) šÏ%©!$# (#θ ßϑn= sß öΝåκ ÷] ÏΒ Ÿξ sù 

öΝèδ öθ t±øƒ rB ’ ÎΤ öθt± ÷z $#uρ §ΝÏ? T{uρ  ÉLyϑ ÷è ÏΡ ö/ä3 ø‹n= tæ öΝä3 ‾=yè s9 uρ tβρß‰tG öηs? ∩⊇∈⊃∪  

    

Artinya: Dan dari mana saja kamu (keluar), Maka Palingkanlah wajahmu ke 
arah Masjidil Haram. dan dimana saja kamu (sekalian) berada, Maka 
Palingkanlah wajahmu ke arahnya, agar tidak ada hujjah bagi manusia 
atas kamu, kecuali orang-orang yang zalim diantara mereka. Maka 
janganlah kamu takut kepada mereka dan takutlah kepada-Ku (saja). 
dan agar Ku-sempurnakan nikmat-Ku atasmu, dan supaya kamu 
mendapat petunjuk. (Q.S Al-Baqarah:150) 

 

Ayat di atas menyebutkan bahwa Masjidil Haram merupakan kiblat 

daripada umat islam di seluruh isi bumi. Dengan artian semua umat islam 

mengarah pada Masjidil Haram. Apabila dihubungkan dengan vektor, maka 

kejadian tersebut termasuk vektor. Vektor itu mempunyai besaran dan arah. 

Dalam hal ini seseorang yang sedang melaksanakan sholat mempunyai suatu 

esensi di dalamnya. Dan itu bisa disebut besaran pada notasi vektor. Arah 

menghadap kiblat merupakan arah dalam notasi vektor. 

Vektor sering dipergunakan dalam banyak cabang matematika murni dan 

matematika terapan serta dalam ilmu fisika dan teknik. Kita lihat dalam ilmu 
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mekanika, suatu tenaga yang bekerja pada suatu benda. Ada 2 hal pokok yang 

mempengaruhi tenaga benda tersebut yaitu : besarnya atau kuatnya tenaga itu 

yang disebut magnitude, dan arah pada tenaga itu yang arahnya bisa lurus atau 

miring ke kanan atau miring ke kiri yang terlihat dari sudutnya. (Assauri, 1980:6) 

Dalam ilmu matematika, vektor bisa disajikan secara geometris sebagai 

ruas garis berarah atau panah dalam ruang berdimensi-2 dan ruang berdimensi-3, 

arah panah menentukan arah vektor, dan panjang panah menentukan besarnya. 

Ekor dari panah tersebut disebut titik pangkal vektor, dan ujung panah disebut 

titik ujung vektor. (Suminto, 2000:153-154) 

Hasil kali dalam pada ruang vektor riil V adalah fungsi yang 

mengasosiasikan bilangan �� , �� dengan masing-masing pasangan vektor u dan v 

pada V yang memenuhi aksioma-aksioma hasil kali dalam. sebuah ruang vektor 

riil dengan sebuah hasil kali dalam dinamakan ruang hasil kali dalam riil. 

(Suminto jilid 2, 2000:17) 

Seperti halnya pada pembahasan ilmu aljabar yang lainnya, suatu ruang 

vektor mempunyai sub ruang vektor dan suatu ring juga mempunyai sub ring. 

Dari kajian dan fenomena seperti di atas, penulis ingin mengkaji lebih dalam 

tentang sub dari hasil kali dalam. Dan penulis memberi judul pada penelitian ini 

dengan judul Semi Hasil Kali Dalam pada Suatu Norma. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Dari uraian latar belakang tersebut, penulis merumuskan masalah dalam 

penelitian skripsi ini adalah sebagai berikut: 
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1. Bagaimana hubungan antara hasil kali dalam dengan semi hasil kali 

dalam? 

2. Bagaimanakah norma pada semi hasil kali dalam? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah yang dikaji sebelumnya, maka tujuan 

penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mendiskripsikan hubungan antara hasil kali dalam dan semi hasil kali 

dalam dengan konsep yang menghubungkan antara keduanya.  

2. Mendiskripsikan norma pada semi hasil kali dalam.  

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari pembahasan masalah ini adalah sebagai berikut: 

1. Manfaat bagi Penulis 

 Untuk memperdalam dan mengembangkan wawasan disiplin 

ilmu yang telah dipelajari tentang ilmu aljabar terutama tentang semi 

hasil kali dalam pada suatu norma. 

2. Manfaat bagi instansi 

 Sumbangan pemikiran sebagai kontribusi nyata terhadap 

Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri (UIN) 

Maulana Malik Ibrahim Malang. 

3. Manfaat bagi Pembaca 

 Sebagai tambahan wawasan dan informasi tentang semi hasil 

kali dalam pada suatu norma. 
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1.5 Batasan Masalah 

Agar kajian ini tidak terlalu luas pembahasannya, maka kami membatasi 

masalah kajian ini adalah ruang semi hasil kali dalam pada ruang norma pada 

bilangan riil. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang kami pakai untuk menyelesaikan masalah di atas 

adalah metode kepustakaan. Kegiatan penelitian hampir semuanya selalu bertolak 

dari ilmu pengetahuan yang sudah ada sebelumnya. Pada semua ilmu 

pengetahuan, ilmuwan selalu memulai penelitiannya dengan cara mengutip apa-

apa yang sudah dikemukakan ahli lain. Peneliti memanfaatkan teori-teori yang 

ada di buku atau hasil penelitian untuk kepentingan penelitiannya. (Hasan, 

2002:45) 

Adapun langkah-langkah yang ditempuh oleh penulis untuk 

menyelesaikan penelitian ini adalah: 

1) Tahap pertama yang kami lakukan untuk penelitian ini adalah 

mendefinisikan semi hasil kali dalam. 

2) Selanjutnya kami akan mencari kedudukan semi hasil kali dalam 

pada ruang norma. 

3) Tahap ketiga adalah mencari hubungan antara semi hasil kali 

dalam dengan hasil kali dalam. 
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1.7 Sistematika Penelitian 

Agar dalam pembahasan penelitian ini sistematis, maka penulis menyusun 

sistematika penulisan sebagai berikut : 

BAB I   : Pendahuluan 

  Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, 

tujuan pembahasan, manfaat penelitian, batasan masalah, 

metode penelitian dan sistematika pembahasan. 

BAB II : Kajian pustaka 

  Kajian pustaka berisi tentang definisi dan teorema. 

BAB III   : Pembahasan 

  Pembahasan berisi kajian tentang semi hasil kali dalam pada 

suatu norma. 

BAB IV  :  Penutup 

  Penutup berisi kesimpulan dan saran. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Vektor 

Vektor bisa disajikan secara geometris sebagai ruas garis berarah atau 

panah dalam ruang berdimensi-2 dan ruang berdimensi-3. Arah panah 

menentukan arah vektor, dan panjang panah menentukan besarnya. Ekor dari 

panah tersebut disebut titik pangkal vektor, dan ujung panah disebut titik ujung 

vektor. Vektor ditulis dengan huruf kecil tebal (misalnya, a, k, v, w, dan x). 

Ketika kita bicara vektor maka kita juga akan menyebut bilangan sebagai skalar. 

Semua skalar adalah bilangan riil dan dinyatakan dengan huruf kecil miring 

(misalnya, a, k, v, w, dan x).  

Misalnya kita definisikan vektor v mempunyai titik pangkal A dan titik 

ujung B, maka dituliskan ���������.(Gambar 2.1) (Anton, 2000:153-154) 

 

 

 

 

  

2.2 Operasi Vektor 

Definisi 2.2.1 Operasi Jumlah (Suminto jilid 1, 2000:154) 

Jika v dan w adalah dua vektor sebarang, maka jumlah v + w adalah 

vektor yang ditentukan sebagai berikut: Letakkan vektor w sedemikian 

B 

A 

Gambar 2.1 Vektor ��������� 
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sehingga titik pangkalnya bertautan dengan titik ujung v. Vektor v + w 

disajikan oleh panah dari titik pangkal v ke titik ujung w (Gambar 2.2). 

 

 

 

   

 

Definisi 2.2.2 Operasi Selisih (Suminto jilid 1, 2000:155) 

Jika v  dan w adalah dua vektor sebarang, maka selisih w dari v 

didefinisikan sebagai � � � � � 	 
��� (Gambar 2.3) 

 

 

 

 

Definisi 2.2.3 Hasil Kali Skalar (Suminto jilid 1, 2000:156) 

Jika v  adalah suatu vektor tak-nol dan k adalah suatu bilangan real tak-

nol (skalar), maka hasil kali kv didefinisikan sebagai vektor yang 

panjangnya || kali panjang v dan yang arahnya sama dengan arah v jika 

 � 0 dan berlawanan arah dengan v jika  � 0. Kita definisikan � � 0 

jika  � 0 atau � � 0. 

Contoh 2.2.4 (Suminto jilid 1, 2000:160) 

Jika � � 
1, �3, 2� dan � � 
4, 2, 1� maka 

� 	 � � 
1 	 4, 
�3� 	 2, 2 	 1�  

Gambar 2.2 Vektor v + w 
 

v 
 

w 
 

v + w 
 

v 
 
w 
 

-w 
 

v  - w 
 

Gambar 2.3 Vektor � �� 
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� 
5, �1, 3�  
    �� � 
�4, �2,�1�  
� � � � � 	 
���  

� 
1 	 
�4�, 
�3� 	 
�2�, 2 	 
�1��  
� 
�3,�5, 1�  

�� � 2
1, �3,2� � 
2, �6, 4�  
 

2.3 Ruang Vektor 

Definisi 2.3.1 Ruang Vektor (Suminto, 2000:268 ) 

Diberikan V sebarang himpunan tak-kosong dari objek dimana dua 

operasi didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian dengan skalar 

(bilangan). Yang dimaksud dengan penjumlahan adalah suatu aturan 

yang menghubungkan setiap pasangan objek u dan v dalam V dengan 

suatu objek � 	  �  yang disebut sebagai jumlah u dan v, yang dimaksud 

dengan perkalian skalar adalah suatu aturan yang menghubungkan setiap 

skalar k dan setiap objek u dalam V dengan objek ku, yang disebut 

perkalian skalar dari u dengan k. Jika aksioma berikut ini dipenuhi oleh 

semua objek u, v, w dalam V dan semua skalar k dan l, maka kita sebut V 

sebagai ruang vektor dan kita sebut objek dalam V disebut sebagai vektor. 

1) Jika u dan v  adalah objek-objek dalam V, maka u + v berada 

dalam V. 

2� � 	  � �  � 	  �    (Komutatif) 
3� � 	 
� 	  ��  �  
� 	  �� 	  �    (Assosiatif penjumlahan) 
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4) Ada suatu objek 0  dalam V, yang disebut suatu vektor nol untuk 

V, sedemikian sehingga � 	  � �  � 	  � �  �  untuk semua u 

dalam V . 

5) Untuk setiap u dalam V, ada suatu objek – u dalam V, yang 

disebut negatif dari u, sedemikian sehingga � 	 
� ��  �
 
� ��  	  � �  �. 

6) Jika k adalah sebarang skalar dan u adalah sebarang objek dalam 

V, maka ku ada dalam V. 

7� 
� 	  ��  �  � 	  �  (Distributif kiri)  
8)  
 	  ��� �  � 	  ��  (Distributif kanan) 

9� 
���  �  
��
��   (Assosiatif Perkalian) 
10)  1 � �  � 

Contoh 2.3.2 (Suminto, 2000:269-270) 

Tunjukkan bahwa himpunan V dari semua matriks 2 x 2 dengan anggota 

bilangan riil merupakan suatu ruang vektor jika penjumlahan vektor 

didefinisikan sebagai penjumlahan matriks dan perkalian skalar vektor 

didefinisikan sebagai perkalian skalar matriks. 

Penyelesaian. 

Diberikan � � � !!  !" "!  ""#, � � �$!! $!"$"! $""# dan � � �%!! %!"%"! %""# adalah 

objek dalam V 

Aksioma 1) kita tunjukkan bahwa � 	  � adalah suatu objek dalam V, 

yaitu harus ditunjukkan bahwa � 	  � adalah suatu matriks 2 x 2. Itu 

terbukti dari definisi penjumlahan matriks, karena 
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� 	  � � � !!  !" "!  ""# 	 �$!! $!"$"! $""# � � !! 	 $!!  !" 	 $!" "! 	 $"!  "" 	 $""#  

Jadi terbukti bahwa � 	  � adalah suatu objek dalam V. 

Aksioma 2), Komutatif 

� 	  � � � !!  !" "!  ""# 	 �$!! $!"$"! $""# � � !! 	 $!!  !" 	 $!" "! 	 $"!  "" 	 $""#  

� �$!! 	  !! $!" 	  !"$"! 	  "! $"" 	  ""# � �$!! $!"$"! $""# 	 � !!  !" "!  ""#  

� � 	 �  

Jadi terbukti komutatif 

Aksioma 3), Assosiatif penjumlahan 

� 	 
� 	  �� � � !!  !" "!  ""# 	 �$!! 	%!! $!" 	%!"$"! 	%"! $"" 	%""#  

� � !! 	 $!! 	%!!  !" 	 $!" 	%!" "! 	 $"! 	%"!  "" 	 $"" 	%""#  

� � !! 	 $!!  !" 	 $!" "! 	 $"!  "" 	 $""# 	 �%!! %!"%"! %""#  

� 
� 	  �� 	 �  

Jadi terbukti Assosiatif penjumlahan 

Aksioma 4), Ada suatu objek 0  dalam V, sedemikian sehingga � 	  � �
 � 	  � �  �  untuk semua u dalam V. 

kita definisikan objek � dalam V sebagai berikut 

� � �0 0
0 0#  

Maka  

� 	 � � �0 0
0 0# 	 � !!  !" "!  ""# � � !!  !" "!  ""# � �  

Demikian pula � 	 � � � 
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Jadi terbukti terdapat suatu objek 0  dalam V, sedemikian sehingga 

� 	  � �  � 	  � �  �  untuk semua u dalam V. 

Aksioma 5), Terdapat suatu objek – u dalam V, yang disebut negatif dari 

u, sedemikian sehingga � 	 
� ��  �  
� ��  	  � �  �. 

 kita definisikan objek �� dalam V sebagai berikut 

�� � �� !! � !"� "! � ""#  
Maka  

� 	 
��� � � !!  !" "!  ""# 	 �� !! � !"� "! � ""#  

� � !! �  !!  !" �  !" "! �  "!  "" �  ""#  

� �0 0
0 0# � �  

Jadi terbukti terdapat suatu objek – u dalam V, yang disebut negatif dari u, 

sedemikian sehingga � 	 
� ��  �  
� ��  	  � �  �. 

Aksioma 6), Jika k adalah sebarang skalar dan u adalah sebarang objek 

dalam V, maka ku ada dalam V. 

untuk k sebarang skalar sehingga ku adalah matriks 2 x 2 

� �  � !!  !" "!  ""# � & !!  !" "!  ""'  

Jadi terbukti jika k adalah sebarang skalar dan u adalah sebarang objek 

dalam V, maka ku ada dalam V. 

Aksioma 7),  Distributif kiri  


� 	  �� �  � !! 	 $!!  !" 	 $!" "! 	 $"!  "" 	 $""#   
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� &
 !! 	 $!!� 
 !" 	 $!"�
 "! 	 $"!� 
 "" 	 $""�'  

� & !! 	 $!!  !" 	 $!" "! 	 $"!  "" 	 $""'  

� & !!  !" "!  ""' 	 &$!! $!"$"! $""'  

� � 	  �  

Jadi terbukti distributif kiri 

Aksioma 8),  Distributif kanan 


 	  ��� � 
 	  �� � !!  !" "!  ""#  

� &
 	  �� !! 
 	  �� !"
 	  �� "! 
 	  �� ""'  

� & !! 	 � !!  !" 	 � !" "! 	 � "!  "" 	 � ""'  

� & !!  !" "!  ""' 	 &� !! � !"� "! � ""'  

� � 	  ��  

Jadi terbukti distributif kanan 

Aksioma 9), Assosiatif Perkalian 


��� �  &� !! � !"� "!  ""'  

� &� !! � !"� "! � ""'  

� � � !!  !" "!  ""#  
� 
��
��  

Jadi terbukti Assosiatif Perkalian 
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Aksioma 10), terdapat skalar 1 sehingga 1 � �  � 

1 � �  1 � !!  !" "!  ""# � �  

Jadi terbukti terdapat skalar 1 sehingga 1 � �  � 

Karena memenuhi kesepuluh aksioma ruang vektor, maka himpunan V 

dari semua matriks 2 x 2 dengan anggota bilangan riil merupakan suatu 

ruang vektor. 

Teorema 2.3.3 (Bondan, 1998:106-107) 

Jika V adalah ruang vektor dan x adalah sebarang elemen dari V, maka 

1) 0. ) � � 

2) ) 	 * � � berakibat * � �) (artinya, invers penjumlahan dari 

x adalah tunggal) 

3) 
�+�) � �) 

Bukti. 

1) 0. ) � �  

Diberikan  

) � 1. )   Aksioma 10 ruang vektor  

� 
1 	 0�)  Aksioma 4 ruang vektor 

� 1. ) 	 0. )  Aksioma 8 ruang vektor 

� ) 	 0. )  Aksioma 10 ruang vektor 

Jadi 

,– ). 	 ) � 
�)� 	 
) 	 0. )� Subtitusi x = x + 0.x 

� ,
�)� 	 ). 	 0. )  Aksioma 3 ruang vektor 

� � � 	 0. )   Aksioma 5 ruang vektor 



14 
 

� � 0. )   Aksioma 4 ruang vektor  

2) ) 	 * � � berakibat * � �) (artinya, invers penjumlahan dari 

x adalah tunggal) 

Misalkan bahwa ) 	 * � �, Maka 

�) � �) 	 �    Aksioma 4 ruang vektor 

� �) 	 
) 	 *�  Subtitusi ) 	 * � � 

� 
�) 	 )� 	 *   Aksioma 3 ruang vektor 

� � 	 *    Aksioma 5 ruang vektor       

�) � *              Aksioma 4 ruang vektor 

3) 
�1�) � �)  

Ambil 0. ) � �, Maka 

� � 0. ) 

� 
1 	 
�1��)     Aksioma 4 ruang vektor 

� 1) 	 
�1�)    Aksioma 8 ruang vektor 

� � ) 	 
�1�)   Aksioma 10 ruang vektor   


�1�) � �)     Teorema ) 	 * � � berakibat * � �)  

Contoh 2.3.4 

Jika vektor ) � 
3,5� apakah memenuhi teorema 2.3.3 

1) 0. ) � � 

0. 
3,5� � 
0.3,0.5� � 
0,0� � �  

2) ) 	 * � � /0123/24 * � �)  

3,5� 	 * � 
0,0�  

5 � 
0,0� � 
3,5�  
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5 � 
0 � 3,0 � 5�  
5 � 
�3,�5� � �
3,5�  

3) 
�1�) � �)  


�1�
3,5� � 

�1�. 3, 
�1�. 5�  
� 
�3,�5� � �
3,5�  
 

2.4 Hasil Kali Dalam 

Definisi 2.4.1. Hasil Kali Dalam (Seymour, 2004:198) 

Misalkan V adalah ruang vektor real. Diberikan setiap pasangan vektor 

u,v 6 V terdapat bilangan riil dilambangkan dengan 7� , �8. Fungsi ini 

disebut hasi kali dalam riil pada V, jika memenuhi aksioma-aksioma 

berikut: 

1) (Sifat Linear): 7�+ 	 ��� , �8 � 7�+, �8 	 �7��, �8. 
2) (Sifat Simetris): 7� , �8 � 7� , �8. 
3) (Sifat Definit Positif): 7� , �8 9 0.;  dan 7� , �8 � 0 jika dan 

hanya jika � �  0. 

Ruang vektor V dengan hasil kali dalam disebut ruang hasil kali dalam. 

Dalam  buku (Suminto, 2000:18) Aksioma Sifat Linier dipecah menjadi 2 

bagian yaitu: Aksioma Kehomogenan dan Aksioma Penjumlahan yang 

didefinisikan sebagai berikut: 

7� , �8 � 7� , �8   Aksioma Kehomogenan 

7� 	 � , �8 � 7� ,�8 	 7� , �8  Aksioma Penjumlahan 
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Contoh 2.4.2  

Misalnya A B CD yang dilengkapi dengan operasi hasil kali dalam 

berbentuk: 

7�, �8 � 2 !$! 	  "$" 	 3 D$D, E�, � 6 A  

Tunjukkan bahwa W adalah ruang hasil kali dalam 

Jawab: 

Misalnya �, �,� 6 A 

1) 7�, �8 � 2 !$! 	  "$" 	 3 D$D  

� 2$! ! 	 $" " 	 3$D D  
� 7�, �8 Terbukti simetris 

2) 7� 	 �,�8 � 7
 ! 	 $!,  " 	 $",  D 	 $D�, 
%!, %", %D�8 
� 2
 ! 	 $!�%! 	 
 " 	 $"�%" 	 3
 D 	 $D�%D  

� 2 !%! 	 2$!%! 	  "%" 	 $"%" 	 3 D%D 	 3$D%D  

� 
2 !%! 	  "%" 	 3 D%D� 	 
2$!%! 	 $"%" 	 3$D%D�  
� 7� , �8 	 7� , �8 Terbukti penjumlahan 

3) Untuk suatu  6 C, 

7� , �8 � 7
 !,  ",  D�, 
$!, $", $D�8  
� 2 !$! 	  "$" 	  D$D  

� 
2 !$! 	  "$" 	 3 D$D�  
� 7� , �8 Terbukti homogen 
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4) 7� , �8 � 2 !" 	  "" 	 3 D" 
Jelas bahwa 7� , �8 9 0, karena nilai  !" selalu positif dan ketika 

� � � maka 7� , �8 � 2
0�" 	 0" 	 3
0�" �  0   
Terbukti definit positif 

Teorema 2.4.3 (Suminto, 2000:27) 

Jika u, v, dan w  adalah vektor-vektor dalam suatu ruang hasil kali dalam 

real, dan k adalah sebarang skalar, maka: 

1) 7� , �8 � 7� , �8 � 0 

2) 7� , � 	 �8 � 7� , �8 	 7� , �8 
3) 7� , �8 � 7� , �8 
4) 7� � � , �8 � 7� , �8 � 7� , �8 
5) 7� , � � �8 � 7� , �8 � 7� , �8 

Bukti.  

1) 7� , �8 � 7� , �8 � 0 

7� , �8 � 7� 	 
�� �, �8        Ambil 0 � � 	 
��� 
� 7� , �8 	 7
��� , �8    Aksioma Penjumlahan 

� 7� , �8 � 7� , �8   Aksioma Kehomogenan 

7� , �8 � 0   

7� , �8 � 7� , �8 � 0   Aksioma Kesimetrisan  

2) 7� , � 	 �8 � 7� , �8 	 7� , �8 
7� , � 	 �8 � 7� 	 � , �8    Aksioma Kesimetrisan 

� 7� , �8 	 7� , �8  Aksioma Penjumlahan 

�  7� , �8 	 7� , �8  Aksioma Kesimetrisan 
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3) 7� , �8 � 7� , �8 
7� , �8 � 7� , �8    Aksioma Kesimetrisan 

� 7� , �8    Aksioma Kehomogenan 

� 7� , �8    Aksioma Kesimetrisan 

4) 7� � � , �8 � 7� , �8 � 7� , �8 
7� � � , �8 � 7� 	 
�� �, �8  

� 7� , �8 	 7
��� , �8 Aksioma Penjumlahan 

� 7� , �8 � 7� , �8  Aksioma Kehomogenan 

5) 7� , � � �8 � 7� , �8 � 7� , �8 
7� , � � �8 � 7� � � , �8      Aksioma Kesimetrisan 

� 7� 	 
�� �, �8  
� 7� , ��8 	 7
��� , �8  Aksioma Penjumlahan 

� 7� , �8 � 7� , �8     Aksioma Kehomogenan 

� 7� , �8 � 7� , �8     Aksioma Kesimetrisan 

 

2.5 Norma Suatu Vektor 

Definisi 2.5.1 (Suminto jilid 1, 2000:165-167) 

Panjang suatu vektor u sering disebut sebagai norma u dan dinyatakan 

sebagai G�G. Dari teorema Pythagoras kita dapatkan bahwa norma suatu 

vektor � � 
 +,  �� dalam ruang berdimensi-2 adalah 

G�G � H !" 	  "" 
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I 
G�G 


 +,  �� 
 � 

 + 

5 


J� I 

5 

K 

L 

G�G  
M
 +,  �,  N� 

O 

P 

Q 

 + 
 � 

 N 


R� 

Gambar 2.4  

(Gambar 2.4a). Anggap u adalah vektor dalam ruang berdimensi-3. 

Dengan menggunakan Gambar 2.4b dan dua penerapan teorema 

Pythagoras, kita peroleh 

 

 

 

   

    

  

 

G�G" � 
SC�" 	 
CT�"    

� 
SU�" 	 
SV�" 	 
CT�" 
�  !" 	  "" 	  D" 

Jadi, G�G � W !" 	  "" 	  D" 
Contoh 2. 5. 2 

Norma vektor � � 
�3, 2, 1� adalah 

G�G � H !" 	  "" 	  D" 

G�G � W
�3�" 	 
2�" 	 
1�" 
G�G � √9 	 4 	 1 

G�G � √14  
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2.6 Norma pada Hasil Kali Dalam 

Definisi 2.6.1 (Suminto jilid 2, 2000:20-21) 

Jika V adalah suatu ruang hasil kali dalam, maka norma atau panjang 

suatu vektor u dalam V dinyatakan dengan G�G dan didefinisikan sebagai  

G�G � 7�, �8!" 
Jarak antara dua titik vektor u  dan v dinyatakan dengan Y
�, �� dan 

didefinisikan sebagai  

Y
�, �� � G� � �G 

Contoh 2.6.2 

Jika � � 
3, �5,2� dan � � 
4,2, �1� adalah vektor-vektor dalam CD 

dengan hasil kali dalam, maka 

G�G � 7�, �8Z[ � W7
3,�5,2�, 
3, �5,2�8  
� W3.3 	 
�5�. 
�5� 	 2.2  

� √9 	 25 	 4 � √38  

dan 

Y
�, �� � G� � �G � 7� � �, � � �8Z[  
� W
3 � 4�" 	 

�5� � 2�" 	 
2 � 
�1��"  

� W
�1�" 	 
�7�" 	 3"  

� √1 	 42 	 9 � √52        
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Teorema 2.6.3 Ketaksamaan Cauchy-Schwarz (Suminto jilid 2, 2000:32) 

Jika u  dan v  adalah vektor-vektor dalam suatu ruang hasilkali-dalam V, 

maka 

|7�, �8| ] G�GG�G 

Bukti. 

Jika u = 0, maka |7�, �8| � 0 � G�GG�G  
Jika � ^ 0 

Anggap 2 � 7�, �8, / � 27�, �8, _ � 7�, �8 dan anggap t adalah sebarang 

bilangan real. 

Dengan menggunakan teorema kepositifan, hasil kali dalam sebarang 

vektor dengan dirinya sendiri selalu tak-negatif. oleh karena itu, 

0 ] 7
4� 	 ��, 
4` 	 ��8 � 7�, �84" 	 27�, �84 	 7�, �8  
� 24" 	 /4 	 _  

Ketaksamaan ini menyatakan bahwa polinom kuadratik 24" 	 /4 	 _ bisa 

tidak mempunyai akar riil atau dua akar riil yang sama. Dengan demikian 

diskriminannya pasti memenuhi ketaksamaan 

/" � 42_ ] 0  


27�, �8�" � 47�, �87�, �8 ] 0 Subtitusi a,b,c ke bentuk u dan v 

47�, �8" � 47�, �87�, �8 ] 0  

7�, �8" � 7�, �87�, �8 ] 0  Dibagi 4 

7�, �8" ] 7�, �87�, �8  
|7�, �8| ] 7�, �8Z[7�, �8Z[   Diakarkan 

|7�, �8| ] G�GG�G    Karena G�G � 7�,�8Z[ 
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Contoh 2.6.4 

Jika � � 
4,6� dan � � 
3, �2� vektor-vektor dalam suatu ruang hasilkali-

dalam V apakah memenuhi teorema 2.6.3 

|7�, �8| � |7
4,6�, 
3, �2�8|  
� |
4.3 	 6. 
�2��|  
� |12 	 
�12�|  
� 0  

G�GG�G � 7�, �8Z[7�, �8Z[  
� 7
4,6�, 
4,6�8Z[ .  7
3, �2�, 
3, �2�8Z[  
� W
4.4 	 6.6�. W
3.3 	 
�2�. 
�2��  
� W
16 	 36� . W
9 	 4�  
� √52. √13 � √676  

Karena |7�, �8| � 0 dan G�GG�G � √676 

 Maka � � 
4,6� dan � � 
3,�2� memenuhi teorema 2.6.3 

Teorema 2.6.5 (Suminto jilid 2, 2000:34) 

Jika u  dan v  adalah vektor-vektor dalam suatu ruang hasil kali dalam V, 

dan jika k adalah sebarang skalar, maka: 

1) G�G 9 0 

2) G�G � 0 jika dan hanya jika � �  0 

3) G�G � ||G�G 

4) G� 	 �G ] G�GG�G  (Ketaksamaan Segitiga)   

Bukti  
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1) G�G �  W7�, �8  9 0 

2) a G�G � 0  
W7�, �8 � 0, maka � � 0 

 b jika � � 0 

W7�, �8 �  W7�, �8 
�  0  

G�G �  0 

3) G�G � W7�, �8 
� W"7�, �8 
� W"W7�, �8 
� ||G�G 

4) G� 	 �G ] G�GG�G 

Berdasarkan definisi 2.6.1 

G� 	 �G    � W7� 	 �, � 	 �8  
G� 	 �G" � 7� 	 �, � 	 �8  

� 7�, �8 	 27�, �8 	 7�, �8 
] 7�, �8 	 2|7�, �8| 	 7�, �8   

] 7�, �8 	 2G�GG�G 	 7�, �8  Teorema 2.6.3 

� G�G" 	 2G�GG�G 	 G�G"  
� 
G�G 	 G�G�"  

Dengan mengakarkannya kita akan mendapatkan 

G� 	 �G ] G�GG�G  
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 Teorema 2.6.6 (Suminto jilid 2, 2000:34) 

Jika u , v  dan w adalah vektor-vektor dalam suatu ruang hasil kali dalam 

V, maka: 

1) Y
�, �� 9 0 

2) Y
�, �� � 0 jika dan hanya jika � �  � 

3) Y
�, �� � Y
�, �� 
4) Y
�, �� ] Y
�,�� 	 Y
�,�� (Ketaksamaan Segitiga)   

Bukti  

1) Y
�, �� � G� � �G �  W7� � �, � � �8  9 0 

2) a Y
�, �� � 0  
G� � �G � 0 

W7� � �, � � �8 � 0, dan � � � � 0 

maka � � � 

b jika � � �  

maka Y
�, �� � Y
�, �� 
� G� � �G 

� W7� � �, � � �8 
� W7�, �8 

              Y
�, �� � 0 

3) Y
�, �� � G� � �G 

� W7� � �, � � �8  
� W7� � �, � � �8  
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� G� � �G  

Y
�, �� � Y
�, ��  
4) Y
�, �� � G� � �G 

� G� � � 	 � ��G  

� G� � �	�� �G  

] G� � �G 	 G� � �G  

� G� � �G 	 G� � �G  

Y
�, �� � Y
�,�� 	 Y
�, ��  
 

2.7 Kajian Vektor Dalam Al-Qur’an 

Secara tidak langsung vektor sudah diungkap oleh al-Qur’an. Menurut 

definisinya vektor adalah besaran yang mempunyai besaran dan arah. Besaran 

dapat diartikan sebagai nilai yang terkandung, esensi atau istilah lain yang 

mempunyai bobot. Dalam al-Qur’an terdapat beberapa ayat yang tersirat makna 

tentang vektor. Yaitu pada surat al-Baqarah ayat 125, 142 dan 150. 

øŒÎ) uρ $ uΖ ù=yè y_ |MøŠt7ø9 $# Zπt/$sWtΒ Ä¨$ ¨Ζ=Ïj9 $YΖ øΒr& uρ (#ρä‹Ïƒ ªB$# uρ ÏΒ ÏΘ$s) ¨Β zΟ↵Ïδ≡ t�ö/ Î) ’~? |Á ãΒ ( !$ tΡô‰ Îγ tãuρ 

#’ n< Î) zΟ↵Ïδ≡ t�ö/Î) Ÿ≅‹Ïè≈ yϑó™ Î)uρ β r& #t�Îdγ sÛ zÉL ø‹t/ tÏ� Í← !$©Ü=Ï9 šÏ�Å3≈ yè ø9$# uρ Æì ā2”�9 $#uρ ÏŠθ àf�¡9 $# 

∩⊇⊄∈∪     

Artinya: Dan (ingatlah), ketika Kami menjadikan rumah itu (Baitullah) tempat 
berkumpul bagi manusia dan tempat yang aman. dan Jadikanlah 
sebahagian maqam Ibrahim tempat shalat. dan telah Kami perintahkan 
kepada Ibrahim dan Ismail: "Bersihkanlah rumah-Ku untuk orang-orang 
yang thawaf, yang i'tikaf, yang ruku' dan yang sujud"..(QS. Al-
Baqarah:125) 
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* ãΑθà) u‹y™ â!$ yγx� �¡9 $# zÏΒ Ä¨$ ¨Ζ9$# $tΒ öΝßγ9©9 uρ tã ãΝÍκ ÉJn=ö6 Ï% ÉL©9 $# (#θ çΡ%x. $ yγø‹n=tæ 4 ≅ è% °! 

ä−Î�ô³pRùQ $# Ü> Ì�øó yϑø9$# uρ 4 “Ï‰ öκ u‰ tΒ â !$ t±o„ 4’n< Î) :Þ≡u� ÅÀ 5ΟŠ É)tG ó¡•Β ∩⊇⊆⊄∪     

Artinya: Orang-orang yang kurang akalnya[93] diantara manusia akan berkata: 
"Apakah yang memalingkan mereka (umat Islam) dari kiblatnya (Baitul 
Maqdis) yang dahulu mereka telah berkiblat kepadanya?" Katakanlah: 
"Kepunyaan Allah-lah timur dan barat; Dia memberi petunjuk kepada 
siapa yang dikehendaki-Nya ke jalan yang lurus"[94]. .(QS. Al-
Baqarah:142) 

 
[93] Maksudnya: ialah orang-orang yang kurang pikirannya sehingga tidak dapat 

memahami maksud pemindahan kiblat. 

[94] Di waktu Nabi Muhammad s.a.w. berada di Mekah di tengah-tengah kaum 

musyirikin beliau berkiblat ke Baitul Maqdis. tetapi setelah 16 atau 17 bulan Nabi 

berada di Madinah ditengah-tengah orang Yahudi dan Nasrani beliau disuruh oleh 

Tuhan untuk mengambil ka'bah menjadi kiblat, terutama sekali untuk memberi 

pengertian bahwa dalam ibadat shalat itu bukanlah arah Baitul Maqdis dan ka'bah 

itu menjadi tujuan, tetapi menghadapkan diri kepada tuhan. Allah menjadikan 

ka'bah sebagai kiblat untuk persatuan umat Islam. 

ôÏΒ uρ ß]ø‹ym |M ô_ t�yz ÉeΑ uθ sù y7yγô_ uρ t�ôÜx© Ï‰ Éfó¡yϑø9 $# ÏΘ#t�ys ø9 $# 4 ß]øŠymuρ $ tΒ óΟçFΖ ä. (#θ—9 uθ sù 

öΝà6yδθã_ ãρ …çν t�ôÜx© āξy∞Ï9 tβθ ä3tƒ Ä¨$ ¨Ψ=Ï9 öΝä3ø‹n=tæ îπ ¤fãm āω Î) šÏ%©!$# (#θßϑn=sß öΝåκ ÷] ÏΒ Ÿξsù 

öΝèδ öθ t±øƒ rB ’ÎΤ öθt±÷z $#uρ §Ν Ï?T{ uρ  ÉLyϑ÷è ÏΡ ö/ä3ø‹n=tæ öΝä3‾=yè s9 uρ tβρß‰ tG öη s? ∩⊇∈⊃∪     

Artinya: Dan dari mana saja kamu (keluar), Maka Palingkanlah wajahmu ke 
arah Masjidil Haram. dan dimana saja kamu (sekalian) berada, Maka 
Palingkanlah wajahmu ke arahnya, agar tidak ada hujjah bagi manusia 
atas kamu, kecuali orang-orang yang zalim diantara mereka. Maka 
janganlah kamu takut kepada mereka dan takutlah kepada-Ku (saja). 
dan agar Ku-sempurnakan nikmat-Ku atasmu, dan supaya kamu 
mendapat petunjuk. .(QS. Al-Baqarah:150) 
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Semua benda yang ada di alam ini baik itu bumi, bulan, planet, matahari, 

bintang, bahkan galaksi dan malaikat pun bersujud dan berputar mengelilingi zat 

yang satu bagaikan sebuah medan magnet yang selalu mempunyai berputar 

mengelilingi arus listriknya. Orang yang sedang haji pun melakukan hal yang 

sama saat melakukan thawaf, yaitu bergerak mengelilingi ka’bah. Hal tersebut 

merupakan simbol bahwa semua yang ada di alam semesta ini berputar dan 

bersujud ke zat Yang Esa, yaitu Allah swt.(Imam 2008:92) 

 



28 

BAB III 

PEMBAHASAN 

 Pada bab ini kita mulai dengan semi hasil kali dalam, karena hasil kali 

dalam sudah dibahas pada bab II. 

3.1 Semi Hasil Kali Dalam 

Definisi 3.1.1 Semi hasil kali dalam 

Diberikan V sebuah ruang vektor riil. Semi hasil kali dalam pada V 

adalah fungsi ��, �� pada V x V yang memenuhi aksioma berikut: 

1) ��� � �,�� 	 ���,
� � ��, 
� 

2) ��, �� � 0 untuk �  � 

3) |��, ��|� � ��, ����, �� 

4) ��, �� 	 ��, �� 

Untuk semua u, v, w � � dan untuk semua � � �. Sebuah ruang vektor 

dengan sebuah semi hasil kali dalam disebut ruang semi hasil kali dalam 

Contoh 3.1.2 

Anggap � 	 ���, ��� dan � 	 ���, ���. Apabila semi hasil kali dalam 

didefinisikan ��, �� 	 3���� � 5����, tunjukkan apakah memenuhi 

aksioma semi hasil kali dalam. 

Ambil sebarang ��, �� � �  ��, �� � � dan ��, �� � � sedemikian hingga 

��, ��, ��, ��, ��, �� � �� 

1) ��� � �,�� 	 ����� � ��, ��� � ���, ���, ���� 

	 3���� � ����� � 5���� � �����  

	 3����� � 3���� � 5����� � 5����  
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	 �3����� � 5������ � �3���� � 5�����  

	 ��3���� � 5����� � �3���� � 5�����  

	 ���,
� � ��,
�  

2) ��, �� 	 ����, ���, ���, ���� 

	 3���� � 5����  

	 3��� � 5��� � 0 karena untuk nilai  �� � 0 atau ��  0 nilai 

��� � 0 dan selalu positif, maka terbukti ��, �� 	 0 

3) |��, ��|� � ��, ����, �� 

Anggap ! 	 ��, �� 	 3��� � 5��� 

" 	 2��, �� 	 2�3���� � 5�����  

$ 	 ��, �� 	 3��� � 5���  

dan anggap t adalah sebarang bilangan real. 

Dengan menggunakan teorema kepositifan, semi hasil kali dalam sebarang 

vektor dengan dirinya sendiri selalu tak-negatif. oleh karena itu, 

0 � ��%� � ��, �%& � ��� 	 ��, ��%� � 2��, ��% � ��, ��  

	 !%� � "% � $  

Ketaksamaan ini menyatakan bahwa polinom kuadratik ! � � "% � $ bisa 

tidak mempunyai akar riil atau dua akar riil yang sama. Dengan demikian 

diskriminannya pasti memenuhi ketaksamaan 

"� ' 4!$ � 0    Subtitusi a,b,c ke bentuk u dan v 

�2��, ���� ' 4��, ����, �� � 0    

)2�3���� � 5�����*
�
' 4�3��� � 5�����3��� � 5���� � 0  

4�3���� � 5������ ' 4�3��� � 5�����3��� � 5���� � 0  
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4�9������ � 30�������� � 25������� ' 4�9������ � 15������ �

15������ � 25������� � 0  

�9������ � 30�������� � 25������� ' �9������ � 15������ �

15������ � 25������� � 0  

9������ � 30�������� � 25������ ' 9������ ' 15������ '

15������ ' 25������ � 0  

9������ ' 9������ � 25������ ' 25������ � 30�������� '

15������ ' 15������ � 0  

30�������� ' 15������ ' 15������ � 0  

30�������� � 15������ � 15������  

30�������� � 15������� � �������  

2�������� � ������ � ������  

Karena 2�������� tidak selalu positif ketika �� � 0 atau ��  0 dan 

�� � 0 atau ��  0, sedangkan ������ � ������ selalu positif ketika�� �

0 atau ��  0 dan �� � 0 atau ��  0. Maka 2�������� � ������ �

������ terpenuhi. 

Dan karena 2�������� terdapat pada |��, ��|� dan ������� � ������� 

terdapat pada ��, ����, �� 

Maka terbukti |��, ��|� � ��, ����, �� 

4) ��, �� 	 ����, ���, ���, ����  

	 3���� � 5����  

	 3���� � 5����  

	 ����, ���, ���, ����  
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	 ��, ��  

- ��, �� 	 3���� � 5���� adalah semi hasil kali dalam karena memenuhi 

keempat aksioma semi hasil kali dalam 

Contoh 3.1.3 

Misalkan � 	 �'2,1,3� � 	 �4,0, '7� dan 
 	 �'5,2,1� pada ruang 

vektor riil. Apabila semi hasil kali dalam didefinisikan ��, �� 	 ���� �

���� � �/�/, tunjukkan apakah memenuhi aksioma semi hasil kali dalam. 

1) ��� � �,�� 	 ���,
� � ��,
� 

Misalkan � 	 2, maka 

��� � �,�� 	 0)2. �'2� � 4, 2.1 � 0,2.3 � �'7�*, �'5,2,1�2  

	 ��0,2, '1�, �'5,2,1��  

	 �0. �'5� � 2.2 � �'1�.1�  

	 �0 � 4 ' 1� 	 3  

���,
� � ��,
� 	 2��'2,1,3�, �'5,2,1�� � ��4,0, '7�, �'5,2,1��  

	 2)�'2�. �'5� � 1.2 � 3.1* � �4. �'5� � 0.2 � �'7�. 1�  

	 2�10 � 2 � 3� � �'20 � 0 ' 7�  

	 2.15 ' 27 	 30 ' 27 	 3  

Jadi terbukti ��� � �,�� 	 3 	 ���,
� � ��,
� 

2) ��, �� � 0 untuk �  �  

��, �� 	 ��'2,1,3�, �'2,1,3��  

	 ��'2�. �'2� � 1.1 � 3.3�  

	 �4 � 1 � 9� 	 14 � 0  

Jadi terbukti ��, �� � 0 untuk �  � 
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3) |��, ��|� � ��, ����, �� 

|��, ��|� 	 |��'2,1,3�, �4,0,'7��|�  

	 |�'2�. 4 � 1.0 � 3. �'7�|�  

	 |'8 � 0 ' 21|�  

	 29� 	 841  

��, ����, �� 	 ��'2,1,3�, �'2,1,3����4,0, '7�, �4,0, '7��  

	 )�'2�. �'2� � 1.1 � 3.3*. �4.4 � 0.0 � �'7�. �'7��  

	 �4 � 1 � 9�. �16 � 0 � 49�  

	 14.65 	 910  

karena |��, ��|� 	 841  910 	 ��, ����, �� 

Jadi terbukti |��, ��|� � ��, ����, �� 

4) ��, �� 	 ��, �� 

��, �� 	 ��'2,1,3�, �4,0, '7��  

	 ��'2�. 4 � 1.0 � 3. �'7��  

	 �'8 � 0 ' 21� 	 '29  

��, �� 	 ��4,0, '7�, �'2,1,3��  

	 �4. �'2� � 0.1 � �'7�. 3�  

	 �'8 � 0 ' 21� 	 '29  

Karena ��, �� 	 '29 	 ��, ��  

Jadi terbukti ��, �� 	 ��, �� 

Jadi � 	 �'2,1,3�  � 	 �4,0, '7� dan  
 	 �'5,2,1� pada ruang vektor riil V 

memenuhi aksioma semi hasil kali dalam dan ��, �� merupakan semi hasil kali 

dalam. 
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3.2 Norma Pada Semi Hasil Kali Dalam 

Definisi 3.2.1 Seminorma 

Jika ��, �� adalah semi hasil kali dalam pada ruang vektor V maka  

5�5 	 ��, ��
�
� 

Disebut seminorma. 

Dan jarak antara dua titik vektor u  dan v dinyatakan dengan 6��, �� dan 

didefinisikan sebagai  

6��, �� 	 5� ' �5 

Contoh 3.2.2 

Jika � 	 ���, ��, �/� dan � 	 ���, ��, �/� adalah vektor-vektor dalam �/ 

dengan semi hasil kali dalam, maka 

5�5 	 ��, ��
7
8 	 9����, ��, �/�, ���, ��, �/��  

	 9��. �� � ��. �� � �/. �/  

	 9��� � ��� � �/�  

dan 

6��, �� 	 5� ' �5  

	 �� ' �, � ' ��
7
8  

	 9��� ' ���� � ��� ' ���� � ��/ ' �/��  

 

3.3 Hubungan Semi Hasil Kali Dalam dengan Hasil Kali Dalam 

Menurut definisi semi hasil kali dalam dan definisi hasil kali dalam 

terdapat beberapa perbedaan aksioma.Yaitu: 
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a. Aksioma |��, ��|� � ��, ����, �� 

Pada semi hasil kali dalam, aksioma tersebut termasuk suatu aksioma 

yang harus dipenuhi pada definisi. Sedangkan pada hasil kali dalam 

aksioma tersebut merupakan salah satu penjabaran daripada teorema 

2.6.3 Ketaksamaan Cauchy-Schwarz. 

b. Aksioma :& , �; 	 0 < � 	 0 

Pada semi hasil kali dalam  aksioma tersebut tidak dipenuhi bahkan 

harus tidak ada. Sedangkan pada hasil kali dalam aksioma tersebut 

merupakan salah satu syarat jika ingin terdefinisi hasil kali dalam. 

Dari dua perbedaan diatas dapat diketahui bahwa semi hasil kali dalam 

yang memenuhi aksioma :�, �; 	 0 < � 	 0 disebut hasil kali dalam. Yang 

berarti bahwa semi hasil kali dalam merupakan bagian daripada hasil kali dalam 

yang tidak pernah bernilai nol. 

Teorema 3.3.1 

Jika u dan v adalah vektor-vektor dalam ruang semi hasil kali dalam V, 

dan jika k adalah sebarang skalar, maka: 

1) 5�5 � 0 

2) 5��5 	 |�|5�5 

3) 5� � �5 � 5�5 � 5�5 

Bukti  

1) Misalkan � didefinisikan � 	 ���, ��� maka 

5�5 	 9��, �� 	 9����, ���, ���, ����   

	 9���. �� � ��. ��� 	 9���� � ���� � 0      
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 karena ��� � ��� � 0, maka terbukti 5�5 � 0 

2) 5��5 	 9���, ���   Aksioma Kehomogenan 

	 9����, ��  

	 9����, ��  

	 √��9��, ��  

	 |�|5�5  

3) 5� � �5   	 9�� � �, � � �� 

5� � �5> 	 �� � �, � � ��   kedua ruas dikuadratkan 

	 ��, �� � 2��, �� � ��, ��  

� ��, �� � 2|��, ��| � ��, ��   

� ��, �� � 25�55�5 � ��, �� definisi 3.1.1  

	 5�5> � 25�55�5 � 5�5�  

	 �5�5 � 5�5�>  

5� � �5> � �5�5 � 5�5�>  diakarkan menjadi 

5� � �5 � 5�5 � 5�5  

Teorema 3.3.2 

Jika u dan v adalah vektor-vektor dalam ruang semi hasil kali dalam V, 

maka: 

1) 6��, �� � 0 

2) 6��, �� 	 6��, �� 

3) 6��, �� � 6��,
� � 6��,
� (Ketaksamaan Segitiga)  
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Bukti  

1) 6��, �� 	 5� ' �5 

	  9�� ' �, � ' ��  � 0       karena �� ' �, � ' �� � 0 

2) 6��, �� 	 5� ' �5 

	 9�� ' �, � ' ��  

	 9�� ' �, � ' ��  

	 5� ' �5  

6��, �� 	 6��, ��  

3) 6��, �� 	 5� ' �5 

	 5� ' � � �5       Aksioma 4 ruang vektor 

	 5� ' � � 
 � �'
�5    

	 5� � �'
� � 
 ' �5   Aksioma 3 ruang vektor 

	 5� ' 
�
' �5  

� 5� ' 
5 � 5
 ' �5  

	 5� ' 
5 � 5� ' 
5  

6��, �� � 6��,
� � 6��,
�  

Teorema 3.3.3 

Jika u dan v adalah vektor-vektor yang memenuhi aksioma semi hasil kali 

dalam ��, �� pada V, maka u dan v juga memenuhi aksioma hasil kali 

dalam :�, �; pada V. 

Bukti 

Ambil sebarang �, �, 
 � � untuk � 	 ���, ���  � 	 ���, ���  
 	

���, ��� dan  �, ? bilangan riil 
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Sehingga :�, �; 	 :���, ���, ���, ���; 

	 :���. ��� � ���. ���;  

	 :���. ��� � ���. ���;  

	 :���, ���, ���, ���;  

	 :�, �; terbukti simetris hasil kali dalam 

:�� � ?� ,
; 	 :)���� � ?���, ���� � ?���*, ���, ���;  

	 ���� � ?���. �� � ���� � ?���. ��  

	 ����� � ?���� �  ����� � ?����  

	 ����� �  ����� � ?���� � ?����  

	 ������ � ����� � ?����� � �����  

	 �)���, ���, ���, ���* � ?)���, ���, ���, ���*  

	  �:�,
; � ?:�,
; terbukti linier hasil kali dalam 

:� , �; 	 :���, ���, ���, ���;  

	 ����� � �����  

	 ��� � ��� terbukti definit positif hasil kali dalam 

Karena memenuhi ketiga aksioma hasil kali dalam maka :�, �; adalah 

hasil kali dalam. 

Teorema 3.3.4 

Jika u dan v adalah vektor-vektor yang memenuhi aksioma hasil kali 

dalam :�, �; pada V, maka u dan v belum tentu memenuhi aksioma hasil 

kali dalam ��, �� pada V. 

Bukti 

Ambil sebarang � � � dengan � 	 ��, �� 
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Maka ��, �� 	 ����, ���, ���, ����  

	 ��0,0�, �0,0�� 	 0  

Dan ��, �� 	 0 tidak dipenuhi oleh semi hasil kali dalam. Maka terbukti 

teorema di atas 

3.4 Tinjauan Agama Dari Hasil Pembahasan 

ôÏΒ uρ ß]ø‹ym |M ô_ t�yz ÉeΑ uθ sù y7yγô_ uρ t�ôÜx© Ï‰ Éfó¡yϑø9 $# ÏΘ#t�ys ø9 $# 4 ß]øŠymuρ $ tΒ óΟçFΖ ä. (#θ—9 uθ sù 

öΝà6yδθã_ ãρ …çν t�ôÜx© āξy∞Ï9 tβθ ä3tƒ Ä¨$ ¨Ψ=Ï9 öΝä3ø‹n=tæ îπ ¤fãm āω Î) šÏ%©!$# (#θßϑn=sß öΝåκ ÷] ÏΒ Ÿξsù 

öΝèδ öθ t±øƒ rB ’ÎΤ öθt±÷z $#uρ §Ν Ï?T{ uρ  ÉLyϑ÷è ÏΡ ö/ä3ø‹n=tæ öΝä3‾=yè s9 uρ tβρß‰ tG öη s? ∩⊇∈⊃∪     

Artinya: Dan dari mana saja kamu (keluar), Maka Palingkanlah wajahmu ke 
arah Masjidil Haram. dan dimana saja kamu (sekalian) berada, Maka 
Palingkanlah wajahmu ke arahnya, agar tidak ada hujjah bagi manusia 
atas kamu, kecuali orang-orang yang zalim diantara mereka. Maka 
janganlah kamu takut kepada mereka dan takutlah kepada-Ku (saja). 
dan agar Ku-sempurnakan nikmat-Ku atasmu, dan supaya kamu 
mendapat petunjuk. .(QS. Al-Baqarah:150) 

 

Dari ayat diatas, isltilah vektor sudah tersirat di dalam al-Qur’an. Dari 

definisinya vektor merupakan suatu besaran yang mempunyai besaran dan arah. 

Ayat di atas yang mempunyai arti “Dan dari mana saja kamu (keluar), Maka 

Palingkanlah wajahmu ke arah Masjidil Haram. dan dimana saja kamu (sekalian) 

berada, Maka Palingkanlah wajahmu ke arahnya” mengisyaratkan sesuatu 

vektor. 

 Vektor mempunyai titik pangkal dan titik ujung. Pada ayat di atas terdapat 

kalimat ” t�ôÜx© y7 yγô_ uρ ÉeΑuθ sù” yang mempunyai arti “Maka Palingkanlah wajahmu 

 ke arah”. Dari kalimat tersebut tersirat bahwa terdapat tujuan dari kejadian 

tersebut. Yang berarti jika terdapat tujuan maka terdapat awal dari suatu kejadian. 
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Tujuan tersebut dalam vektor dapat disebut dengan titik ujung, sedangkan awal 

dari suatu kejadian tadi dapat disebut dengan titik pangkal.  

Yang dimaksud dengan titik ujung dari ayat di atas adalah kata 

“ ÏÏΘ# t�ys ø9 $#Ï‰Éf ó¡yϑø9 $#” yang berarti Masjidil Haram. Adapun yang dimaksud  dengan  

titik pangkal dari ayat 150 surat al-Baqarah adalah kata “ß| Mô_ t�yz ôß]ø‹ym ÏΒuρ ” 

yang  berarti “ dan dari mana saja kamu (keluar) ”  dan  kata “ ΟçFΖä. $tΒ ß]øŠymuρ  ”  

 
yang berarti” dan dimana saja kamu (sekalian) berada ”. Jika dari titik awal ke 

titik ujung dihubungkan maka terbentuklah sebuah garis yang mempunyai arah 

dari titik awal ke ujung.  

Vektor tidak hanya mempunyai arah, akan tetapi juga mempunyai besaran 

atau nilai. Dalam hal ini kami mengibaratkan besaran adalah esensi. Esensi 

merupakan kandungan yang terdapat pada suatu kejadian. Misalnya Shalat, jika 

seseorang menghadap ke arah masjidil haram dalam keadaan shalat, maka 

kandungan daripada shalat tersebut adalah esensi, yang tidak lain adalah besaran. 

Misalnya juga thawaf. Jika seseorang menghadap kiblat dalam keadaan thawaf, 

maka kandungan thawaf tersebut adalah besaran. Dari fenomena tersebut berarti 

terdapat vektor seseorang yang sedang shalat dan vektor seseorang yang sedang 

thawaf. 

 Allah swt berfirman dalam surat al-Baqarah ayat 142 

* ãΑθà) u‹y™ â!$ yγx� �¡9 $# zÏΒ Ä¨$ ¨Ζ9$# $tΒ öΝßγ9©9 uρ tã ãΝÍκ ÉJn=ö6 Ï% ÉL©9 $# (#θ çΡ%x. $ yγø‹n=tæ 4 ≅ è% °! 

ä−Î�ô³pRùQ $# Ü> Ì�øó yϑø9$# uρ 4 “Ï‰ öκ u‰ tΒ â !$ t±o„ 4’n< Î) :Þ≡u� ÅÀ 5ΟŠ É)tG ó¡•Β ∩⊇⊆⊄∪     
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Artinya: Orang-orang yang kurang akalnya diantara manusia akan berkata: 
"Apakah yang memalingkan mereka (umat Islam) dari kiblatnya (Baitul 
Maqdis) yang dahulu mereka telah berkiblat kepadanya?" Katakanlah: 
"Kepunyaan Allah-lah timur dan barat; Dia memberi petunjuk kepada 
siapa yang dikehendaki-Nya ke jalan yang lurus".(QS. Al-Baqarah:142) 

 

Pada ayat tersebut dijelaskan bahwa terjadi perubahan arah kiblat bagi 

orang muslim, yaitu yang sebelumnya kiblat umat islam adalah Baitul Maqdis 

berganti arah ke Masjidil Haram. Akan tetapi yang paling penting maksud dari 

ayat di atas adalah Baitul Maqdis dan Masjidil Haram bukanlah merupakan tujuan 

daripada shalat kita atau bahkan haji kita. Tujuan sebenarnya adalah Allah swt. 

Dari ayat di atas berati juga terdapat pergantian vektor daripada kiblatnya umat 

muslim. 

Selain vektor, norma atau jarak daripada sebuah vektor dan selisih daripada 

dua buah vektor juga tersirat dalam al-Qur’an. Jarak daripada sebuah vektor dapat 

di isyaratkan oleh surat al-Baqarah ayat 150. Ketika seseorang melaksanakan 

shalat di suatu masjid selain Masjidil Haram maka terpaut jarak yang memisahkan 

diantara kedua tempat tersebut. Jarak yang memisahkan tersebut disebut dengan 

norma dari sebuah vektor seseorang yang shalat. 

Sedangkan selisih daripada dua buah vektor tersirat dalam surat al-Baqarah 

ayat 158, yaitu: 

* ¨β Î) $x� ¢Á9 $# nοuρö�yϑø9 $#uρ ÏΒ Ì�Í← !$ yè x© «!$# ( ôyϑsù ¢kym |MøŠt7ø9 $# Íρr& t�yϑtF ôã $# Ÿξsù yy$oΨã_ Ïµø‹n=tã β r& 

š’§θ ©Ütƒ $ yϑÎγÎ/ 4 tΒ uρ tí§θ sÜs? # Z�ö�yz ¨βÎ* sù ©! $# í�Ï.$ x© íΟŠ Î=tã ∩⊇∈∇∪     

Artinya: Sesungguhnya Shafaa dan Marwa adalah sebahagian dari syi'ar 
Allah[102]. Maka Barangsiapa yang beribadah haji ke Baitullah atau 
ber-'umrah, Maka tidak ada dosa baginya[103] mengerjakan sa'i 
antara keduanya. dan Barangsiapa yang mengerjakan suatu kebajikan 
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dengan kerelaan hati, Maka Sesungguhnya Allah Maha 
Mensyukuri[104] kebaikan lagi Maha mengetahui. (QS. Al-
Baqarah:158)  

 

Ayat di atas menjelaskan tentang sa’i, yang berarti lari-lari kecil dari 

Shafaa dan Marwa sebanyak tujuh kali. Yang dimulai dari Shafaa dan berakhir di 

Marwa. Seseorang yang sedang melaksanakan sa’i terbagi menjadi dua vektor, 

yaitu vektor lari-lari kecil dari Shafaa ke Marwa  dan vektor lari-lari kecil dari 

Marwa ke Shafaa. Misalnya vektor lari-lari kecil dari Shafaa ke Marwa  

dilambangkan dengan �  maka vektor lari-lari kecil dari Marwa ke Shafaa 

dilambangkan '�. Karena jika sebuah vektor arahnya berlawanan dengan vektor 

lain maka vektor tersebut sama dengan negatif daripada vektor lain. Maka selisih 

dari vektor � dengan '�  adalah 5� ' �'��5 	 5� � �5 	 52�5 	 25�5. Yang 

berarti norma dari dua kali lari-lari kecil tersebut adalah 2 kali jarak antara Shafaa 

dan Marwa. Sehingga seseorang yang melakukan sa’i itu normanya adalah 7 kali 

jarak antara Shafaa dan Marwa. 

Kalau ayat diatas tersirat daripada makna norma, maka jelaslah tersirat juga 

makna daripada hasil kali dalam, begitu juga makna semi hasil kali dalam. 

Sehingga semi hasil kali dalam daripada seseorang yang sedang melakukan sa’i 

adalah �7�� 	 57�5� 	 57�557�5 	 495�55�5. Yang berarti semi hasil kali 

dalam sama dengan empat puluh sembilan kali jarak antara Shafaa dan Marwa 

dikalikan dengan jarak antara Shafaa dan Marwa lagi. 
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Allah swt berfirman pada surat Ali-Imran ayat 190-191: 

āχ Î) ’ Îû È, ù=yz ÏN≡uθ≈yϑ¡¡9 $# ÇÚö‘F{$#uρ É#≈n=ÏF ÷z $#uρ È≅øŠ ©9 $# Í‘$pκ ¨]9 $#uρ ;M≈tƒ Uψ ’ Í<'ρT[{ É=≈t6 ø9 F{ $# 

∩⊇⊃∪ tÏ% ©!$# tβρã�ä. õ‹tƒ ©! $# $Vϑ≈ uŠ Ï% #YŠθ ãè è%uρ 4’ n?tã uρ öΝÎγ Î/θãΖ ã_ tβρ ã�¤6 x�tG tƒuρ ’ Îû È,ù=yz 

ÏN≡uθ≈uΚ ¡¡9 $# ÇÚö‘F{ $#uρ $ uΖ −/u‘ $ tΒ |M ø) n=yz # x‹≈ yδ WξÏÜ≈t/ y7 oΨ≈ys ö6ß™ $ oΨ É)sù z>#x‹tã Í‘$ ¨Ζ9$# ∩⊇⊇∪     

Artinya: Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya 
malam dan siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang 
berakal,(yaitu) orang-orang yang mengingat Allah sambil berdiri atau 
duduk atau dalam keadan berbaring dan mereka memikirkan tentang 
penciptaan langit dan bumi (seraya berkata): "Ya Tuhan Kami, Tiadalah 
Engkau menciptakan ini dengan sia-sia, Maha suci Engkau, Maka 
peliharalah Kami dari siksa neraka.(QS. Ali-Imran 190-191) 

 
Dalam surat Ali-Imran tersebut dijelaskan tentang konsep Ulul Albab. 

Seseorang yang sudah dalam tingkatan ulul albab akan selalu memikirkan semua 

yang diciptakan oleh Allah swt. Dalam keadaan bagaimanapun dan dimanapun. 

Ketika seseorang mempelajari tentang matematika, kemampuan intelektual 

semata tidak cukup, tetapi perlu didukung secara bersamaan dengan kemampuan 

emosional dan spiritual.  

Seorang yang memahami matematika dengan konsep Ulul Albab akan 

selalu memikirkan setiap perbuatan yang mereka lakukan dengan teliti. Layaknya 

ilmu matematika yang disebut ilmu pasti, maka dia akan melakukan sesuatu 

dengan penuh kejujuran dan ketaatan. 
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BAB VI 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Bedasarkan hasil pembahasan  pada bab III, maka dapat diambil 

kesimpulan bahwa: 

1) Jika u dan v adalah vektor-vektor yang memenuhi aksioma semi 

hasil kali dalam ��, �� pada V, maka u dan v juga memenuhi 

aksioma hasil kali dalam ��, �� pada V. Sedangkan Jika u dan v 

adalah vektor-vektor yang memenuhi aksioma hasil kali dalam 

��, �� pada V, maka u dan v belum tentu memenuhi aksioma hasil 

kali dalam ��, �� pada V. Karena ketika  u dan v sama dengan 0 

maka tidak dipenuhi oleh ��, ��. 

2) Norma pada semi hasil kali dalam disebut seminorma dan 

lambangnya sama dengan norma, yaitu ��� Akan tetapi nilai 

seminorma selalu positif dan tidal pernah nol, karena pada semi 

hasil kali dalam harus dipenuhi � 	 
. 

4.2 Saran 

Pada pembahasan skripsi ini, Kajian semi hasil hali dalam ini ruang 

lingkupnya hanya pada bilangan riil. Dan teorema-teorema yang dipilih hanya 

teorema yang terbatas pada hasil kali dalam. Oleh karena itu, dalam pembahasan 

skripsi yang berkaitan dengan semi hasil kali dalam lainnya diharapkan ruang 

lingkupnya lebih luas.  
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