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ABSTRAK

Sakdiyah, Aminatus. 2009. Pendeteksi Parameter Outlier pada Model Regresi
Nonlinier Eksponensial dengan Menggunakan Metode Maximum Likelihood
Estimation. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi

Universitas Islam Negeri Malang. Pembimbing: Sri Harini, M. Si dan Abdul

Aziz, M. Si.

Kata kunci: outlier, pendugaan parameter, regresi non linier eksponensial,
maksimum likelihood estimation.

Secara umum outlier (pencilan) dapat diartikan data yang tidak mengikuti
pola umum model dan secara kasar dapat diambil patokan yaitu yang sisanya
berjarak tiga kali simpangan baku atau lebih dari rata-ratanya (yaitu nol). Outlier
merupakan salah satu faktor yang dapat mempengaruhi pendugaan parameter pada
model regresi nonlinier eksponensial. Untuk mengetahui apakah outlier
berpengaruh terhadap pendugaan parameter pada model regresi nonlinier
eksponensial dilakukan dengan jalan mendeteksi parameter model regresi
nonlinier eksponensial yang tidak terdapat outlier dengan yang terdapat outlier.
Penelitian ini bertujuan untuk mendeteksi parameter outlier pada model regresi
nonlinier eksponensial, dan diharapkan dapat mempermudah para peneliti dalam
mendeteksi parameter outlier pada model regresi eksponensial yang mengandung
outlier.

Metode yang digunakan untuk mendeteksi parameter outlier model regresi
nonlinier eksponensial adalah metode maximum likelihood estimation. Untuk
membuktikan pengaruh outlier terhadap suatu pendugaan parameter pada model
regresi nonlinier eksponensial dilakukan suatu pengujian terhadap pendugaan
parameter yang dihasilkan dari metode maximum likelihood estimation yaitu
dengan cara menentukan sifat-sifat pendugaan parameter yang tidak mengandung
outlier dengan yang mengandung outlier sesuai sifat-sifat pendugaan parameter
yang baik yaitu unbias, efisien, dan konsisten.

Hasil penelitian ini menujukkan bahwa pendugaan parameter yang
dihasilkan model regresi eksponensial yang tidak mengandung outlier ternyata
lebih baik dari pada yang mengandung outlier dikarenakan pendugaan parameter
yang dihasilkan model regresi eksponensial yang tidak mengandung outlier
memenuhi sifat-sifat dari pendugaan parameter yang baik yaitu unbias, efisien dan
konsisten. Sedangkan pendugaan parameter yang dihasilkan model regresi
eksponensial yang mengandung outlier tidak memenuhi sifat-sifat dari pendugaan
parameter tersebut. Oleh karena itu outlier dapat mempengaruhi hasil dari suatu
pendugaan parameter.



BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan ilmu yang mendasari berbagai macam ilmu yang
lain misalkan ekonomi, kesehatan, pertahanan dan keamanan, budaya, sosial,
politik, dan agama. Sedangkan cabang ilmu matematika yang seringkali
digunakan adalah statistik. Statistik yaitu metode atau ilmu yang mempelajari cara
pengumpulan, pengolahan, penganalisisan, penafsiran dan penarikan kesimpulan
(Hasan, 2002: 2).

Dalam statistik tidak jarang berhadapan dengan persoalan yang melibatkan
dua atau lebih peubah atau variabel yang ada, atau diduga ada, dalam suatu
hubungan tertentu. Bentuk hubungan ini dikenal dengan nama regresi untuk satu
peubah atas peubah lain. Regresi merupakan bentuk hubungan antara peubah
respon atau peubah terikat atau peubah tak bebas dan peubah prediktor atau
peubah bebas.

Suatu model regresi linier ataupun nonlinier tidak akan terlepas dari

permasalahan sisaan. Sisaan (residual) ¢, didefinisikan sebagai selisih antara nilai

pengamatan Y, dan nilai ramalannya ﬁ., i=12,..,n, yang diperoleh dari

persamaan regresi (Draper dan Smith, 1992: 135). Sisaan tersebut seringkali tidak
dihiraukan atau biasanya dihilangkan, apalagi jika nilai sisaan tersebut sangat
besar dibandingkan dengan sisaan lainnya. Sisaan tersebut biasa disebut dengan

pencilan (outlier).



Sisaan yang merupakan pencilan (outlier) adalah yang nilai mutlaknya
jauh lebih besar dari pada sisaan-sisaan lainnya dan bisa jadi terletak tiga atau
empat kali simpangan baku atau lebih jauh lagi dari rata-rata sisaannya. Pencilan
merupakan suatu keganjilan dan menandakan suatu titik data yang sama sekali
tidak tipikal dibandingkan data lainnya. Oleh karenanya, suatu pencilan patut
diperiksa secara seksama, barangkali saja ada alasan dibalik keganjilan itu dapat
diketahui (Draper dan Smith, 1992: 146).

Suatu penelitian khususnya yang melibatkan suatu variabel respon dan
variabel explanatory, maka model regresi merupakan model yang cocok
digunakan dalam menganalisis data. Model regresi ini mempunyai 2 bentuk yaitu
bentuk linier dan tak linier dalam parameternya. Model yang linier dalam
parameternya adalah yang dapat didekati dengan teknik regresi berganda, seperti
model-model polinom. Model yang tak linier dalam parameternya dikatakan linier
instrinsik bila suatu transformasi dapat membuatnya linier. Kurva-kurva logaritma
dan eksponensial termasuk golongan ini. Model yang tak dapat dilinierkan
melalui transformasi dikatakan tidak linier instrinsik dan analisis yang
berhubungan dengannya disebut regresi tak linier (Steel dan Torrie, 540:1993).
Salah satu model regresi nonlinier (yang secara instrinsik linier) adalah model
eksponensial. Penggunaan analisis regresi ini bertujuan untuk mendeteksi
parameter outlier pada model regresi nonlinier eksponensial.

Sedangkan metode yang digunakan untuk mendeteksi parameter outlier
adalah metode maximum likelihood estimation dengan cara menentukan penduga

dari model mean shift yang berasal dari model regresi eksponensial yang telah



dilinierkan. Terdapat banyak metode untuk menduga parameter model nonlinier,
akan tetapi salah satu metode klasik untuk menduga model regresi nonlinier
adalah metode maksimum likelihood.

Dalam mendeteksi outlier pada model regresi nonlinier eksponensial
terdapat beberapa macam asumsi tehadap nilai pengamatan (variabel random)
akan tetapi dalam pendeteksian parameter outlier dan pendugaan parameter
menggunakan satu asumsi, yaitu nilai pengamatannya diasumsikan berdistribusi
normal, dikarenakan distribusi normal merupakan salah satu pendekatan
penyelesaian yang cukup baik bagi distribusi-distribusi lain, termasuk distribusi
bagi variabel diskrit seperti binomial dan poisson (Harini, 2007:123).

Pendeteksian parameter outlier dilakukan karena outlier merupakan
masalah yang paling utama yang dapat mempengaruhi pendugaan parameter.
Maka dari itu diperlukan suatu cara untuk mengatasinya yaitu melakukan suatu
pendeteksian terhadap parameter outlier tersebut dengan menggunakan suatu
metode. Dan metode tersebut haruslah memberikan hasil yang baik, metode
tersebut adalah metode maximum likelihood estimation. Untuk membuktikan
apakah pendugaan tersebut memenuhi syarat sifat-sifat pendugaan yang baik
maka dilakukan suatu pengujian terhadap hasil pendugaan dengan sifat-sifat
pendugaan itu sendiri yaitu unbias, efisien, dan konsisten.

Dalam Al Quran telah disinggung terkait dengan permasalahan outlier dan
pendugaan. Untuk permasalahan outlier yaitu terdapat pada Surat Al-Jinn ayat 14:
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Artinya:” Dan sesungguhnya di antara kami ada orang-orang yang taat dan ada
(pula) orang-orang yang menyimpang dari kebenaran. Barangsiapa yang taat,
maka mereka itu benar-benar telah memilih jalan yang lurus”. ( Qs. Al-Jinn,
72:14)

Pada Qs. Al-Jinn ayat 14 tersebut dijelaskan bahwa terdapat suatu kaum
jin yang taat dan patuh kepada Allah SWT dan ada pula para penyimpang. Dari
penjelasan ayat tersebut terdapat kata penyimpang, dalam ilmu statistika para
penyimpang tersebut dianggap sebagai outlier. Karena outlier dapat diartikan
sebagai data yang tidak mengikuti pola umum model atau data yang menyimpang
(Sembiring, 1995:62).

Sedangkan untuk masalah pendugaan terdapat pada surat Ash Shaffaat

ayat 147:

Artinya: Dan Kami utus dia kepada seratus ribu orang atau lebih (Qs. Ash-
Shaffaat/37:147)

Pada Qs. Ash Shaffaat ayat 147 tersebut dijelaskan bahwa Nabi Yunus di
utus kepada umatnya yang jumlahnya 100.000 orang atau lebih. Pada ayat tersebut
terdapat ketidakpastian dalam menentukan jumlah umat Nabi Yunus. Mengapa
harus menyatakan 100.000 atau lebih? Mengapa tidak menyatakan dengan jumlah
sebenarnya? Bukankah Allah SWT mengetahui yang ghaib dan yang nyata?
Bukankah Allah SWT Maha mengetahui segala sesuatu termasuk jumlah umat

Nabi Yunus (Abdussyakir, 2007:153).



Karena pemahaman manusia terhadap Al-Quran bertingkat-tingkat sesuai
dengan kondisi dan kemampuan masing-masing di zaman sekarang, maka orang
lebih perlu belajar hal-hal yang disajikan Al-Quran dari pada zaman dahulu agar
mampu menyingkapi rahasia-rahasia dibalik ayat-ayatnya demi kebaikan dunia
dan akhirat (Passya, 2004:39).

Oleh karena itu, dalam tugas akhir ini penulis mengkaji dan membahas
permasalahan diatas dengan judul “Pendeteksi Parameter Outlier pada Model
Regresi Nonlinier Eksponensial dengan Menggunakan Metode Maksimum

Likelihood Estimation ”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan pada latar belakang masalah yang telah dipaparkan di atas,
rumusan masalah dalam tugas akhir ini adalah
1. Bagaimana cara mendeteksi parameter outlier pada model regresi
eksponensial dengan menggunakan metode Maksimum Likelihood
Estimation?
2. Apakah pendugaan parameter yang dihasilkan model regresi eksponensial
yang tidak mengandung outlier lebih baik dari pada yang mengandung

outlier?

1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penulisan tugas akhir ini adalah



1. Menjelaskan cara mendeteksi parameter outlier pada model regresi
eksponensial dengan menggunakan metode Maksimum Likelihood
Estimation.

2. Untuk mengetahui apakah pendugaan parameter yang dihasilkan model
regresi eksponensial yang tidak mengandung outlier lebih baik dari pada

yang mengandung outlier.

1.4 Batasan Masalah

Untuk mendeteksi parameter outlier model regresi eksponensial dibatasi
pada asumsi yaitu & ~ N(0,0°) dimana estimasi parameter  dan o’ akan dicari
dengan Maksimum Likelihood Estimation. Dalam menentukan pendugaan
parameter model regresi eksponensial yang tidak mengandung outlier maupun
yang mengandung outlier digunakan sifat-sifat pendugaan yaitu unbias, efisien,

dan konsisten.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat dari penelitian ini adalah untuk mempermudah para peneliti dalam
mendeteksi parameter outlier pada model regresi eksponensial yang mengandung

outlier.

1.6 Metode Penelitian
Adapun metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini ialah

menggunakan studi literatur yaitu penelitian yang dilakukan diperpustakaan



dengan cara mengumpulkan data dan informasi dengan bantuan bermacam-

macam material yang terdapat di ruang perpustakaan seperti buku-buku, majalah,

artikel, jurnal dan lain-lain (Mardalis,1999:28).

Adapun langkah-langkah dalam penulisan ini adalah

1.

Mengasumsikan variabel independen dengan distribusi yang akan
digunakan untuk menentukan penduga parameter regresi eksponensial.
Penelitian ini mengasumsikan variabel independen berdistribusi normal
dengan mean u dan variansi o.

Mentransformasikan model regresi eksponensial menjadi bentuk regresi
linier dengan pendekatan matrik

Menentukan penduga model yang tidak mengandung outlier dan yang
mengandung outlier dengan mengggunakan metode maximum likelihood
estimation.

Membandingkan sifat-sifat pendugaan parameter pada model regresi
eksponensial, pendugaan parameter yang tidak mengandung outlier dengan
yang mengandung outlier.

Membuat kesimpulan. kesimpulan merupakan jawaban dari permasalahan

yang telah dikemukakan dalam pembahasan.

1.7 Sistematika Penulisan

Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis menggunakan sistematika

penulisan yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam

subbab dengan sistematika penulisan sebagai berikut:



BABI

BAB1II

BAB III

BAB 1V

: Pendahuluan, yang meliputi beberapa sub bahasan yaitu latar

belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan masalah,

manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

: Kajian pustaka, kajian yang berisi tentang teori-teori yang ada

kaitannya dengan hal-hal penulis bahas diantaranya adalah outlier,
distribusi normal, pendugaan parameter, metode maksimum
likelihood, model regresi nonlinier eksponensial, kajian outlier
dan estimasi pada Al- Quran dan beberapa definisi yang diambil
dari berbagai literatur (buku, majalah, internet, dan lain-lain) yang

berkaitan dengan penelitian

: Pembahasan, pada bab ini berisi tentang uraian cara mendeteksi

parameter outlier yang meliputi: langkah-langkah dalam
mendeteksi parameter outlier pada regresi eksponensial,
menentukan bentuk regresi linier dari model regresi eksponensial,
menentukan penduga parameter model regresi eksponensial
dengan metode maximum likelihood estimation dan menentukan

sifat-sifat pendugaan parameter.

: Penutup, pada bab ini penulis mengkaji tentang kesimpulan yang

dilengkapi dengan saran-saran dari penelitian ini.
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BAB I1

TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Outlier (Pencilan)
2.1.1. Pengertian Outlier

Belum ada patokan yang disepakati para statistikawan kapan suatu
pengamatan dapat dikategorikan sebagai outlier. Secara umum outlier dapat
diartikan data yang tidak mengikuti pola umum model dan secara kasar, dapat
diambil patokan yaitu yang sisanya berjarak 3 kali simpangan baku atau lebih dari
rata-ratanya (yaitu nol) (Sembiring, 1995:62). Menurut Draper (1992: 146), sisaan
yang merupakan outlier adalah yang nilai mutlaknya jauh lebih besar dari pada
sisaan-sisaan lainnya dan bisa jadi terletak tiga atau empat kali simpangan baku

atau lebih jauh lagi dari rata-rata sisaannya.

¥

2
Gambar 2.1 Bivariate yang menunjukkan tiga titik data outlier
(Alvin C, 2002: 103)
Pada gambar 2.1 di atas dapat dilihat bahwa terdapat tiga titik data yang terpisah

sangat jauh dari data lainnya yaitu data yang diberi nomor 1, 2, dan 3 dan bisa jadi
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ketiga titik data tersebut terletak tiga atau empat kali simpangan bakunya. Ketiga

titik data itulah yang disebut sebagai pencilan.

2.1.2. Pendeteksian Parameter Outlier

Kenyataan bahwa suatu pengamatan merupakan pencilan jelas tidak baik,
namun itu tidak berarti bahwa pengamatan itu berpengaruh besar dalam
pendugaan koefisien regresi. Akan tetapi dalam situasi yang pendugaan terhadap
parameternya sangat bergantung pada sejumlah kecil pengamatan, kesulitan
mungkin saja timbul. Salah satu cara mengatasi masalah ini adalah dengan
memeriksa apakah pembuangan satu atau dua pengamatan kritis mengubah secara
berarti persamaan regresinya serta kesimpulan-kesimpulannya. Bila demikian
halnya, maka kesimpulan-kesimpulan itu berarti tidak kokoh dan oleh karenanya
lebih banyak data yang diperlukan.

N.R. Draper dan John menyarankan, misalkan melambangkan model

regresi untuk » pengamatan dan p parameter sebagai

i)

pengamatan-pengamatan tersebut dikelompokkan menjadi & pengamatan
(Y2) yang kemungkinan menjadi pencilan (pengamatan berpengaruh) dan n-k
pengamatan (Yl) yang tidak. Tentu saja penataan kembali sebagian baris mungkin

diperlukan untuk mencapai pengelompokan. Sisaan yang diperoleh berdasarkan

model ini, dengan menggunakan analisis kuadrat terkecil biasa, adalah
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e
&, I-H, I-H,)\Y,
Dimana
H,=X,XX)'X'
Adalah suatu anakmatriks (submatrix) dari H = X(XX)™" X' (2.1)

Pembuangan kelompok pengamatan (Yz) yang dicurigai menghasilkan model

E(Y,)= X,/ . Alternative lain model

E(ij ] [j(( ﬂ@ 2.2)

Dengan » menyatakan vektor parameter tambahan yang berukuran k& x1.
Penduga b dan ¢ masing-masing bagi f dan y adalah
b=(X/X,)" XY, danc=(I-H,,) ¢,

dari persamaan (2.2) diperoleh
E(Y,)= X, dan
E(Y,)=X,p+1Iy (2.3)
E (Y1 )merupakan model dengan membuang suatu pengamatan yang kemungkinan
pengamatan tersebut suatu pencilan. Sedangkan £ (Yz) merupakan model yang
kemungkinan mengandung pencilan. Dari persamaan (2.3) diperoleh

Y =XB+2Zy +¢ (2.4)

Dimana Z =1 danzzz.
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Jumlah kuadrat ekstra yang berasal dari nilai dugaan y =y dalam persamaan
(2.4) diberikan oleh
O,=¢&l(I-Hy) e, (2.5)
Statistik ini dapat digunakan untuk menguji pencilan.
Draper dan John menyarankan dihitungnya (), karena (J, memberikan

suatu ukuran bagi pencilan, nilai yang besar merupakan penyimpangan (Draper,

1992: 163-168).

2.2. Distribusi Normal
Distribusi yang penting dalam statistika ialah distribusi normal atau sering

pula disebut distribusi Gauss.

Y (G-0)Y
f)= 1 e[ 1) (2.6)

Distribusi ini mempunyai rataan z dan variansi o . Grafiknya mirip lonceng dan
tertentu sepenuhnya bila x dan o diketahui. Suatu peubah acak Y yang
berdistribusi normal dengan rataan x dan simpangan baku o’ sering disingkat
dengan lambang Y ~N(u,c°).

Distribusi normal dengan rataan 0 dan simpangan baku 1 disebut normal
baku., lambang N(0,1) . Untuk suatu distribusi N(u, o) berlaku

P(u-o<Y<u+o)=0,6826 = 0,68

P(u-20<Y< u+20)=0,9544 = 0,95

P(u-30<Y < u+30)=09774~ 0,997 2.7)
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Ketiga sifat di atas sering berguna untuk menentukan apakah anggapan normal
dilanggar secara kasar atau tidak pada suatu terok data. Begitupun, dalam
menentukan pengamatan yang mungkin merupakan pencilan, datanya dapat secara

cepat dikenal dari jaraknya dari titik tengah terok. Misalnya, suatu data yang

berjarak lebih dari 4s dari Y kemungkinan merupakan suatu outlier (Sembiring,

1995: 4-5).

2.3. Pendugaan Parameter

Pendugaan (estimasi) adalah proses yang menggunakan sampel statistik
untuk menduga atau menaksir hubungan parameter populasi yang tidak diketahui.
Pendugaan merupakan suatu pernyataan mengenai parameter populasi yang
diketahui berdasarkan populasi dari sampel, dalam hal ini sampel random, yang
diambil dari populasi yang bersangkutan. Jadi dengan pendugaan ini, keadaan
parameter populasi dapat diketahui (Hasan, 2002:111). Menurut Yitnosumarto
(1990:211-212), pendugaan adalah anggota peubah acak dari statistik yang
mungkin untuk sebuah parameter (anggota peubah diturunkan). Besaran sebagai
hasil penerapan penduga terhadap data dari semua contoh disebut nilai duga

(estimate). Adapaun sifat-sifat dari penduga parameter tersebut adalah:

1) Tak bias (Unbias)
Satu hal yang menjadi tujuan dalam pendugaan adalah pendugaan harus

mendekati nilai sebenarnya dari parameter yang diduga tersebut. Misalkan
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terdapat parameter €. Jika 0 merupakan penduga tak bias (unbiased estimator)

dari parameter ¢, maka:
Eg)=0 (2.8)

(Yitnosumarto,1990:212)

2) Efisien

Suatu penduga (dimisalkan: é) dikatakan efisien bagi parameter (&)
apabila penduga tersebut mempunyai varians yang kecil. Apabila terdapat lebih
dari satu penduga, penduga yang efisien adalah penduga yang mempunyai varian

terkecil. Dua buah penduga dibandingkan efisiennya dengan menggunakan efisien

relative (relative efficiency). Efisien relatif 92 terhadap él dirumuskan:

_varg,

~ 29
var 6, @3)

R=-1,jika R>1 maka él > éz artinya secara relatif éz lebih efisien daripada

"’%)l >

él, dan jika R <1 maka él < éz artinya secara relatif é’l lebih efisien daripada

Y
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3) Konsisten
Suatu penduga dikatakan konsisten apabila memenuhi syarat sebagai
berikut:
1. Jika ukuran sampel semakin bertambah maka penduga akan mendekati
parameternya. Jika besar sampel menjadi tak terhingga maka penduga

konsisten harus dapat memberi suatu penduga titik yang sempurna
terhadap parameternya. Jadi, (é) merupakan penduga konsisten, jika dan
hanya jika:
E-E@) —>0jikan—s o (2.10)
2. Jika ukuran sampel bertambah besar maka distribusi sampling penduga

akan mengecil menjadi satu garis tegak lurus di atas parameter yang

sama dengan probabilitas sama dengan 1. (Hasan, 2002:113-115)

2.4. Maksimum Likelihood
2.4.1. Fungsi likelihood
Definisi

Fungsi likelihood dari n variabel random x,, x,,..,x, didefinisikan

sebagai fungsi kepadatan bersama dari n variabel random. Fungsi kepadatan
bersama  f,  (x,..,x,;0), yang mempertimbangkan fungsi dari 6&. Jika
X,...,x, adalah sampel random dari fungsi kepadatan f(x;0), maka fungsi
likelihoodnya adalah  f(x,;0)f(x,;0)...f(x,;6) (Mood, Graybill and Boes,

1986:278)
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Notasi

Untuk mengingatkan dalam mempelajari fungsi likelihood sebagai fungsi
dari @, dapat dinotasikan L(x,,...,x,;0) atau L(x,,...,x,)
Contoh

Jika x,, x,,.,x, adalah random sampel dari distribusi x ~ N(0,I). Fungsi

n

likelihoodnya adalah:

L(x,%y5.0%,;0)= f(x,;0) f(x,;0)..f(x,;0), 0O

1 - @-or

#
V27w

Karena berdistribusi normal, maka fungsi f(x;6)=

Fungsi likelihoodnya adalah:
L(x,,%,5,...,%,;0)= f(x;0) f(x,;0)...f (x,;0)

1 1 1
1 —@w-9 1 —(x-67 1 —&-9
2 -w— 2 000 === 2

I
®

Il
VR -
—_
=
® 1
| —
M
=
1
5
%
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Sehingga fungsi likelihood dapat di tulis sebagai berikut:

L(x,,%,,.. X

0)=

no

2.4.2. Maximum Likelihood Estimation

Kita telah membahas sifat baik yang dimiliki dalam pendugaan. Jadi untuk
mengetahui apakah suatu pendugaan bersifat unbias, efisien dan konsisten dan
sebagainya terlebih dahulu ditentukan pendugaan parameternya dengan
menggunakan suatu metode yaitu metode maximum likelihood estimation.
Metode tersebut sering memberikan hasil yang baik (yaitu sering memberikan
penaksir yang baik).
Definisi.

Andaikan X, X,,..,X, peubah acak dengan fungsi distribusi
F(x,,%,,....,x, | 0) dengan €€ ©® yang tidak diketahui. Dan fungsi likelihood
ialah

f(x,x,,....,x, | 8), jika FF mempunyai fungsi padat f

L(O)=
©) {p(xl,xz,...,xn | 8), jika F mempunyai fungsi padat p

Setiap 0 = én (X,,X,,....,X,) € O sehingga
L(6) = sup{L(6) : 0 € O}
disebut maximum likelihood estimation (Dudewicz dan Misrhra, 1995: 412).

Contoh:

Andaikan bahwa sampel random berukuran n berdistribusi bernoulli
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S p)=p g ™1, (x), untuk 0< p<ldan g=1-p
Nilai sampel x,, x,,..,x, menjadi barisan bernilai nol dan satu, fungsi

likelihoodnya adalah
Lp=[]p"q™ =p=q ="
i=1

Dimisalkan
y=2x
Maka fungsi likelihoodnya menjadi:
Lp)=p q""
Dengan melogaritmakan persamaan di atas, diperoleh:
InL(p)=ylnp+(n—-y)lng (2.1
Untuk mendapatkan penduga dari p maka dengan mendiferensialkan persamaan

(2.11) terhadap p, diperoleh:

alnL(p):l_n—y (2.12)
dp P 9
Karena % =0, persamaan (2.12) menjadi
P
(A
P q
Untuk ¢ =1- p, maka:
Ty _y
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y—-py=pn-y)
-py—pn-y)=-y

-p(y+n-y)=-y

~pn=-y
ﬁz;yzzzzx":lzszx
= /1) n n

2.5. Model Regresi Nonlinier Eksponensial

Model regresi nonlinier dibagi menjadi dua jenis yaitu model linier
intrinsik dan model nonlinier intrinsik. Jika suatu model adalah linier instrinsik,
maka model ini dapat dinyatakan melalui transformasi yang tepat terhadap
peubahnya, kedalam bentuk model linier baku yang dinyatakan dalam bentuk
berikut ini:

V=Bt Bix; + Byx, + Bixs +..+ Bx, €

Dimana

B, = nilai pengamatan ke-i (variabel random), i =1,2,3,...,n
Bo = parameter intersep

By. By By a---,ﬂ,, = parameter slope

Xy Xy geeny X, = peubah acak

3 = galat

Jika suatu model nonlinier tidak dapat dinyatakan dalam bentuk baku ini, berarti

model itu secara nonlinier intrinsik (Draper dn Smith,1992:212).
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Diantara  bentuk-bentuk model (linier intrinsik) yang dapat

ditransformasikan ke dalam bentuk linier adalah model regresi eksponensial yaitu:
y, = PPt st o (2.13)

Model regresi eksponensial dapat ditransformasi dengan mudah dengan

mengambil transformasi logaritmanya. Dimana f,, f,, dan S, adalah parameter

yang tidak diketahui, dan & adalah galat acak yang bersifat multiplikatif. Dengan

melogaritmakan natural persamaan (2.13), model tersebut berubah menjadi bentuk

linier.

In(y,) = In(eAr A femt-shisu g

In(y,) = In(ePo A Fsa-thisa y 4 n(z )

In(y,) =(B, + Bix, + Brx, +...+ f,x,; ) Ine+In(e,)

In(y,)=(B, + B.x,, + 5%, +...+ Bx; D+ In(g,)

(NG R 2. e L BT £ (2.14)

Model seperti ini adalah model linier dalam bentuk semi log yang dapat berupa

log-lin atau lin-log. (Draper and Smith, 1992:213).

Model (2.14) merupakan model linier dalam bentuk In¢. ¢ dalam hal ini

tidak berdistribusi normal, sebab yang berdistribusi normal adalah Ing =0.
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log E(Y) =g + 51X

p..<

Gambar 2.2 Model regresi nonlinier eksponensial
(Steel&Torrie, 1993:541)
Pada gambar 2.2 di atas dapat dilihat bahwa terdapat hubungan antara dua

variabel X dan Y yang mempunyai persamaan logE(Y) = S, + ,X. Gambar

tersebut menunjukkan model regresi nonlinier eksponensial.

2.6. Model Regresi dalam Pendekatan Matrik

Model yang paling sederhana adalah model regresi linier. Model regresi
linier sederhana terdiri dari satu variabel. Model tersebut dapat digeneralisasikan
menjadi lebih dari satu atau dalam & variabel. Persamaan bagi model regresi linier

dengan k variabel diberikan sebagai berikut:

y=P0,+Bx, +Bx, +..+ Bix, +¢ (2.15)
Bila pengamatan mengenai y, x,, X,,.., X, dinyatakan masing-masing dengan
Yis Xy, X;5,.., X; dan galatnya g,. Maka persamaan (2.15) dapat dituliskan
sebagai:

Vi=By+Bixy+ Xyt fixy +e, i=12,n
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Dinotasikan dalam bentuk matrik, sehingga menjadi:
b2 I x, ... x;)\(5 &
A K M 2.16)
v, I x, ... x, )\B R
Misalkan
Y 1 xS Oom B, &
7 ){2 e 1 x.21 x?k 5= ﬂ.l b 4
Yn I ox,y o Xy B €,

Persamaan (2.16) dapat dinyatakan sebagai:

Y=Xp+e
Dimana
Y = vektor respon nx1
X = matrik peubah bebas ukuran n x (k +1)
B = vektor parameter ukuran (k +1)x1 ang tak diketahui
& = vektor galat ukuran nx1

(Sembiring,1995:134-135)
Sistem (2.16) dikenal sebagai penyajian matrik model regresi linier (k-variabel)
umum. Sistem tersebut bisa ditulis lebih ringkas sebagai:

Yy = X Y + &

- (2.17)
nxl nx(k+1) (k+D)+1 nxl
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2.7. Kajian Outlier dan Estimasi pada Al Quran

Al-Quran merupakan kitabullah yang di dalamnya terkandung ilmu-ilmu
Allah, untuk mendapatkan ilmu tersebut perlu mengkaji Al-Quran secara
mendalam. Al-Quran bukan hanya berbicara ilmu agama yaitu halal dan haram,
pahala dan dosa, surga dan neraka, lebih dari itu di dalamnya terdapat banyak hal
yang berkaitan dengan masalah keduniawian, mulai masalah sains dan teknologi,
sosial, politik, ekonomi, hukum, dan yang lainnya. Ada banyak sumber kajian
tentang itu semua yang menjadikan Al-Quran sebagai acuannya (Abtokhi,
2007:182). Oleh karena itu di sini akan dibuktikan bahwa Al-Quran tidak hanya
membahas tentang ilmu agama saja akan tetapi membahas tentang masalah ilmu
statistik juga.

Salah satu masalah ilmu statistik yang dibahas dalam penelitian ini adalah
tentang outlier dan estimasi dalam ilmu statistik yang ternyata telah disinggung
sejak zaman Nabi Muhammad. Hal tersebut terbukti sebagaimana yang telah
dijelaskan dalam Al-Quran surat Al-Jinn Ayat 14 dan surat Ash-Shaffaat ayat 147.

2.4.3. Outlier dalam Al Quran

Surat Al-Jinn terdiri atas 28 ayat, termasuk golongan surat-surat
Makkiyyah, yakni turun sebelum Nabi Hijrah ke Madinah. Dinamai Al-Jinn
diambil dari perkataan Al-Jinn yang terdapat pada ayat pertama surat ini. Surat
Al-Jinn menerangkan bahwa Jin sebagai makhluk halus telah mendengar
pembacaan Al Quran dan mereka mengikuti ajaran Al Quran tersebut. Pada surat
tersebut terdapat ayat yang menyinggung masalah pencilan (outlier), yaitu pada

ayat 14:
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STERE R NG S AN AL (o

Artinya.” Dan sesungguhnya di antara kami ada orang-orang yang taat dan ada

(pula) orang-orang yang menyimpang dari kebenaran. Barangsiapa yang taat,

maka mereka itu benar-benar telah memilih jalan yang lurus”. ( Qs. Al-Jinn,

72:14)

Asal turunnya Surat Al-Jinn Ayat 14 yaitu untuk menampik dugaan bahwa
semua jin baik yang mendengar langsung ayat-ayat Al-Quran maupun yang belum
atau tidak mendengarnya kesemuanya telah patuh kepada Allah. Kemudian pada
ayat tersebut diterangkan bahwa dan sesungguhnya di antara kami masyarakat jin
ada orang-orang muslim yakni yang benar-benar taat dan penuh kepatuhan
kepada Allah dan ada pula para penyimpang yakni mereka yang telah sangat jauh
dari kebenaran lagi sangat mantap kekufurannya. Barang siapa yang patuh, maka
mereka itu telah bersungguh-sungguh memilih arah yang mengantar ke jalan
kebenaran (Shihab, 2003:494).

Kata “penyimpangan” dalam surat di atas pada konsep statistika dapat
diartikan sebagai suatu outlier. Sebab suatu outlier dikatakan sebagai penyimpang
dilihat dari pengertiannya yaitu:

1. Pencilan (outlier) adalah yang nilai mutlaknya jauh lebih besar dari pada
sisaan-sisaan lainnya dan bisa jadi terletak tiga atau empat simpangan baku
atau lebih jauh lagi dari rata-rata sisaannya.

2. Pencilan adalah suatu keganjilan dan menandakan suatu titik data yang sama

sekali tidak tipikal dibandingkan data lainnya (Draper dan Smith, 1992: 146).
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Pencilan (outlier) adalah data yang tidak mengikuti pola umum model
(Sembiring, 1995:62).

Dari penafsiran Surat Al-Jinn Ayat 14 di atas dijelaskan bahwa “para

penyimpang yakni mereka yang telah sangat jauh dari kebenaran lagi sangat

mantap kekufurannya”. Penafsiran mengenai para penyimpang tersebut

mempunyai makna yang sama dengan pengertian dari outlier yaitu sama-sama

terletak sangat jauh.

Akan tetapi terdapat banyak perbedaan mengenai konsep outlier pada

statistika dengan maksud kata “penyimpangan” pada surat Al-Jinn Ayat 14

diantaranya:

1.

p. |

3.

Dilihat dari jumlah penyimpangan yang terjadi

Dalam statistika, suatu data yang kemungkinan menjadi outlier biasanya dapat
diduga tidak lebih dari 5% dari data yang ada. Sedangkan dalam Al-Quran
surat Al-Jinn Ayat 14, jumlah penyimpangan dapat diduga kurang dari 50%
atau bahkan bisa lebih dari 50%.

Dilihat dari obyeknya

Obyek outlier dalam penelitian ini yaitu berupa data yang belum diketahui.
Sedangkan dalam surat Al-Jinn Ayat 14 obyek penyimpangannya sudah
diketahui yaitu sekelompok jin.

Dilihat dari bentuk obyek

Dalam statistika, bentuk dari suatu data adalah menyebar mengikuti garis
model maka outlier juga mempunyai bentuk menyebar seperti gambar 2.1.

Berbeda dengan bentuk penyimpangan dalam Al-Quran surat Al-Jinn Ayat 14
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bentuknya yaitu berkelompok, dikarenakan jumlah mereka yang banyak (lebih

dari 5%).

2.4.4. Estimasi dalam Al Quran
Dalam Al-Qur’an pada surat Ash-Shaffaat terdapat ayat yang
menyinggung masalah pendugaan. Surat Ash-Shaffaat adalah surat Makiyah,
yakni turun sebelum Nabi Hijrah ke Madinah yang terdiri dari 182 ayat..
Pendugaan dalam statistika disinggung dalam surat Ash-Shaffaat ayat

147, yaitu:

Artinya: Dan Kami utus dia kepada seratus ribu orang atau lebih. (Qs. Ash-
Shaffaat,37:147)

Asal turunnya ayat diatas yaitu menceritakan tentang kisah Nabi Yunus.
Bahwa Nabi Yunus keluar dari kaumnya ketika akan disiksa oleh kaumnya
sebelum mendapat perintah dari Allah SWT untuk Hijrah. Kemudian Nabi Yunus
mendapatkan balasan dari Allah SWT. Setelah itu, Nabi Yunus diutus kembali
kepada kaumnya. Kami mengutusnya yakni menugaskannya lagi kepada seratus
vibu orang atau lebih jika kamu melihat mereka sekali pandang.
(Shihab,2003:83).

Pada kalimat “kepada seratus ribu orang atau lebih jika kamu melihat
mereka sekali pandang” terdapat suatu pendugaan, yaiu pada kata seratus ribu

orang atau lebih. Contoh lain pendugaan yaitu, misalkan pada suatu pertandingan
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sepak bola dengan banyak sekali penonton seseorang ditanya tentang jumlah

penonton tersebut, maka ia akan menduga jumlah penonton menurut

pandangannya. Sama halnya dengan (seratus ribu orang atau lebih) _. ):g: )T

s

£
|

Y 92\53/ pada surat Ash Shaffat ayat 147 diatas, jika seseorang menanyakan

berapa jumlah pasti (seratus ribu orang atau lebih) |_. >):\.3*: )T |

-

“25Ls, maka

orang tersebut hanya dapat menduga jumlahnya karena ayat tersebut tidak ada
kejelasan dalam menerangkan jumlah umat Nabi Yunus.
Maka dari itu terdapat perbedaan dalam menafsirkan (seratus ribu orang

atau lebih) \_ 5505 ol )l %L , sebagai berikut;

-

1. Shihab dalam Tafsir al-Misbah (2003: 84)

z

Kata (;) auw/atau pada firman-Nya: (_ ):\.3 o QT) au yazidun, lebih
dipahami oleh sementara ulama dalam arti bahkan, ada juga yang memahaminya
dalam arti dan. Jika anda memahaminya dalam arti afau, maka ayat ini bagaikan
menyatakan jumlah mereka banyak, menurut perhitungan kamu adalah seratus
ribu atau lebih. Jika anda memahaminya dalam arti dan atau bahkan, maka itu
berarti beliau diutus kepada dua kelompok. Yang pertama berjumah seratus ribu

dan yang satu lagi adalah yang lebih dari itu. Dalam satu riwayat dinyatakan
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jumlah mereka sebanyak dua puluh ribu. Yang seratus ribu adalah orang-orang
Yahudi penduduk negeri Nainawa, yang ketika itu berada dalam tawanan kerajaan
Asyur, sedang yang lebih adalah selain orang Yahudi yang bermukim juga
dinegeri itu.

2. Hamka dalam Tafsir al-Ahzar (1981:194)

Menceritakan bahwa setelah Nabi Yunus sehat dan kuat kembali, dia
diperintahkan Tuhan melaksanakan perintah yang dipikulkan kepadanya, yaitu
mendatangi dan melakukan dakwah kepada kaumnya di negeri Ninive ini, yang
berjumlah 100.000 orang atau lebih, artinya lebih dari 100.000, kurang tidak.

3. Al-Mahally dan As-Syuyuthi, dalam tafsir Jalalain, (1990: 1946)

Menjelaskan bahwa 4;:.1,;35 (Dan kami wutus dia) sesudah itu,

sebagaimana status sebelumnya, kepada kaum Bunainawiy yang tinggal didaerah

Mausul- _aJ \ZgLle

| (kepada seratus ribu orang) bahkan __. , j:\.g J; jT (atau

lebih dari itu) yakni lebihnya dua puluh atau tiga puluh atau tujuh puluh ribu
orang.

Para ulama memperkirakan jumlah umat Nabi Yunus dengan jumlah yang

berbeda-beda, meskipun demikian tidak ada yang mengatakan kurang dari

100.000 orang. Dari ketiga penafsiran di atas dapat disimpulkan bahwa terdapat

suatu penggunaan istilah pendugaan pada surat Ash Shaffat ayat 147.
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Dari penjelasan di atas telah dibuktikan bahwa Al-Quran tidak hanya
berbicara tentang ilmu-ilmu agama saja, akan tetapi juga berbicara tentang ilmu
statistik. Namun, dalam Al-Quran konsep-konsep ilmu statistik tidak disajikan
secara langsung, akan tetapi berupa pengetahuan yang membutuhkan penafsiran
secara mendalam. Oleh karena itu Allah SWT telah memberi akal dan pikiran
manusia untuk berpikir dan mengkaji Al-Quran , menguak rahasia-rahasia yang

terkandung dalam Al-Quran.
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PEMBAHASAN

3.1. Langkah-langkah dalam Mendeteksi Parameter Outlier Pada Model

Regresi Eksponensial

Untuk mendeteksi parameter outlier pada model regresi eksponensial,

diperlukan langkah-langkah sebagai berikut:

1.

Mengasumsikan variabel independen dengan distribusi yang akan
digunakan untuk menentukan penduga parameter regresi eksponensial.
Penelitian ini mengasumsikan variabel independen berdistribusi normal

. . 2
dengan mean x4 dan variansi o°.

Mentransformasikan model regresi eksponensial menjadi bentuk regresi
linier dengan pendekatan matrik

Menentukan penduga parameter yang tidak mengandung outlier
Menentukan penduga parameter yang mengandung outlier.
Membandingkan sifat-sifat pendugaan parameter pada model regresi
eksponensial, pendugaan parameter yang tidak mengandung outlier dengan

yang mengandung outlier.

Untuk menentukan penduga parameter yang tidak mengandung outlier dan yang

mengandung outlier mengggunakan metode maximum likelihood estimation.

30
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3.2. Menentukan Bentuk Regresi Linier dari Model Regresi Eksponensial
dengan Pendekatan Matrik

Regresi nonlinier ekponensial dinyatakan dalam bentuk

p, = ePr PPt f g (3.1)
Persamaan (3.1) dilinierkan dengan menggunakan logaritma natural, sehingga
modelnya menjadi:

In(y,) = In(eArAmhmat-shisa o

In(y,) = In(e/ A thrat+liy 4 In(g, )

In(y,) = (B, + Bx, + Box,, +...t Box, JIne+Ing,

In(y,) = (B, + Bxy By +..t Bex, X1)+Ing,

In(y, )= B, F gix, Bo%, t..t x4 lng (3.2)
Dimana (i = 1,2,...,n), (p =0,1,...,k) dan & tidak berdistribusi normal, karena
yang berdistribusi normal adalah In¢.

Dengan menggunakan pendekatan matrik, maka persamaan (3.2)

dinotasikan dalam bentuk matrik, sebagai berikut:

Iny, I #x, Ad T rshi=Gs Ing
ln'y2 _ 1 x'Z] x?k ,‘él N Ineg, (33)
ln yn 1 xnl = xnk ﬂk ln gn
Misalkan
Iny, I ox, .. Xy
v = Iny, le Xyp  eee Xy

Iny, 1 x

nl
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B, Ing

- ,6:'1 = Ineg,
ﬂk ln gn

Maka persamaan (3.2) dapat diubah menjadi
* - X . + *
L b £ (3.4)
nxl nx((k+1) (k+1)x1 nxl

Persamaan (3.4) merupakan bentuk regresi linier dari model regresi eksponensial

dengan pendekatan matrik.

3.3. Menentukan Penduga Parameter Regresi Eksponensial Menggunakan
Metode Maksimum Likelihood Estimation
3.3.1. Menentukan penduga parameter yang tidak mengandung outlier
Untuk menentukan penduga parameter yang tidak mengandung outlier
menggunakan bentuk regresi linier dari model regresi eksponensial dengan

pendekatan matrik yaitu menggunakan persamaan (3.4) seperti:

X* =X£+§*

3.3.1.1. Penduga Parameter

Dari persamaan (3.4) diketahui bahwa Y T = (Iny, Iny,, ...,Iny, )",
adalah wvariabel random, karena diasumsikan berdistribusi normal maka

Z*~N(X£,0'21) dengan X = (x4, X;,.0r %) dan = (B, Broeos B’
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dimana i = 1,2,...,n dan / menyatakan matrik ukuran nxn . Sehingga fungsi

distribusi peluang dari Y “adalah

L (2o sk

2

f(B.olY) =

(3.5)
2o

Untuk menentukan penduga parameter menggunakan metode maksimum
likelihood estimation, terlebih dahulu ditentukan fungsi likelihood (L) yang di

peroleh dari fungsi distribusi peluang pada persamaan (3.5) di atas sebagai

berikut:
L(,o2lr) =f(B.0)

(s T

—_—

@

S
q

= - e (3.6)
r)2(c? )2
Sehingga fungsi likelihoodnya (L) adalah:
b _l g A 7*—)(/3 A 7*—)([? =t
L(B.c*)Y ):7,} —¢ (Tl bexab) (3.7)
(27[)5(02 )5

Untuk mempermudah mendapatkan penduga parameter maka persamaan (3.7) di

ubah menjadi fungsi log-likelihood sehingga diperoleh

InL(B,07Y")
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=In

n

(27)? (0'2 )5

By

;ezw'wxmw}

—in| 27 (o?) 3 ei(@‘)T(Y*XﬂY(Y*Xﬁ)GI)J

“in <2n>‘3J+1n[(gz)—§]+ln( ei(<o‘>f(fxmf-xzf>al)J

=—§1n(27r)—gln(02)+{—%((0“ J i -xgf (v -xpl )}me

— i) - 2inlo)+{- o) (=) b -l
—2mem) - 2nlo )= Lo Ve T - r X Txpe XX
:‘glnen)—%ln(a)—%{ol Fle7y —2r " xpe g xxpl |

- _gm(z;r) —gln(cr2 )—%(0'1 ¥

«T

[~
I~

ol +%2(O'_1 )TX*TXéo__l —%(G_l )TérxTxéo--l

«T

- _gm(zﬁ) —gln(a2 )—%(0'1 i

I~

Yo'+l Y Xpo —%(o"l ) BTXX o™ (3.8)

untuk mendapatkan penduga parameter J yaitu dengan memaksimumkan

persamaan (3.8) terhadap f, artinya mendeferensialkan InL(/, o’[Y") terhadap

B, di peroleh:

1

L e

op

»
e e PSR VL
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oln L(%’,éazlz*) _0. sehingga
(6 )y xs'-(6") B X" x6"=0
(6) x X6 =(6") p'x"x6"
) (6 Y " x67'6=(6) (67} }"x" 676
P X=X
b <(57x)
XY =X"Xp (3.9)
B=(X"X)'X"Y" (3.10)
Dimana ¥~ adalah InY maka:
BDE X WO 3.11)

Penduga parameter pada persamaan (3.11) dikatakan sebagai penduga parameter
é yang tidak mengandung outlier.
3.3.1.2. Penduga Parameter o’
Untuk mendapatkan penduga dari o® dengan cara memaksimumkan
persamaan (3.8) terhadap o’ artinya mendeferensialkan persamaan (3.8)
terhadap o, diperoleh

InL(8,07Y")
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1]
|
|
=3
~~
(]
]
p——a
|
|
(o]
=3
—_
Q
N—
|
|
Q|
~
,
h<

o o e 20

=—gln(27r)—nln(a)—2 YUY vy Xﬂ—z _BTXTXp

Sehingga

olnL(g,o°lY")

ol

dInL(B,c7Y")

1 =0, sehingga
O
— g }4 i 74 ?4 X”X§+ }4 éTxTxlﬁzo
(o2 O (o2 (e
:12 _ }4 X*Ti* A A24 X*TX£+ A14 érxrxé
(o2 (€2 (e (2
n 1 ST P gy VI
— = A4(z Y -2 X+ j X xg)
(o2 (o2
N | O . N %
6t L= A4(z == TXﬂ+ﬂTXTX,6’)
(o2 (o2 C 1N -
) YA *T A AT T A
ng* =(Y7Y =2 Xf+ BT X"Xp)
Karena

not =rTy -2y TXp pTXIXG)

=l - xpf b -xp)

Maka
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&2 = (v -xp) [v" -x) (3.12)
Dimana Y~ adalah InY maka:
62 =y - x4) (ny - x4) (3.13)

n

Penduga parameter pada persamaan (3.13) dikatakan sebagai penduga parameter

6" yang tidak mengandung outlier.

3.3.2. Menentukan penduga parameter yang mengandung outlier

Model regresi eksponensial yang mengandung outlier adalah
y, = eﬂo+ﬁle1+ﬁ2xf2+~~-+ﬁkxik+'//0+V/12i1+~~+szik g,

Untuk mempermudah dalam menentukan pendugaan maka persamaan di atas di

linierkan menjadi bentuk matrik sebagai berikut

1n(y,-) _ ln(eﬂo+/31x,.l+52x,2+...+/3kx,.k+y/0+y/lz,,+..4+wkz,k ‘95)

ln(y,») _ ln(eﬂo+ﬂlx”+ﬂ2x,.2+m+ﬂkxi,‘.+y/0+|//lzll+m+1//kz,.k ) il ln(&‘i)

In(y,) = (B, + Bixy + BoXpy + oot BiXy +Wo + W, 2y + .t W,z )Ine+ Ing,

In(y,) = (B, + X, + BoXyy +ot BiXy Wy + W2y + ot Wz, 1)+ In g,

In(y,)= P, + Bix;, + BoXyy +.ct BiXy +W 2,0 T W, 25+, 2, +Ing; (3.14)
Dimana (i = 1,2,...,n), (p =0,,...,k) dan & tidak berdistribusi normal, karena

yang berdistribusi normal adalah Ing. Dalam bentuk matrik persamaan (3.14)

menjadi
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Iny, L x, ... x;,)\(5 zo, 0 ... 0)(y, Ing,
ln'y2 _ 1 x'21 x?k '?' N 0 z'21 0 l/{l N Ineg,
Iny, 1 x, ... x, )\ B 0o 0 ... z,)\y, Ing,
misalkan
Iny, e W ... X,
Y- ln'y2 X = 1 x'21 x?A
ln yn 1 xnl xnk
B zp, 0 0
é h IBI Z _ O ZZl O
ﬂk 0 0 Z
Y Ing,
v, L oA
V= 4°
l//k ln 8”
Dimana Z merupakan matrik identitas, z,, = z,, =...= z,, =1dan Z, y

menunjukkan persamaan tersebut mengandung parameter outlier. Sehingga

persamaan (3.14) menjadi

5

v — X S + Z 7 i+ 5

Y - 2 i (3.15)
nx(k+1) (k+)x1  ax(k+1) (k+D)x1  nxl

persamaan (3.15) diperoleh dari persamaan (3.14)

Penduga parameter yang mengandung outlier ini dinotasikan dengan S, y

dan o, untuk menentukan penduga parameter yang mengandung outlier dapat
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kita gunakan cara yang sama dengan cara menentukan penduga parameter yang

tidak mengandung outlier # dan o’ seperti di atas.

3.3.2.1. Penduga Parameter p

Dari persamaan (3.15) diketahui bahwa Y g (Iny, Iny,, ...,Iny ),
adalah variabel random, karena diasumsikan berdistribusi normal maka
Y ~N(XB+ Zy,0°I) dimana Z=(z,, 2y, ... ,2,,) ", dan y = (w,, ¥,....,

w,)", i=12,...,n. Sehingga fungsi distribusi peluang dari Y adalah

1 (5 )e-bepe 2o ] (o-xe zu)o)

e,

fBy.0’ Y )= (3.16)

270

Untuk menentukan penduga parameter menggunakan metode maksimum
likelihood estimation, terlebih dahulu di tentukan fungsi likelihood (L) yang di

peroleh dari fungsi distribusi peluang pada persamaan (3.16) di atas sebagai

berikut:
LBy, |Y)
=f(B.y.c |Y)
e e[—%]((z‘—(wZK))J")’((X*—(X@ZK))G*‘)
il 270’
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(6 Y -Xp-Zy) (Y =X p- Zy o™
_ nl : e( 2)[( Jlr-xp-zuf (v -xp-zu)o ) (3.17)
(27[)5(0'2)5
Sehingga fungsi likelihoodnya (L) adalah:
1l 1V (o 7 (" -1
L(pno? 1) =k ATl 2] (3.18)
(27[)5(0'2)5

Untuk mempermudah mendapatkan penduga parameter maka persamaan (3.18) di

ubah menjadi fungsi log-likelihood sehingga diperoleh

InL(B,y.0” |Y)

— 1| ———— Nz
n

1 (6 b -xp- 2o (7 xp- ZWW}
@n)(o?):

=In (27r)_g (0 i )_% e%(("il J v -xp-zo) (v -xp- ZW)UI)J

=In (zﬁ)gj 4 ln((az )—Zj . 1n£ e*%((a")r(gtng Zg)r(z*ing ZW)GI)J

-~ Zin@m)~21n(o?)

- 2lo Y -xp- 2] (0 x5~ 2o e
= 2In2m) S Info”

v {—%((a-‘ Sl -xg- 2y (v -xp- zy) )}(l)

2 In(2m) —gln(az)
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Ao - 2 - 2t

[~

z_gln(zﬂ_)_%ln(o_Z)_%ko_I)T(X*T * _Y*TXE_Z*T Zz_z* xﬁ

+(XB) Xp+(XB) zy— ¥ zy+(XBY zy +(zv) Ztﬂ)o“l}

—Tnem - 2in(o?)- o Ty —or g2y 2y

+(xpf xp+20xp) zy +(zy) zylo|

—2nen-2io)-Ho V£ o -2V T xpe

- 2(0'_1 )TX*T ZZO'_I + (0'_1 )T (XE)T XEO'_I + 2(0'_1 )T (XE)T Zzo’1

o) () zyo |

:_gln(27r) —gln(az)——(cf1 Yrive'+

:_gln(zﬂ_)_gln(o_z)_%(o_1)TZ*TX*O_1 +(O_71)TX i

oY zyo —%(0'_1 J(xg) Xpo () (XB) Zyo™

_ %(o-‘1 )T (ZZ)T ZZO'_I

- gln(zﬂ) —gln(az )— —(0’1 )TI_’*TI_’*Cfl + (071)

41
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+ (o"1 )TZ*T Zﬂo’1 —%(a‘"l )T (XE)T Xﬁo’1 - (o"1 )T (Zg)r Xéo’1

- %(0'"1 )T (ZE)T Zl/_/O'_l (3.19)

untuk mendapatkan penduga parameter f yaitu dengan memaksimumkan
persamaan (3.19) terhadap f, artinya mendeferensialkan InL(f,y, o’ |Y *)
terhadap S, di peroleh:

olnL(B.y,07|Y)
&

=—0-0-0+ (Gfl)TZ*TXo‘1 +0—%2(O‘1 )T(XE)T Xo™! —(o"1 )T(Z%)fXG’1 -0

o ¥ e e o o) (2

olnL(By,0° |¥)
%

=0, sehingga

6] 7" x6 (o (i) (6 (20 x6=0

A

6V r x67=(6") (xB) x67 + (67 (zp) x6~

6767V v x676=6"(6" (Xp) X676 +67(67 Y (z) X676
v x=(xg) x+(zp) x
X'XBp=X"Y"—X"Zj

A= X)X (v - zy) (3.20)

Dimana ¥~ adalah InY maka:
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B=(X"X)"X"(lnY - zp) (3.21)
Penduga parameter pada persamaan (3.21) dikatakan sebagai penduga parameter

é yang mengandung outlier.

3.3.2.2. Penduga Parameter y

Untuk mendapatkan penduga dari v dengan cara memaksimumkan
persamaan (3.19) terhadap y artinya mendeferensialkan —persamaan (3.19)
terhadap v, diperoleh
InL(B,y.0% |¥)

=—§ln(2ﬂ)—gln(az)—%(al) W &Y 0’1+(a’1)

o) Y zyo —%(0'1 J (xg) Xpot ~( ) (XB) Zyo™

» %(o"l )T (ZE)T Zgo"1
olL(B.y,07 |Y)

i

=—0-0-0+0+(c")f ¥ Zo" —0-(c) (Xp) Zo"

320 2y) 2o

~lo ) 1" 2o (o] (xp) 2ot~ (o) (2y) 2o
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omL(B,y,0” |Y)
a7

=0, sehingga

(&—1 )TX*T 76 _(6_71 )T(X£)T 75" —((})\'71 )T(Zl/_A/)T 75-=0
V" ze=("V (xp) z6 +(6) (zp) z6~

(6 r" z676=6"(6" Y (XB) z676+67(6"V (2p) z67's

@) z=v" z-(xp) z

y=(z"2)"'z" (v - x}) (3.22)
Dimana Y " adalah InY maka:
y=@272)"'2" (iny - x3) (323)
Penduga parameter pada persamaan (3.23) dikatakan sebagai penduga

parametery yang mengandung outlier.
3.3.2.3. Penduga Parameter o
Untuk mendapatkan penduga dari o’ dengan cara memaksimumkan
persamaan (3.19) terhadap o’ artinya mendeferensialkan persamaan (3.19)

terhadap o diperoleh:

InL(B.y,07 | )

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



45

_ —gh’l(Zﬂ') _gln(o_z )_ %(O__l )TZ*TZ*O__l n (0__1 )TZ*TXEG—I

o)y zyo —%(a-‘ J (xg) xpot (o) (XB) Zyo™

oY 2y} zye™

2
M en -Tom(e) -ty Ty Lre Lty Txg Ly
2 2 20 o o — G}
cLryTzy L Ly xp L Lir(xpf zu s
o —@ 20 = =g o = =@

=1y zy 1

n
=—5In@m)=n In(c)— 3 5 .

1
20°

(xg) X -5 (xp) 2y~ (zv) 2y
o )
maka

olnL(f.y.0°|Y)

ol

olL(B,y.c”|Y)

lo

=0, sehingga
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(YT 20X -2y 2+ (B X+ 2% ) 29+ (29) 29

(o2 o - - T - T - -

ot tmge L [z”z* —ar ' xp-2r zg + (XA g+ 2(xp) zip + (zp) Zy}j
O (o2 i i 7 - - - - B

T

n&2=(z*rz* —2r ' Xp-2v" Zj + (Xé)'xé + 2(@)7‘ zy +(zi ) Zij

Karena

né? (r7y - 2x"xp-2r"2j + (xp) xp + 2xp) zir + (i) 27

(" -xg-zp) (¢ ~xp-2zp)

("~ (xp+zp)) (" - (x3+2p)
Maka

6 =l (g zp)f (- (xp+20) (324

n

Dimana Y " adalah In Y maka:
6’ =%(an—(X£+ 2y ) (ny - (xf +zp) (3.25)

Penduga parameter pada persamaan (3.24) dikatakan sebagai penduga parameter

6° yang mengandung outlier.
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3.4. Menentukan Sifat-sifat Penduga Parameter Regresi Eksponensial

Untuk mengetahui apakah penduga yang dihasilkan dari metode
maksimum likelihood estimation memenuhi syarat-syarat penduga yang baik,
maka diperlukan suatu pengujian sifat-sifat pendugaan yang baik, yaitu: sifat
unbias (tak bias), efisien, dan konsisten.

Untuk menentukan sifat-sifat penduga parameter regresi eksponensial

telah diketahui bahwa:
1450 yang tidak mengandung outlier mempunyai persamaan
Y =X B+ .
Dan Y berdistribusi normal N(XB, o’I), sehingga E(:) = X dan
Var(X ) = o] dari persamaan tersebut juga diasumsikan bahwa ¢ variabel
bebas berdistribusi normal g* ~ N(0,0°I)karena
) el -xp
= £(r”)-xE(p)
=XB-XB=0 (3.20)
2. Y yang mengandung outlier mempunyai persamaan
Y =X B+2Zy+ e
Dimana Y berdistribusi normal N (XB+ 2y, o’l), sehingga E Q*) =

Xp+Zy dan Var(X*) = o] dari persamaan tersebut juga diasumsikan

bahwa g* variabel bebas berdistribusi normal &" ~ N(0,c*I)karena
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E(g*) —EL X,B+Zl//)

=£(r')- E(xp+2y)

=(Xp+zy)-(Xp+zy) =0 (3.27)

Dimana X dan Z merupakan suatu tetapan dikarenakan X dan Z tidak
mempunyai distribusi. Sehingga dapat ditentukan sifat-sifat penduga parameter

regresi eksponensial model kedua sebagai berikut:

3.4.1. Tak bias (Unbias)

Untuk £ @) yang tidak mengandung outlier

£(p) =lxrx)'x7y)

(X x)'x"E(r")

(X"x)'X"xp

B (3.28)

dari persamaan (3.28) diperoleh FE ([2’) = p, maka é yang tidak mengandung
outlier merupakan penaksir tak bias. Sedangkan untuk £ @M) yang mengandung

outlier, dimana /_? = é + ZA adalah

£,
~E(p+y)
~elx) X0l -20)+22) 27 i)
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—E|XTX)' X7y - (X" X)X 2y +(272) 27y - (27Z) " 27X}

—E|X X)Xy +(Z72) 27y - (X X) X2y - (272) 27 X}

)7 x) X7+ (272) 27 ) (X)X 2z - (272) 27 ]
=E(((xfx)’1xT+(sz)"zT)Z*)—E((xTx)"xng)—E((sz)’lszé)
()" +(o72) 27l )-brx) xr2)- ) 2 )
(o >*'zfxxg+z@—<xrx>*'XTZE@—<zfz>-lzfxzz@>
(7 X)'XTXp + (272) 27X p + (X X) X729+ (272) 272y
~(x7x)" x7zelp)-(272) 27 )
g (27 2) 27X+ (XX X2y - (XX X ZE()

(z'2)' xe)

p+y+(272) 27x(p - E@)+ (X X) ' X" 2l - £(p) (3.29)

Dari persamaan (3.29) diperoleh E@M)i éom dan E@ﬁtg)i é’+ y , maka
é L, yang mengandung outlier bersifat bias. Jadi, penduga parameter é yang

tidak mengandung outlier lebih baik dari pada penduga parameter éom yang

mengandung outlier.
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3.4.2. Efisien
Suatu penduga dikatakan efisien apabila penduga tersebut mempunyai
varians yang kecil. Apabila terdapat lebih dari satu penduga, penduga yang efisien

adalah penduga yang mempunyai varian terkecil yang di rumuskan dengan

var 6,

R(6,.6,)=

var 6,

sehingga

2,4

(e~ £)p- =) ) £, -2, N, -2, ) )
~arlp)lrar(p, ) (3.30)

Dari persamaan (3.30) di atas terlebih dahulu ditentukan Var@) dan Var@ )

out

maka

Var(p) —E[@ - £(p)l3- E(/E)H
~£(p-plp-) |

karena

B (X*X)"'x"y"

—(X" X)X (xp+¢")

=(X"X)" X XB+ (XX X e

B+ (XXX

B-p =(X"X)'X"¢
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maka

var ) =£| (- plp-p) |
~ [ e Joxrs e | |

=E|x"x)" XT§*§*TX(XTX)7IJ

(XTX)J XTElg*g*T jx(xrx)ﬂ

(XTX)"' X" o2 X (XX

I

(XTX)—I XTX(XTX)-l o2

=(XTX)7]GZ (3.31)

Dan untuk

varlp,,)

o)

~E|(B+0)- £+ )+ v)- 23 +0) |

~£|(B+ )£+ B +i)-£( 7)) |

E(p+v) pry+(@2)' 27 x(p - E(B))+ (X)X 2y - £(7)
E(p+i)-(pry)  =272)'2X(p-E(B)+ (x"X) X" Zly - £(7)

(e +)-(5+v)) =—(ZZ 27 x(g - E(B))+ (x X)X z{y - £(7))
(y)-Elp+v) =-(272)'zX{p-EB)- (X)X 2ly - £7)
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vl () (g )3+ ) ) |
-l 22y 27X £l3)- 0 X)X 2ly - 519
') 2/ xlp- ) brx) 0 2l ) |
-l-@2)' 25~ £p) -6 x) ' 2l £(0)
')z x{p-£ld)- 6 x) 'x 2ty - £0) |
-l @2} 27 x(g - s(3)- 6 ) x2ly - )
TS
o2y xo 2z )
2z7z) 'z x(p - E@)y - () 27 x(x7 )"
(< X) X7 2l - Bl o - B )Y 27X %)
(e2) (L Ao £ Jxrzez)
+2(2'2)' 27 xe((p - £ - £ ) 7 x(xx)"
(xx)ng((w £ )l - £ 2 x(x'%)')
w2 xexz(z )
+2(272) 2" xe((p - (@)l - £ ) o x(x7x)
X)) zelly - Hply - E X)) e

Persamaan (3.31) dan (3.32) disubtitusi ke persamaan (3.30)
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#(p,,.5) =(<XTx>-laz)((zz)-lszmz(sz)*
+2z7z) 27 xe((p - E@)y - E@ ) 7 x(x7 )"
+<XTx>*xrzE«g—E@xz—zs@»f)zfx(xrx)*)*‘ (339

Dari persamaan (3.33) didapat

R@M ,é) <1

((xfx)’la2)((ZTZ)’lszgﬁxTz(sz)"
+2(272) 27 xe(p - By - E@)) 7 x(x"x)"
(¢ Xzl - 27 o - B X x) <1

(x"x)"62)< (272)" 27 X0 X" 2(2" Z)"
+2(2'2) 27 xe((p - E{p )y - @)} Jo7 X (¢ x)"
+ (< X)Xz — £ - £ )) X (<)

Varlp) < var(g ) (3.34)
Karena Var@) dari penduga é yang tidak mengandung outlier lebih kecil dari

pada Var@om) dari penduga ém yang mengandung outlier maka é yang tidak

mengandung outlier lebih efisien dari pada é ,,, Yang mengandung outlier
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3.4.3. Konsisten

Penduga yang konsisten adalah
E@-E@) >0jikan—s o
sehingga

Untuk é yang tidak mengandung outlier

£(p - £(8)f - (6 £(3)(6 - £(5) |
et o e (7= el
2| (3-£(B)6 - £(6) |
-2~/ |
~5(3-p)p-5)
~(£(8)- £(p)l3- 8]
~(8-pl3-8
-0} ) =0 (339)

Dari persamaan (3.35) diperoleh £ [@ -F @)X}E -F (ﬁ:))r} = (, maka untuk B

yang tidak mengandung outlier merupakan penduga yang konsisten

Dan untuk é yang mengandung outlier atau é »

slp,, -5, -5, -, )3, =3, |

Dari persamaan (3.29) diperoleh
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3,)- w272 Xl Hi) o) 2l )

maka

A, 26N -2, ) -
elp vz zrxls—5(3)s b x) X2l - 57)
(zzm—(gw<ZTz>-1zfx(@—E(@))+<XTx>-lez<g—E<w;>>))f}
~£lp,, (v @ 2) 2 (g 5@)- 0 X)X 2y - 50
8., -+ +@2) 27x{p - £l )+ () x7 2l - 5o )]
~£(p,, - Elp+ v+ 272) 27 x(p - £(p))+ £ X) ' X7 2y - £7)
8., -y +(272) 27X~ B+ (X)X 2l - £G))] - 630

Dart persamaan (336) diperoeh £ (3 ~£(3 (3., ~£(5,, )/ |+ 0. maka

untuk /_} yang mengandung outlier atau /_;’out merupakan penduga yang tidak
konsisten.

Jadi, é yang mengandung outlier lebih konsisten dari pada é yang

mengandung outlier atau ,l;’ pre
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BAB IV

PENUTUP

3.1. Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa:

1. Untuk mendeteksi parameter outlier pada model regresi eksponensial terlebih
dahulu harus melinierkan model untuk memudahkan dalam pendeteksian,
kemudian dilakukan pendeteksian parameter outlier dengan menggunakan
metode Maksimum Likelihood Estimation yang menghasilkan suatu pendugaan
parameter sebagai berikut:

a. Penduga parameter model pertama yang tidak mengandung outlier

p=(X"X)"'X"Iny dan &Zzl(lnz—xé)r(lﬂ—xé)

- n
b. Penduga parameter model kedua yang mengandung outlier

B=(X"X)" X" (ny -2p), g:(zfz)*zT(lnz— x@) dan

&2 Zl(lnX - (Xﬁ 4 Zl[/))T <lnX— (Xﬁ + Z¥7))

n i I
2. Pendugaan parameter yang dihasilkan model regresi eksponensial yang tidak
mengandung outlier ternyata lebih baik dari pada yang mengandung outlier
dikarenakan pendugaan parameter yang dihasilkan model regresi eksponensial
yang tidak mengandung outlier memenubhi sifat-sifat dari pendugaan parameter
yang baik yaitu unbias, efisien dan konsisten. Sedangkan pendugaan parameter
yang dihasilkan model regresi eksponensial yang mengandung outlier tidak

memenubhi sifat-sifat dari pendugaan parameter tersebut.

56
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3.2. Saran

Didalam penelitian ini peneliti menggunakan model regresi nonlinier
eksponensial yang merupakan model linier intrinsik. Bagi pembaca yang ingin
melakukan penelitian serupa, peneliti menyarankan menggunakan model nonlinier

intrinsik
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LAMPIRAN I
MODEL REGRESI EKSPONENSIAL
ANALISIS DATA
Contoh:
Data berikut berasal dari Brownlee (1965), pasal 13.12, dikutip oleh Daniel dan
Wood, table 5.1, Draper dan Smith (1981), bab 6, dan Sembiring (2003), bab 7.

Table 1. Data dari pabrik oksidasi amoniak menjadi asam nitrat

No. Pengamatan x1 X2 x3 y

1 80 27 89 42
2 80 27 88 3il
S 75 25 90 37
4 62 24 87 28
5 62 22 87 18
6 62 23 87 18
7 62 24 93 19
8 62 24 93 20
9 58 23 87 15
10 58 18 80 14
11 58 18 89 14
12 59 17 88 13
13 58 18 82 U
14 58 19 93 12
s 50 18 89 8
16 50 18 86 7
17 50 19 72 8
18 50 19 79 8
19 50 20 80 9
20 56 20 82 15
il 70 20 91 15

x1 = Aliran udara

x2 = Suhu air pendingin

x3 = konsentrasi pendingin

y = persentasi amoniak yang hilang yang tak terikat
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x X1
o x2

A X3

Gambar 1. Sebaran data pada masing-masing x1, x2, dan x3 terhadap y

45
40
35
30
25
20
15
10

Gambar 2. Sebaran data gabungan X ={ x1, x2, x3} terhadap Y =y
Dari gambar 2 di atas model yang paling baik digunakan dalam analisis regresi
adalah model regresi nonlinier eksponensial yang telah dilinierkan dengan

menggunakan logaritma natural sehingga modelnya berbentuk
y, = eﬂo*‘ﬁl"l*‘ﬂz"z*-*ﬂk"» £,

lnyi = ﬂo +ﬂ1x1 +ﬂ2x2 +"'+Ikan +lngi

sehingga datanya menjadi
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Tabel 2. Data dari pabrik oksidasi amoniak menjadi asam nitrat dengan y = Iny

No. Pengamatan X1 x2 x3 Iny
1 80 27 89 3.7377
2 80 27 88 3.6109
3 75 25 90 3.6109
4 62 24 87 3.3322
5 62 22 87 2.8904
6 62 23 87 2.8904
7 62 24 93 2.9444
8 62 24 93 2.9957
9 58 23 87 2.7081
10 58 18 80 2.6391
11 58 18 89 2.6391
12 59 AL/ 88 2.5649
13 58 18 82 2.3979
14 58 19 93 2.4849
15 50 18 89 2.0794
16 50 18 86 1.9459
17 50 19 72 2.0794
18 50 19 79 2.0794
19 50 20 80 2.1972
20 56 20 82 2.7081
21 70 20 91 2.7081
Sehingga gambar 2 menjadi
4 - £
35| L e e ‘
SE o o o *
2.5 R Gy, <
> 2 * . ¢
15 1
1
0.5 -
0 ‘ ‘ ‘ ‘ !

10

15

20

25

Gambar 3. Sebaran data gabungan X ={ x1, x2, x3} terhadap Y = Iny




PEMBAHASAN

Analisis regresi dari data tabel 2 di atas menggunakan model
Iny, =B+ Bx, +B,x, +Bx;+Ing,  i=12,.,21

Di mana telah diketahui bahwa

I x, X, 3% I 80 27 89
1 3 S50 1 80 27 88

X=. : N
L Xoy X Xap 1 70 20 091
Iny, 3.78%1
Y- ln‘y2 _ 3.6‘109
ln;/21 2.7.081
B, Ing,
5 yor o 1n'g2
£ B, :
5 Ing,,

dan untuk menentukan parameter S menggunakan rumus penduga parameter é
yang diperoleh dari metode maximum likelihood estimation yaitu

B=(X"X)"'X"y

Sehingga

-1
By 1 80 27 89\'(1 80 27 89 1 80 27 89Y(3.7377
5 S| |1 80 27 88| |1 80 27 88| |1 80 27 88| |3.6109

B, I 70 20 91)\1 70 20 91 1 70 20 91) (2.7081



(1 1 - 1)1 8 27 8\|['(1 1 - 1Y3.7377
|[80 80 - 701 80 27 88| [80 80 - 70|3.6109
27 27 - 20 i 27 27 - 20|
(89 88 - 911 70 20 91)| (89 88 - 91)2.7081
21 1270 443 1812 \'( 57,244
1270 78482 27240 110076 | |3550,019
| 443 27240 9545 38357 | | 1236,301
1812 110076 38357 156924 ) |4966,384

13,45422319  0,027127695 -0,060817832 -0,159519073 \ 57,244
| 0,027127695  0,001696415 -0,003360626 -0,000681772 | 3550,019
- 0,060817832 -0,003360626  0,01256511 -0,000011686 | 1236,301

-0,159519073 -0,000681772 -0,000011686 0,002329431 ) 4966,384

-0,94332
0,034519
1 0,064472

0,002571

Maka

1 80 27 89)(-0,94332
-8 Xﬁ _ 1 8'0 2.7 8.8 0,034519
k' — | : 2 110,064472
1 70 20 91){0,002571
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Table 3. Data analisis regresi

P
o

x1 X2 X3 Iny Iny=xf | Ine=lny-Injp

1 80 27 89 3.7377 3.78782 -0.05015
2 80 27 88 3.6109 3.785249 -0.17433
3 75 25 90 3.6109 3.488851 0.122067
4 62 24 87 3.3322 2.967915 0.36429
5 62 22 87 2.8904 2.83897 0.051401
6 62 23 87 2.8904 2.903443 -0.01307
7 62 24 93 2.9444 2.983343 -0.0389

8 62 24 93 2.9957 2.983343 0.012389
9 58 23 87 2.7081 2.765366 -0.05732
10 58 18 80 2.6391 2.425005 0.214052
'] 58 18 89 2.6391 2.448147 0.19091
12 59 17 88 2.5649 2.415623 0.149327
13 58 18 82 2.3979 2.430148 -0.03225
14 58 19 93 2.4849 2.522905 -0.038

15 50 18 89 2.0794 2.171993 -0.09255
16 50 18 86 1.9459 2.164279 -0.21837
L7/ 50 19 72 2.0794 2.192752 -0.11331
18 50 19 79 2.0794 2.210752 -0.13131
19 50 20 80 2.1972 2.277796 -0.08057
20 56 20 82 2.7081 2.490054 0.217997
21 70 20 91 2.7081 2.996465 -0.28841

Sedangkan untuk menentukan parameter o menggunakan rumus

penduga parameter &> yang diperoleh dari metode maximum likelihood

estimation yaitu

6 =Llny-xp) (ny-x})

n

-0.05015)" (-0.05015
11-0.17433 | [-0.17433| 1
: , =ZO,518856

-0.28841) (-0.28841

= 0,051886
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Gambar 4. Model regresi nonlinier eksponensial




LAMPIRAN 11

PENDETEKSI OUTLIER PADA REGRESI
ANALISIS DATA
Data berikut berasal dari Draper dan Smith (1992).

Tabel 4. Data banyaknya pf -eritroidina dalam larutan encer dan pembacaan

turbiditas dalam kolorimeter

No. Konsentrasi (mg/ml)(x) | pembacaan kolorimeter (y)
il 40 69
2 50 NG
3 60 272
4 70 885
5 80 490
6 90 415
7 40 72
8 60 265
9 80 492
10 50 180
600
500 .
400 Q
*
> 300 .
200 .
100
.
O T T T T 1
0 20 40 60 80 100
X

Gambar 5. Sebaran data yang mengandung outlier
Dari gambar di atas terdapat data yang menyimpang dari data yang lain yaitu pada
(90 ,415) biasanya disebut dengan pencilan (outlier). Data tersebut bisa saja

berpengaruh terhadap pendugaa parameter regresinya, salah satu cara mengatasi



masalah ini adalah dengan memerikasa data tersebut yaitu dengan analisis regresi

yang terdapat outlier dan yang tidak terdapat outlier.

PEMBAHASAN

1. Analisis regresi yang terdapat outlier

Tabel 5. Data yang terdapat outlier

No. X y
1 40 69
2 50 7'
3 60 272
4 70 335
5 80 490
6 90 415
7 40 72
8 60 265
9 80 492

10 50 180

Analisis regresi dari data di atas menggunakan model
Vo Gyt bt s, ie=1200.10

Di mana telah diketahui bahwa

1 1 40
A 1 xf ‘ 1 50
1 x(lO)l 1 50
M 69
y = y'2 _ 175
Yo 180
&
B = (ﬂo} £= ‘9.2
- B :
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dan untuk menentukan parameter S menggunakan rumus penduga parameter é
yang diperoleh dari metode maximum likelihood estimation yaitu

B=(X"X)"X"y

Sehingga

-1

1 40\"(1 40)| (1 40)"( 69
'BA_LﬂOJ 1 50| 1 50| |1 50| |175
4V 1 & YL A A § :
1 50) \1 50)| (1 50) {180

1 40 69

SO e TS0 [ By e s

_(40 Sl 50)5 : [40 G - 50) :
1 50 180

(10 620 Y[ 2765

620 41200) (194970
- 1 41200 —620Y 2765
(41200x10) - (620x620)( —620 10 | 194970

A 1 41200 -620) 2765
412000 —384400\ —620 10 )(194970

1 (41200 - 620 2765

37600( —620 10 ) 194970

1 (41200 —-620)( 2765

276000 —620 10 ) 194970

_( 1,49275  -0,02246 2765 \ (-252,297
-0,02246 0,000362 ){ 194970 8,529

Maka



1 40
X 1 50 (-252,297J
- = 8,529

1 50

Table 6. Data analisis regresi yang mengandung outlier

No. X y y=xp E=y-y
1 40 69 88.863 -19.863
2 50 175 174.153 0.847
8 60 272 259.443 12.557
4 70 885 344,733 -9.733
5 80 490 430.023 59.977
6 90 415 SIS EHilE) -100.313
7 40 [/ 2 88.863 -16.863
8 60 265 259.443 IS5
9 80 492 430.023 61.977
10 50 180 174.153 5.847

Sedangkan untuk menentukan parameter o menggunakan rumus penduga

parameter 6° yang diperoleh dari metode maximum likelihood estimation yaitu

6 = lrxpflr-xj)

n

-19.863 \'( -19.863
0.847 0.847
12.557 12.557
29733 || -9.733
1| 59977 || 59977 | 1
10[-100313 | |-100.313 | 10
-16.863 | | -16.863
5.557 5.557
61977 || 61.977
5.847 5.847

=1849,8181
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Gambar 6. Model regresi yang mengandung outlier
2. Analisis regresi yang tidak terdapat outlier

Tabel 7. Data yang tidak terdapat outlier (menghilangkan pengamatan no 6)

No. X g
1 40 69
2 50 175
3 60 272
4 70 335
5 80 490
6 40 72
7 60 265
8 80 492
9 50 180
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Gambar 7. Sebaran data yang tidak mengandung outlier
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Analisis regresi dari data di atas menggunakan model
v, =B+ px,+e, i=12,..9

Di mana telah diketahui bahwa

1 x, 1 40
O B L
1 Xy 1 50
Y 69
£ PR
Vo léO
e
) o
= A
89

dan untuk menentukan parameter  menggunakan rumus penduga parameter é
yang diperoleh dari metode maximum likelihood estimation yaitu
B=(X"X)"X"y

Sehingga

1 40) (1 40)| (1 40) (69
B_(ﬁOJ_ 1 50| |1 50| [1 50| |175
E B A N Do :
1 50) (1 50/ 1 50) (180
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r -1

1 40 69

(11 e sol| (11 e 1175

_(40 50 - sojs : (40 50 - soj :
1 50 180

(9 530 \'[ 2350

530 33100) |157620

- 1 33100 —530Y 2350
(33100x9) - (530x530)\ =530 9 \157620
f 1 33100 —530Y 2350
297900 - 280900 —530 9 157620
1 (33100 —530) 2350

17000( 530 9 \157620

_( 1.94706 —0.03118 ) 2350
—0.03118 0.00053 A\157620

(-33845
10.181

Maka
1 40
R ~ |1 50]|(-338.45
Y=Xpg=|.
o € 10.181
e 5O
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Tabel 8. Data analisis regresi yang tidak mengandung outlier

No. X y y=xp £=y-J
1 40 69 68.8 0.2
2 50 175 170.61176 4.388235
3 60 272 272.42353 -0.423529
4 70 335 374.23529 -39.23529
5 80 490 476.04706 13.95294
6 40 72 68.8 3.2
7 60 265 272.42353 -7.423529
8 80 492 476.04706 15.95294
9 50 180 170.61176 9.388235

Sedangkan untuk menentukan parameter o’ menggunakan rumus penduga

parameter 6° yang diperoleh dari metode maximum likelihood estimation yaitu

o = lrxpflr-xj)

L

0.2 0.2

4.388235 4.388235

-0.423529 | | -0.423529

-39.23529 | | -39.23529
L 13.95294 13.95294 =12161.553
K 3.2 B2 -

-7.423529 | | -7.423529

15.95294 15.95294

9.388235 9.388235
= 240.1725
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Gambar 8. Model regresi yang tidak mengandung outlier
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KESIMPULAN LAMPIRAN 11
Dari pembahasan analisis regresi yang mengandung outlier dengan yang tidak

mengandung outlier diperoleh kesimpulan bahwa

A

1. Terdapat perbedaan nilai pendugaan parameter antara p

Z_outlier

yang
mengandung outlier dengan é’ yang tidak mengandung outlier yaitu
. -252,297 ~  (-338.45
B o™ ( 8,529 J Y- :[ 10.181 J

2. galat pendugaan parameter antara é iy Yang mengandung outlier lebih

besar dari pada galat pendugaan parameter é‘ yang mengandung outlier

No. S ool .); &=y -j>
1 -19.863 0.2
2 0.847 4.388235
3 12851 -0.423529
4 -9.733 -39.23529
5 59.977 13.95294
6 -100.313 -
7 -16.863 3.2
8 5.557 -7.423529
9 61.977 15.95294
10 5.847 9.388235

3. Pendugaan parameter & ouir = 1849.8181 yang mengandung outlier lebih
besar dari pada pendugaan parameter &° = 240.1725 yang tidak
mengandung outlier sehingga &° yang tidak mengandung outlier lebih

efisien dari pada &’ oumier yang mengandung outlier

Jadi, dapat disimpulkan bahwa outlier berpengaruh terhadap pendugaan parameter



