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ABSTRAK 

 

Sakdiyah, Aminatus. 2009. Pendeteksi Parameter Outlier pada Model Regresi 
Nonlinier Eksponensial dengan Menggunakan Metode Maximum Likelihood 
Estimation. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi 

Universitas Islam Negeri Malang. Pembimbing: Sri Harini, M. Si dan Abdul 

Aziz, M. Si. 

 
Kata kunci: outlier, pendugaan parameter, regresi non linier eksponensial, 

maksimum likelihood estimation. 
 
Secara umum outlier (pencilan) dapat diartikan data yang tidak mengikuti 

pola umum model dan secara kasar dapat diambil patokan yaitu yang sisanya 
berjarak tiga kali simpangan baku atau lebih dari rata-ratanya (yaitu nol). Outlier 
merupakan salah satu faktor yang dapat mempengaruhi pendugaan parameter pada 
model regresi nonlinier eksponensial. Untuk mengetahui apakah outlier 
berpengaruh terhadap pendugaan parameter pada model regresi nonlinier 
eksponensial dilakukan dengan jalan mendeteksi parameter model regresi 
nonlinier eksponensial yang tidak terdapat outlier dengan yang terdapat outlier. 
Penelitian ini bertujuan untuk mendeteksi parameter outlier pada model regresi 
nonlinier eksponensial, dan diharapkan dapat mempermudah para peneliti dalam 
mendeteksi parameter outlier pada model regresi eksponensial yang mengandung 
outlier.  

Metode yang digunakan untuk mendeteksi parameter outlier model regresi 
nonlinier eksponensial adalah metode maximum likelihood estimation. Untuk 
membuktikan pengaruh outlier terhadap suatu pendugaan parameter pada model 
regresi nonlinier eksponensial dilakukan suatu pengujian terhadap pendugaan 
parameter yang dihasilkan dari metode maximum likelihood estimation yaitu 
dengan cara menentukan sifat-sifat pendugaan parameter yang tidak mengandung 
outlier dengan yang mengandung outlier sesuai sifat-sifat pendugaan parameter 
yang baik yaitu unbias, efisien, dan konsisten. 

Hasil penelitian ini menujukkan bahwa pendugaan parameter yang 
dihasilkan model regresi eksponensial yang tidak mengandung outlier ternyata 
lebih baik dari pada yang mengandung outlier dikarenakan pendugaan parameter 
yang dihasilkan model regresi eksponensial yang tidak mengandung outlier 
memenuhi sifat-sifat dari pendugaan parameter yang baik yaitu unbias, efisien dan 
konsisten. Sedangkan pendugaan parameter yang dihasilkan model regresi 
eksponensial yang mengandung outlier tidak memenuhi sifat-sifat dari pendugaan 
parameter tersebut. Oleh karena itu outlier dapat mempengaruhi hasil dari suatu 
pendugaan parameter. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

Matematika merupakan ilmu yang mendasari berbagai macam ilmu yang 

lain misalkan ekonomi, kesehatan, pertahanan dan keamanan, budaya, sosial, 

politik, dan agama. Sedangkan cabang ilmu matematika yang seringkali 

digunakan adalah statistik. Statistik yaitu metode atau ilmu yang mempelajari cara 

pengumpulan, pengolahan, penganalisisan, penafsiran dan penarikan kesimpulan 

(Hasan, 2002: 2). 

Dalam statistik tidak jarang berhadapan dengan persoalan yang melibatkan 

dua atau lebih peubah atau variabel yang ada, atau diduga ada, dalam suatu 

hubungan tertentu. Bentuk hubungan ini dikenal dengan nama regresi untuk satu 

peubah atas peubah lain. Regresi merupakan bentuk hubungan antara peubah 

respon atau peubah terikat atau peubah tak bebas dan peubah prediktor atau 

peubah bebas.  

Suatu model regresi linier ataupun nonlinier tidak akan terlepas dari 

permasalahan sisaan. Sisaan (residual) iε  didefinisikan sebagai selisih antara nilai 

pengamatan iY  dan nilai ramalannya iŶ , ni ,...,2,1= , yang diperoleh dari 

persamaan regresi (Draper dan Smith, 1992: 135). Sisaan tersebut seringkali tidak 

dihiraukan atau biasanya dihilangkan, apalagi jika nilai sisaan tersebut sangat 

besar dibandingkan dengan sisaan lainnya. Sisaan tersebut biasa disebut dengan 

pencilan (outlier).  

1 
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Sisaan yang merupakan pencilan (outlier) adalah yang nilai mutlaknya 

jauh lebih besar dari pada sisaan-sisaan lainnya dan bisa jadi terletak tiga atau 

empat kali simpangan baku atau lebih jauh lagi dari rata-rata sisaannya. Pencilan 

merupakan suatu keganjilan dan menandakan suatu titik data yang sama sekali 

tidak tipikal dibandingkan data lainnya. Oleh karenanya, suatu pencilan patut 

diperiksa secara seksama, barangkali saja ada alasan dibalik keganjilan itu dapat  

diketahui (Draper dan Smith, 1992: 146).  

Suatu penelitian khususnya yang melibatkan suatu variabel respon dan 

variabel explanatory, maka model regresi merupakan model yang cocok 

digunakan dalam menganalisis data. Model regresi ini mempunyai 2 bentuk yaitu 

bentuk linier dan tak linier dalam parameternya. Model yang linier dalam 

parameternya adalah yang dapat didekati dengan teknik regresi berganda, seperti 

model-model polinom. Model yang tak linier dalam parameternya dikatakan linier 

instrinsik bila suatu transformasi dapat membuatnya linier. Kurva-kurva logaritma 

dan eksponensial termasuk golongan ini. Model yang tak dapat dilinierkan 

melalui transformasi dikatakan tidak linier instrinsik dan analisis yang 

berhubungan dengannya disebut regresi tak linier (Steel dan Torrie, 540:1993). 

Salah satu model regresi nonlinier (yang secara instrinsik linier) adalah model 

eksponensial. Penggunaan analisis regresi ini bertujuan untuk mendeteksi 

parameter outlier pada model regresi nonlinier eksponensial.  

Sedangkan metode yang digunakan untuk mendeteksi parameter outlier 

adalah metode maximum likelihood estimation dengan cara menentukan penduga 

dari model mean shift yang berasal dari model regresi eksponensial yang telah 
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dilinierkan. Terdapat banyak metode untuk menduga parameter model nonlinier, 

akan tetapi salah satu metode klasik untuk menduga model regresi nonlinier 

adalah metode maksimum likelihood.  

Dalam mendeteksi outlier pada model regresi nonlinier eksponensial 

terdapat beberapa macam asumsi tehadap nilai pengamatan (variabel random) 

akan tetapi dalam pendeteksian parameter outlier dan pendugaan parameter 

menggunakan satu asumsi, yaitu nilai pengamatannya diasumsikan berdistribusi 

normal, dikarenakan distribusi normal merupakan salah satu pendekatan 

penyelesaian yang cukup baik bagi distribusi-distribusi lain, termasuk distribusi 

bagi variabel diskrit seperti binomial dan poisson (Harini, 2007:123). 

Pendeteksian parameter outlier dilakukan karena outlier merupakan 

masalah yang paling utama yang dapat mempengaruhi pendugaan parameter. 

Maka dari itu diperlukan suatu cara untuk mengatasinya yaitu melakukan suatu 

pendeteksian terhadap parameter outlier tersebut dengan menggunakan suatu 

metode. Dan metode tersebut haruslah memberikan hasil yang baik, metode 

tersebut adalah metode maximum likelihood estimation. Untuk membuktikan 

apakah pendugaan tersebut memenuhi syarat sifat-sifat pendugaan yang baik 

maka dilakukan suatu pengujian terhadap hasil pendugaan dengan sifat-sifat 

pendugaan itu sendiri yaitu unbias, efisien, dan konsisten.  

Dalam Al Quran telah disinggung terkait dengan permasalahan outlier dan 

pendugaan. Untuk permasalahan outlier yaitu terdapat pada Surat Al-Jinn ayat 14: 

∩⊇⊆∪ # Y‰x©u‘ (#÷ρ §pt rB zy7 Í× ¯≈s9'ρ é'sù Ν n= ó™r& ô⎯yϑ sù   (   tβθ äÜ Å¡≈s) ø9$#$̈Ζ ÏΒ uρ tβθ ßϑ Î=ó¡ßϑ ø9$# $ ¨ΖÏΒ$̄Ρ r&uρ  
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Artinya:” Dan sesungguhnya di antara kami ada orang-orang yang taat dan ada 

(pula) orang-orang yang menyimpang dari kebenaran. Barangsiapa yang taat, 

maka mereka itu benar-benar telah memilih jalan yang lurus”. ( Qs. Al-Jinn, 

72:14) 

Pada Qs. Al-Jinn ayat 14 tersebut dijelaskan bahwa terdapat suatu kaum 

jin yang taat dan patuh kepada Allah SWT dan ada pula para penyimpang. Dari 

penjelasan ayat tersebut terdapat kata penyimpang, dalam ilmu statistika para 

penyimpang tersebut dianggap sebagai outlier. Karena outlier dapat diartikan 

sebagai data yang tidak mengikuti pola umum model atau data yang menyimpang 

(Sembiring, 1995:62).  

Sedangkan untuk masalah pendugaan terdapat pada surat Ash Shaffaat 

ayat 147: 

∩⊇⊆∠∪   4χρ ß‰ƒÌ“ tƒ Aρ r& # ø9r& ÷ π s($ ÏΒ’n< Î)  µ≈ oΨù=y™ ö‘ r&uρ 

Artinya: Dan Kami utus dia kepada seratus ribu  orang atau lebih (Qs. Ash-

Shaffaat/37:147) 

Pada Qs. Ash Shaffaat ayat 147 tersebut dijelaskan bahwa Nabi Yunus di 

utus kepada umatnya yang jumlahnya 100.000 orang atau lebih. Pada ayat tersebut 

terdapat ketidakpastian dalam menentukan jumlah umat Nabi Yunus. Mengapa 

harus menyatakan 100.000 atau lebih? Mengapa tidak menyatakan dengan jumlah 

sebenarnya? Bukankah Allah SWT mengetahui yang ghaib dan yang nyata? 

Bukankah Allah SWT Maha mengetahui segala sesuatu termasuk jumlah umat 

Nabi Yunus (Abdussyakir, 2007:153). 
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Karena pemahaman manusia terhadap Al-Quran bertingkat-tingkat sesuai 

dengan kondisi dan kemampuan masing-masing di zaman sekarang, maka orang 

lebih perlu belajar hal-hal yang disajikan Al-Quran dari pada zaman dahulu agar 

mampu menyingkapi rahasia-rahasia dibalik ayat-ayatnya demi kebaikan dunia 

dan akhirat (Passya, 2004:39). 

  Oleh karena itu, dalam tugas akhir ini penulis mengkaji dan membahas 

permasalahan diatas dengan judul “Pendeteksi Parameter Outlier pada Model 

Regresi Nonlinier Eksponensial dengan Menggunakan Metode Maksimum 

Likelihood Estimation”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan pada latar belakang masalah yang telah dipaparkan di atas, 

rumusan masalah dalam tugas akhir ini adalah  

1. Bagaimana cara mendeteksi parameter outlier pada model regresi 

eksponensial dengan menggunakan metode Maksimum Likelihood 

Estimation? 

2. Apakah pendugaan parameter yang dihasilkan model regresi eksponensial 

yang tidak mengandung outlier lebih baik dari pada yang mengandung 

outlier?  

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan penulisan tugas akhir ini adalah  
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1. Menjelaskan cara mendeteksi parameter outlier pada model regresi 

eksponensial dengan menggunakan metode Maksimum Likelihood 

Estimation. 

2. Untuk mengetahui  apakah pendugaan parameter yang dihasilkan model 

regresi eksponensial yang tidak mengandung outlier lebih baik dari pada 

yang mengandung outlier. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Untuk mendeteksi parameter outlier model regresi eksponensial dibatasi 

pada asumsi yaitu ),0(~ 2σε N dimana estimasi parameter β  dan 2σ  akan dicari 

dengan Maksimum Likelihood Estimation. Dalam menentukan pendugaan 

parameter model regresi eksponensial yang tidak mengandung outlier maupun 

yang mengandung outlier digunakan sifat-sifat pendugaan yaitu unbias, efisien, 

dan konsisten.  

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini adalah untuk mempermudah para peneliti dalam 

mendeteksi parameter outlier pada model regresi eksponensial yang mengandung 

outlier.  

 

1.6 Metode Penelitian  

Adapun metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini ialah 

menggunakan studi literatur yaitu penelitian yang dilakukan diperpustakaan 
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dengan cara mengumpulkan data dan informasi dengan bantuan bermacam-

macam material yang terdapat di ruang perpustakaan seperti buku-buku, majalah, 

artikel, jurnal dan lain-lain (Mardalis,1999:28). 

Adapun langkah-langkah dalam penulisan ini adalah  

1. Mengasumsikan variabel independen dengan distribusi yang akan 

digunakan untuk menentukan penduga parameter regresi eksponensial. 

Penelitian ini mengasumsikan variabel independen berdistribusi normal 

dengan mean µ  dan variansi 2σ . 

2. Mentransformasikan model regresi eksponensial menjadi bentuk regresi 

linier dengan pendekatan matrik 

3. Menentukan penduga model yang tidak mengandung outlier dan yang 

mengandung outlier dengan mengggunakan metode maximum likelihood 

estimation.  

4. Membandingkan sifat-sifat pendugaan parameter pada model regresi 

eksponensial, pendugaan parameter yang tidak mengandung outlier dengan 

yang mengandung outlier. 

5. Membuat kesimpulan. kesimpulan merupakan jawaban dari permasalahan 

yang telah dikemukakan dalam pembahasan. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis menggunakan sistematika 

penulisan yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam 

subbab dengan sistematika penulisan sebagai berikut: 
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BAB I : Pendahuluan, yang meliputi beberapa sub bahasan yaitu latar 

belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan masalah,  

manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan. 

BAB II : Kajian pustaka, kajian yang berisi tentang teori-teori yang ada 

kaitannya dengan hal-hal penulis bahas diantaranya adalah outlier, 

distribusi normal, pendugaan parameter, metode maksimum 

likelihood, model regresi nonlinier eksponensial, kajian outlier 

dan estimasi pada Al- Quran dan beberapa definisi yang diambil 

dari berbagai literatur (buku, majalah, internet, dan lain-lain) yang 

berkaitan dengan penelitian 

BAB III : Pembahasan, pada bab ini berisi tentang uraian cara mendeteksi 

parameter outlier yang meliputi: langkah-langkah dalam 

mendeteksi parameter outlier pada regresi eksponensial, 

menentukan bentuk regresi linier dari model regresi eksponensial, 

menentukan penduga parameter model regresi  eksponensial 

dengan metode maximum likelihood estimation dan menentukan 

sifat-sifat pendugaan parameter. 

BAB IV : Penutup, pada bab ini penulis mengkaji tentang kesimpulan yang 

dilengkapi dengan saran-saran dari penelitian ini. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1. Outlier (Pencilan)  

2.1.1. Pengertian Outlier 

Belum ada patokan yang disepakati para statistikawan kapan suatu 

pengamatan dapat dikategorikan sebagai outlier. Secara umum outlier dapat 

diartikan data yang tidak mengikuti pola umum model dan secara kasar, dapat 

diambil patokan yaitu yang sisanya berjarak 3 kali simpangan baku atau lebih dari 

rata-ratanya (yaitu nol) (Sembiring, 1995:62). Menurut Draper (1992: 146), sisaan 

yang merupakan outlier adalah yang nilai mutlaknya jauh lebih besar dari pada 

sisaan-sisaan lainnya dan bisa jadi terletak tiga atau empat kali simpangan baku 

atau lebih jauh lagi dari rata-rata  sisaannya.  

 

Gambar 2.1 Bivariate yang menunjukkan tiga titik data outlier 

 (Alvin C , 2002: 103) 

Pada gambar 2.1 di atas dapat dilihat bahwa terdapat tiga titik data yang terpisah 

sangat jauh dari data lainnya yaitu data yang diberi nomor 1, 2, dan 3 dan bisa jadi 

9 
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ketiga titik data tersebut terletak tiga atau empat kali simpangan bakunya. Ketiga 

titik data itulah yang disebut sebagai pencilan. 

 

2.1.2. Pendeteksian Parameter Outlier 

Kenyataan bahwa suatu pengamatan merupakan pencilan jelas tidak baik, 

namun itu tidak berarti bahwa pengamatan itu berpengaruh besar dalam 

pendugaan koefisien regresi. Akan tetapi dalam situasi yang pendugaan terhadap 

parameternya sangat bergantung pada sejumlah kecil pengamatan, kesulitan 

mungkin saja timbul. Salah satu cara mengatasi masalah ini adalah dengan 

memeriksa apakah pembuangan satu atau dua pengamatan kritis mengubah secara 

berarti persamaan regresinya serta kesimpulan-kesimpulannya. Bila demikian 

halnya, maka kesimpulan-kesimpulan itu berarti tidak kokoh dan oleh karenanya 

lebih banyak data yang diperlukan.  

N.R. Draper dan John menyarankan, misalkan melambangkan model 

regresi untuk n pengamatan dan ρ  parameter sebagai 

( ) β⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

2

1

X
X

Y
Y

EYE  

pengamatan-pengamatan tersebut dikelompokkan menjadi k pengamatan 

( )2Y  yang kemungkinan menjadi pencilan (pengamatan berpengaruh) dan n-k 

pengamatan ( )1Y  yang tidak. Tentu saja penataan kembali sebagian baris mungkin 

diperlukan untuk mencapai pengelompokan. Sisaan yang diperoleh berdasarkan 

model ini, dengan menggunakan analisis kuadrat terkecil biasa, adalah 
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

2221

1211

2

1

Y
Y

HIHI
HIHI

YHI
ε
ε

ε  

Dimana  

  ( ) jiij XXXXH ′′= −1  

Adalah suatu anakmatriks (submatrix) dari ( ) XXXXH ′′= −1   (2.1) 

Pembuangan kelompok pengamatan ( )2Y  yang dicurigai menghasilkan model 

( ) β11 XYE = . Alternative lain model  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
γ
β

1
0

2

1

2

1

X
X

Y
Y

E      (2.2) 

Dengan γ  menyatakan vektor parameter tambahan yang berukuran 1×k . 

Penduga b dan c masing-masing bagi β  dan γ  adalah 

b = ( ) 11
1

11 YXXX ′′ −  dan c = ( ) 2
1

22 ε−− HI  

dari persamaan (2.2) diperoleh  

( ) β11 XYE =  dan  

( ) γβ IXYE += 22         (2.3) 

( )1YE merupakan model dengan membuang suatu pengamatan yang kemungkinan 

pengamatan tersebut suatu pencilan. Sedangkan ( )2YE  merupakan model yang 

kemungkinan mengandung pencilan. Dari persamaan  (2.3) diperoleh  

Y  = εψβ ++ ZX       (2.4) 

Dimana I=Z  dan γψ = .  
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Jumlah kuadrat ekstra yang berasal dari nilai dugaan γψ =  dalam persamaan 

(2.4) diberikan oleh  

  2
1

222 )( εε −−′= HIQk      (2.5) 

Statistik ini dapat digunakan untuk menguji pencilan.  

Draper dan John menyarankan dihitungnya kQ  karena kQ  memberikan 

suatu ukuran bagi pencilan, nilai yang besar merupakan penyimpangan (Draper, 

1992: 163-168). 

 

2.2. Distribusi Normal  

Distribusi yang penting dalam statistika ialah distribusi normal atau sering 

pula disebut distribusi Gauss.  

( ) 2

2
1

22
1)(

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= σ
µ

πσ

y

i eyf       (2.6) 

Distribusi ini mempunyai rataan µ  dan variansi 2σ . Grafiknya mirip lonceng dan 

tertentu sepenuhnya bila  µ  dan 2σ diketahui. Suatu peubah acak Y  yang 

berdistribusi normal dengan rataan µ  dan simpangan baku 2σ  sering disingkat 

dengan lambang Y ~ ),( 2σµN . 

 Distribusi normal dengan rataan 0 dan simpangan baku 1 disebut normal 

baku., lambang )1,0(N . Untuk suatu distribusi ),( 2σµN  berlaku 

 68,0    6826,0)( ≈=+≤≤− σµσµ YP  

 95,0    9544,0)22( ≈=+≤≤− σµσµ YP  

 997,0   9774,0)33( ≈=+≤≤− σµσµ YP     (2.7) 
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Ketiga sifat di atas sering berguna untuk menentukan apakah anggapan normal 

dilanggar secara kasar atau tidak pada suatu terok data. Begitupun, dalam 

menentukan pengamatan yang mungkin merupakan pencilan, datanya dapat secara 

cepat dikenal dari jaraknya dari titik tengah terok. Misalnya, suatu data yang 

berjarak lebih dari s4  dari Y  kemungkinan merupakan suatu outlier (Sembiring, 

1995: 4-5). 

 

2.3. Pendugaan Parameter 

Pendugaan (estimasi) adalah proses yang menggunakan sampel statistik 

untuk menduga atau menaksir hubungan parameter populasi yang tidak diketahui. 

Pendugaan merupakan suatu pernyataan mengenai parameter populasi yang 

diketahui  berdasarkan populasi dari sampel, dalam hal ini sampel random, yang 

diambil dari populasi yang bersangkutan. Jadi dengan pendugaan ini, keadaan 

parameter populasi dapat diketahui (Hasan, 2002:111). Menurut Yitnosumarto 

(1990:211-212), pendugaan adalah anggota peubah acak dari statistik yang 

mungkin untuk sebuah parameter (anggota peubah diturunkan). Besaran sebagai 

hasil penerapan penduga terhadap data dari semua contoh disebut nilai duga 

(estimate). Adapaun sifat-sifat dari penduga parameter tersebut adalah:  

 

1) Tak bias (Unbias) 

Satu hal yang menjadi tujuan dalam pendugaan adalah pendugaan harus 

mendekati nilai sebenarnya dari parameter yang diduga tersebut. Misalkan 
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terdapat parameter θ . Jika θ̂  merupakan penduga tak bias (unbiased estimator) 

dari parameter θ , maka: 

     ( ) θθ =ˆE      (2.8) 

       (Yitnosumarto,1990:212) 

 

2) Efisien 

Suatu penduga (dimisalkan: θ̂ ) dikatakan efisien bagi parameter (θ ) 

apabila penduga tersebut mempunyai varians yang kecil. Apabila terdapat lebih 

dari satu penduga, penduga yang efisien adalah penduga yang mempunyai varian 

terkecil. Dua buah penduga dibandingkan efisiennya dengan menggunakan efisien 

relative (relative efficiency). Efisien relatif 2θ̂  terhadap 1̂θ  dirumuskan: 

  ( )12
ˆ,ˆ θθR  = ( )

( )22

2

1

ˆˆ

ˆˆ

θθ

θθ

−

−

E

E  

= ( )( )
( )( )222

2

11

ˆˆ

ˆˆ

θθ

θθ

EE

EE

−

−  

=
2

1
ˆvar

ˆvar
θ
θ      (2.9) 

2

1

ˆ
ˆ

θ
θ

=R , jika 1>R  maka 21
ˆˆ θθ >  artinya secara relatif 2θ̂  lebih efisien daripada 

1̂θ , dan jika 1<R  maka 21
ˆˆ θθ <  artinya secara relatif 1̂θ  lebih efisien daripada 

2θ̂ . 
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3) Konsisten 

Suatu penduga dikatakan konsisten apabila memenuhi syarat sebagai 

berikut: 

1. Jika ukuran sampel semakin bertambah maka penduga akan mendekati 

parameternya. Jika besar sampel menjadi tak terhingga maka penduga 

konsisten harus dapat memberi suatu penduga titik yang sempurna 

terhadap parameternya. Jadi, (θ̂ ) merupakan penduga konsisten, jika dan 

hanya jika: 

( )( )2ˆˆ θθ EE − →0 jika n→ ∞   (2.10) 

2. Jika ukuran sampel bertambah besar maka distribusi sampling penduga 

akan mengecil menjadi satu garis tegak lurus di atas parameter yang 

sama dengan probabilitas sama dengan 1. (Hasan, 2002:113-115) 

 

2.4. Maksimum Likelihood 

2.4.1. Fungsi likelihood 

Definisi  

Fungsi likelihood dari n variabel random 1x , 2x ,..., nx  didefinisikan 

sebagai fungsi kepadatan bersama dari n variabel random. Fungsi kepadatan 

bersama );,...,( 1,...,1
θnxx xxf

n
, yang mempertimbangkan fungsi dari θ . Jika 

1x ,..., nx  adalah sampel random dari fungsi kepadatan );( θxf , maka fungsi 

likelihoodnya adalah );()...;();( 21 θθθ nxfxfxf (Mood, Graybill and Boes, 

1986:278) 
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Notasi  

 Untuk mengingatkan dalam mempelajari fungsi likelihood sebagai fungsi 

dari θ , dapat dinotasikan );,...,( 1 θnxxL  atau ),...,( 1 nxxL  

Contoh 

Jika 1x , 2x ,..., nx  adalah random sampel dari distribusi )1,0(~ Nx . Fungsi 

likelihoodnya adalah: 

);,...,,( 21 θnxxxL = );()...;();( 21 θθθ nxfxfxf , Θ∈θ  

Karena berdistribusi normal, maka fungsi );( θxf =
2)(

2
1

2
1 θ

π

−− ix
e  

Fungsi likelihoodnya adalah: 

);,...,,( 21 θnxxxL = );()...;();( 21 θθθ nxfxfxf  

      = 
2

1 )(
2
1

2
1 θ

π

−− x
e

2
2 )(

2
1

2
1 θ

π

−− x
e ...

2)(
2
1

2
1 θ

π

−− nx
e  

      = ∏
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−n

i

xxx n

e
1

)(
2
1...)(

2
1)(

2
1 22

2
2

1

2
1 θθθ

π
 

      = 
( )

∏
=

−+−+−−n

i

xxx ne
1

)()()(
2
1 22

2
2

1

2
1 θθθ

π
 

      = 
∑

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−−
n

i
ixn

e 1

2)(
2
1

2
1 θ

π
 

      = 
( )

∑

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

−−
n

i
ix

n

e 1

2)(
2
1

2
1

2

1 θ

π
 

      = 
( )

∑
=

−−
n

i
ix
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1
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 Sehingga fungsi likelihood dapat di tulis sebagai berikut: 

     );,...,,( 21 θnxxxL = 
( )

∑
=

−−
n

i
ix

n e 1

2)(
2
1

22

1 θ

π
 

 

2.4.2. Maximum Likelihood Estimation 

  Kita telah membahas sifat baik yang dimiliki dalam pendugaan. Jadi untuk 

mengetahui apakah suatu pendugaan bersifat unbias, efisien dan konsisten dan 

sebagainya terlebih dahulu ditentukan pendugaan parameternya dengan 

menggunakan suatu metode yaitu metode maximum likelihood estimation. 

Metode tersebut sering memberikan hasil yang baik (yaitu sering memberikan 

penaksir yang baik). 

Definisi.  

  Andaikan 1X , 2X ,..., nX  peubah acak dengan fungsi distribusi 

)|,...,,( 21 θnxxxF  dengan θ ∈ Θ  yang tidak diketahui. Dan fungsi likelihood 

ialah  

  )(θL =
⎩
⎨
⎧

pFxxxp
fFxxxf

n

n

padat  fungsi mempunyai  jika),|,...,,(
padat  fungsi mempunyai  jika ),|,...,,(

21

21

θ
θ

 

Setiap ),...,,(ˆˆ
21 nn XXXθθ = ∈ Θ  sehingga 

    { }Θ∈= θθθ :)(sup)ˆ( LL  

disebut maximum likelihood estimation (Dudewicz dan Misrhra, 1995: 412). 

Contoh: 

Andaikan bahwa sampel random berukuran n berdistribusi bernoulli  
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 );( pxf = )()1,0(
1 xIqp xx − , untuk 10 ≤≤ p dan pq −= 1  

Nilai sampel 1x , 2x ,..., nx  menjadi barisan bernilai nol dan satu, fungsi 

likelihoodnya adalah 

 )( pL =∏
=

−
n

i

xx ii qp
1

1 = ∑∑ − ii xnx qp  

Dimisalkan 

 ∑= ixy  

Maka fungsi likelihoodnya menjadi: 

 )( pL = ii yny qp −  

Dengan melogaritmakan persamaan di atas, diperoleh: 

 )(ln pL = qynpy ln)(ln −+      (2.11) 

Untuk mendapatkan penduga dari p maka dengan mendiferensialkan persamaan 

(2.11) terhadap p, diperoleh: 

q
yn

p
y

p
pL −

−=
∂

∂ )(ln      (2.12) 

Karena 0)(ln
=

∂
∂

p
pL , persamaan (2.12) menjadi 

q
yn

p
y −
−=0  

Untuk pq −= 1 , maka: 

0
ˆˆ

=
−

−
q

yn
p
y  

p
yn

p
y

ˆ1ˆ −
−

=  
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                 )(ˆˆ ynpypy −=−  

   yynpyp −=−−− )(ˆˆ  

     yynyp −=−+− )(ˆ  

                    ynp −=− ˆ  

                                xx
nn

x
n
y

n
yp i

i =∑=∑==
−
−

=
1ˆ  

  

2.5. Model Regresi Nonlinier Eksponensial 

Model regresi nonlinier dibagi menjadi dua jenis yaitu model linier 

intrinsik dan model nonlinier intrinsik. Jika suatu model adalah linier instrinsik, 

maka model ini dapat dinyatakan melalui transformasi yang tepat terhadap 

peubahnya, kedalam bentuk model linier baku yang dinyatakan dalam bentuk 

berikut ini: 

εβββββ ++++++= nni xxxxy ...3322110  

Dimana 

iy    = nilai pengamatan ke- i (variabel random), ni ,...,3,2,1=  

0β    = parameter intersep 

pββββ ,...,,, 321  = parameter slope 

1x , 2x ,..., nx   = peubah acak  

ε    = galat 

Jika suatu model nonlinier tidak dapat dinyatakan dalam bentuk baku ini, berarti 

model itu secara nonlinier intrinsik (Draper dn Smith,1992:212). 
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 Diantara bentuk-bentuk model (linier intrinsik) yang dapat 

ditransformasikan ke dalam bentuk linier adalah model regresi eksponensial yaitu: 

 i
xxx

i
ikkiiey εββββ ++++= ...22110     (2.13) 

 Model regresi eksponensial dapat ditransformasi dengan mudah dengan 

mengambil transformasi logaritmanya. Dimana 0β , 1β , dan 2β  adalah parameter 

yang tidak diketahui, dan ε  adalah galat acak yang bersifat multiplikatif. Dengan 

melogaritmakan natural persamaan (2.13), model tersebut berubah menjadi bentuk 

linier. 

)ln()ln( ...22110
i

xxx
i

ikkiiey εββββ ++++=  

)ln()ln()ln( ...22110
i

xxx
i

ikkiiey εββββ += ++++  

)ln(ln)...()ln( 22110 iikkiii exxxy εββββ +++++=  

)ln()1)(...()ln( 22110 iikkiii xxxy εββββ +++++=  

iikkiii xxxy εββββ ln...ln 22110 +++++=      (2.14) 

Model seperti ini adalah model linier dalam bentuk semi log yang dapat berupa 

log-lin atau lin-log. (Draper and Smith, 1992:213). 

 Model (2.14) merupakan model linier dalam bentuk εln . ε  dalam hal ini 

tidak berdistribusi normal, sebab yang berdistribusi normal adalah 0ln =ε . 
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Gambar 2.2 Model regresi nonlinier eksponensial 

       (Steel&Torrie, 1993:541) 

Pada gambar 2.2 di atas dapat dilihat bahwa terdapat hubungan antara dua 

variabel X dan Y yang mempunyai persamaan XYE 10)(log ββ += .  Gambar 

tersebut menunjukkan model regresi nonlinier eksponensial. 

 

2.6. Model Regresi dalam Pendekatan Matrik 

Model yang paling sederhana adalah model regresi linier. Model regresi 

linier sederhana terdiri dari satu variabel. Model tersebut dapat digeneralisasikan 

menjadi lebih dari satu atau dalam k variabel. Persamaan bagi model regresi linier 

dengan k variabel diberikan sebagai berikut: 

εββββ +++++= kk xxxy ...22110      (2.15) 

Bila pengamatan mengenai y , 1x , 2x ,..., kx  dinyatakan masing-masing dengan 

iy , 1ix , 2ix ,..., ikx  dan galatnya iε . Maka persamaan (2.15) dapat dituliskan 

sebagai: 

 iikkiii xxxy εββββ +++++= ...22110 , ni ,...,2,1=  
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Dinotasikan dalam bentuk matrik, sehingga menjadi: 
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Misalkan  
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Persamaan (2.16) dapat dinyatakan sebagai: 

 εβ += XY  

Dimana 

Y  = vektor respon 1×n  

X   = matrik peubah bebas ukuran )1( +× kn  

β   = vektor parameter ukuran 1)1( ×+k  ang tak diketahui 

ε   = vektor galat ukuran 1×n  

       (Sembiring,1995:134-135) 

Sistem (2.16) dikenal sebagai penyajian matrik model regresi linier (k-variabel) 

umum. Sistem tersebut bisa ditulis lebih ringkas sebagai: 

11)1()1(1 ×+++××
+=

nkknn
Y εβX

    (2.17) 
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2.7. Kajian Outlier dan Estimasi pada Al Quran  

 Al-Quran merupakan kitabullah yang di dalamnya terkandung ilmu-ilmu 

Allah, untuk mendapatkan ilmu tersebut perlu mengkaji Al-Quran secara 

mendalam. Al-Quran bukan hanya berbicara ilmu agama yaitu halal dan haram, 

pahala dan dosa, surga dan neraka, lebih dari itu di dalamnya terdapat banyak hal 

yang berkaitan dengan masalah keduniawian, mulai masalah sains dan teknologi, 

sosial, politik, ekonomi, hukum, dan yang lainnya. Ada banyak sumber kajian 

tentang itu semua yang menjadikan Al-Quran sebagai acuannya (Abtokhi, 

2007:182). Oleh karena itu di sini akan dibuktikan bahwa Al-Quran tidak hanya 

membahas tentang ilmu agama saja akan tetapi membahas tentang masalah ilmu 

statistik juga. 

  Salah satu masalah ilmu statistik yang dibahas dalam penelitian ini adalah 

tentang outlier dan estimasi dalam ilmu statistik yang ternyata telah disinggung 

sejak zaman Nabi Muhammad. Hal tersebut terbukti sebagaimana yang telah 

dijelaskan dalam Al-Quran surat Al-Jinn Ayat 14 dan surat Ash-Shaffaat ayat 147. 

2.4.3. Outlier dalam Al Quran 

Surat Al-Jinn terdiri atas 28 ayat, termasuk golongan surat-surat 

Makkiyyah, yakni turun sebelum Nabi Hijrah ke Madinah. Dinamai Al-Jinn 

diambil dari perkataan Al-Jinn yang terdapat pada ayat pertama surat ini. Surat 

Al-Jinn menerangkan bahwa Jin sebagai makhluk halus telah mendengar 

pembacaan Al Quran dan mereka mengikuti ajaran Al Quran tersebut. Pada surat 

tersebut terdapat ayat yang menyinggung masalah pencilan (outlier), yaitu pada 

ayat 14: 
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Artinya.” Dan sesungguhnya di antara kami ada orang-orang yang taat dan ada 

(pula) orang-orang yang menyimpang dari kebenaran. Barangsiapa yang taat, 

maka mereka itu benar-benar telah memilih jalan yang lurus”. ( Qs. Al-Jinn, 

72:14) 

Asal turunnya Surat Al-Jinn Ayat 14 yaitu untuk menampik dugaan bahwa 

semua jin baik yang mendengar langsung ayat-ayat Al-Quran maupun yang belum 

atau tidak mendengarnya kesemuanya telah patuh kepada Allah. Kemudian pada 

ayat tersebut diterangkan bahwa dan sesungguhnya di antara kami masyarakat jin 

ada orang-orang muslim yakni yang benar-benar taat dan penuh kepatuhan 

kepada Allah dan ada pula  para penyimpang yakni mereka yang telah sangat jauh 

dari kebenaran lagi sangat mantap kekufurannya. Barang siapa yang patuh, maka 

mereka itu telah bersungguh-sungguh memilih arah yang mengantar ke jalan 

kebenaran (Shihab, 2003:494). 

Kata “penyimpangan” dalam surat di atas pada konsep statistika dapat 

diartikan sebagai suatu outlier. Sebab suatu outlier dikatakan sebagai penyimpang 

dilihat dari pengertiannya yaitu: 

1. Pencilan (outlier) adalah yang nilai mutlaknya jauh lebih besar dari pada 

sisaan-sisaan lainnya dan bisa jadi terletak tiga atau empat simpangan baku 

atau lebih jauh lagi dari rata-rata sisaannya. 

2. Pencilan adalah suatu keganjilan dan menandakan suatu titik data yang sama 

sekali tidak tipikal dibandingkan data lainnya (Draper dan Smith, 1992: 146).   
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3. Pencilan (outlier) adalah data yang tidak mengikuti pola umum model 

(Sembiring, 1995:62). 

Dari penafsiran Surat Al-Jinn Ayat 14 di atas dijelaskan bahwa “para 

penyimpang yakni mereka yang telah sangat jauh dari kebenaran lagi sangat 

mantap kekufurannya”. Penafsiran mengenai para penyimpang tersebut 

mempunyai makna yang sama dengan pengertian dari outlier yaitu sama-sama 

terletak sangat jauh.  

Akan tetapi terdapat banyak perbedaan mengenai konsep outlier pada 

statistika dengan maksud kata “penyimpangan” pada surat Al-Jinn Ayat 14 

diantaranya: 

1. Dilihat dari jumlah penyimpangan yang terjadi 

Dalam statistika, suatu data yang kemungkinan menjadi outlier biasanya dapat 

diduga tidak lebih dari 5% dari data yang ada. Sedangkan dalam Al-Quran 

surat Al-Jinn Ayat 14, jumlah penyimpangan dapat diduga kurang dari 50% 

atau bahkan bisa lebih dari 50%. 

2. Dilihat dari obyeknya 

Obyek outlier dalam penelitian ini yaitu berupa data yang belum diketahui. 

Sedangkan dalam surat Al-Jinn Ayat 14 obyek penyimpangannya sudah 

diketahui yaitu sekelompok jin. 

3. Dilihat dari bentuk obyek 

Dalam statistika, bentuk dari suatu data adalah menyebar mengikuti garis 

model maka outlier juga mempunyai bentuk menyebar seperti gambar 2.1. 

Berbeda dengan bentuk penyimpangan dalam Al-Quran surat Al-Jinn Ayat 14 
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bentuknya yaitu berkelompok, dikarenakan jumlah mereka yang banyak (lebih 

dari 5%). 

 

2.4.4. Estimasi dalam Al Quran 

Dalam Al-Qur’an pada surat Ash-Shaffaat terdapat ayat yang 

menyinggung masalah pendugaan. Surat Ash-Shaffaat adalah surat Makiyah, 

yakni turun sebelum Nabi Hijrah ke Madinah yang terdiri dari 182 ayat..  

Pendugaan dalam statistika disinggung dalam  surat Ash-Shaffaat ayat 

147, yaitu: 

çÏš∩⊇⊆∠∪   4χρ ß‰ƒÌ“ tƒ ρ r& # ø9r&  π s($ ÏΒ’n< Î)  µ≈ oΨù=y™ ö‘ r&uρ 

Artinya: Dan Kami utus dia kepada seratus ribu orang atau lebih. (Qs. Ash-

Shaffaat,37:147) 

Asal turunnya ayat diatas yaitu menceritakan tentang kisah Nabi Yunus. 

Bahwa Nabi Yunus keluar dari kaumnya ketika akan disiksa oleh kaumnya 

sebelum mendapat perintah dari Allah SWT untuk Hijrah. Kemudian Nabi Yunus 

mendapatkan balasan dari Allah SWT. Setelah itu, Nabi Yunus diutus kembali 

kepada kaumnya. Kami mengutusnya yakni menugaskannya lagi kepada seratus 

ribu orang atau lebih jika kamu melihat mereka sekali pandang. 

(Shihab,2003:83). 

Pada kalimat “kepada seratus ribu orang atau lebih jika kamu melihat 

mereka sekali pandang” terdapat suatu pendugaan, yaiu pada kata seratus ribu 

orang atau lebih. Contoh lain pendugaan yaitu, misalkan pada suatu pertandingan 
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sepak bola dengan banyak sekali penonton seseorang ditanya tentang jumlah 

penonton tersebut, maka ia akan menduga jumlah penonton menurut 

pandangannya. Sama halnya dengan (seratus ribu orang atau lebih) 4χρ ß‰ƒ Ì“ tƒ Aρr& 

#ø9 r& ÷ π s($ÏΒ pada surat Ash Shaffat ayat 147 diatas, jika seseorang menanyakan 

berapa jumlah pasti (seratus ribu orang atau lebih) 4χρ ß‰ƒ Ì“ tƒ Aρr& # ø9r& ÷ π s($ÏΒ, maka 

orang tersebut hanya dapat menduga jumlahnya karena ayat tersebut tidak ada 

kejelasan dalam menerangkan jumlah umat Nabi Yunus.  

 Maka dari itu terdapat perbedaan dalam menafsirkan (seratus ribu orang 

atau lebih) 4χρ ß‰ƒ Ì“ tƒ Aρr& # ø9 r& ÷ π s($ÏΒ , sebagai berikut; 

1. Shihab dalam Tafsir al-Misbah (2003: 84)  

Kata (ρr&) auw/atau pada firman-Nya: (4χρ ß‰ƒ Ì“ tƒ Aρ r&) au yazidun, lebih 

dipahami oleh sementara ulama dalam arti bahkan, ada juga yang memahaminya 

dalam arti dan. Jika anda memahaminya dalam arti atau, maka ayat ini bagaikan 

menyatakan jumlah mereka banyak, menurut perhitungan kamu adalah seratus 

ribu atau lebih. Jika anda memahaminya dalam arti dan atau bahkan, maka itu 

berarti beliau diutus kepada dua kelompok. Yang pertama berjumah seratus ribu 

dan yang satu lagi adalah yang lebih dari itu. Dalam satu riwayat dinyatakan 
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jumlah mereka sebanyak dua puluh ribu. Yang seratus ribu adalah orang-orang 

Yahudi penduduk negeri Nainawa, yang ketika itu berada dalam tawanan kerajaan 

Asyur, sedang yang lebih adalah selain orang Yahudi yang bermukim juga 

dinegeri itu.  

2.  Hamka dalam Tafsir al-Ahzar (1981:194) 

Menceritakan bahwa setelah Nabi Yunus sehat dan kuat kembali, dia 

diperintahkan Tuhan melaksanakan perintah yang dipikulkan kepadanya, yaitu 

mendatangi dan melakukan dakwah kepada kaumnya di negeri Ninive ini, yang 

berjumlah 100.000 orang atau lebih, artinya lebih dari 100.000, kurang tidak.  

3. Al-Mahally dan As-Syuyuthi, dalam tafsir Jalalain, (1990: 1946) 

Menjelaskan bahwa µ≈oΨù= y™ö‘ r& uρ (Dan kami utus dia) sesudah itu, 

sebagaimana status sebelumnya, kepada kaum Bunainawiy yang tinggal didaerah 

Mausul-  A#ø9 r&π s($ ÏΒ4’n< Î) (kepada seratus ribu orang) bahkan χρ ß‰ƒÌ“ tƒ ρ r& (atau 

lebih dari itu) yakni lebihnya dua puluh atau tiga puluh atau tujuh puluh ribu 

orang. 

 Para ulama memperkirakan jumlah umat Nabi Yunus dengan jumlah yang 

berbeda-beda, meskipun demikian tidak ada yang mengatakan  kurang dari 

100.000 orang. Dari ketiga penafsiran di atas dapat disimpulkan bahwa terdapat 

suatu penggunaan istilah pendugaan pada surat Ash Shaffat ayat 147. 
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Dari penjelasan di atas telah dibuktikan bahwa Al-Quran tidak hanya 

berbicara tentang  ilmu-ilmu agama saja, akan tetapi juga berbicara tentang ilmu 

statistik. Namun, dalam Al-Quran konsep-konsep ilmu statistik tidak disajikan 

secara langsung, akan tetapi berupa pengetahuan yang membutuhkan penafsiran 

secara mendalam. Oleh karena itu Allah SWT telah memberi akal dan pikiran 

manusia untuk berpikir dan mengkaji Al-Quran , menguak rahasia-rahasia yang 

terkandung dalam Al-Quran. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1. Langkah-langkah dalam Mendeteksi Parameter Outlier Pada Model 

Regresi Eksponensial 

Untuk mendeteksi parameter outlier pada model regresi eksponensial, 

diperlukan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Mengasumsikan variabel independen dengan distribusi yang akan 

digunakan untuk menentukan penduga parameter regresi eksponensial. 

Penelitian ini mengasumsikan variabel independen berdistribusi normal 

dengan mean µ  dan variansi 2σ . 

2. Mentransformasikan model regresi eksponensial menjadi bentuk regresi 

linier dengan pendekatan matrik 

3. Menentukan penduga parameter yang tidak mengandung outlier  

4. Menentukan penduga parameter yang mengandung outlier.  

5. Membandingkan sifat-sifat pendugaan parameter pada model regresi 

eksponensial, pendugaan parameter yang tidak mengandung outlier dengan 

yang mengandung outlier. 

Untuk menentukan penduga parameter yang tidak mengandung outlier dan yang 

mengandung outlier mengggunakan metode maximum likelihood estimation. 

 

 

30 
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3.2. Menentukan Bentuk Regresi Linier dari Model Regresi Eksponensial 

dengan Pendekatan Matrik 

Regresi nonlinier ekponensial dinyatakan dalam bentuk 

i
xxx

i
ikkiiey εββββ ++++= ...22110       (3.1) 

Persamaan (3.1) dilinierkan dengan menggunakan logaritma natural, sehingga 

modelnya menjadi: 

 )ln()ln( ...22110
i

xxx
i

ikkiiey εββββ ++++=  

 )ln()ln()ln( ...22110
i

xxx
i

ikkiiey εββββ += ++++  

( ) iikkiii exxxy εββββ lnln...)ln( 22110 +++++=  

( )( ) iikkiii xxxy εββββ ln1...)ln( 22110 +++++=  

iikkiii xxxy εββββ ln...)ln( 22110 +++++=     (3.2) 

Dimana (i = 1,2,…,n), ( p  = k,...,1,0 ) dan ε  tidak berdistribusi normal, karena 

yang berdistribusi normal adalah εln . 

Dengan menggunakan pendekatan matrik, maka persamaan (3.2) 

dinotasikan dalam bentuk matrik, sebagai berikut: 
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Misalkan  
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β =
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Maka persamaan (3.2) dapat diubah menjadi 

 
1n

    
 

     
11)(k

     
1)(kn

          
1n

**

×

+
×+

⋅
+×

=

×
εβY X

   (3.4) 

Persamaan (3.4) merupakan bentuk regresi linier dari model regresi eksponensial 

dengan pendekatan matrik. 

 

3.3. Menentukan Penduga Parameter  Regresi Eksponensial Menggunakan 

Metode Maksimum Likelihood Estimation 

3.3.1. Menentukan penduga parameter  yang tidak mengandung outlier  

Untuk menentukan penduga parameter yang tidak mengandung outlier 

menggunakan bentuk regresi linier dari model regresi eksponensial dengan 

pendekatan matrik yaitu menggunakan persamaan (3.4) seperti: 

** εβY += X     

   

3.3.1.1. Penduga Parameter *β  

Dari persamaan (3.4) diketahui bahwa  *Y  = ( 1ln y , 2ln y , …, nyln ) T , 

adalah variabel random, karena diasumsikan berdistribusi normal maka 

),(~ 2* IβNY σX  dengan X  = ( 0ix , 1ix ,…, ikx ) dan β = ( 0β , 1β ,…, kβ ) T  
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dimana i = 1,2,…,n dan I  menyatakan matrik ukuran n×n . Sehingga fungsi 

distribusi peluang dari *Y adalah 

),( *2 Y|βf σ  = 
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Untuk menentukan penduga parameter menggunakan metode maksimum 

likelihood estimation, terlebih dahulu ditentukan fungsi likelihood ( )L  yang di 

peroleh dari fungsi distribusi peluang pada persamaan (3.5) di atas sebagai 

berikut: 
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Sehingga fungsi likelihoodnya ( )L  adalah:  
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Untuk mempermudah mendapatkan penduga parameter maka persamaan (3.7) di 

ubah menjadi fungsi log-likelihood sehingga diperoleh  

 ),(Lln *2 Y|β σ  
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untuk mendapatkan penduga parameter β  yaitu dengan memaksimumkan 

persamaan (3.8) terhadap β , artinya mendeferensialkan ),(Lln *2Y|β σ  terhadap 

β , di peroleh: 

( ) ( )  2
2
1000

 ),(Lln 111*1
*2

−−−− −+−−−=
∂

∂
σσσσ

σ
XXX TTTTT βY

β
Y|β

 

( ) ( ) 111*1
*2  ),(Lln

−−−− −=
∂

∂
σσσσ

σ
XXX TTTTT βY

β
Y|β
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β
Y|β

∂

∂  ),(Lln *2σ
= 0 , sehingga 

( ) ( ) 111*1 ˆˆˆˆˆ −−−− − σσσσ XXX TTTTT βY = 0  

( ) 1*1 ˆˆ −− σσ X
TT Y = ( ) 11 ˆˆˆ −− σσ XXTTT β  

   ( ) ( ) σσσσ ˆˆˆˆ 1*1 −− X
TTT Y = ( ) ( ) σσσσ ˆˆˆˆˆ 11 −− XXTTTT β  

      X
T

Y * = XXTT
β̂  

             ( )TT
Y X* =

T
TT

β ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ XXˆ  

                            *YTX = βT ˆXX      (3.9) 

                β̂ = ( ) *1 YTT XXX −     (3.10) 

Dimana *Y  adalah Yln  maka: 

       β̂ = ( ) YTT ln1 XXX −     (3.11) 

Penduga parameter pada persamaan (3.11) dikatakan sebagai penduga parameter 

β̂  yang tidak mengandung outlier.   

 

3.3.1.2. Penduga Parameter  2σ  

Untuk mendapatkan penduga dari 2σ  dengan cara memaksimumkan 

persamaan (3.8) terhadap 2σ  artinya mendeferensialkan  persamaan (3.8) 

terhadap 2σ , diperoleh 

 ),(Lln *2 Y|β σ  
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( ) ( ) ( ) ( ) 111*11**12

2
1

2
1ln

2
)2ln(

2
−−−−−− −+−−−= σσσσσσσπ βββYYYnn TTTTTTT XXX

( ) IββIIβYIIYYInn TTTTTTT

σσσσσσ
σπ 11

2
11111

2
1ln2

2
)2ln(

2
*** XXX −+−−−=

( ) βββYYYnn TTTT
XXX 2

*
2

**
2 2

11
2

1ln)2ln(
2 σσσ

σπ −+−−−=  

Sehingga 

2

*2  ),(Lln

σ

σ

∂

∂ Y|β
 

= βββYYYn TTTT
XXX ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−−− 4

*
4

**
42

2
2
122

2
10

σσσσ
 

= βββYYYn TTTT
XXX 4

*
4

**
42

121
σσσσ

+−+−  

0
 ),(Lln

2

*2

=
∂

∂

σ

σ Y|β
, sehingga 

βββYYYn TTTT ˆˆ
ˆ
1ˆ

ˆ
2

ˆ
1

ˆ 4
*

4
**

42 XXX
σσσσ

+−+− = 0  

      βββYYYn TTTT ˆˆ
ˆ
1ˆ

ˆ
2

ˆ
1

ˆ 4
*

4
**

42 XXX
σσσσ

+−=  

      ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−= βββYYYn TTTT ˆˆˆ2

ˆ
1

ˆ
***

42 XXX
σσ

 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−= βββYYYn TTTT ˆˆˆ2

ˆ
1ˆ

ˆ
ˆ ***

4
4

2
4 XXX

σ
σ

σ
σ  

       ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−= βββYYYn TTTT ˆˆˆ2ˆ ***2 XXXσ  

Karena  

2σn  = ( )βββYYY TTTT ˆˆ2 *** XXX +−  

( ) ( )βYβY
T ˆˆ ** XX −−=       

Maka 
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( ) ( )βYβY
n

T ˆˆ1ˆ **2 XX −−=σ        (3.12) 

Dimana *Y  adalah Yln  maka: 

 ( ) ( )βYβY
n

T ˆlnˆln1ˆ 2 XX −−=σ      (3.13) 

Penduga parameter pada persamaan (3.13) dikatakan sebagai penduga parameter 

2σ̂ yang tidak mengandung outlier.   

 

3.3.2. Menentukan penduga parameter yang mengandung outlier 

Model  regresi eksponensial yang mengandung outlier adalah 

i
zzxxx

i
ikkiikkiiey εψψψββββ ++++++++= ...... 11022110  

Untuk mempermudah dalam menentukan pendugaan maka persamaan di atas di 

linierkan menjadi bentuk matrik sebagai berikut 

)ln()ln( ...... 11022110
i

zzxxx
i

ikkiikkiiey εψψψββββ ++++++++=  

)ln()ln()ln( ...... 11022110
i

zzxxx
i

ikkiikkiiey εψψψββββ += ++++++++  

( ) iikkiikkiii ezzxxxy εψψψββββ lnln......)ln( 11022110 +++++++++=  

( )( ) iikkiikkiii zzxxxy εψψψββββ ln1......)ln( 11022110 +++++++++=  

inkkikkiii zzzxxxy εψψψββββ ln......)ln( 21110022110 +++++++++=  (3.14) 

Dimana (i = 1,2,…,n), ( p  = k,...,1,0 ) dan ε  tidak berdistribusi normal, karena 

yang berdistribusi normal adalah εln . Dalam bentuk matrik persamaan (3.14) 

menjadi 
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misalkan  
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⎟⎟
⎟
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⎜
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⎛

kβ

β
β

M
1

0

    Z =
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⎟
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ψ =

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

kψ

ψ
ψ

M
1

0

    *ε =

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
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⎜⎜
⎜
⎜
⎜
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Dimana Z merupakan matrik identitas, 10z  = 21z  = … = nkz  = 1 dan Z , ψ  

menunjukkan persamaan tersebut mengandung parameter outlier. Sehingga 

persamaan (3.14) menjadi 

*Y  = 
11)1()1(1)1()1(

*

××++××++×
++

nkknkkn
εψβ ZX   (3.15) 

persamaan (3.15) diperoleh dari persamaan (3.14) 

Penduga parameter yang mengandung outlier ini dinotasikan dengan β , ψ  

dan 2σ , untuk menentukan penduga parameter yang mengandung outlier dapat 
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kita gunakan cara yang sama  dengan cara menentukan penduga parameter yang 

tidak mengandung outlier β  dan 2σ  seperti di atas.  

 

3.3.2.1. Penduga Parameter  β  

Dari persamaan (3.15) diketahui bahwa  *Y  =  ( 1ln y , 2ln y , …, nyln ) T , 

adalah variabel random, karena diasumsikan berdistribusi normal maka 

),(~ 2* Iψ βNY σZX +  dimana Z = ( 10z , 21z , … , nkz ) T , dan ψ  =  ( 0ψ , 1ψ ,…, 

nψ ) T ,  i = 1,2,…,n. Sehingga fungsi distribusi peluang dari *Y adalah 

)|,,( *2 Yψβf σ = 
( )( )( ) ( )( )( )1*1*

2
1

22
1 −− +−+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − σσ

πσ

ψ βYψ βY
T

e
ZXZX

   (3.16) 

Untuk menentukan penduga parameter menggunakan metode maksimum 

likelihood estimation, terlebih dahulu di tentukan fungsi likelihood ( )L  yang di 

peroleh dari fungsi distribusi peluang pada persamaan (3.16) di atas sebagai 

berikut: 

)|,,(L *2 Yψβ σ   

= )|,,( *2 Yψβf σ  

=
( )( )( ) ( )( )( )

∏
=

+−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − −−n

i

ψ βYψ βY
T

e
1

2
1

2

1*1*

2
1 σσ

πσ

ZXZX
 

=
( ) ( ) ( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − −−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ 1**1

2
1

22
1 σσ

πσ

ψ βYψ βY
n TT

e
ZXZX
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=
( )

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − −− 1**1

2
1

222

 
)2(

1 σσ

σπ

ψ βYψ βY

nn

TT

e
ZXZX

   (3.17) 

Sehingga fungsi likelihoodnya ( )L  adalah:  

)|,,(L *2 Yψβ σ =
( )

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−− −− 1**1

2
1

222

 
)2(

1 σσ

σπ

ψ βYψ βY

nn

TT

e
ZXZX

  (3.18) 

Untuk mempermudah mendapatkan penduga parameter maka persamaan (3.18) di 

ubah menjadi fungsi log-likelihood sehingga diperoleh  

 )|,,(Lln *2 Yψβ σ  

=
( )

( ) ( ) ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−− −− 1**1

2
1

222

 
)2(

1ln
σσ

σπ

ψ βYψ βY

nn

TT

e
ZXZX

 

= ( ) ( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−−−− −− 1**1

2
1

2
 22  )2(ln

σσ
σπ

ψ βYψ βYnn TT

e
ZXZX

 

= ( ) ( ) ( ) ( )
  lnln)2(ln

1**1

2
1

222
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−−−− −− σσ

σπ
ψ βYψ βYnn TT

e
ZXZX

 

= ( ) ln
2

)2ln(
2

2σπ nn
−−  

   ( ) ( ) ( )( ) eψ βYψ βY
TT ln

2
1 1**1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−−−+ −− σσ ZXZX  

= ( ) ln
2

)2ln(
2

2σπ nn
−−  

   ( ) ( ) ( )( ) ( )1
2
1 1**1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−−−+ −− σσ ψ βYψ βY

TT ZXZX  

= ( ) ln
2

)2ln(
2

2σπ nn
−−  
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   ( ) ( ) ( )( ) ( )1
2
1 1**1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−−−+ −− σσ ψ βYψ βY

TT ZXZX  

= ( ) ( ) ({ βYψ YβYYYnn TTTTT XZX *****12

2
1 ln

2
)2ln(

2
−−−−−− −σσπ       

    ( ) ( ) ( ) ( ) ) }1* −++−++ σψ ψψ βψY ψ βββ TTTTT ZZZXZZXXX  

= ( ) ( ) ({ ψ YβYYYnn TTTT ZX ****12 22
2
1 ln

2
)2ln(

2
−−−−− −σσπ       

    ( ) ( ) ( ) ) }12 −+++ σψ ψψ βββ TTT ZZZXXX  

= ( ) ( ) ( ){ 1*11**12 2
2
1 ln

2
)2ln(

2
−−−− −−−− σσσσσπ βYYYnn TTTT X       

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111*1 22 −−−−−− ++− σσσσσσ ψ βββψ Y TTTTTT ZXXXZ  

   ( ) ( ) }11 −−+ σσ ψ ψ TT ZZ  

= ( ) ( ) ( ) 1*11**12 2
2
1

2
1 ln

2
)2ln(

2
−−−− +−−− σσσσσπ βYYYnn TTTT X       

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111*1 2
2
1

2
12

2
1 −−−−−− −−+ σσσσσσ ψ βββψ Y TTTTTT ZXXXZ  

   ( ) ( ) 11

2
1 −−− σσ ψ ψ TT ZZ  

= ( ) ( ) ( ) 1*11**12

2
1 ln

2
)2ln(

2
−−−− +−−− σσσσσπ βYYYnn TTTT X       

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111*1

2
1 −−−−−− −−+ σσσσσσ ψ βββψ Y TTTTTT ZXXXZ  

   ( ) ( ) 11

2
1 −−− σσ ψ ψ TT ZZ   

= ( ) ( ) ( ) 1*11**12

2
1 ln

2
)2ln(

2
−−−− +−−− σσσσσπ βYYYnn TTTT X       
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   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111*1

2
1 −−−−−− −−+ σσσσσσ β ψββψ Y TTTTTT XZXXZ  

   ( ) ( ) 11

2
1 −−− σσ ψ ψ TT ZZ        (3.19) 

untuk mendapatkan penduga parameter β  yaitu dengan memaksimumkan 

persamaan (3.19) terhadap β , artinya mendeferensialkan )|,,(Lln *2 Yψβ σ  

terhadap β , di peroleh: 

β
Yψβ

∂

∂   )|,,(Lln *2σ
 

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02
2
10000 11111*1 −−−++−−− −−−−−− σσσσσσ XZXXX TTTTTT ψ βY     

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111*1 −−−−−− −− σσσσσσ XZXXX TTTTTT ψ βY   

β
Yψβ

∂

∂   )|,,(Lln *2σ
= 0 , sehingga 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111*1 ˆˆˆˆˆˆˆˆ −−−−−− −− σσσσσσ XZXXX TTTTTT ψ βY = 0  

          ( ) 1*1 ˆˆ −− σσ X
TT Y = ( ) ( ) ( ) ( ) 1111 ˆˆˆˆˆˆ −−−− + σσσσ XZXX TTTT ψ β  

( ) σσσσ ˆˆˆˆ 1*1 −− X
TTT Y = ( ) ( ) ( ) ( ) σσσσσσσσ ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 1111 −−−− + XZXX TTTTTT ψ β  

    X
T

Y * = ( ) ( ) XZXX TT
ψ β ˆˆ +  

   βT ˆXX = ψY TT ˆ* ZXX −  

       β̂ = ( ) ( )ψYTT ˆ*1 ZXXX −
−      (3.20) 

Dimana *Y  adalah Yln  maka: 
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     β̂ = ( ) ( )ψYTT ˆln1 ZXXX −
−    (3.21) 

Penduga parameter pada persamaan (3.21) dikatakan sebagai penduga parameter 

β̂  yang mengandung outlier.  

  

3.3.2.2. Penduga Parameter  ψ  

Untuk mendapatkan penduga dari ψ  dengan cara memaksimumkan 

persamaan (3.19) terhadap ψ  artinya mendeferensialkan  persamaan (3.19) 

terhadap ψ , diperoleh 

 )|,,(Lln *2 Yψβ σ  

= ( ) ( ) ( ) 1*11**12

2
1 ln

2
)2ln(

2
−−−− +−−− σσσσσπ βYYYnn TTTT X       

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111*1

2
1 −−−−−− −−+ σσσσσσ ψβ ββψ Y TTTTTT ZXXXZ  

       ( ) ( ) 11

2
1 −−− σσ ψ ψ TT ZZ   

ψ
Yψβ

∂

∂   )|,,(Lln *2σ
 

= ( ) ( ) ( ) 111*1 000 00 −−−− −−++−−− σσσσ ZXZ  β Y TTTT       

        ( ) ( ) 112
2
1 −−− σσ ZZ  ψ TT  

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111*1 −−−−−− −− σσσσσσ ZZZXZ  ψ β Y TTTTTT  

 



44 
 

 

ψ
Yψβ

∂

∂   )|,,(Lln *2σ
= 0 , sehingga 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111*1 ˆˆˆˆˆˆˆˆ −−−−−− −− σσσσσσ ZZZXZ  ψ β Y TTTTTT =0 

( ) 1*1 ˆˆ −− σσ Z Y
TT = ( ) ( ) ( ) ( ) 1111 ˆˆˆˆˆˆ −−−− + σσσσ ZZZX  ψ β TTTT  

    ( ) σσσσ ˆˆˆˆ 1*1 −− Z Y
TTT = ( ) ( ) ( ) ( ) σσσσσσσσ ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 1111 −−−− + ZZZX  ψ β TTTTTT  

          ( ) ZZ  ψ Tˆ  = ( ) ZXZ  β Y
TT ˆ* −  

                   ( )( )TT  ψ ZZ ˆ = ( ) TTT
 β Y ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − ZXZ ˆ*  

   ψT ˆZZ =  βY TT ˆ* XZZ −  

            ψ̂ = ( ) ( ) βYTT ˆ*1 XZZZ −
−     (3.22) 

Dimana *Y  adalah Yln  maka: 

ψ̂ = ( ) ( ) βYTT ˆln1 XZZZ −
−     (3.23) 

Penduga parameter pada persamaan (3.23) dikatakan sebagai penduga 

parameter ψ̂  yang mengandung outlier.   

 

3.3.2.3. Penduga Parameter  2σ  

Untuk mendapatkan penduga dari 2σ  dengan cara memaksimumkan 

persamaan (3.19) terhadap 2σ  artinya mendeferensialkan  persamaan (3.19) 

terhadap 2σ  diperoleh: 

 )|,,(Lln *2 Yβ σψ  
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( ) ( ) ( ) 1*11**12

2
1ln

2
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2
−−−− +−−−= σσσσσπ βYYYnn TTTT X    

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111*1

2
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2
1 −−− σσ ψψ TT ZZ  

( ) IβYIIYYInn TTTT
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2
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2
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2
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⎠
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*
4

*
4
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1221
σσσσσ
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       ( ) ( ) ψψψβ TT ZZZX 44
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σσ

++  

2

*2   )|,,(Lln

σ

σψ

∂

∂ Yβ
= 0 , sehingga 
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( ) ββψYβYYYn TTTT ˆˆ
ˆ
1ˆ

ˆ
2ˆ

ˆ
2

ˆ
1

ˆ 4
*

4
*

4
**

42 XXZX
σσσσσ

+−−+−    

    ( ) ( ) ψψψβ TT
ˆˆ

ˆ
1ˆˆ

ˆ
2

44 ZZZX
σσ

++ = 0  

2σ̂
n = ( ) ββψYβYYY

TTTT ˆˆ
ˆ
1ˆ

ˆ
2ˆ

ˆ
2

ˆ
1

4
*

4
*

4
**

4 XXZX
σσσσ

+−−    

    ( ) ( ) ψψψβ TT
ˆˆ

ˆ
1ˆˆ

ˆ
2

44 ZZZX
σσ

++  

2σ̂
n = ( ) ( ) ( ) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++−− ψψψβββψYβYYY TTTTTT

ˆˆˆˆ2ˆˆˆ2ˆ2
ˆ
1 ****

4 ZZZXXXZX
σ

   

2
4

ˆ
ˆ
σ

σ n = ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++−− ψψψβββψYβYYY TTTTTT

ˆˆˆˆ2ˆˆˆ2ˆ2 
ˆ
1ˆ ****

4
4 ZZZXXXZX
σ

σ  

2σ̂n = ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++−− ψψψβββψYβYYY TTTTTT

ˆˆˆˆ2ˆˆˆ2ˆ2 **** ZZZXXXZX  

Karena 

2σ̂n  = ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++−− ψψψβββψYβYYY TTTTTT

ˆˆˆˆ2ˆˆˆ2ˆ2 **** ZZZXXXZX  

 = ( ) ( )ψβYψβY
T

ˆˆˆˆ ** ZXZX −−−−  

 = ( )( ) ( )( )ψβYψβY
T

ˆˆˆˆ ** ZXZX +−+−  

Maka 

2σ̂  = ( )( ) ( )( )ψβYψβY
n

T
ˆˆˆˆ1 ** ZXZX +−+−      (3.24) 

Dimana *Y  adalah Yln  maka: 

2σ̂  = ( )( ) ( )( )ψβYψβY
n

T
ˆˆlnˆˆln1 ZXZX +−+−     (3.25) 

Penduga parameter pada persamaan (3.24) dikatakan sebagai penduga parameter 

2σ̂  yang mengandung outlier.   
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3.4. Menentukan Sifat-sifat Penduga Parameter Regresi Eksponensial 

Untuk mengetahui apakah penduga yang dihasilkan dari metode 

maksimum likelihood estimation memenuhi syarat-syarat penduga yang baik, 

maka diperlukan suatu pengujian sifat-sifat pendugaan yang baik, yaitu: sifat 

unbias (tak bias), efisien, dan konsisten.  

Untuk menentukan sifat-sifat penduga parameter regresi eksponensial 

telah diketahui bahwa: 

1. *Y  yang tidak mengandung outlier mempunyai persamaan  

** εβY += X  

Dan *Y berdistribusi normal ),( 2 IβN σX , sehingga ( )*YE  = βX  dan 

( )*YVar  = I2σ  dari persamaan tersebut juga diasumsikan bahwa *ε  variabel 

bebas berdistribusi normal ),0(~ 2* IN σε karena  

( )*εE   = ( )βYE X−*   

  = ( ) ( )βEYE X−*  

  = ββ XX − = 0       (3.26) 

2. *Y  yang mengandung outlier mempunyai persamaan  

*Y  = *εψβ ++ ZX    

Dimana *Y  berdistribusi normal ),( 2 IψβN σZX + , sehingga ( )*YE  = 

ψβ ZX +  dan ( )*var Y  = I2σ  dari persamaan tersebut juga diasumsikan 

bahwa *ε  variabel bebas berdistribusi normal ),0(~ 2* IN σε karena  
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( )*εE   = ( )( )ψβYE ZX +−*  

  = ( ) ( )ψβEYE ZX +−*  

  = ( ) ( )ψβψβ ZXZX +−+  = 0     (3.27) 

Dimana  X dan Z  merupakan suatu tetapan dikarenakan  X dan Z  tidak 

mempunyai distribusi. Sehingga dapat ditentukan sifat-sifat penduga parameter 

regresi eksponensial model kedua sebagai berikut: 

 

3.4.1. Tak bias (Unbias) 

Untuk ( )βE ˆ  yang tidak mengandung outlier  

( )βE ˆ  = ( )( )*XXX YE TT 1−  

 = ( ) ( )*XXX YETT 1−  

 = ( ) βTT XXXX 1−  

 = β          (3.28) 

dari persamaan (3.28) diperoleh ( )βE ˆ  = β , maka β̂  yang tidak mengandung 

outlier merupakan penaksir tak bias. Sedangkan untuk ( )
out
βE ˆ  yang mengandung 

outlier, dimana 
out
β̂ = ψ̂ˆ +β  adalah 

( )
out
βE ˆ  

= ( )ψ̂ˆ +βE     

= ( ) ( ) ( ) ( )[ ]βYYE TTTT ˆˆ *1*1 XZZZZXXX −+−
−− ψ   
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= ( ) ( ) ( ) ( )[ ]βYYE TTTTTTTT ˆˆ 1*11*1 XZZZZZZZXXXXXX −−−−
−+− ψ  

= ( ) ( ) ( ) ( )[ ]βYYE TTTTTTTT ˆˆ 11*1*1 XZZZZXXXZZZXXX −−−−
−−+ ψ  

= ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]βYE TTTTTTTT ˆˆ 11*11 XZZZZXXXZZZXXX −−−−
−−+ ψ  

= ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )βEEYE TTTTTTTT ˆˆ 11*11 XZZZZXXXZZZXXX −−−−
−−+ ψ  

= ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )βEEYE TTTTTTTT ˆˆ 11*11 XZZZZXXXZZZXXX −−−−
−−+ ψ  

= ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )βEEψβ TTTTTTTT ˆˆ 1111 XZZZZXXXZXZZZXXX −−−−
−−++ ψ  

= ( ) ( ) ( ) ( ) ψψββ TTTTTTTT ZZZZZXXXXZZZXXXX 1111 −−−−
+++   

   ( ) ( ) ( ) ( )βEE TTTT ˆˆ 11 XZZZZXXX −−
−− ψ   

= ( ) ( ) ( ) ( )ψ̂
111 Eψψββ TTTTTT ZXXXZXXXXZZZ −−−

−+++           

   ( ) ( )βETT ˆ1 XZZZ −
−   

= ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ψ̂ˆ 11 EψβEβψβ TTTT −+−++
−− ZXXXXZZZ    (3.29) 

Dari persamaan (3.29) diperoleh ( )
out
βE ˆ ≠

out
β̂  dan ( )ψ̂ˆ +βE ≠ ψ̂ˆ +β , maka 

out
β̂  yang mengandung outlier bersifat bias. Jadi, penduga parameter β̂  yang 

tidak mengandung outlier lebih baik dari pada penduga parameter 
out
β̂  yang 

mengandung outlier. 
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3.4.2. Efisien 

Suatu penduga dikatakan efisien apabila penduga tersebut mempunyai 

varians yang kecil. Apabila terdapat lebih dari satu penduga, penduga yang efisien 

adalah penduga yang mempunyai varian terkecil yang di rumuskan dengan 

( )
2

1
12 ˆvar

ˆvarˆ,ˆ
θ
θ

θθ =R   

sehingga 

( )ββR
out

ˆ,ˆ  = ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 1
ˆˆˆˆˆˆˆˆ

−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

T

outoutoutout

T
βEββEβEβEββEβE  

  = ( )( ) ( )( ) 1ˆˆ −

out
βVarβVar       (3.30) 

Dari persamaan (3.30) di atas terlebih dahulu ditentukan ( )βVar ˆ  dan ( )
out
βVar ˆ  

maka  

)ˆ(βVar   = ( )( ) ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −−

T
βEββEβE ˆˆˆˆ  

   = ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −−

T
ββββE ˆˆ  

karena 

β̂  = ( ) *XXX YTT 1−  

 = ( ) ( )*1 εβTT +
− XXXX  

 = ( ) ( ) *11 εβ TTTT XXXXXXX −−
+  

 = ( ) *1 εβ TT XXX −
+  

β̂ - β  = ( ) *1 εTT XXX −  
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maka 

)ˆ(βVar   = ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −−

T
ββββE ˆˆ  

   = ( )( )( )( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −− T

TTTT εεE *1*1 XXXXXX  

   = ( ) ( )[ ]1**1 −− XXXXXX TTTT εεE  

   = ( ) [ ] ( ) 1**1 −− XXXXXX TTTT εεE  

   = ( ) ( ) 121 −− XXXXXX TTT Iσ  

    = ( ) ( ) 211
σ

−− XXXXXX TTT  

   = ( ) 21
σ

−XXT         (3.31) 

Dan untuk  

( )
out
βVar ˆ  

= ( )ψ̂ˆ +βVar  

= ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ +−++−+

T
βEββEβE ψψψψ ˆˆˆˆˆˆˆˆ  

= ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ +−++−+

T
βEββEβE ψψψψ ˆˆˆˆˆˆˆˆ  

( )ψ̂ˆ +βE   = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ψ̂ˆ 11 EψβEβψβ TTTT −+−++
−− ZXXXXZZZ  

( ) ( )ψψ +−+ ββE ˆˆ  = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ψ̂ˆ 11 EψβEβ TTTT −+−
−− ZXXXXZZZ  

( ) ( )( )ψψ +−+− ββE ˆˆ  = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )ψ̂ˆ 11 EψβEβ TTTT −+−−
−− ZXXXXZZZ  

( ) ( )ψψ ˆˆ +−+ βEβ  = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ψ̂ˆ 11 EψβEβ TTTT −−−−
−− ZXXXXZZZ  
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( )
out
βVar ˆ = ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣

⎡ +−++−+
T

βEββEβE ψψψψ ˆˆˆˆˆˆˆˆ  

 = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )[ ψ̂ˆ 11 EψβEβE TTTT −−−−
−− ZXXXXZZZ  

    ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ⎥⎦
⎤−−−−

−− T
TTTT EψβEβ ψ̂ˆ 11 ZXXXXZZZ  

 = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )[ ψ̂ˆ 11 EψβEβE TTTT −−−−
−− ZXXXXZZZ  

    ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ⎥⎦
⎤−−−−

−− T
TTTT EψβEβ ψ̂ˆ 11 ZXXXXZZZ  

 = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )[ ψ̂ˆ 11 EψβEβE TTTT −−−−
−− ZXXXXZZZ  

    ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ⎥⎦
⎤⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−−

−− 11 ˆˆ XXXZZZZX TTTTTT
EψβEβ ψ  

 = ( ) ( )[ 121 −− ZZZXXZZZ TTTT IE σ  

    ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 11 ˆˆ2 −−
−−+ XXXZXZZZ TTTTT EψβEβ ψ  

    ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ]11 ˆˆ −−
−−+ XXXZZXXX TTTTT EψEψ ψψ  

 = ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 11 ˆˆ −−
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −− ZZZXXZZZ TTTTT βEββEβE  

    ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) 11 ˆˆ2 −−
−−+ XXXZXZZZ TTTTT EψβEβE ψ  

    ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) )11 ˆˆ −−
−− XXXZZXXX TTTTT EψEψE ψψ  

 = ( ) ( ) 121 −− ZZZXXZZZ TTTT Iσ  

    ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) 11 ˆˆ2 −−
−−+ XXXZXZZZ TTTTT EψβEβE ψ  

    ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) )11 ˆˆ −−
−−+ XXXZZXXX TTTTT EψEψE ψψ   (3.32) 

Persamaan (3.31) dan (3.32) disubtitusi ke persamaan (3.30)  
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( )ββR
out

ˆ,ˆ  = ( )( )21
σ

−XXT ( ) ( )( 121 −− ZZZXXZZZ TTTT Iσ  

  ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) 11 ˆˆ2 −−
−−+ XXXZXZZZ TTTTT EψβEβE ψ  

       ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ) 111 ˆˆ
−−−

−−+ XXXZZXXX TTTTT EψEψE ψψ  (3.33) 

Dari persamaan (3.33) didapat 

( )ββR
out

ˆ,ˆ < 1 

Sehingga 

( )( )21
σ

−XXT ( ) ( )( 121 −− ZZZXXZZZ TTTT Iσ  

  ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) 11 ˆˆ2 −−
−−+ XXXZXZZZ TTTTT EψβEβE ψ  

       ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ) 111 ˆˆ
−−−

−−+ XXXZZXXX TTTTT EψEψE ψψ <1 

Maka 

( )( )21
σ

−XXT < ( ) ( ) 121 −− ZZZXXZZZ TTTT Iσ  

    ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) 11 ˆˆ2 −−
−−+ XXXZXZZZ TTTTT EψβEβE ψ  

       ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) 11 ˆˆ −−
−−+ XXXZZXXX TTTTT EψEψE ψψ  

( )βVar ˆ  <  ( )
out
βVar ˆ         (3.34) 

Karena ( )βVar ˆ  dari penduga β̂  yang tidak mengandung outlier lebih kecil dari 

pada  ( )
out
βVar ˆ  dari penduga 

out
β̂  yang mengandung outlier maka β̂  yang tidak 

mengandung outlier lebih efisien dari pada 
out
β̂  yang mengandung outlier  
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3.4.3. Konsisten 

Penduga yang konsisten adalah  

( )( )2ˆˆ θθ EE − →0 jika n→ ∞  

sehingga 

Untuk  β̂  yang tidak mengandung outlier 

( )( )2ˆˆ βEβE − = ( )( ) ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −−

T
βEββEβE ˆˆˆˆ  

Dari persamaan (3.27) diperoleh ( )βE ˆ  = β , maka 

( )( ) ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −−

T
βEββEβE ˆˆˆˆ  

 = ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −−

T
ββββE ˆˆ  

= ( )( )TββββE −− ˆˆ  

= ( ) ( )( )( )TβββEβE −− ˆˆ  

= ( )( )Tββββ −− ˆ  

= ( )( )Tββ −ˆ0 = 0       (3.35) 

Dari persamaan (3.35) diperoleh ( )( ) ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −−

T
βEββEβE ˆˆˆˆ = 0, maka untuk  β̂  

yang tidak mengandung outlier merupakan penduga yang konsisten 

 Dan untuk β̂  yang mengandung outlier atau 
out
β̂  

( )( )2ˆˆ
outout
βEβE − = ( )( ) ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣

⎡ −−
T

outoutoutout
βEββEβE ˆˆˆˆ  

Dari persamaan (3.29) diperoleh  
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( )
out
βE ˆ  = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ψ̂ˆ 11 EψβEβψβ TTTT −+−++

−− ZXXXXZZZ  

maka 

( )( ) ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −−

T

outoutoutout
βEββEβE ˆˆˆˆ = 

 = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )[ ψ̂ˆˆ 11 EψβEβψββE TTTT
out

−+−++−
−− ZXXXXZZZ  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ⎥⎦
⎤−+−++−

−− T
TTTT

out
EψβEβψββ ψ̂ˆˆ 11 ZXXXXZZZ  

= ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )ψ̂ˆˆ 11 EψβEβψββE TTTT
out

−+−++−
−− ZXXXXZZZ  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )TTTTT
out

EψβEβψββ ψ̂ˆˆ 11
−+−++−

−− ZXXXXZZZ  

= ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )ψ̂ˆˆ 11 EψEβEβψβEβE TTTT
out

−+−++−
−− ZXXXXZZZ  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )TTTTT
out

EψβEβψββ ψ̂ˆˆ 11
−+−++−

−− ZXXXXZZZ  (3.36) 

Dari persamaan (3.36) diperoleh ( )( ) ( )( ) ⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −−

T

outoutoutout
βEββEβE ˆˆˆˆ ≠  0, maka 

untuk  β̂  yang mengandung outlier atau 
out
β̂  merupakan penduga yang tidak 

konsisten. 

 Jadi, β̂  yang mengandung outlier lebih konsisten dari pada  β̂  yang 

mengandung outlier atau 
out
β̂ . 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

3.1. Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa: 

1. Untuk mendeteksi parameter outlier pada model regresi eksponensial terlebih 

dahulu harus melinierkan model untuk memudahkan dalam pendeteksian, 

kemudian dilakukan pendeteksian parameter outlier dengan menggunakan 

metode Maksimum Likelihood Estimation yang menghasilkan suatu pendugaan 

parameter sebagai berikut: 

a. Penduga parameter model pertama yang tidak mengandung outlier 

β̂ = ( ) YTT ln1 XXX −    dan  ( ) ( )βYβY
n

T ˆlnˆln1ˆ 2 XX −−=σ  

b. Penduga parameter model kedua yang mengandung outlier 

β̂ = ( ) ( )ψYTT ˆln1 ZXXX −
− , ψ̂ = ( ) ( ) βYTT ˆln1 XZZZ −

− dan  

2σ̂ = ( )( ) ( )( )ψβYψβY
n

T
ˆˆlnˆˆln1 ZXZX +−+−  

2. Pendugaan parameter yang dihasilkan model regresi eksponensial yang tidak 

mengandung outlier ternyata lebih baik dari pada yang mengandung outlier 

dikarenakan pendugaan parameter yang dihasilkan model regresi eksponensial 

yang tidak mengandung outlier memenuhi sifat-sifat dari pendugaan parameter 

yang baik yaitu unbias, efisien dan konsisten. Sedangkan pendugaan parameter 

yang dihasilkan model regresi eksponensial yang mengandung outlier tidak 

memenuhi sifat-sifat dari pendugaan parameter tersebut. 

56 
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3.2. Saran 

Didalam penelitian ini peneliti menggunakan model regresi nonlinier 

eksponensial yang merupakan model linier intrinsik. Bagi pembaca yang ingin 

melakukan penelitian serupa, peneliti menyarankan menggunakan model nonlinier 

intrinsik 
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LAMPIRAN I 

MODEL REGRESI EKSPONENSIAL 

ANALISIS DATA  

Contoh: 

Data berikut berasal dari Brownlee (1965), pasal 13.12, dikutip oleh Daniel dan 

Wood, table 5.1,  Draper dan Smith (1981), bab 6, dan Sembiring (2003), bab 7.   

Table 1. Data dari pabrik oksidasi amoniak menjadi asam nitrat 

No. Pengamatan x1 x2 x3 y 
1 80 27 89 42 
2 80 27 88 37 
3 75 25 90 37 
4 62 24 87 28 
5 62 22 87 18 
6 62 23 87 18 
7 62 24 93 19 
8 62 24 93 20 
9 58 23 87 15 

10 58 18 80 14 
11 58 18 89 14 
12 59 17 88 13 
13 58 18 82 11 
14 58 19 93 12 
15 50 18 89 8 
16 50 18 86 7 
17 50 19 72 8 
18 50 19 79 8 
19 50 20 80 9 
20 56 20 82 15 
21 70 20 91 15 

x1  = Aliran udara 

x2 = Suhu air pendingin 

x3 = konsentrasi pendingin 

y = persentasi amoniak yang hilang yang tak terikat 
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Gambar 1. Sebaran data pada masing-masing x1, x2, dan x3 terhadap y 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2. Sebaran data gabungan X ={ x1, x2, x3} terhadap Y = y 

Dari gambar 2 di atas model yang paling baik digunakan dalam analisis regresi 

adalah model regresi nonlinier eksponensial yang telah dilinierkan dengan 

menggunakan logaritma natural sehingga modelnya berbentuk 

i
xxx

i
nkey εββββ ++++= ...22110  

inki xxxy εββββ ln...ln 22110 +++++=  

sehingga datanya menjadi 
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Tabel 2. Data dari pabrik oksidasi amoniak menjadi asam nitrat dengan y = lny 

No. Pengamatan X1 x2 x3 lny 
1 80 27 89 3.7377 
2 80 27 88 3.6109 
3 75 25 90 3.6109 
4 62 24 87 3.3322 
5 62 22 87 2.8904 
6 62 23 87 2.8904 
7 62 24 93 2.9444 
8 62 24 93 2.9957 
9 58 23 87 2.7081 
10 58 18 80 2.6391 
11 58 18 89 2.6391 
12 59 17 88 2.5649 
13 58 18 82 2.3979 
14 58 19 93 2.4849 
15 50 18 89 2.0794 
16 50 18 86 1.9459 
17 50 19 72 2.0794 
18 50 19 79 2.0794 
19 50 20 80 2.1972 
20 56 20 82 2.7081 
21 70 20 91 2.7081 

Sehingga gambar 2 menjadi 

 

 

 
 

 

 

 

Gambar 3. Sebaran data gabungan X ={ x1, x2, x3} terhadap Y = lny 
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PEMBAHASAN 

Analisis regresi dari data tabel 2 di atas menggunakan model 

iiiii xxxy εββββ lnln 3322110 ++++=      21,...,2,1=i  

Di mana telah diketahui bahwa 
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dan untuk menentukan parameter β  menggunakan rumus penduga parameter β̂  

yang diperoleh dari metode maximum likelihood estimation yaitu 
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Table 3. Data analisis regresi 
No 

x1 x2 x3 lny ŷln = β̂x εln = lny - ŷln  
1 80 27 89 3.7377 3.78782 -0.05015 
2 80 27 88 3.6109 3.785249 -0.17433 
3 75 25 90 3.6109 3.488851 0.122067 
4 62 24 87 3.3322 2.967915 0.36429 
5 62 22 87 2.8904 2.83897 0.051401 
6 62 23 87 2.8904 2.903443 -0.01307 
7 62 24 93 2.9444 2.983343 -0.0389 
8 62 24 93 2.9957 2.983343 0.012389 
9 58 23 87 2.7081 2.765366 -0.05732 
10 58 18 80 2.6391 2.425005 0.214052 
11 58 18 89 2.6391 2.448147 0.19091 
12 59 17 88 2.5649 2.415623 0.149327 
13 58 18 82 2.3979 2.430148 -0.03225 
14 58 19 93 2.4849 2.522905 -0.038 
15 50 18 89 2.0794 2.171993 -0.09255 
16 50 18 86 1.9459 2.164279 -0.21837 
17 50 19 72 2.0794 2.192752 -0.11331 
18 50 19 79 2.0794 2.210752 -0.13131 
19 50 20 80 2.1972 2.277796 -0.08057 
20 56 20 82 2.7081 2.490054 0.217997 
21 70 20 91 2.7081 2.996465 -0.28841 

Sedangkan untuk menentukan parameter 2σ  menggunakan rumus 

penduga parameter 2σ̂  yang diperoleh dari metode maximum likelihood 

estimation yaitu 
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Gambar 4. Model regresi nonlinier eksponensial 
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LAMPIRAN II 

PENDETEKSI OUTLIER PADA REGRESI 

ANALISIS DATA 

Data berikut berasal dari Draper dan Smith (1992). 

Tabel 4. Data banyaknya β -eritroidina dalam larutan encer dan pembacaan 

turbiditas dalam kolorimeter 

No. Konsentrasi (mg/ml)(x) pembacaan kolorimeter (y) 
1 40 69 
2 50 175
3 60 272 
4 70 335 
5 80 490 
6 90 415 
7 40 72 
8 60 265 
9 80 492 

10 50 180 
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Gambar 5. Sebaran data yang mengandung outlier 

Dari gambar di atas terdapat data yang menyimpang dari data yang lain yaitu pada 

(90 ,415) biasanya disebut dengan pencilan (outlier). Data tersebut bisa saja 

berpengaruh terhadap pendugaa parameter regresinya, salah satu cara mengatasi 
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masalah ini adalah dengan memerikasa data tersebut yaitu dengan analisis regresi 

yang terdapat outlier dan yang tidak terdapat outlier.  

 

PEMBAHASAN  

1. Analisis regresi yang terdapat outlier 

Tabel 5. Data yang terdapat outlier 
No.  X y 

1 40 69
2 50 175 
3 60 272 
4 70 335 
5 80 490 
6 90 415 
7 40 72 
8 60 265 
9 80 492 

10 50 180 
Analisis regresi dari data di atas menggunakan model 

iii xy εββ ++= 110      10,...,2,1=i  
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dan untuk menentukan parameter β  menggunakan rumus penduga parameter β̂  

yang diperoleh dari metode maximum likelihood estimation yaitu 

( ) YTT XXX 1ˆ −
=β  
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Table 6. Data analisis regresi yang mengandung outlier 

No. x y ŷ = βx ˆ  ε  = y - ŷ  
1 40 69 88.863 -19.863 
2 50 175 174.153 0.847 
3 60 272 259.443 12.557 
4 70 335 344.733 -9.733 
5 80 490 430.023 59.977 
6 90 415 515.313 -100.313 
7 40 72 88.863 -16.863 
8 60 265 259.443 5.557 
9 80 492 430.023 61.977 
10 50 180 174.153 5.847 

Sedangkan untuk menentukan parameter 2σ  menggunakan rumus penduga 

parameter 2σ̂  yang diperoleh dari metode maximum likelihood estimation yaitu 

2σ̂  = ( ) ( )βYβY
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Gambar 6. Model regresi yang mengandung outlier 

2. Analisis regresi yang tidak terdapat outlier 

Tabel 7. Data yang tidak terdapat outlier (menghilangkan pengamatan no 6) 
No. x Y

1 40 69 
2 50 175 
3 60 272 
4 70 335 
5 80 490 
6 40 72 
7 60 265 
8 80 492 
9 50 180 
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Gambar 7. Sebaran data yang tidak mengandung outlier 
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Analisis regresi dari data di atas menggunakan model 

iii xy εββ ++= 110      9,...,2,1=i  

Di mana telah diketahui bahwa 
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dan untuk menentukan parameter β  menggunakan rumus penduga parameter β̂  

yang diperoleh dari metode maximum likelihood estimation yaitu 
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Tabel 8. Data analisis regresi yang tidak mengandung outlier  
 

No. x y ŷ = βx ˆ  ε  = y - ŷ  
1 40 69 68.8 0.2 
2 50 175 170.61176 4.388235 
3 60 272 272.42353 -0.423529 
4 70 335 374.23529 -39.23529 
5 80 490 476.04706 13.95294 
6 40 72 68.8 3.2 
7 60 265 272.42353 -7.423529 
8 80 492 476.04706 15.95294 
9 50 180 170.61176 9.388235 

Sedangkan untuk menentukan parameter 2σ  menggunakan rumus penduga 

parameter 2σ̂  yang diperoleh dari metode maximum likelihood estimation yaitu 

2σ̂  = ( ) ( )βYβY
n

T ˆˆ1 XX −−  
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Gambar 8. Model regresi yang tidak mengandung outlier 
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KESIMPULAN LAMPIRAN II 

Dari pembahasan analisis regresi yang mengandung outlier dengan yang tidak 

mengandung outlier diperoleh kesimpulan bahwa  

1. Terdapat perbedaan nilai pendugaan parameter antara 
outlier

β̂  yang 

mengandung outlier dengan β̂  yang tidak mengandung outlier yaitu 

     
outlier

β̂ = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
8,529
252,297-

   ,      β̂  = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10.181
338.45-

 

2. galat pendugaan parameter antara 
outlier

β̂  yang mengandung outlier lebih 

besar dari pada galat pendugaan parameter β̂  yang mengandung outlier 

No. 
outlierε  = y - ŷ  ε  = y - ŷ  

1 -19.863 0.2 
2 0.847 4.388235 
3 12.557 -0.423529 
4 -9.733 -39.23529 
5 59.977 13.95294 
6 -100.313 - 
7 -16.863 3.2 
8 5.557 -7.423529 
9 61.977 15.95294 
10 5.847 9.388235 

3. Pendugaan parameter outlier
2σ̂ = 1849.8181 yang mengandung outlier lebih 

besar dari pada pendugaan parameter 2σ̂  = 240.1725 yang tidak 

mengandung outlier sehingga 2σ̂  yang tidak mengandung outlier lebih 

efisien dari pada outlier
2σ̂   yang mengandung outlier 

Jadi, dapat disimpulkan bahwa outlier berpengaruh terhadap pendugaan parameter 

 

 

 


