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ABSTRAK

Wahyullah, Arief.2009. Analisis Model Logistik Spesies Tunggal dengan
Penundaan.Jurusan Matematika Fakultas sains darolbgk Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbingsrian Pagalay, M.Si

Kata kunci: Model Logistik spesies tunggal, persaman defferensial linier, titik
equilibrium

Model logistik adalah suatu modifikasi model MakhuModel logistik
terlebih dulu yang diselidiki oleh Verhults pad830 dan yang ditemukan
kembali oleh Pear dan Reed pada 1920, Haberm@f8)1 Model ini
menganalisis laju pertumbuhan dan daya dukung ling&n. Tujuan penulis
dapat menganalisis model logistik spesies tunggalgydi gabungkan dengan
persamaan penundaan.Model logistik merupakan kodaspr dari pemodelan
matematika meliputi konstanta, variabel, fungsiispmaan pertidaksamaan dan
sebagainya

Dalam menganalisis model logistik diperlukan dasari yang meliputi:
persamaan defferensial biasa, persamaan deffdréinga oro satu, pemodelan
matematika, titik kritis.

Dalam skripsi ini menganalisis model logistik spsstunggal dengan
penundaan memperoleh persamaan differensial ddregaunk:

L) =rx(t) (1——)“_ T)j
dt K

Iadlah diasumsikan positif. K adalah daya dukungkiimgan (carryng
capacity), r adalah laju pertumbuhan. Sehinkgika O <7 < 7, , nol titik
keseimbangan adalah asimtotik stabilketika> 7,, tidak stabil. penyelesaian
model ini menggunakan pendekatan nomerik yang diekssi dengan program
MATLAB.

Dengan adanya pembahasan yang menunjukan pemasdeianmodel

logistik dengan sistem delay sehingga perlu peelugembangan kembali agar
dapat digunakan dalam sebuah perencanaan kehigtapgrebih baik
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BAB |
PENDAHULUAN
1.1. Latar Belakang.

Dalam kehidupan di dunia, manusia tidak lepas dterbagai
macam permasalahan. Permasalahan-permasalahabutensenyangkut
berbagai aspek, dimana dalam penyelesaiannya uwulkperl sebuah
pemahaman melalui suatu metode dan ilmu bantuntert8alah satu ilmu
bantu yang dapat digunakan adalah matematika.n§kda Matematika
sendiri merupakan alat untuk menyederhanakan penydan pemahaman
dan analisis masalah. Karena dalam bahasan makematiatu masalah
dapat menjadi lebih sederhana untuk disajikan, hdipa, dianalisis, dan
dipecahkan. Untuk keperluan tersebut, maka pertafhicari pokok
masalahnya, kemudian dibuat rumusan atau model nmasiteanya,
sehingga masalah lebih mudah dipecahkan (Purwa@é®:1).

Dalam bidang matematika biologi, matematika digamakintuk
mencoba memahami berbagai gejala biologi. Sal&ln dari gagasan-
gagasan yang paling tua di adalah karena matemnaida digunakan
untuk model perubahan-perubahan di dalam ukurarbdevagai populasi.
model populasi Malthus meramalkan pertumbuhan peahen populasi
tanpa batas atau tak bisa terelakkan. Itu berggmada laju pertumbuhan
dari populasi.

Model logistik adalah suatu modifikasi model MakhuModel

logistik terlebih dulu yang diselidiki oleh PF. Nellts pada 1830. Model

13



ini menganalisis laju pertumbuhan dan daya-dukungkungan. PF.
Verhults mempelajari gagasan ini menggunakan da Amerika
Serikat untuk meramalkan populasi US., Lipkin daikkdng besi (2006).

Model logistik dapat digunakan untuk model lajutperbuhan dari
populasi, seperti populasi manusia, binatang, tkadanau, dan pohon-
pohon di hutan.

Waktu Tunda atau penyimpangan waktu penting bagilatimg
dunia nyata karena sering kali membuat berdasaa pddrmasi historis.
untuk mempertimbangkan model populasi di mana [egutumbuhan
populasi tidak hanya bergantung pada ukuran pepp&da waktu t tetapi
juga bergantung pada ukuran populasi di masa lalu
model Logistik dengan dan tanpa waktu tunda sudagiajari oleh
banyak pengarang. Nicholson di Barnes dan Fulf@08Z) dalam jurnal
stability analysis of logistic population model

Karena populasi itu adalah pengaruh baik bagi manpspulasi
itu kemudian dipanen. Pemanenan boleh juga digatah sebagai
kepindahan dari jenis populasi dari tempat kediarkarena populasi
ukuran sedang terkendali. Pemanenan yang umum.

logistik bergantung pada kedua-duanya ukuran pepudlan tingkat
usaha. Clark (1985) dipertimbangkan memanen tikgdalam kaitan
dengan menggunakan istilah usaha oleh hubukbamgEx

di mana E menandakan usaha pemanenan dan q asiatin

koefisien catchabilas.
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Untuk meneliti stabilitas titik keseimbangan darodel dengan
penundaan, kita linierisasi model di sekitar tiki&seimbangan dan lalu
menyelidiki nilai eigen dari persamaan karaktékisTitik keseimbangan
adalah stabil asimptotis jika dan hanya jika akkari persamaan
karakteristik mempunyai bagian real negatif, Belindan Cooke (1963).

Matematika adalah salah satu ilmu pasti yang mgngkatraksi
ruang, waktu, dan angka. Matematika juga mendeskap realitas alam
semesta dalam bahasa lambang, sehingga suatu p&hzes dalam
realitas alam akan lebih mudah dipahami (Aziz, 2006

Sumber studi matematika, sebagaimana sumber iimgepehuan
dalam Islam, adalah konsep tauhid, yaitu ke-Esa#iahA(Rahman,
1992:92). Namun, Al-Qur'an tidak mengangkat metbdeu atau teknik
baru dalam masalah ini, melainkan telah titikkartaag adanya eksistensi
dari sesuatu yang ada di balik alam semesta (Raht®82:92). Alam
semesta sendiri memuat bentuk-bentuk dan konsepnmatika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu athan Aemesta serta
segala isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuyang cermat dan
teliti, dengan perhitungan-perhitungan yang mamam dengan rumus-
rumus serta persamaan yang seimbang dan rapi (gbghalsr, 2007:79).
Suatu bentuk penerapan ilmu tidak terlepas dariekatan Al-Quran,

sebagaimana dalam (Q.S. Al-Furqaan: 2)

15
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Artinya: "Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langitrdé&umi, dan dia

tidak mempunyai anak, dan tidak ada sekutu bagingalam

kekuasaan(Nya), dan dia Telah menciptakan segatamase, dan dia

menetapkan ukuran-ukuranngengarserapi-rapinya”

(Q.S. Al-Furgaan: 2).

Maksudnya adalah segala sesuatu yang diciptak&nAdlieh telah diberi-
Nya perlengkapan-perlengkapan dan persiapan-parsigggsuai dengan naluri,
sifat-sifat dan logistiknya masing-masing dalamupid Jadi adanya fenomena
alam Allah juga telah melengkapinya dengan peng&édaes dalam bentuk suatu

penerapan ilmu pengetahuan.

Selain itu alah juga menerangkan konsep keseimipad@am al-qur'an

oo Bge s Do

851 1 y20s i Cls

Artinya:. Hai orang-orang yang beriman, bertakwlaleepada Allah dan
hendaklah setiap diri memperhatikan apa yang Telgerbuatnya untuk
hari esok (akhirat); dan bertakwalah kepada All&esungguhnya Allah
Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan.(Q.S.HASR :1

Dewasa ini semakin banyak muncul penggunaan model
matematika maupun penalaran matematika sebagai balatiu dalam
menyelesaikan permasalahan yang dihadapi dalanadpgrdisiplin ilmu.
Persamaan differensial merupakan suatu methode ematika yang

sering digunakan dalam memecahkan berbagai madalam kehidupan
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sehari-hari yang biasa disebut dengan pemodeldamndpemodelan ini
matematika masuk dalam berbagai bidang, baik fiskkaia, biologi,
kedokteran, dan lain sebagainya. Terkait dengan alaas diatas,
persamaan differensial merupakan suatu method ymerging untuk
membantu dalam memecahkan permasalahan, terledédmdbidang
kedokteran dan biologi, dengan mengkaji suatu psafaban yang
muncul maka dapat dimasukkan dalam suatu persnssningga kita
dapat menganalisis suatu kejadian.

Bentuk persamaan defferensial ordo satu adalah:

dx
b f
dt g

Dengan syarat awal = x, pada waktu = C.
Berdasarkan latar belakang diatas, dalam skripspamulis mengambil
judul “analisis model logistik spesies tunggal demgenundaan”.
1.2 Rumusan Masalah

Dalam masalah ini diberikan suatu rumusan masadattang
bagaimanakah implikasi macam-macam model logistikgdn penundaan

spesies tunggal

1.3. Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah diatas, maka tujuamligsen
skripsi ini adalah analisis model logistik spesiasnggal dengan

penundaan

17



1.4. Batasan Masalah
Berdasarkan hal tersebut, penulisan skripsi ibedkan batasan
masalah sebagai berikut:
* Analisis model logisik dengan spesies tunggal,
Langkah-langkah menganalisis model sebagai berikut

1. Diberikan model logistik spesies tunggal

Keterangan:

X(t)= jumlah populasi saat t

r = laju pertumbuhan

K = daya dukung lingkungan (carryng capacity)

Model penundaan:

% =i (x(t), x(t—r))

Dimanar >0, adalah sebuah penundaan
2. Tabulasi,termasuk dalam tabulasi ini,
a. Memberikan skor terhadapitem-item yang perlu di Sleor
b. Memberikan kode terhadap item-itemyang tidak diberi
skor.

3. Penerapan data sesuai dengan pendekatan penelitian

18



Model logistik dengan bentuk persamaan differdrigiger ordo
Satu
Penyelesaian persamaan model logistik dilakukan gaten

menentukan solusi karakteristik.

1.5. Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:

Bagi peneliti, sebagai tambahan informasi dan wawasengenai
solusi model logistik spesies tunggal dengan peaand

Bagi pemerhati matematika, sebagai tambahan pdngaiabidang
matematika, khususnya pemodelan mengenai persamaael
logistik spesies tunggal dengan penundaan.

Bagi lembaga UIN Malang, untuk bahan kepustakaangya
dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuarughys di

jurusan matematika untuk pemodelan matematika

1.6. Metode Penelitian

1. Jenis Penelitian (penelitian kepustakaan)

Dengan pendekatan penelitian deskriptif kualitaiimaka penulis

menggunakan metode penelitian kepustak@dabrary Research) yaitu

penelitian yang dilakukan di dalam perpustakaarulumhengumpulkan

data dan informasi dengan bantuan bermacam mateney terdapat di

ruang perpustakaan seperti buku-buku, majalah d&aonden (Mardalis,

1958:28).

19



2. Data dan Sumber Data

Data yang digunakan penulis dalam rangka penyusskrgosi ini
adalah bilangan-bilangan, algoritma dan bahasaqmgaoman. Sumber
data diperoleh melalui survey buku-buku yaitu mddisitik, persamaan
defferensial linier, persamaan karakteristik, peetad matematika
Pemrograman dengan MATLAB. Dan data tambahan yalegen yang
mendukung penulisan skripsi ini diperoleh dari bikiku lain. Data-data
tersebut dapat digunakan untuk memperoleh genesaliang bersifat
ilmiah atau memperoleh pengetahuan ilmiah barudégat berguna
sebagai pelengkap informasi yang telah dikumputkaeh peneliti. Dan
akhirnya data tersebut dapat juga memperkuat pesepengetahuan

yang telah ada.

3. Teknik Pengumpulan Data

Pengumpulan data tidak lain adalah salah satipdases pengadaan
data untuk keperluan penelitian. Pengumpulan digah prosedur yang
sistematis dan standar untuk memperoleh data yigegukan. Untuk
memperoleh data, penulis menggunakan langkah-larigkeary
Researclyaitu setiap penelitian memerlukan bahan yangupelosr dari
perpustakaan. Penulis menggunakan metode dokumegaiter mencari
data mengenai hal-hal atau variabel yang berupdasratbuku-buku,

jurnal penelitian yang releven dengan permasalghag penulis bahas.
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4. Teknik Analisis Data

Dalam menganalisis data, penulis melakukan penmsiagengan
menjabarkan algoritma yang berkaitan. Selanjutnyambuat model
matematikanya dan menginterpretasikannya kedalamatu sunodel.
Selanjutnya membuat program komputer dengan bapesaograman

MATLAB

1.7. Sistematika Penulisan

Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudaheldah dan
dipahami, maka digunakan sistematika pembahasag yemliri dari
empat bab. Masing-masing bab dibagi ke dalam bphesabbab dengan
rumusan sebagai berikut:
BAB | PENDAHULUAN

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan lalsdujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitiaripdaepenelitian dan

sistematika penulisan.

BAB Il DASAR TEORI

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-tegaing mendukung
bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antaramambahas
tentang pengertian persamaan differensial linietoosatu,titik kritis,

model logistik, method karakteristik.
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BAB Il PEMBAHASAN

Pembahasam berisi tentang solusi persamaan geaigmpada
persamaan differensial parsial quasilinier dengastode karakteristik,
serta kajian tentang agama mengenai masalah madgstd dan
filsafatnya.
BAB IV PENUTUP

Pada bab ini akan dibahas tentang kesimpulanatan.s
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BAB Il

DASAR TEORI

2.1. Pengertian persamaan defferensial
Persamaan yang menyangkut satu atau lebih fungisbgh tak
bebas) beserta turunannya terhadap satu atauebidah bebes disebut

persamaan deferensial . (pamuntjak,1990:1-12)

2.2 persamaan defferensial biasa

persamaan defferensial biasa adalah persamaamnehsitd yang
terdiri dari satu atau lebih variabel terikat demgatu variable bebas
(ross,1984:4)

Contoh:

2 2
M+ Xy(ﬂ) =10)

dx? dx

4 2
d—:(+5d—2x+ 3x = sint
dt dt

2.3 Model matematika

Definisi 4:

Model adalah suatu konsep atau objek yang digunaktuk menggambar
suatu kenyataan untuk mendapatkan suatu bentukdspag

dipahami.(mayer, 1985:2)
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Definisi 5:

Model matematika adalah sebuah model yang bagiasegiannya
merupakan konsep matematika, seperti konstantaiablar fungsi,
persamaan pertidaksamaan dan sebagainya.(may&r2198

Dari definisi diatas dapat disimpulkan bahwa moadgitematika
yang dapat menggambarkan perilaku dari system. nDataenyusun
sebuah model harus mengetahui hubungan antara atdandengan
system yang akan didekati, khususnya factor-fakog berkaitan dengan
system tersebut. Pendekatan model yang digunakagaisdergantung

pada pendekatan yang ingin di capai.(nugroho,2000:1

Memformulasikan model Asumsi untuk model Memformulasikan masalh|
real(identifikasi masalah) matematika

!

Validasi model Interpretasi solusi Menyelesaikan masalah
matematika

Langkah- langkah pemodelan dapat dijelaskan selbagikiut:
Langkah 1identifikasi masalah

Pemodelan harus mempunyali kemampuan yang cukugmdal
formulasi ferbal agar masalah bisa tranlasikan leada bahasa
matematika. Tranlasi ini akan terus diselesaikatagangkah berikutnya.

Langkah 2 menyelesaikan atau menginterpretasi model
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Sekarang perhatikan semua sub model untuk meljakah model
yang disusun sudah cukup. Selanjutnya model terstan diselesaikan
secara matematika. Dalam hal ini model yang diganakdan
penyelesaiannya menggunakan persamaan defere8siahgkali disini
mengalami kesulitan untuk menyelesaikan model dérpretasi model.
Dalam kondisi ini kembali kelangkah 2 dan membuatnasi sederhana
tambahan atau kembali kelangkah 1 untuk membuanisietilang dari
permasalahan penyederhanaan atau definisi ulangialsebmodel
merupakan bagian yang penting dalam matematika mode
Langkah 3: Verifikasi Model

Sebelum menggunakan model untuk menyimpulkan leajatlinia
nyata model tersebut mesti diuji. Ada beberapa apggan yang
diperlukan yang diajukan sebelum melakukan uji dgangumpulan data.
Pertama, apakah model menjawab masalah yang tidemtifikasi pada
langkah 1 atau apakah menyimpang dari isu utameertsepang
dikontruksi dalam model? Kedua, apakah model membemikiran yang
sehat? Ketiga, bisakah mengumpulkan data untuk wnjiendan
mengoperasikan model dan apakah model memenuhatspda diuji?
Dalam membuat desain sebuah tes untuk model yangtdsebaiknya
menggunakan data actual yang diperoleh dari obserempirik.
(Baiduri,2002: dalam skripsi Fakhrina Amaliyah: 20}

Banyak masalah lain diluar matematika dapat dis@tan dengan

menggunakan ilmu matematika kebanyakan kejadiamgniena dan atau
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pengalaman dinyatakan dalam besaran kuantitasimdulkan dengan

kosakata matematika.

2.4. Titik kritis
Definisi 6:
X=Toy)y=oxy) 2.4
Titik kritis (X, Y,) disebut stabil dari (2.4) jikd (x,, y,) =0 dan
(%, Y,) = 0. Karena turunan suatu konstanta sama dengankilohtaya
jika titik (x,,y,)meropakan titik kritis dsari (2.4) maka penyelesedari
(2.4) untuk semua t adalah fungsi konstanta

X(t) = %, ¥{t) = o

2.5. Model Logistik

Suatu populasseringkali meningkat secara eksponensial pada gevaln
tetapi melambat pada akhirnya dan mendekati kasasimpungnya karna sumer
daya yang terbatasRertumbuhan populasi yang disebut sebagai model
pertumbuhan logistik, yaitu:

1dx _ X

X dt K
Atau setelah dikalikan dengan x, kita peroleh magsiuk pertumuhan

populasi yang dikenal dengan persamaan differelugjastik
ax =rX (1——)()
dt K
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Keterangan:

X(t)= jumlah populasi saat t

r =laju pertumbuhan

K = daya dukung lingkungan (carryng capacity)

Model penundaan:

model Logistik, adalah suatu model pertumbuhan laspuModel
itu adalah kontinu pada persamaan diferensialdiigkambahkan syarat
awal x(0) = %, maka diperoleh solusi khusus persamaan difellengia
yaitu:

K

X(t):—(;o_l)em

Untuk r > 0 berlakulim x(t) = K Konstan r, diasumsikan positif.

too

positif K konstan biasanya dikenal sebagai dayaidgkyang lingkungan,
yaitu.,

populasi yang dapat maksimum, atau kejenuhan tiqgiaulasi. populasi
mengukur K kadang-kadang disebut tingkatan kejemukarena untuk
populasi-populasi besar ada lebih banyak kematsmaktian dibanding
kelahiran-kelahiran. Solusi model logistik adalsdama dengan syarat

awal x(0) = x, > 0 tanpa sekuritas atau Hama

N i—. La—
X+ (K-x)€
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.Model logistik mempunyai dua poin-poin keseimbangaitu.,x=0 danx=K
titik keseimbangan tidak stabil selagi titik kesbangan yang kedua serentak
stabil asimptotis.
Solusi Analitik

Persamaan Ipogistik merupakan persamaan defffateagpisahkan

sehingga kita kita menyelesaikannya secara ekplisit

% = rx(l——XJ
dt K

Kita peroleh

IL = Ikdt
x1- p/K)
Untuk menghitung integral diruas kiri kita tuliskan

1 _ K
x(1-x/K) . x(K = x)

Dengan fraksi parsial kita mendapatkan

1
AK—H

1
(K-x)

1
==+
X
Sehingga kita dapat menuliskan

1 1
- - = k
j(x+ K _X)jdx [kt
I =InK -x =kt+C

=-kt-C

‘K_X_ —K-C _ -C -kt
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= Ae"

K —=Xx
X

DenganA = e “dengan persamaan diatas untuk x kita mendapatkan

Kit=pens XL

X K _1#he ™
Sehinggax———

99 1+ Ae™

Kita tentukan nilai A dengan mensubtitusikan t#a f=0 maka x= (populasi
awal) sehingga

K% A = A

Xo

Jadi solusi persamaan logistic adalah

K =X,

K
X(t) =———denganA=
® 1+ Ae® oY A

Menggunakan rumus x(t) pada persamaan diatas kiiaahbahwa
lim x@®) =K
2.6.1. Model logistik penundaan yang tunggal adalah

dx(t) _ _ Xt-71)
S rx(t) (l Tt j (3.1)

di manar adalah waktu tunda dan diasumsikam positif. Titik
equilibrium positii dimodelkan dengan K. ltu sudaiusulkan oleh
Hutchinson di Gopalsamy (1992)
dari model (3.1) dapat digunakan untuk model yalngamis dari

populasi jenis yang tunggal K dengan suatu lajpjupgbuhan konstan r.
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bentuk (1—%) di dalam model (3.1) tandakan suatu umpan balik

kepadatan tergantung istilah mekanisme yang nmebijar unit-unit
dari waktu untuk bereaksi terhadap perubahan dandalpopulasi

kepadatan mewakili di dalam model (3.1) oleh x.

2.6.2 Model Logistik penundaan tunggal dengan usahgang tetap

dari memanen adalah

axy _ a )
- rx(t)(l o j Ex(t)

di mana E suatu usaha dari memanen yang diasumsaikiak
menjadi positif tetap. Di model ini tingkat pemaaa sebanding dengan

ukuran dari populasi pada waktu sesaat tertentdieseimbangan titik
untuk model ini adalahk(t)= % (r-E)=K. Untuk tujuan mendapatkan

suatu titik keseimbangan nonnegative, kita berasbatsva r > E .
Karena meneliti stabilitas dari keseimbangan tikiika linearisasi

model di sekitar keseimbangan titik. Misalkan .) ut x(t) - K dan

mensubtitusikan ke dalam model (3.6) untuk mendiapat

e

= (B K.)——IL(u(t)+ K.) (u(t=7)+ K.)

Karena kita mempunyai
du(t)
——=—(r-E)(u(t-r
it (r=E)u(t-7)

Persamaan karakteristik dari model (3.7) adalah
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A+(r-E)e’ =0

Model (3.7) adalah serupa dengan model ( 3.2).

2.6.3. Model logistik dengan usaha yang tetap dari memanemlan

dengan waktu tunda di memanen terminal Model adalah
dz(tt) rx(t)( X“)) Ex(t-7) (3.9)

di mana E adalah suatu usaha dari memanen yangnusdsn
sebagai positif tetap. Di model ini tingkat pemaaeradalah sebanding
dengan ukuran dari populasi pada wakturt. -Keseimbangan titik untuk

model ini adalah
x(t)=5(r —-E) =K Untuk tujuan mendapatkan suatu titik keseimbangan
r

nonnegative, kita berasumsi bahwaE .
Karena meneliti stabilitas dari keseimbangan tikita linearisasi
model di sekitar keseimbangan titik. Misalkanu(t) = x(t) - K dan

mensubtitusikan ke dalam model (3.9) untuk mendapat

% =r(u() + K.)——li(u(t)+ K)? - E(U(t-7) + K,)

Atau

du—(tt)zru(t)HK —u(t)? —KU(Y) —KZ Eu(t-7)- EK

Setelah melalaikan terminologi produk dan penyealegahn, kita

memperoleh
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% =(2E-r)u(t)- Eu(t-7)

Persamaan karakteristik untuk model yang liniedQBadalah
A-(E-r)+Ee* =0
Karena r > E , kemudiam = 0 bukanlah suatu akar dari persamaan

karakteristik (3.11).

2.6.4. Model logistik penundaan tunggal dengan kuat yang tetap dari
memanen. Populasi dipanen pada tingkat tarip yangetap. Model

adalah

dx(t) _ | }it =) B
F—rx(t)(l S j H, (3.16)

di mana H adalah suatu kuota dari memanen yangirdsikan
untuk menjadi hal positif tetap. Di model ini tirgkpemanenan adalah

tetap pada waktu t.
. rK .. . e . rK
jika H >T tidak ada keseimbangan titik, sedang jIHBST ada satu

atau dua poin-poin keseimbangan yang positif untoklel (3.16). Karena
meneliti stabilitas dari keseimbangan titik, kitten mempertimbangkan

dua kasus.3.26

2.7. Persamaan Diferensial Linier

Definisi :
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Persamaan defferensial linier adalah persamaaardagial yang berpangkat satu
dalam peubah bebes dan turunan-turunannya, yasarmpaan defferensial yang

dapat dinyatakan dalam bentuk :

()5 ra() e v a (3 a3 (X

Diasumsikan bahwa,, a,,... a, dan fungsi-fungsif (x) merupakan fungsi-fungsi
yang kontinu pada suatu selanggn koefisien pertama, (x) # 0 untuk setiap

xdl.

(pamuntjak dan widiarti santoso, 1990:1-15)

Definisi 7:
Suatu persamaan yang mengandung satu atau bebhenmaen

dari suatu logistik yang tidak diketahui disebubglen persamaan

differensial. Khususnya suatu persamaan berbentuk

F(xy ¥, ¥ ) 2.7.1)
Dimanay“menyatakan turuan ke - k terhadag yang disebut dengan
persamaan differensial biasa beronde

Definisi 8:
Jenis turunan tertinggi yang terjadi dalam persanaif@rensial

dinamakan orde dari persamaan diferensian.

Sebagai contoh persamaan diferensial berorde h,3 tarturut-turut
y'+2sinx= 0
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d’y . dy

2V yaxdooy=0
dx? dx y
d’y [ dyY’

X4 5 —e=0
dx (dxj

Jika pada waktii( «) disubtitusikan untuk dalam persamaan diferensial,
persamaan yang dihasilkan merupakan suatu kesamaansemuar

dalam satu selang, malfix) disebut penyelesaian persamaan diferensial.
Jadi,

f (x) =2cosx+ 1(Cadalah suatu penyelesaian terhadap
y'+2sinx= Q karena
f'(x) = 2sinx=-2sinx+ 2sinx= |

Dalam hal ini, kita meninjau persamaan diferenigigr, yaitu

persamaan yang berbentuk

a+a ()Yt aa() v+ al X ¥ KK
(2.7.2)

Karenay dan semua turunannya muncul dalam pangkat satu, disdaut

persamaan linier, jika dituliskan dalam bentuk

(D" +a(x) D+ g (X D+ a( )] = K ¥
(2.7.3)
Operator dalam kurung siku adalah operator linier. Jealij menyatakan

operator ini dang adalah logistik dam adalah konstanta,
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L(f+g)=L(f)+L(9)
(2.7.4)
L(cf)=cL(f)

(2.7.5)

2.7. Persamaan Diferensial Linier Ordo Satu

Kita lihat satu persamaan Linier Orde Pertama dalanukent

P =)

(2.8.1)
Untuk menyelesaikannya, pertama kita kalikan keduadeagan factor

integral

e[ p(x) dx

Dan menghasilkan
e{p(x)dxﬂ e[p(»dx _ = gmxw
o d O = g

(2.8.2)

Ruas kiri kita kenali sebagai turunan dari

ye'. p(x) dx

Sehingga persamaan menjadi

%((ye[p(xmx): Q%- Jo o

ye[p(x)dx:j- Q( )9_ e[p(» dx
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yze‘fmx)de'(Q()a_ ép(»dx) &

(2.8.3)
Contoh 1:

Q+gy:sin3x
dx x X

Jawab:

Dari persamaan tersebut, faktor integralnya adalah

e'[(2/><)d>< = @M= e = g
Maka
x2ﬂ+2xy: sin 3x
dx
atau
ﬂ+x2y:sin 3x
dx

X’y = Isin 3xdx

Z—ECOS3(+C
3

Y=(—%cosa<+ cj X?

Contoh 2:
d
d—i’ =ry(t),y(0)=y, (2.8.4)

Diasumsikan r > Osedemikian sehingga r positif
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d
Wy)d
dy _

Sehingga diperoleh hasil
Iny=rt+c
Dari persamaan (2.8.4) apabila diketahui r < 0 dtasunsikan

negative. Maka diperoleh

ﬂ:—r.dt

y(t)

;%: [-rat

Syarat pada saatt =0, y(0) #sedemikian sehingga
Iny-C=rt

InNy=Iny,=rt

(Edwin J. Purcell, 1987: 433)

2.9. Kajian Agama Tentang (Surat Al-Hasr :18)
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Artinya:. Hai orang-orang yang beriman, bertakwalalp&da Allah dan
hendaklah setiap diri memperhatikan apa yang Telah digrya untuk
hari esok (akhirat); dan bertakwalah kepada Allah, Seguhgya Allah
Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan.(Q.S.HASR :18

Firman allah:. Hai orang-orang yang beriman, bertakwalah
kepada Allah merupakan perintah untuk senantisa bertakwa kleepga
dan itu mencakup semua perintah-nya dan semua laraygan

Dan firman allahhendaklah setiap diri memperhatikan apa yang
Telah diperbuatnya untuk hari esokmaksudnya hisalah diri kalian
sebelum dihisab allah dan lihatlah apa yang telah kallamg untuk diri
kalian sendiri berupa amal solehuntuk hari kemudian &edigetemu rob-
mu.

dan bertakwalah kepada Allahmerupakan sebuah penegasan
kedua.Sesungguhnya Allah Maha mengetahui apa yang kamak&a
karna sesungguhnya allah mengerti semua keadaan-mu

Dalam Al-qur'an juga manusia diperintahkan untuk meamakan
apa yang akan kita lakukan hari esok. Sehingga seyaung kita

rencanakan dapat terlaksana dengan rapi. Ketika kitahsmempunyai
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perencanaaan untuk masa depan berarti kita sudah pualyalan tujuan

yang jelas dan dapat menuai hasil yang optimal.(tafsir ibfgirk

Dari ayat dan hendaklah setiap diri memperhatikan apa yang Telah
diperbuatnya untuk hari esok (akhiraihgkapan dari kalimat ini juga
memiliki nuansa dan sentuhan yang sangat luas dadzafa sendiri.
Kalimat ini hanya seekedar terlintas dalam hati sajaykeibh dihadapan
manusia lembaran aml-amalnya bahkan lembaran  seluruh
kehidupannyamanusia pasti akan mengarahkan pandamgdapada
segala kata-katanya untuk merenungkan dan membagmandlsab
amalnya beserta perincian-perincianya satu-persatugunamedan
mengecek apakah yang telah dipersiapkan untuk menghbde esok
itu.(tafsir fi zhila;ill quran 11:220)

dan hendaklah setiap diri memperhatikan apa yang Telah
diperbuatnya untuk hari esokygkni untuk mempersiapkan untuk hari
esolR (tafsir jalalain 2:1053).

Ma gaddamatapa yanh telah dilakukannya
Ghat: hari kiamat ia dinamakan ghat (esok hari) karena dekatnya sebab
segala yang akan terjadi adalah dekat sebagaimanatakdika
“sesungguhnya besok hari itu bagi oraang-orang yasgantinya adalah
dekat.’.(tafsir al-magribi 28:86

Ayat-ayat yang sebelumnya berbicara tentang oranggoyahudi

dan munafik yang kesudahan mereka adalah siksa duclaawukhrowi.
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Ayat diatas mengajak kaum muslimin untuk berhati-hati gangampai
mengalami nasib seperti mereka.allah berfirmidai orang-orang yang
beriman, bertakwalah kepada Allalgakni hindarilah siksa yang dapat
dijatuhkan allah dalam kehidupan didunia dan akhirat denjgan
melaksanakan perintahnya dengan sekuat tenaga kamumdajauhi
larangannyadan hendaklah setiap hari memperhatikan apa yang telah
dikedepankannygakni amal soleh yang telah diperbuatnyatuk hari

esok yang dekat yakni akhirat.(tafsir Al-mishbah 14 :129).

Ayat ini memerintahkan orang-orang yang beriman agdaakwea kepada

Allah, yaitu dengan melaksanakan perintah-perintah danjauhi larangan-
larangan-Nya. Termasuk melaksanakan perintah-per#itah ialah memurnikan
ketaatan dan menundukkan diri hanya kepada-Nya sal, setlikit pun terdapat
unsur syirik di dalamnya, melaksanakan ibadat-ibadat) yhwajibkan-Nya dan
mengadakan hubungan baik sesama manusia.

Dalam ayat yang lain Allah SWT menerangkan tanda-tarategdertakwa

Allah telah bersabda kepada umat manusia untuk merdw@rasasuatu
untuk hari esok karna seperti pepatah mengatakaresaki harus lebih baik dai
hari sekarang.

Manusia dalah mahluk yang paling mulia karena mempuakali Oleh karna itu
wajib hukumnya bagi manusia untuk berfikar karna sgguhnya allah telah

mencip takan mahluk dengan sesuai ukurannya
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BAB llI

PEMBAHASAN

3.1Model Logistik Penundaan

Model logistik penundaan yang tunggal adalah

dx(t) _ _ Xt-1)

di manar adalah waktu tunda dan diasumsikam positif. K adalah
Titik equilibrium positif dari model (3.1) dapat digunakantuk model
yang dinamis dari pertumbuhan populasi jenis tunggalakeh suatu

kejenuhan level K dengan suatu laju pertumbuhan kongta) r.

bentuk (1—@] di dalam model (3.1) menandakan suatu

umpan balik kepadatan tergantung istilah mekanisme ryemgambilr
unit-unit dari waktu untuk bereaksi terhadap perubahataldim populasi
kepadatan mewakili di dalam model (3.1) oleh x. model idtig
penundaan (3.1)

Kita akan menganalisis titik equilibrium stabilitas lokal. Dengan
menggunakan metode yang standar, yaitu., metodaidesardi sekitar

titik equilibrium. dimisalkan u(t) = x(t)- K ,lalu kita mempunyai

% =$. disubtitusiu(t) = x(t) + K Kedalam persamaan (3.1) untuk
mendapatkan
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%zr(u(tﬁK)(l

dt

du(t) _ )

T = r(U(t)) (1 —K j
menjadi

du(t) _-r Al B

=Td —?(u(t)u(t ) nufte7)

_u(t-1)+ K

m:r(u(tﬁK)(l— u(t=71)
K

Karenax(t) tertutup bagi K, istilalu(t) u(t - 7) dapat diabaikan. Sekarang

kita mempunyai suatu model linier

) . £
T— rU(t T)

(3.2)

untuk memahami model stabilitas dari titik equilibrium nol (kia

mempertimbangkan model persamaan karakteristik (3.2)suiétusi di

test fungsix(t) = e'" ke dalam model (3.2) menghasilkan persamaan

karakteristik
26! = gt
Karenae'” # 0 kita mempunyai

A+e? =0
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Lemma 3.1 misalkan r > 0 dan A > 0 . Akar dari persamaan
karakteristik (3.3) adalah negative jika< L
re

bukti. misal F (@ )=A+re™ . Kita mencatat dari (3.3) bahwa tidak

bisa nonnegatif riil. Kita akan titikkan akar daFi(A) bukan

angka-angka yang kompleks. Kita mempuni&id) =1-re"" dan

/l.:l—ln(rt) . r adalah suatu titik-kritis untuk (1) .selanjutnya,
T

Kita mempunyaiF "(1) =rt%e™"" adalah positif. Ini berarti bahwa

nilai dari titik-kritis memberi nilai minimum untule (A).

Sekarang, kita mempuny@a(/.) =1—(In(rt)+1) yang mana sama
T
- 1 1 . .
dengan nol jika rt ==or(r =—),dan kurang dari nol jika
e re

r<i.jikar<—l kita hanya mempunyai satu akar, yaitu.,
r re

A :Eln(rr) dan jika r<i kita mempunyai dua akar negatif
5 re
yang riil.
Jika F(/\.)>O,yaitu,rt>} dengan ini mengikuti sebagai berikut
e

bahwa tidak ada akar yang riil dari persamaan karekik (3.3) Di

kondisi ini persamaan karakteristik mempunyai akaenghubung
kompleks. Jika kita misalkam=,0+ia),,0DR,wD[O,oo) sebagai akar

dari (3.3), kemudian kita mempunyai.
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p+iw=-re " = —re”” (cos@r )-i sin@r ))
kemudian kita mendapat/kan persamaan keduanya ubagdian riil dan
imajiner

p=-re”(cosr)

(3.4.a)

w=re " sin(wr)

(3.4.b)

Lemma 3.2 Misalkan r >0 danr >0Akar dari persamaan karakteristik

(3.3) adalah kompleks menghubungkan dengan bagiamelgatif yang riil
jika L+ <7 <%

re 2r

Bukti. Misalkan F (1 )=A+e™" Kita mencatat dari (3.3) bahwh tidak

bisa jadilah nonnegative riil. Kita mempuny&i‘(1) =1-rte™** dan A
EIn(rt) adalah suatu titik-kritis untulE (1) Kita lebih lanjut mempunyai
T

F"(1) =rt%e™" yang mana adalah positif. Ini berarti bahwa rdaii titik-

kritis memberi nilai minimum untuke (A) ., fungsi F(A) tidak punya akar
riil ketika F(A.) :l(ln(rt)+1)> 0 dan ini terjadi ketika£< r Sekarang,
r re

kita akan menunjukkan bahwa akar d&riA) adalah suatu jumlah yang

kompleks dengan bagian negatif yang riil.
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Mengira bahwa (3.3) mempunyai suatu akhr p+iw denganp=0

sejak A =0 bukanlah suatu akar dari persamaan karakter{8ti&) kita

dapat berasumsi bahwa> 0 dan ini menyiratkan, dari ( 3.4.b) bahwa
O<wr=re” sinwr <7—27

mempertunjukkan bahwa sisi sebelah kiri dari peesam{ 3.4.a), yaitu.,
p =-re " coswr

adalah nonnegative, sedang sebelah kanan adalatifnBgrtentangan ini
membuktikan bahwgo < 0 . Catat bahwa menghubungkan darijuga
membuat puas persamaan karakteristik ( 3.3).

Sekarang kita mempertimbangkan lalat hijau Australistudi
kasus, lihat Gudang dan Fulford (2002). Nicholsofuford dan Barnes
(2002) eksperimen yang diselenggarakan yang jeniggal di populasi
lalat hijau-domba-domba Australian ini (Lucilia cimm). Hasil nya
sungguh baik didekati oleh model diuraikan oleh tsupersamaan-

diferensi, yang dapat didekati oleh duanya persarpagbedaan
X = X rxn(l_%j

Dan persamaan penundaan yang diferensi, model @il9ini x adalah
ukuran populasi, r reproduksi nilainya dan K (cagycapacity) daya-
dukung nya. Nilai-Nilai parameter adalah r = 0. ta§-1 , K = 2800 lalat,

danr =17 hari.
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Dari kondisi stabilitas, Lemma 3.1 dan 3.2, kondisibilitas dari
waktu tunda harus bergerak di interval (0, 14.81&3rena waktunya
penundaan adalah = 17 hari, itu tidak termasuk intervalnya, sehiamgg

keseimbangan menunjuk K = 2800 tidaklah asimtdakis.

Dengan teorema 2.8, kita mengetahui bahwa jikailsésbdari
solusi sepele u(t) = 0 dari model (3.2) tombol padar , kemudian
persamaan karakteristik (3.3) harus mempunyai segasienghubungkan
akar murni yang imajiner ketikar =7 . Sesungguhnya, oleh karena
Theorem 2.8, kita dapat berpikir tentang akar darsamaan karakteristik
(3.3) ketika fungsi yang berlanjut dalam hal daenpndaanr adalah
A(r) +re’" =00leh karena itu, untuk tujuan memahami tombol
stabilitas dari model (3.2) kita harus menentukdai ari 7.di mana
persamaan karakteristik (3.3) mungkin punya semgasaenghubungkan
imajiner penundaan akar

Kita berasumsiA =iw,w>0ke dalam persamaan karakteristik
(3.3), kita mempunyai

rcoswr = 0

rsinwr =w (3.5)
Kemudian kita memperoletv=r >0

Dari persamaan karakteristik ( 3.3), kita mempunyai

M—re‘“(ﬂrhij =0
dr dr

46



Dari (3.3) kita mengetahui bahwee’” = A kemudian

le(ﬁrwljzo

dr dr

dA_ -

dr 1+Ar
Seperti itu

. {d(Re])} b | { ot }
sighy ——— = signs Re——
dretS s 1+iwr

=sign{R & —iaﬁr}

“TriwFr?
=sign{L} >0
1+a/T?

Ini menggambarkan bahwa semua akar yang melewaiti k$tiwa
sumbu imaginer padaw menyeberang dari kiri ke kanan sebagai
T peningkatan,

Kita juga mengetahui bahwa untuk=0,4(0)= -r < 0 yaitu., nol

titik keseimbangan adalah asimtotik yang stabilanplin tidak ada waktu

tunda. Dari persamaan (3.5) daw~r. kita mempunyai cas 7 =0 dan
Sinw . Kaarenanyaa)rg. Kita menandakair, =2£=£ Kemudian
w

argumentasi yang terdahulu bersama-sama dengaa tandi Theorem

2.8 menunjukkan bahwa ketika 0 & < 7, , nol titik keseimbangan

adalah asimtotik stabil, dan ketika> 7, tidak stabil.
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Ada suatu stabilitas tombol padaZEPencabangan dua Hopf
r

terjadi padarzﬂ dan nol keseimbangan menunjuk stabilitas kertas WC
r

dalam posisi ini.
3.2.  Model logistik Penundaan dengan Usaha yang tée® dari
Memanen

Model logistik spesies tunggal penundaan dengahaugang tetap

dari memanen adalah
dx(t) x(t- r))
—L =rx(t)| 1-— |- Ex(t
a7 ( )( 2 (t)

(3.9)
di mana E suatu usaha dari memanen yang diasumsikak menjadi

positif tetap. Di model ini tingkat pemanenan gsehbag dengan ukuran

dari populasi pada waktu sesaat tertentu t. Kesmigdmn titik untuk
- K . "
model ini adalahx(t)= 3 (r-E)=K. Untuk tujuan mendapatkan suatu titik

keseimbangan nonnegative, kita berasumsi bahwaE:

Karena meneliti stabilitas dari keseimbangan tikita linearisasi
model di sekitar keseimbangan titik. Misalkan .) ut x(t) - K dan
mensubtitusikan ke dalam model (3.6) untuk mendapat

du(t) _

o= (=B + K.)——li(u(t)+ K.) (u(t-7)+ K.)

Karena kita mempunyai
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% =—(r —-E)(u(t-1) (3.7)

Persamaan karakteristik dari model (3.7) adalah

/]+(r—E)e”T =0 (38)

Model (3.6) adalah serupa dengan model ( 3.2).

Lemma 3.2 misalkan r > E > 0 darr > 0 . Akar dari persamaan

karakteristik (3.8) adalah hal negatif

jika max{ oy i} <E<r
re

: . : . 1 .
Bukti. Dari Lemma 3.1 kita mempunyar —E <— dan kemudian
re

T . : .
O0<r-E <— Kita lebih lanjut mempunydt <r dan E> r—i
re re

karena kita mempunyai m{@,r —i} <E<r
re

jika,E=r—i>0 kemudian ada hanya satu akar dari persamaan
re

karakteristik untuk model (3.7). Dalam hal inisk@mbangan titik untuk
model (3.6) adalah stabil.secara asimtot di tempatLemma 3.4
misalkan r > E > 0 dar > 0 . Akar dari persamaan karakteristik (3.8)

adalah kompleks menghubungkan dengan bagian hatifhwegng riil jika

max{o,r—£> (%<E<r—i
27 Te
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Bukti. Dari Lemma 3.2 kita mempunyai£<r(r—E)<g Kita lebih
e

lanjut mempunyaik < r—i danE>r-2L Karena E >0 , kemudian

7e 2T

kita mempunya'max{ or —E} <E<r e
2r re

Ketika keseimbangan menunjuk untuk model tanpa mema
tidaklah asimtotik yang stabil dan jika populaspatien dengan usaha

yang tetap dari memanen di mana usaha adalah ditarsek

max{ or —21}< E<r = kemudian keseimbangan menunjuk untuk
r re

model dengan pemanenan menjadi stabil asimtot.afi-kata yang lain,

ketika titik keseimbangan untuk model tanpa pemaneidaklah stabil,

tetapi populasi dipanen dengan usaha yang tetapn#gmanen, populasi

adalah bias stabil.

Kita juga mengetahui bahwa untak=0,4 (0)=-(r-E)<0;

yaitu., nol titik keseimbangan adalah asimtotik yatabil walaupun tidak
ada waktu tunda.Karena =r - E , kemudian kita mempunyair :7—2T= .

. m T
Kita menandakan 7,=—=

2w 2(r-E)

Kemudian argumentasi Yyang

terdahulu bersama-sama dengan tanda bukti Theor@nme&nunjukkan

bahwa ketikaO<7 <7,, nol titik keseimbangan adalah asimtotik stabil,

dan ketikar>r7, , adalah tidak stabil.. Ada suatu titik stabditpada
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pencabangan dua Hopf terjadi pada

4l dan titik
2(r-E) 2(r-E)

keseimbangan nol stabilitasnya hilang dalam pasisi

Kita sekarang mempertimbangkan kondisi E < r knodel

(3.6) di mana keseimbangan menunjx;kﬁ(r —E) adalah di tempat itu
r

asimtotik yang stabil untuk 0<7< Kita bermaksud

2(r-E
menghubungkan keseimbangan ini menunjuk laba yaalgsimum atau
masalah sewa maksimum yang ekonomi. Kita berasbatsva total biaya
adalah sebanding dengan usaha dari memanen. Kemfidigsi biaya

adalahTC = g - ¢ E Pendapatan dari penghisapan, menulis ketika total

pendapatanTR = p E x. Fungsi laba adalah
m=TR-TC= pEl{%)— E<NCRE

atau

n=-PEE +(pK-c)E-¢

Dari laba berfungsi kita mempunyalgLET:— '
f

+pK-c, dan

titik-kritis adalahE_ = —% Untuk tujuan mendapatkan suatu titik-
p

kritis yang positif kita mengasumsikan 2 pK > c .
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Asumsi ini telah dipertimbangkan oleh Clark ( 199Qaba yang

2
maksimum terjadi pada E=E, karena 3?7:: _2pK <0Sebagai
r
konsekwensi, jika kita pilih usaha dari memanen

padeE = E, :%dan waktunya menunda membuat
p

puaD<7< i )kemudian titik keseimbangan adalah di tempat itu

2(r'sE

asimtotik yang stabil dan juga memaksimalkan fuihgjsa.

Kita mempertimbangkan lagi model (3.6) dengan patemr = 2
dan K = 100. Keseimbangan menunjuk untuk modeladcal= 100 - 50E .
Mengambilc, =1,c, = 0,5 dan p = 1. Kemudian fungsi laba menjadi
n=-50E2 + 99.5E& -1.

Kita lebih lanjut memperoleh titik-kritis E=E, = 0.9950
Adalah mudah untuk melihat bahwa fungsi laba adaé&kdung mengarah

ke bawah.. Karenanya, titik-kritisE,.= 0.9950 memberi laba yang

maksimum, yaitu.z., =48.50125 max, dan keseimbangan menunjuk x=

ax

100 - 50E, = 50.25 adalah juga asimtotik stabil. Garis tephyndaan

untuk stabilitas dari titik keseimbangan adafak 1.56298.
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3.3 Model logistik dengan waktu Penundaan dalam iisah Memanen
Kita sekarang mempertimbangkan fungsi model dengsaha

yang tetap dari memanen dan dengan waktu tundaediamen terminal

Model adalah
ax(® _ X0 i
p” rx(t)[l Kj Ex(t—1)
(3.9)

di mana E adalah suatu usaha dari memanen yangniidsan sebagai
positif tetap. Di model ini tingkat pemanenan seldag dengan ukuran

dari populasi pada waktu tertentu - Keseimbangan titik untuk model
ini adalah x(t):E(r -E)=K Untuk mendapatkan suatu titik
r

keseimbangan nonnegative, kita berasumsi batma .

Karena meneliti stabilitas dari titik keseimbang&ita linearisasi
model di sekitar titik keseimbangan. misalkaru(t) = x(t) - K dan
mensubtitusikan ke dalam model (3.9) untuk mendapat

B8 () + K ) - + K)* - E(u(t=7)+ K)

Atau

du(t) r Al r»
—~=ru(t)+rK.——u(t)  ——Ku(y)-— K= Eu(t—-7)- EK
p ®) = (t) . (y) " (t-7)

Setelah mengabaikan terminologi produk dan penyedean, kita

memperoleh

%:(ZE— Nu(t)- Eu(t-1) (3'10)
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Persamaan karakteristik untuk model yang liniedQBadalah
/]—(ZE—I’)+ Ee_h=0 (311)
Karena r > E , kemudiam = 0 bukanlah suatu akar dari persamaan

karakteristik (3.11).

Teorema 3.5misalr > E . Nol titik keseimbangan dari model (3.10)
adalah stabil secara asimtot jika kondisi yang Kogri

dicukupi

: 1
(i) .r g
Dan

(i) In(Er)-(2E-r)r+1<0

Bukti. misalkan FAFrA- (E-r }yEe' kemudian kita

In(ET)
T

mempunyaF ‘(1) =1-Ee" dan A.= adalah titik-

kritis untuk F() Karena F"(1)=Er’e” >0untuk A,

kemudian F(A) adalah cekung yang menaik dan

In(Er)-(2E-r)r+1

F(1)= adalah minimum.Dari (i), kita

In(ET)

mempunyai A.= <0dan dari (ii) kita memperoleh

In(Er) - (2E- r)r+1<
- <

F(A)= 0
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Catat bahwd(0) = -( E - r) > 0 dan kemudian F{ adalah positif
untuk beberapa , (1 < 0). Oleh karena itu untuk In¢g - ( 2E —r)r +

1 <0, kita mempunyad, dan A dengan A, < A.<A <0.memuaskan F

(4,)= F (4) =0 . Dalam kasus In(E) - (2E -r)7 + 1 =0, kita hanya

In(ET)
T

mempunyai satu akar negatif yang riil, yaitu.,= ini berarti

bahwa titik keseimbangan nol dari model (3.10) aldastabil secara
asimtot.. Kita juga menyimpulkan bahwa titik kesbémganxzﬁ(r -E)
r

adalah di tempat itu asimtotik yang stabil ketikandisi-kondisi di
Theorem 3.5 dicukupi.
Dari bukti Theorem 3.5, A) = A- ( 2E- r)+ Ee* adalah

mungkin dijadikan positif, nol, atau negatif. lergantung pada nilai dari
titik-kritis A.:@ Ketika nilai yang minimum dari A) = A- ( 2E-
r

r)+ Ee’" adalah positif, ini menyiratkan bahwa tidak adarakang riil

tentangnya, tetapi nomor yang kompleks akan ada.
Teorema 3.6jika E<§ danin(Er) - (2E- r)r + 1> Okemudian akar dari

persamaan  karakteristik  (3.11) adalah  kompleks

menghubungkan dengan bagian negatif yang riil.
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Bukti. Dari bukti teorema 3.5 kita mempunyai

In(Er) - (2E-r)r+1
T

F(A)=

Karena InEr) —(2E - r)t +1 > 0, kemudian &() > 0 Ini berarti
bahwa tidak ada akar yang riil d&{}) = A —(2E - r)+ Ee’".
MisalkanA = p + i®, ® > 0, adalah akar daFi(L), kemudian kita
mempunyai
p+iw—-(2E —r)+Ee " (coswr —i sinwr F (
Memisahkan bagian riil dan imajiner kita mempunyai
p-(2E-r)=-E€”" cosur
w=Ee”" sinwr
Kita mengetahui bahwa ada suatu unk di interval (0, 77) memuaskan
persamaan kedua-duanya. Persamaan kuadratik kedongad dan

menambahkannya menghasilkan persamaan

(0-(2E-nN) + o* =E*e*"

0°-20(2E-1)+ (2E-rf + w® =B &

misalkan F,(p) = p*>-2p(2E-1)+ (2E-rf +w’dan F,(p)=E’e¥".
Karena r > 3E dan mempertimbangkan dengan nyatarkémperoleh
persimpangan antar& (o) dan F,(o) terjadi untuk p < 0 Kita lebih
lanjut mengenal baik jumlah yang kompleRs= p+iw dengan bagian

negatif yang riil. bahwal = p —iwadalah juga suatu akar darifY .
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Teorema 3.6dengan kata-kata sebagai berikut bahwa jika r >d38&
In(E7) - (2E . r)7 + 1 > 0 kemudian nol keseimbangan

titik untuk model (3.11) adalah asimtotik yang $tatan

titik keseimbangamzﬁ(r—e) adalah di tempat itu stabil
r

secara asimtot.

Dengan Theorem 2.8, kita mengetahui bahwa jikaildgte dari
solusi sepelai(t) = 0 dari model (3.10) tombol pada=7, kemudian
persamaan  karakteristk  (3.11) harus mempunyai SsepR
menghubungkan akar murni yang imajiner ketika 7. Sesungguhnya,
oleh karena Theorem 2.8, kita dapat berpikir temtakar dari persamaan
karakteristik (3.11) sebagai fungsi yang berlangalam hal dari
penundaarr , yaitu.,

A(r) - (2E-n+ Ee'™7 =

Oleh karena itu, untuk tujuan memahami tombol &tabi dari
model ( 3.10), kita harus menentukan nilai daridi mana persamaan
karakteristik ( 3.11) mungkin punya sepasang mebghgkan akar murni

imajiner

Kita mengasumsikan A =iw,w>0 adalah suatu akar dari
persamaan karakteristik ( 3.11) karema 7,7 = 0. menggantikad =iw

ke dalam persamaan karakteristik ( 3.11), kita mengai
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iw-(2E-r)+Ee™ =0,

iw—(2E -r)+E coswr -~ E sirwr = (

Memisahkan bagian riil dan imajiner kita mendapatkarsamaan
keduanya untuk bagian riil dan yang imajiner, yaitu

(2E-r) = E coswr

w=Esinawr

(3.12)

Persamaan kuadratik keduanya dan menggabungkakitayepemperoleh
«? =E*-(2E-T)°
(3.13)
Jika E2—(2E—r)2atau dengan setar& <r <3E kemudian kita lihat
bahwa akar yang semata-mata imajiner dari persarRasakteristik (

3.11) ada.

Dari persamaan (3.12) kita mempunyedswr = dan

(2E-r)
E
sinwr =aE) Karenanya, ada suatu uniyz,0< wr < 277, yang seperticwr

membuat kedua-duany&oswr =

(2E-r)
=

. w
dan smwrzE pegangan.,

Kita lebih lanjut mempunyai

r =9
°w
(3.14)
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Dimana 0 <@ < 2/r dan

2E-r
w

cos@ =

Dan w memuaskan (3.13)
Membedakan persamaan karakteristik ( 3.11) berkedaaganr , kita

mempunyai

ﬂ—Ee‘“”(rﬁwlj =0,
dr dr

Dari persamaan karakteristik ( 3.11), kita mengeatatbahwa

-Ee“" =1 -(2E- 1), karenanya kita mempunyai
M+(/1 2B r))(r%wlj: 0
dr dr

ﬂ: -A2+ A(2E-r)
dr _ eS|

(3.15)
Seperti itu, kondisi E < r < 3E menyiratkan bahwkarayang
semata-mata imajiner dari persamaan karakteristi®.10) ada. Dari

persamaan ( 3.14), kita mempunyai

. d(Re/l) . r( d/l]
signf ———= = sign Re—
.. dr e

_ siarl Re o —iw(2E -r)
-9 V1+iwr—(2E—r)r

zsign(Reaf+iw3+iw(2E -r)@1-(E —r)r))

@-(2E-r)ry +ofr?
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=sign| Re @
1-(2E-r)r) +afr?

Oleh karena itu kita lihat bahwa tanda adalah selgbsitif. Ini
menyiratkan bahwa semua akar yang melewati khatuéis sumbu
imajiner pada é&v menyeberang dari kiri ke kanan sebaggieningkatan.

Untuk 7 = 0, kita mempunyald = E - r < 0 yang berarti bahwa
titik keseimbangan adalah stabil secara asimtomudBan argumentasi
yang terdahulu bersama-sama dengan tanda bukédi&phTheorem 2.8

titikkan bahwa ketikeD< 7 <7,, nol titik keseimbangan dari model (3.10)
adalah stabil secara asimtot, dan ketikar,, titik keseimbangan nol

tidak stabil. Stabilitas terjadi pada=r,. Pencabangan dua Hopf terjadi
dalam posisi ini.

Di kasus r = & , kita mengetahui bahwav = 0 adalah satu-
satunya solusi dari (3.13). Bagaimanapun 0 bukanlah akar dari
persamaan karakteristik (3.11) karena r > E .eKanya, tidak ada
stabilitas juga. lihat bahwa jika r > 3E , kemudizddak ada akar murni
yang imajiner dari persamaan karakteristik (3.Di)kata-kata yang lain,
tidak ada akar dari persamaan karakteristik (3.41Emotong sumbu
imajiner ketika 7 peningkatan. Oleh karena itu, tidak ada tombol

stabilitas, tak peduli bagaimana penundaaterpilih.
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Kita sekarang mempertimbangkan kondisi E < r umddel (3.9)
di mana keseimbangan titik:E(r —-E) adalah serentak asimtotik yang
r

stabil untukr = 0 . Kita bermaksud menghubungkan titik keseingtaan

untuk laba yang maksimum. Fungsi biaya adaldb= g+ ¢ E, total

pendapatanTR = p E x, dan fungsi laba adalah
m=TR-TC= pEK{%j— cHICLE
Atau
7T=pTKE2( PK-G) E- ¢

Fungsi Laba sama dengan fungsi laba di bagian yang

sebelumnya.Kita menyimpulkan bahwa jika kita pugaha dari memanen

(PK-c)

;
padaE=E = A dan waktu tundanya memuaskar 7 <7,, di
p

manar, mengacu pada (3.14), kemudian titik keseimbangatahdstabil
secara asimtot dan juga memaksimalkan fungsi laba

Kita mempertimbangkan model (3.9) dengan paranrete? dan
K = 100. Keseimbangan titik untuk model adalah 2060 - 5& . ambil
¢, =1, ¢, =0,5, dan p = 1. Kemudian fungsi laba menjadi
T max= —50E% + 99.5( -1.

Kita lebih lanjut memperoleh titik-kriti€€ = E, = 0.9950. Adalah
mudah lihat bahwa fungsi laba adalah cekung mehga&m bawah..

Karenanya, titik-kritis E= 0.9950 memberi laba yang maksimum, yaitu.,
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.., =48.50125, dan titik keseimbangan x =100 — 58E50.25 adalah

juga stabil secara asimtot. Garis tepi penundaankustabilitas dari titik
keseimbangan adalah = 1.58887 . Pencabangan dua Hopf terjadi pada
= 1.58887 . Jalan peluru di sekitar keseimbang#nxi= 50.25 dengan

beberapa nilai-nilai dari waktu tunda disampaikalaoh gambar 3.4.

Grafik hodel Logistik dengan Parlambatan
5E“:| T T T T T T T

— delay=1.5
A80 + — delay=1.935
— delay=2.5

400 .

350 .

300 .

= 2e0t

200+

150 -

b

1] 10 20 30 40 a0
time t

100

Gambar 3.4: Jalan peluru dari model (3.9) dengarr = 1.5; 1.935;dan

2.5

Gambar 3.4 dengan nilai awal x 50 , jalan peluru bergerak-gerak
di sekitar titik keseimbangan. Karermra= 1.5 , jalan peluru menuju ke

titik keseimbangan, dan untuk = 2.5, jalan peluru bergerak-gerak dan
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menyimpang. Bagaimanapun, karena= 1.935 , jalan peluru pada waktu
tertentu bergerak-gerak dan pencabangan dua Hgpdit&arena jika kita
mengganggu nilai dari waktu tunda, jalan pelurunakeemusat pada titik

keseimbangan atau menyimpang

3.4 Model logistik Penundaan dengan Kuota yang tep dari
Memanen

Kita mempertimbangkan fungsi penundaan model derigana
yang tetap dari memanen. Populasi dipanen padykatirtarip yang tetap.

Model adalah

B _ 1= X0
ot —rx(t)(l % j H, (3.16)

di mana H adalah suatu kuota dari memanen yangirdigikan untuk
menjadi hal positif tetap. Di model ini tingkat panenan adalah tetap

pada waktu t.
jika H >% tidak ada keseimbangan titik, sedang jiHas% ada satu

atau dua titik keseimbangan yang positif untuk nhd@®16). Karena
meneliti stabilitas dari titik keseimbangan, kitkan mempertimbangkan
dua kasus.

Kasus 1 H >%

Model ( 3.15) menjadi
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(Y rx(t)[l——x(t_r)J—m
dt K | a

yang mempunyai suatu keseimbangan titik

X(t) =gdanu(t): X(1) =% kemudian mensubtitusikan ke dalam model
di atas untuk mendapatkan

du() K u(t-7)% rK
—= r(u(t) +—j g e
dt 2 K 4

Karenanya kita mempunyai model linier

du) _rp o
T—E(u(t) u(t-7)) (3.17)

Persamaan  karakteristik untuk model (3.17) adalah
A —%(1—e’“) =0 . lihat bahwal = 0 adalah suatu akar dari persamaan

karakteristik. Persamaan karakteristik ini mungkiempunyai dua akar
yang riil.
Lemma 3.7misal r > 0 danr > 0 . Akar dari persamaan karakteristik

untuk model (3.16) adalah negatif dan nol jika @ < 2.

Bukti masalkanF(/l):/]—%+L2e'” dan F'(/])zl—r—zre‘”dan titik-

kritis untuk fungsi ini adalam.:lln(r—zrj dan secara grafik kita
T

lihat bahwaF (1.)<0
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2
Kita juga mengetahui bahw& "(A)z%e‘“ adalah hal positif

untuk semual.. Ini berarti bahwaF (A.)adalah minimum danF (1)

adalah cekung menaik. Kemudian jika 0 & < 2 kita mempunyai.. < 0

.dan F(A)< 0 Karenanya kita mempunyai dua akar, yaita0O dan

yang lain adalaM, dengan A, <A, =0. Dalam hal ini, nol solusi untuk
model (3.17) tidaklah stabil secara asimtot.

Jikarr =2, kita lihat bahwa (A.) = 0, karenanya ada hanya satu
titik keseimbangan, yaitu.d.. = 0 Dalam hal ini solusi membengkok

untuk model (3.17) adalah tetap.. Kemudian nol ikelsangan titik untuk

model (3.16) tidaklah stabil secara asimtot.

Lemma 3.8 misal r > 0 danr > O . Akar dari persamaan karakteristik
untuk model (3.17) adalah positif dan nol jika > 2.

Bukti, MisalkanF(A)=/1—12+12e-“danp'(/1)=1—r—2Te-“dan ttik-

kritis untuk fungsi ini adalam.:iln(r—zrj dan dengan grafik
r

kita lihat bahwa F(A)<O Dan juga kita mempunyai

rTZ AT

F" (1) = adalah positif untuk semug =0 . Ini berarti

bahwa F(A.) adalah minimum danF(A) adalah cekung

menaik.. Kemudian jikarr > 2 kita mempunyail.. > 0 dan
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F(A.)< 0. Karenanya kita mempunyai dua akar, yaitiz0
dan yang lain adalalA, dengan A, <A, =0 Dalam kasus ini titik
keseimbangan tidaklah stabil scara asimtot.

Kasus 2 H <%

Di kasus ini kita mempunyai dua keseimbangan titjiajtu.

K-K. 4HK

r

x (t) = danxz(t)=% dimanaK.=,[K?* - dan kita

mengetahui bahwa, (t) > x (t) >0 .

K=K

Di Analisa Stabilitas ini dari Keseimbangan Titik(t) = 5

Di order ini untuk memahami kemantapan setempati dar
keseimbangan adalah titik kita misalkanu(t) = x(t) - x dan kemudian

mensubtitusikan ke dalam model (3.16) untuk menittapa

M:r(u(t)ﬂ(l){lu(t)%J—H

dt

setelah menyederhanakan dan melalaikan format w() 7) Kkita

mempunyai suatu model yang linier

du(t) _ 3 3
T—Cu(t) Du(t-7)

DimanaC =% danD =
K K

Di Ini persamaan karakteristik untuk yang tersebuatas model adalah
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A-C+De"" =0

(3.18)

Teorema 3.9ini .The keseimbangan titik, untuk model (3.15) adalah

Bukti. Misalkan F(1)=A-C+De™, P(A)=2, dan
Q(A)=C-De" .. Mempertimbangkan dengan nyaf(A)
dan Q(A) mempunyai dua yang persimpangan terjadi pyd@a
hal negatif) dand, ( hal positif). Kemudian kita menyimpulkan

bahwa titik keseimbangan tidaklah stabil.

K+K.
2

Analisa Stabilitas dari Titik Keseimbangan(t) =

Untuk tujuan memahami kemantapan setempat darirkbaagan titik x;
kita misalkan u(t) = x(t)- x, dan kemudian menggantinya ke dalam

model ( 3.15) untuk mendapatkan

% =r(u(t)+ xz)[l_u(t)K+ Xz_j -H

setelah menyederhanakan dan mengabaikan format u(t)- 7)
kita mempunyai suatu model yang linier

du(t)
dt

= Au(t)- Bu( t-7)

DimanaA:rﬁ danB =%
K K

Persamaan karakteristik untuk yang tersebut diratedel adalah
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A-A+Be’ =0 (3.19)
Teorema 3.10misalkan r> 0, K> 0, 0 <ir < 2, danx, salah satu dari

titik keseimbangan untuk model (3.16). Jika kuotangy

tetap dari memanen H sesuai kondisi

0] max{ 05( 1—ij}< H <K dan
T rr 4

2
r(K+ K —4HK/I‘) r(K— K2—4|'|K/r 1 —
i T +=(In(r)+1)=0
(4

& i
ii.a) =In<,
( )r 2K
kemudian ada satu akar hal negatif yang riil dari
persamaan karakteristik ( 3.19). Jika (ii.a) ubatuk
r(K+\/K2—4HK/r) 1 A
(ib) Lind, _TKVREZHKR T, Liny+1) <0
T 2K 2K T
kemudian ada dua akar hal negatif yang riil dari
persamaan karakteristik ( 3.19).
bukti misalkarF (1) = A - A+ Be " kemudian kita memiliki

F'(A)=1-Be" dan /l.:lln(Br) adalah titik-kritis untukF (A).
3
Karena F"(A) = Br’e""adalah hal positif untuk semua , ini
berarti bahw&(A.):l(ln(Br)ﬂ)— Aadalah minimum darfF (1)
T

adalah cekung menaik.. Karena 0 « 2 , kemudian kondisi (i)

dapat ditulis dalam format dari
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ketidaksamaaH >5(1—ij8etelah melakukan manipulasi kita
T rr

dapat tuliskan B < 1. Ini dengan kata-kata sebagai berikut

A.zlln(Br) adalah negatif. Sekarang kita akan titikkan bahwa
r

F(A.) = 0 Kondisi (ii.a) dapat ditulis ulang menjadi

1(In(Br)+1)—A:O yang berarti bahwd(A1.)= 0 Kondisi (ii.b)
T

adalah setara deng%u(]ln(Br)+l)— A< Qatau F(A.)< 0 Misalkan
F(A)=A-A dan F,(1)=Be”" . Kemudian F,'(A)=-1 dan
F,'A)=-Be’ Dari (i) kita mempunyai B < 1 dan
/].:%In(Br) adalah negatif. catat bahwa F(0) = .A+ B adalah

positif danF(A) adalah juga positif untuk beberaga(A < 0) .
Dari Calculus kita mempunyad, dan A denganA, <A.<A <0
memuaskarfr (A,) = F(4,) =0

Sekarang kita mempertimbangkan model ( 3.16) depgaameter

r=15,7r=0.5, dan K = 100. Air menghirup hawa sejuk tiagkuota

yang tetap dari memanen H sebagai O ( tidak (adajapenan), 15, dan

35. Untuk H = 35 kita mempunyai keseimbangan titituk model adalah

x1=37.09005! dan x,=62.90994«Kuota dari ini memanen membuat puas

kondisi-kondisi dengan akar dari persamaan Kkariskiter adalah -

0.790346 dan - 2.857288.
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Jalan peluru dengan populasi awal x(0) = 60 untallehnonlinear
disampaikan dalam figur 3.5. Ketika kondisi-kondisiaklah dicukupi,
tidak berarti bahwa populasi tidaklah stabil. seliéth hanya meneliti
kemantapan setempat dari titik keseimbangan itufigur kita lihat
bahwa dua jalan peluru (orang) yang lain juga cemdg kepada suatu
jumlah yang spesifik, tetapi mereka tidak cendgrupada titik

keseimbangarx, .

B85

[0}

7.5

~

6.

ol

(2]

555

Gambar 3.5: Beberapa jalan peluru dari model ldgistnundaan dengan

beberapa nilai-nilai dari H

Dari bukti terhadap Theorem 3.10 kita mengetahuhwaza
F(A)=A-A+Be" Apakah mungkin untuk menjadi nol atau negatif
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tergantung pada nilai dari titik-kritis itu. Keékilai yang minimum dari
F(A)=A-A+Be’" Apakahx positif, ini menyiratkan tidak ada akar

yang riil, tetapi jumlah yang kompleks akan ada.

Teorema 3.11misalkan r > 0 , K > 0, dam, jadilah salah satu dari titik
keseimbangan untuk model (3.16). Jika yang berikut

kondisi-kondisi memegang

lw 2

=In +;1(In(r)+l)> 0

Ty | 2K 2K
dan
o A ) %
i BV 0 K 4HK /r _[r_ LI e
r K +vK?—4HK /r K r

kemudian titik keseimbangax, adalah

Bukti. Misalkan F(A)=A-A+Be". Kemudian kita mempunyai
F'(1)=1-Bre™ dan/].:%ln(Br) adalah titik-kritis untukF (1)
. Karena F"(1) =Br’e"" adalah hal positif untuk semua, ini
berarti bahwaF (A.) =%(In(Br)+1)— A adalah minimum dan F(&)

adalah cekung menaik.. Dari 0] kita

mempunyaF()I.):E(In(Br)+1)—Aadalah [alat/ makna] yang
r
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yang positif tidak ada akar yang riil daf(1)=A—-A+Be"".

Misalkan A :,o+ia),pDR,a)D[O,oo) sebagai akar dari persamaan
karakteristik ( 3.19), kita mempunyai
p+iw=A-Bel = A~ B&” (cosr )- isingr )’
kemudian kita mendapat/kan persamaan keduanya unagian riil dan
imajiner
p—-A=-Be” (cosr) (3.20a)
w=Be " sin(wr)

(3.20.b)

Asumsi bahwa0 < wr <7ET persamaan Squaring keduanya (3.20.a)

dan (3.20.b) dan menambahkannya sehingga merkdgnrapiersamaan
(p-A?+a’ =B%e¥

(3.21)

Dari persamaan (3.19.a) kita mempunya'r:arcco{ﬂj

Be 2"

A-p

atau w:—arcco{B _Zpr) Dengan grsfik,itu mudah mencari bahwa
& e

Q;‘B sTakarena0< wr <7—27 dan 0 <A < B, kemudian kita mempunyai
e

arcco A—_p = arcco A Dari (i), kita mempunyai suatu
Be”" B

ketidaksamaan
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Ketidaksamaan dapat ditulis seperti

A+ > B .

Dengan kondisi (3.22), mempertimbangkan denganapsan
(3.21), kita tiba di
p < 0 . Kemudian kita mengenal baik nomor;jumlang/&ompleks dari

persamaan karakteristik (3.19)

dengan bagian negatif yang riil. Menghubungkan dkar yang
kompleks adalah juga suatu akar dari persamaarktkaistik (3.19). Ini
dengan kata-kata sebagai berikut bahwa keseimbatigianx, adalah
stabil secara asimtot.

Kita mempertimbangkan lagi model ( 3.16) dengarapeter r =
1.0, 7 = 1.7, dan K = 100. Untuk/Karena H = 10 , kitampeinyai
keseimbangan titik x, = 88.728933 dengan akar dari persamaan
karakteristik adalah 0.016038 + 0.858005i . Untuk &H20 , kita
mempunyai keseimbangan titik,= 72.360679 dengan akar dari
persamaan karakteristik adalah - 0.017890 + 0.68546ntuk/Karena H
= 24 , kita mempunyai keseimbangan tit,=60 dengan akar dari
persamaan karakteristik adalah - 0.053962 + 0.47i583Jalan peluru
dengan populasi awal x(0) = 60 untuk nonlinear rhddagan H = 10, 20

dan 24 disampaikan dalam figur 3.6. Untuk/Karera 20 , keseimbangan
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titik tidaklah stabil,, [selagi/sedang] untuk H =0 Zdan H = 24 |,

keseimbangan titik kukuh stabil.

Gambar 3.6: Beberapa jalan peluru dari fungsi pdaan model dengan
beberapa nilai-nilai dari H

Ketika populasi dipanen dengan kuota yang tingkaidah dari
memanen,

H = 10 , populasi tidaklah stabil. Tetapi populadalah mungkin
yang stabil ketika populasi dipanen dengan tingkagi,, sebagai contoh,

H = 20 atau H = 24.

Daerah dari suatu pasangan, (), di mana keseimbangan titl untuk

model (3.16)
3.5 Kajian Matematika Menurut Perspektif Islam
Dari dasar teori yang telah di tuliskan di atda kbba untuk mengkaiji

pembahasan analisis model logistik spesies turdggajan penundaan menurut
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perspektif islam. Sebelumnya kita mencoba mengetamusan dasar dari
pembahasan dalam skripsi ini:
model pertumbuhan logistik, yaitu:

1dx_

X dt K

Atau

o) = rx(l——x)
dt K

model Logistik, adalah suatu model pertumbuhan [aspuModel itu
adalah kontinu pada persamaan diferensial Jikandaakan syarat awal

X(0) =x

dari keterangan diatas kita kita tahu model diatkedah sebuah
perencanaan pertumbuhan populasi dimana sifamy@nki. Sebagai mana
dalam islam kita di anjurkan untuk bersifat kontialam pertumbuhan Karena
Allah Subhanahu wa Ta’ala mensyariatkan untuk hakWesebab-sebab untuk
mendapatkan keuturunan dan memperbanyak jumlah &aatilullah Shallallahu

‘alaihi wa sallam bersabda.

Artinya : “Nikahilah wanita yang banyak anak lagi penyayakarena

sesungguhnya aku berlomba-lomba dalam banyak uergath umat-umat yang
lain di hari kiamat (dalam riwayat yang lain : desug para nabi di hari kiamat)”.
[Hadits Shahih diriwayatkan oleh Abu Daud 1/320s&la2/71, Ibnu Hibban no.
1229, Hakim 2/162 (lihat takhrijnya dalam Al-Insfir hal.29 Adazbuz Zifaf hal

60) ; Baihaqi 781, Abu Nu'aim dalam Al-Hilyah 3/62]
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Karena umat itu membutuhkan jumlah yang banyaknggh mereka
beribadah kepada Allah, berjihad di jalan-Nya, nalingi kaum muslimin -
dengan ijin Allah-, dan Allah akan menjaga mere&a tipu daya musuh-musuh

mereka.

Yang kedua adalah ketika model yang pertama diggkamdengan model
Penundaan Salah satu dari defisiensi dari popoiadel yang tunggal seperti di
bawah adalah karena angka kelahiran itu adalaiy ggoertimbangkan untuk
bertindak dengan segera sedangkan mungkin adawaktu tunda untuk
memperhatikan dari waktu itu untuk menjangkau kexman, masa persiapan
yang terbatas dan seterusnya. Kita dapat menyertatarlambatan seperti itu
dengan mempertimbangkan model-model persamaaredsi@t penundaan dari

wujud

dN(t)
dt

= f(N(t)),N(t=T)

dimana T >0, penundaan, adalah suatu parameter

model ini adalah suatu model yang digunakan untekperlambat dari

suatu model pertumbuhan.

Firman allah:. Hail orang-orang yang beriman, bertakwalah
kepada Allah merupakan perintah untuk senantisa bertakwaddeepya

dan itu mencakup semua perintah-nya dan semuagkamamya.

Dan firman allahhendaklah setiap diri memperhatikan apa yang

Telah diperbuatnya untuk hari esokmaksudnya hisablah diri kalian
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sebelum dihisab allah dan lihatlah apa yang tkédian tabung untuk diri

kalian sendiri berupa amal solehuntuk hari kemudtietika bertemu rob-

mu.

dan bertakwalah kepada Allahmerupakan sebuah penegasan
kedua.Sesungguhnya Allah Maha mengetahui apa yang kasrjakian
karna sesungguhnya allah mengerti semua keadaan-mu

Dalam Al-qur’an juga manusia diperintahkan untukeneanakan
apa yang akan kita lakukan hari esok. Sehingga aewang kita
rencanakan dapat terlaksana dengan rapi. Ketika skidah mempunyai
perencanaaan untuk masa depan berarti kita sudgta @wah dan tujuan
yang jelas dan dapat menuai hasil yang optimagittddnu katsir:)

Dari ayat di atas kita mencoba menghubungkan depgarbahasan diatas
yaitu Urgensitas membangun keluarga sejahtera senkiétla rasakan bila kita
melihat dari sudut pandang atau perpektif agamaa Risarnya membangun
keluarga sejahtera menjadi sebuah kewajiban yaiad tisa ditawar-tawar oleh
seluruh umat manusia dalam fitrahnya sebagai ldtatif muka bumi ini.

Agama Islam memiliki prinsip bahwa membangun kejaagejahtera merupakan
upaya yang wajib ditempuh oleh setiap pasangamudgkgh) yang telah diawali
dengan pernikahan Islami. Dalam agama Islam, kg#uaejahtera disubstansikan
dalam bentuk Keluarga Sakinah yang memiliki limiaaggan mulai dari Keluarga
Pra Sakinah, Keluarga Sakinah I, Il, Ill, dan Kege Sakinah 11l Plus. Dasar
utama membangun keluarga sejahtera ini adalahaggdtdalam Surat Ar Ruum,

di mana dinyatakan bahwa tujuan berkeluarga adaiaik mencapai tenteraman
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dan kebahagiaan dengan dasar kasih sayang. Yditarga yang saling cinta
mencintai dan penuh kasih sayang sehingga setggotmkeluarga merasa aman,
tenteram, tenang dan damai, bahagia dan sejahsaraum dinamis menuju
kehidupan yang lebih baik di dunia maupun di akhira

Pada dasarnya manusia harus mempunyai sebualcaaaan untuk hari
esok yang lebih baik dalam mencapai kehidupan akiiang abadi. Model diatas
bisa dijadikan sebuah target perencanaan kehidlkeaepan dengan tujuan

menciptakan kehidupan yang lebih baik.
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BAB VI
PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan pada perumusan masalah diatas, malkea dispmpulkan

bahwa sebagai berikut: Model logistik penundaargyanggal adalah
dx(t) x(t- r))

—==rx(t)|1-——= 3.1

4 = g 1- 22 (3.1)

di manar adalah waktu tunda dan diasumsikam positif. Titik
equilibrium positif dimodelkan dengan K. Ketika pigsi dipanen dengan
kuota yang tingkat rendah dari memanen,

H = 10 , populasi tidaklah stabil. Tetapi populadalah mungkin
yang stabil ketika populasi dipanen dengan tingjkai,, sebagai contoh,

H = 20 atau H = 24.

B. Saran

1. Berdasarkan kesimpulan diatas,maka beberapa saspat dliajukan
sebagai berikut:dengan adanya pembahasan yang juksamipemodelan
suatu model logistik dengan sistem delay sehinggalu perlu
pengembangan kembali agar dapat digunakan dalanalsgierencanaan
kehidupan yang lebih baik

2. Dalam penulisan skripsi ini jauh belum sempurnapéslu dikaji lebih
dalam lagi. Berhubungan dengan model matematikalsetgan deengan
berkembangnya kmu kedokteran. Bagi para pembacg Yyemminat
dimungkinkan mengkaji bidang yang lain.
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clear,clc
f=inline('1*u*(1-w/250)-0.15*u*v','u’,'v','w’")
g=inline("-1*v+0.1*u*v','u’,'v")
uo=9;

vo=5;

i=1;

U(1)=uo; V(1)=vo; W(1)=2;
for t=0:100
U(i+1)=U(i)+f(U(i),V(),W(i))
V(i+1)=V(i)+g(U(i+1),V(i));
W(i+1)=(U(i+1)-U(i))/2

i=i+1;

end

t=0:100;

figure(1)

plot(t,U(t+1)), grid

figure(2)

plot(t,V(t+1)), grid

function ddex1

sol = dde23(@ddex1de,[1.5 1.935 2.5],@ddex1hist,[0,

figure;

plot(sol.x,sol.y)

title('Grafik Model Logistik dengan Parlambatan');
xlabel('time t');

ylabel('x(t)");
legend('delay=1.5",'delay=1.935','delay=2.5")

%

function s = ddex1hist(t)
s = ones(1,3);

function dydt = ddex1de(t,y,Z)

ylagl = Z(:,1);

ylag2 = Z(:,2);

ylag3 = Z(:,3);

dydt = [ y(1)*(1-ylag1(1)/100)
y(2)*(1-ylag2(2)/100)
y(3)*(1-ylag3(3)/100)]
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Figure 1
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Figure 2
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Figure 3



