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ABSTRAK

Anindita, Silvia. 2009 Kajian Integral-J pada [a,b]. Skripsi, Jurusan
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Univerdag&sm Negeri (UIN)
Maulana Malik Ibrahim Malang.

Pembimbing: (I) Hairur Rahman, M.Si.
(1) Abdussakir, M.Pd.

Kata Kunci: Integral-J, Fungsi Terintegral-J padab], dan Sifat Integral-J pada, b]

Integral-J dikenalkan oleh P.Y.Lee dan B.H. Limet&t adanya konsep
integral Newton. Tidak semua fungsi dapat terirgakdr padala,b], sebab
terdapat syarat-syarat agar fungsi tersebut dajgata#tan fungsi terintegral-J
pada [a, b]. Selanjutnya fungsi yang terintegral-J pddab] akan memenuhi
sifat-sifat integral-J padfa, b]. Berdasarkan hal tersebut dalam skripsi ini akan
dibahas mengenai suatu fungsi yang dapat dikateariegral-J serta sifat-sifat
integral-J berupa analisis definisi, pembuktiarréeta-teorema serta pemberian
contoh.

Suatu fungsif dikatakan terintegral-J pada, b] jika memenuhi syarat
berikut: (1) terdapat fungdi kontinu padala,b]; (2) F'(x) = f(x) hampir di
mana-mana. Integral-J dari suatu funfypadala, b] didefinisikan:

()] f= Fib) - F(@

Fungsi yang dikatakan terintegral-J pddab] akan memenuhi sifat-sifat
Integral-J di antaranya:
1. Fungsi primitif F dari fungsi yang terintegral-§ adalah tunggal (Sifat
Ketunggalan)
2. Jikaf dang adalah fungsi yang terintegral-J pddab], makaf + g dankf,
juga terintegral-J, dan

@ O)f (e +g@ndx= (3)] F@dx+ ()] gGdx

2) (J)'[b k f(x)dx = k (J)jbf(x)dx, untuk setiagk e R (Sifat Kelinieran)

Selain itu juga terdapat sifat-sifat lainnya sepesifat keterbatasan, sifat
perbandingan serta sifat-sifat lainnya berupa teareeorema.

Pembahasan mengenai integral-J pgdab] ini masih terbuka bagi
peneliti lain untuk melanjutkan dengan mengembamdkagi konsep integral-J
serta meneliti sifat-sifat integral-J yang lain.



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sebagian dari sejarah ilmu pengetahuan alam adal&han dari usaha
manusia secara kontinu untuk merumuskan konsepegastesn unsur-unsur dalam
bidang ilmu pengetahuan untuk dapat diuraikan kendaunia nyata.

Berbicara tentang ilmu pengetahuan, Al Qur'an tef@mberikan kepada
manusia kunci ilmu pengetahuan tentang dunia déirakserta menyediakan
peralatan untuk mencari dan meneliti segala sesagdudapat mengungkap dan
mengetahui keajaiban dari kedua dunia itu (Rahrh@82: 12). Tidak diragukan
lagi bahwa Al-Qur'an dengan anjuran memperhatikean doerfikir yang
diulanginya beberapa kali menjadikan aktivitas istddn penelitian dalam
berbagai bidang sebagai sebuah keharusan bagi iglaat. Karena itu islam
memerintahkan manusia untuk beribadah dan berfikir.

Manusia telah diciptakan dengan kelebihan akal fda@man, mempunyai
peranan sangat penting untuk dapat menggali danamfaatkan segala bentuk
ciptaannya sebagaimana telah dijelaskan dalam ABQu Dengan semua
kelebihannya manusia berperan untuk mengembangkan pengetahuan.
Selanjutnya melalui aktivitas studi dan penelitigaimnanusia diharuskan mampu
memahami kebenaran Al-Quran. Dalam islam, seorangslim ataupun
muslimah diwajibkan untuk mencari ilmu walaupumpat untuk mencari ilmu

tersebut jauh.



Allah berfirman:

(2 hde <3 L G N
Artinya: “Dan janganlah kamu mengikuti apa yang kamu tidakmmeyai
pengetahuan tentangnya.” (QS. Al- Israa’: 36)

Ayat di atas menjelaskan bahwa Islam menghendattahyang dilandasi
oleh dasar pengetahuan yang benar, bukan atas td&idrmaupun perkiraan.
Sehingga menegaskan suatu sistem yang sempurnahéfgilan akal untuk
menyertakan metode-metode ilmiah dan penalaranmdaianjalankan tugasnya
yang telah tersebut di atas (Shihab, 2003: 465)mikKian halnya aktivitas
manusia dalam memahami konsep matematika memerisikatu pengetahuan
dasar sehingga mampu menangkap integrasi Al-Quidansains.

Sebagai sarana ilmiah, matematika merupakan saah disiplin ilmu
yang tidak hanya terdapat satu keilmuan saja dindiaya. Akan tetapi masih
terdapat ilmu-ilmu lain yang menjadi sarana keilmuzagi disiplin ilmu lain.
Untuk mengetahui semua itu kita sebagai pelajdeveajiban untuk mempelajari
berbagai ilmu sedalam-dalamnya. Matematika sebagaplin ilmu dikenal
sebagalQueen Of Sciencelan mempunyai cabang keilmuan seperti ilmu analis
maupun ilmu terapan.

Salah satu ilmu matematika yang termasuk di dalabarmg ilmu analisis
adalah integral. Seperti ilmu-ilmu yang lain diada matematika, teori integral
merupakan ilmu deduktif dan masih tetap berkemisaperti ilmu-ilmu lainnya,
baik dari segi teori maupun pemakaiannya.

Konsep integral selalu berdampingan dengan konsepedsial, sebab

integral merupakan kebalikan dari proses diferesnsidntegral ditemukan



menyusul ditemukannya masalah dalam diferensiasinaina matematikawan
harus berpikir bagaimana menyelesaikan masalah Yemgebalikan dengan

solusi diferensiasi. Proses pencarian nilai datbuab integral dinamakan

pengintegralanintegration). Lambang dari integral adalahﬁ .

Seorang matematikawan yang pertama kali menyusatu $eori integral
bernama Newton, yang selanjutnya diseteoti integral Newton Teori integral
Newton ini kemudian memicu perkembangan teori irstegang terbukti dengan
munculnya beberapa nama matematikawan seperti 8i&r(b/00-1783), Euler
(1707-1783), Cauchy (1789-1867), Riemann (1826-),86#eltjes (1856-1894).

Konsep integral yang pertama kali dikenalkan Newid®42-1722)
kemudian dikembangkan oleh P.Y.Lee pada tahun t@r@an mendefinisikan
Integral-J Selanjutnya B.H.Lim (1972) mempelajari dan menmaihabih dalam
mengenai Integral-J tersebut hingga didapatkatsif@ dari Integral-J.

Integral-J pada selanf, b] didefinisikan karena adanya syarat khusus
pada integral Newton di mana suatu fungsi yangtegral Newton pada selang
[a, b] haruslahdifferentiabledi setiap titik padda, b], sedangkan pada integral-J
tidak harus. Sehingga fungsi yang tidak terintegyfalvton bisa terintegral yaitu
dengan integral-J.

Suatu fungsi yang dapat diintegralkan disdbtegrable Sehingga suatu
fungsi yang dapat diintegralkan dengan Integrahpatl dikatakan terintegral-J
atauJ-Integrable Akan tetapi tidak semua fungsi dapat terintedrabebab ada
syarat-syarat khusus yang juga harus dipenuhi lsigardikatakan bahwa fungsi

tersebut terintegral-J atduintegrable



Berdasarkan pemaparan di atas, peneliti sangatiketntuk membahas

atau mengkaji lebih jauh tentang konsep Integrdda|a, b].

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut di atas, maksalah yang akan
dicari solusinya dapat dirumuskan sebagai berikut:
1. Bagaimana suatu fungsi dapat terintegral-J pada?

2. Bagaimana sifat-sifat Integral-J paldab|?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah diatas, maka tujuatitenadalah:
1. Untuk mengetahui suatu fungsi dapat terintegradbfa, b].

2. Untuk mengetahui sifat-sifat Integral-J pddab].

1.4 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari pembahasan masalah ini adekstyai berikut:

1. Manfaat bagi Penulis
Untuk memperdalam dan mengembangkan wawasanididiplu yang
telah dipelajari, khususnya Analisis untuk menghefiih lanjut tentang
Integral-J.

2. Manfaat bagi Pembaca
Untuk menambah khazanah keilmuan dan sebagaititédd pembahasan
yang bisa dilanjutkan atau lebih dikembangkan.

3. Manfaat bagi Instansi

Untuk menambah perbendaharaan karya tifigsh sehingga dapat



memberikan informasi ilmiah tentang ilmu Analisialam matematika

khususnya berkaitan dengan integral-J.

1.7 Batasan Masalah
Untuk menghindari agar permasalahan tidak semakéiuas, maka

pembahasan hanya dibatasi pada

1. Penjelasan konsep integral-J pada,b] dengan analisa definisi,
pembuktian teorema dan pemberian contoh saja.

2. Fungsi yang digunakan adalah fungsi polinomial

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalabtode "studi
literatur", sebab skripsi ini merupakan bentuk&ajiPengumpulan data dilakukan
dengan mencari bahan-bahan kepustakaan sebagaisdndeori yang ada
hubungannya dengan permasalahan yang dijadikark gayeelitian. Pembahasan
dilakukan dengan mempelajari berbagai literatuegepuku-buku cetake-book
karya tulis yang disajikan dalam bentuk jurnalol@m penelitian serta konsultasi
dengan dosen pembimbing. Kemudian data yang dikiapatkan di analisis dan
ditarik kesimpulan.
Langkah-langkah analisis:
1. Mengumpulkan bahan kajian dari literatur-literatur
2. Menyusun konsep atau pengertian Integral-J yangipatel definisi,
teorema serta sifat-sifat Integral-J pdaa]|

3. Menentukan syarat suatu fungsi yang terintegralehfm, b]



4. Memberikan contoh fungsi yang terintegral-J dangfinyang tidak
terintegral-J

5. Membuktikan teorema-teorema Integral-J ppda]

1.7 Sistematika Penulisan
Untuk mempermudah pembaca dalam memahami tulisamaka tulisan

ini akan dibagi ke dalam empat bab sebagai berikut:

BAB | PENDAHULUAN
Dalam bab ini dijelaskan latar belakang masalamusan masalah,
tujuan, manfaat, batasan masalah, metodologi piamelidan
sistematika pembahasan.

BAB Il KAJIAN TEORI
Dalam bab ini dikemukakan teori-teori yang melipigfinisi, teorema
dan contoh, ataupun hal-hal yang mendasari dandukeng
permasalahan yang dikaji.

BAB Il PEMBAHASAN
Dalam bab ini dipaparkan hasil-hasil kajian meli@rnalisis definisi
dengan memaparkan syarat suatu fungsi dapat gnahié padda, b],
identifikasi fungsi yang terintegral-J pafta b] dan fungsi yang tidak
terintegral-J padda, b], pembuktian teorema yang merupakan sifat-
sifat integral-J, serta pemberian contoh-contoh.

BAB IV PENUTUP

Dalam bab ini dikemukakan kesimpulan akhir danutian saran.



BAB Il

KAJIAN TEORI

2.1 Himpunan Denumerable dan Countable
Definisi 2.1.1

Misalkan A himpunan.

(1) A disebut finite (berhingga) jika A @ atau A = N, N, :=
{1,2,...,n}, untuk suatu ne N. Selain itu A disebutinfinite
(takberhingga).

(2) A disebudenumerablgenumerable) jika A N.

(3) A disebutountablejika A finite atau A denumerable

(Bartle & Sherbert, 2000:18).

Contoh 2.1.2
Misalkan S = {12, 22,32, ...} Maka fungsif (n) = n? adalah fungsi satu-
satu dariS padaN. Jadi S N dan dengan demikia® countable
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa himpunan bilanigalatZ adalah
countable Untuk menunjukkan bahw® =~ Z, dapat juga dilakukan
dengan menunjukkan bahw&a = N. Definisikan fungsif dari Z ke N

dengan

= , (N genap)

NS

f(x) =

— ("2;1) . (n ganiil)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Maka fungsif adalah bijeksi daff ke N. Dengan demikian, mak&a~ N.

JadiZ adalahcountable

2.2 Interval Susut (Nested Intervals)

Teorema 2.2.1

Bukti:

Jika I, = [a,, b,], n €N dan I,, 2 I,,,; untuk setiapn € N (interval

susut), maka

(]Qi@
n=1

LNLNL..NI, # 0
yaitu terdapat ¢ € R sedemikian hingga € I, untuk setiapn € N.
Selanjutnya, jika panjang}, = b,, — a,, memenuhinf{b,, — a,,:n € N} =

0, maka elemen berserikdt tersebut tunggalRiyanto, 2008:29)

Dibentuk himpunand = {a,;:n € N}. JelasA # @ sebaba; € A, dan
A c R. HimpunanA terbatas ke atas, sebgb= I,,,; untuk setiapr € N.
Sehingga diperoleh bahwa

a, <b,
untuk setiapn € N, yang berartib, batas atas\. Menggunakan Sifat
Lengkap R, maka supremunfA ada, yaitu terdapaf € R sedemikian
hinggaé = sup A. Jelas bahwa

ay <&
untuk setiapn € N. Selanjutnya, untuk sebarangn € N berlaku

an < apym < bpem < by, ataua, < b,



Hal ini berakibat
sup{a,:n € N} <b,, ataué < b,,
Karenaa,, < ¢ dan¢ < b,,, maka diperolehn,, < ¢ < b,, untuk setiap

m € N, berarti¢ € I,, = [a,, b,], untuk setiam € N. Sehingga

sef)n
n=1
FeLNLNI...N 1,

yang berakibatﬂ I, # @. Jikan = inf{b,:n € N}, maka dengan cara

n=1

yang sama (sebelumnya), diperoigk I,,, untuk setiapn € N. Sehingga

diperoleh

ne ﬂ L
n=1
EelNLNIz...NIy
Akan dibuktikan ketunggalannya, yaitu= ¢. Diambil sebarang > 0.
Jikainf{b,, — a,;: n € N} = 0, maka terdapat, € N sehingga
0<n—-&<bny—any<¢ atau0<n—<¢&<e¢

Karena berlaku untuk sebarang> 0, makan — ¢ = 0 ataun = ¢. Jadi,
terbukti bahway = ¢ € () I, tunggal.
=l

2.3 Himpunan Kekompakan

Koleksi himpunan bagian di dalamR disebutLiput (cover) himpunan

Ac R jika Ac UU . SetiapJ c ¢ sehingga3 masih meliputA disebutliput-
uc



bagian (subcover) himpuna. Jika setiap anggota itu merupakan himpunan

terbuka maka& disebutliput terbuka (open cover) himpunah.

Definisi 2.3.1
Himpunan Ac R dikatakan kompak(compac}t jika setiap liput
terbukanya memuat liput-bagian yang banyak angga@dnngga(Bartle,

1964:84).

Contoh 2.3.2
K = {x1,x5,%3,...,x,} € R merupakan himpunan kompak, sebab jika
3= {GC ;cE A } denganA himpunan indeks da6,. himpunan terbuka,

merupakan liput terbuka himpunéh Kc U G, dapat dipilih liput bagian
cOA

yang banyaknya anggota hingga, yaitu sebagai beftarenax; eK c

U G, tentu ada himpunarG; € I sehinggax; € G; untuk setiapi.
cA
diperoleh {G,G,, ...,G,} € 3 merupakan liput-bagian yang banyak

anggotanya hingga da&t= {x, x5, x3, ..., x,} C LnJ G..
=i,

Teorema 2.3.3

Jika Kc R kompak, maka K tertutup dan terbafBsirtle, 1964:84).
Bukti:

Dibuktikan dahuluK terbatas. Untuk setiap bilangane N dibentuk

himpunan terbukd,, = (-n,n). Jelas bahw& = {H,, ; n € N} merupakan

liput terbukaK sebabH,, terbuka untuk setiap danK c O H, . Karena

n=1

K kompak tentu ada c 3 yang banyak anggotanya hingga, tulis



c={Hy, Hy,...,H,}

sehingga

KcHy U Hy,U..UH,
Namakan

m = maks{ny, ny, ..., n, }
Diperoleh

Kec Hy, U Hy, U...UH, = Hpy = (-m,m
sehinggaK terbatas. Lebih lanjut diperlihatkan bahwaertutup atak®

terbuka. Untuk setiap € N danu € K¢ dibentuk himpunarG,, = {g €

R; |g —u| > %} Mudah dipahami bahw@&;, terbuka untuk setiap € N

dan{G, ;n = 1,2, ...} merupakan liput terbuka himpunan komg&akoleh
karena itu ada terdapat bilangan a&sl(seperti diatas) sehinggae I,
(c—6yp,c+6y) €cG. Hal ini berakibat G meliput I, N K, suatu

kontradiksi dan bukti selesai.

Teorema 2.3.4 (Teorema Heine-Borel)
Kc R kompak jika dan hanya jika K tertutup dan terbaid@artle,
1964:85).

Bukti:
(Syarat Perlu) terbukti berdasarkan teorema 2.3.3
(Syarat cukup) Andaikan tedapat liput terbuk® himpunan tertutup dan
terbatasK yang tak mempunyai liput bagian yang banyak arayyat

hingga. Karen& terbatas tentu ada bilangan nyata@ sehingga



Kc[-rr]=1

Diambil I; menjadi dua selang tertutudp’ dan ;" sehinggal;' N I;
mempunyai satu anggota. Sehinggamerupakan liput terbuk& n I,’
maupun K Nn1;". Tentu tidak terdapat liput bagian yang banyak
anggotanya hingga yang masih meligin I,’; demikian pula untuk
K nI,". Sebab jika ada untuk keduanya, gabungan dua tiggian itu
mednjadi liput bagiarK yang banyak anggotanya hingga. Jadi paling
tidak salah satk nI;" atauK N I;" yang tak terliput oleh liput bagian
yang banyaknya anggota hingga. Katakana yang didaksK n I;" dan
ditulis I, = I;". Potongl, menjadi dua selang tertutug danl," dengan
L' nI," sehingga sisngleton. Proses selanjutnya sepeatiadi dilakukan
terus menerus{l,,}merupakan barisan selang tertutup yang mepunyai
sifat-sifat/,,, c I, danlim,_|L,| = 0. Menurut teorema selang susut,
terdapat tepat satu titdkke R sehinggat € I,, untuk setiam . selanjutnya
merupakan titik limit himpunak, sebab untuk setiap bilangarn>0
terdapatl,, sehingga
CyE"l) EVlenYiic 1)

dan 3 tak mempunyai liput bagian yang bayaknya hinggagymasih
meliput I,, € K. Hasil ini berarti

Kn(c—-r,c+r)—{c}+0
atauc merupakan titik limit himpunaK yang tertutup. Sehinggae K.
Selanjutnya, karend liput terbuka himpunaK tentu adaG € 3 sehingga

c € G karenaG terbuka tentu adg sehingga



N.(c)=(c—r1yc+1y) G
dan karendim,,_,,|I,| = 0, m,aka terdapat bilangan dskehingga
cel,c(c—ryc+r)cG

Sehingga berakib& meliputi [, N K, suatu kontradiksi dan bukti selesai.

2.4 Barisan dan Limit Barisan
Definisi 2.4.1

Barisan bilangan Real adalah suatu fungsi yang fimtgkan pada

himpunanN dengan range dalamR (Riyanto, 2008:38).

Dengan kata lain, barisan dalakh mengawankan setiap bilangan asli
n=1,2,3,... kepada suatu bilangan real. JaN — R merupakan barisan, maka
biasanya dituliskan dengan nilai daripadan dengan notast,,. Barisan sering
dinotasikan dengaK atau(x,) atau(x,:n € N) atau{x,} atau{x,},>1. Apabila

diketahui suatu barisayj artinyaY = (yy).

Contoh 2.4.2
1. Barisan(x,) dengamx,=(—1)" adalah barisan -1,1,-1,1,-1,1,(=1)",...

1
211.

N | =

. 1 1 14
2. Barisan(x,) denganx, = on (2_" n € N) = g

Definisi 2.4.3 (Limit Barisan)
Diketahui (x,,) barisan bilangan real. Suatu bilangan realdikatakan
limit barisan (x,) jika untuk setiae > 0 terdapatK(¢) € N sedemikian

hingga untuk setiapn € N dengann > K(¢) berlaku |x, — x| < ¢

(Riyanto, 2008:39).



Jikax adalah limit suatu barisgm,, ), maka dikatakafx, ) konvergenke
x, atau(x,) mempunyai limitx. Dalam hal ini ditulislim,,_,.(x,) = x atau
lim(x,) = x ataux, —» x. Jika (x,) tidak konvergen, makdx,) dikatakan

divergen.

Teorema 2.4.4
Jika barisan(x,,) konvergen, makéx, ) mempunyai paling banyak satu
limit (limitnya tunggal)(Riyanto, 2008:39).

Bukti:

Andaikanlim,,_,., (x,) = x’ danlim,_,.(x,) = x" denganx’ # x". Maka

untuk sebarang > 0 terdapat’ sedemikian hinggéx, — x'| < g untuk

setiapn > K', dan terdapak" sedemikian hinggdx,, — x"| < Z untuk

setiapn > K". Dipilih K = maks{K’,K"}. Menggunakan Ketaksamaan
Segitiga, maka untuk > K diperoleh
|x" —x"| = |x" —x, + x, — x"

= |x" =2l & [x" — x|

Karena berlaku untuk setiap> 0,makax’ — x" = 0 yang berartk’ = x".

Kontradiksi dengan pengandaian. Jadi, terbukti lzalwitnya tunggal.

Teorema 2.4.5

Jika (x,) barisan bilangan real darx € R, maka empat pernyataan

berikut ekivalen.



a. Barisan(x,) konvergen ke.

b. Untuk setiape > 0 terdapatK € N sedemikian hingga untuk setiap
n = K berlaku|x,, — x| < e.

c. Untuk setiape > 0 terdapatK € N sedemikian hingga untuk setiap
n = K berlakux — e < x, < x + ¢.

d. Untuk setiap persekitaraif.(x) dari x, terdapatK € N sedemikian
hingga untuk setiap > K berlakux,, € V.(x) (Riyanto, 2008:40).

Bukti:

(@) = (b) Jelas (dari definisi)

)= |x,—x|<e & —e<x,—x<e S x—e<x,<x+E.

CO=2dx—c<x,<x+e = x,E(x—gx+e) & x, € V(x).

M=2@x,eV;(x)= x—ec<x,<x+e & |x,—x| <e.
Contoh 2.4.6

1
Tunjukkan bahwéaim,,_, ., 3 =0
Penyelesaian:
n

1 1
Akan ditunjukkan bahwéx,,) = ( ) konvergen ke O, yaitg — 0. Harus

dibuktikan bahwa untuk setiap> 0 terdapatK(¢) € N sedemikian

hingga untuk setiap € N dengam > K (¢) berlaku'% — 0| <e.

1
Ambil sebarange > 0, makaz > 0. Menurut sifat Archimedes, maka

1 1
terdapat K(¢) € N sedemikian hinggaz < K(¢), atau E <e.



1 1
Akibatnya untuk setiap > K(¢) berlakuE - O| = |;| = <

Jadi, terbukti bahwa untuk setigp> 0 terdapatK(¢) € N sedemikian

hingga untuk setiam € N dengann > K(¢) berlaku E — 0| < g, atau
_ 1
lim,,_, & 0.

2.5 Limit Fungsi dan Kekontinuan

Definisi 2.5.1
Misalkan fungsif: A € R - R dan € A. Suatu bilangan Red disebut
limit f di c jika untuk setiap bilangam > 0 terdapat bilangans > 0
sedemikian hingga jika x€eA dan 0<|x—c|<§ maka

lf(x) - LI <e

Jika L adalah limit dari fungsi f di c maka dapghkatakan f konvergen
ke L di c. DitulisL = lim,_, f(x) atauL = lim,_, f (Bartle & Sherbert,

2000:98).

Contoh 2.5.2
Tunjukkan bahwdim,._,. k = k, dengark konstan dam € R.
Penyelesaian:
Misal f(x):=k untuk setiap x € R, akan ditunjukkan bahwa
lim, .k =k. Diberikan &> 0 pilih § :=1 sedemikian hingga) <
[x —c] <1 maka |f(x) — k| =|k — k| =0<e. Karena untuk

sebarang > 0, dari definisi 2.5.1 didapatkdim,._,. f(x) = k.



Teorema 2.5.3
Jika fungsif:A € R - Rdang: A € R — R, untuk setiag € R berlaku
a. limy .k f(x) = k lim,_. f(x).
b. lim,,c f(x) + g(x) =lim,_c f(x) + limy,. g(x)

(Setiawan, 2004:4).

Bukti:
a. Misalkanlim,_,,. f(x) =L

Jika diberikane > 0, kita harus mendapatkad > 0 sedemikian

& &
hinggal < |x — ¢| < 6 berakiballf (x) — L| <— (mengingat— >0
g9 lx —c| i1/ (x) — L Ikl( ging m

juga).
Sekarang dengan telah ditetapk@&nkita dapat menyatakan bahwa

untuk setiapx yang terletald < |x — ¢| < 6 berlaku :
|k f(x) —kL| = |k||f(x) —L| < |k|% = &. Ini menunjukkan bahwa:

lim,_ . k f(x) =kL =klim,_,. f(x).

b. Andaikanlim,._,. f(x) =L danlim,_,. g(x) = M.
Jikae sebarang bilangan positif yang diberikan, m;aleaialah positif
Karenalim,_,. f(x) = L, maka terdapat suatu bilangan posatif
sedemikian hinggad < [x —c| < &; = |f(x)—L|< %

Karenalim,_. g(x) = M, maka terdapat suatu bilangan posfijf

sedemikian hinggdd < [x —c| <8, = |f(x) —M|< §



Pilin 6 = min{é;, 65}, yaitu pilih § sebagai yang terkecildi antada

dand,, makal < |x — c¢| < § menunjukkan

|(f) + g@) — W+M)| =(f(x) — L)+ (gx) — M)|

IA

|f (x) = L| +lg(x) — M|

£ Mg
<-t-=e
2 2

Jadilim,_. (f(x) + g(x)) =L+ M =lim,_,, f(x) +1lim,_,. g(x).

Definisi 2.5.4

Fungsif: A € R — R dikatakan
(i) Kontinu di (continous at) jika ce A Fungsif : A - R dikatakan
kontinu di ce A dengan c titik limit4, jika untuk setiap bilangan > 0
terdapat bilangané > 0 sehingga jikax € An Ng(c) dan [x —c| < &
berakibat f (x) € N.(f(c)) maka

lf(x) = fla)l <e
atau

limy,f(x) = f(c)
(i) Fungsi f dikatakan kontinu pada (continous on)B c A jika f

kontinu di setiap titik di BBartle & Sherbert, 2000:120).
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N fe)

Gambar 2.5.4.1 llustrasi Kontinu

Dari definisi tersebut secara implisit mensyaratikga hal agar fungsf
kontinu dic, yaitu:
(). f(c) ada atau terdefinisi
(i). lim,_,. f(x) ada, dan
(iii). limyc f(x) = f(c)
Jika salah satu dari syarat ini tidak terpenuhikarfatak kontinu (diskontinu) di
c. Jadi fungsi yang diwakili oleh grafik pertama dauua di atas tak kontinu di
tetapi kontinu di titik-titik lain di daerah asakyZuhair, 2009:2).

Berikut disajikan beberapa grafik, tetapi hanya figra(3) yang

menunjukkan kekontinuan di
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PNy~ ~

’ X->C X ->C
y lim fx) # fio)
X->C
1) 2 3

Gambar 2.5.4.2 llustrasi Fungsi Kontinu dan TidakKontinu

Contoh 2.5.5

x2+1
x-1

a. Fungsif dengan rumug(x) = diskontinu dix = 1 karengf (1)

tidak terdefinisi.

b. Fungsi konstarf(x) := k adalah kontinu pada.
Dari Contoh 2.5.2 jika € Rlim,_. f(x) = k. Karenaf(c) = k
makalim,._,. f(x) = f(c). Sehinggaf kontinu di setiap titikc € R.

Jadif kontinu padaR (Bartle & Sherbert, 2000:121).

Teorema 2.5.6
Misalkan fungsi dang kontinu di suate € A dank € R maka
a. f + g kontinu dic

b. kf kontinu dic (Bartle & Sherbert, 2000:125).
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Bukti:

a. Karenaf dang kontinu dic maka

f(e) =lim,,. f dang(c) =limy. g

(f +9)(©) = f(e) + g(o) = limy,¢ f +limy,c g = lim, . (f + 9)
Jadif + g kontinu dic.

Karenaf kontinu dic dank € R maka

f(e) = limy f

(kf)(c) =k f(c) = klimy¢ f = limy,c kf

Jadikf kontinu dic.

Teorema 2.5.7

Bukti:

Misalkan fungsy dang kontinu padad € R dank € R maka

a. f + g kontinu padad

b.

kf kontinu pada (Bartle & Sherbert, 2000:126).

Seperti pembuktian pada teorema 2.5.6 dan kgfeteng kontinu di
setiap titik did atauv ¢ € A makaf + g kontinu di setiap titikc € A.
Jadif + g kontinu pad&.

Seperti pembuktian pada teorema 2.5.6, kafekantinu di setiap titik
di atauVv c € A dan fungsi konstak kontinu padaR (Contoh 2.5.5)
makakf kontinu di setiap titik € A.

Jadikf kontinu pad&.
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2.6 Kontinuitas dalam Interval

Definisi 2.6.1
Fungsi f(x) dikatakan kontinu pada interval buk@z, b) bila f(x)
kontinu pada setiap titik di dalam interval tersébu Sebuah fungsi
f(x) dikatakan kontinu di dalam sebuah interv@l, b) jika dan hanya
jika lim,_,. f(x) = f(c) untuk a< ¢ < b (Murray, 1984:26).
Sedangkarf (x) dikatakan kontinu pada interval tutip, b] bila :
1. f(x) kontinu padga, b)
2. f(x) kontinu kanan dk = a (lim,_ .+ f(x) = f(a))
3. f(x) kontinu kiri dix = b (lim,_,- f(x) = f(b))
Bila f(x) kontinu untuk setiap nilai & R maka dikatakarf (x) kontinu di

mana-mana.

2.7 Fungsi Monoton

Jika suatu fungsi yang daerah asalnya berbentdngelmaka daerah
nilainya juga akan berbentuk selang. Kemonotonagdupada suatu selang dapat
dilihat dengan membandingkan nilainya di setiajk fitada selang itu. Secara
intuitif, suatu fungsi yang nilainya semakin besdalah monoton naik, sedangkan
fungsi yang nilainya semakin kecil adalah monotamirt. Selain itu dikenal juga
fungsi yang monoton tak turun dan monoton tak ndéé&monotonan fungsi pada

suatu selang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.7.1
Fungsif dikatakan:

* Monoton Naik pada selang | jika<v = f(u) < fW), Vuvel



* Monoton Tak Turun pada selang | jika<v =  f(u) < f(v),
Yuvel

¢ Monoton Turun pada selang | jilka<v = f(u) > f(w), Vuvel

* Monoton Tidak Naik pada selang | jikm<v = f(u) = f(v),

VY u,v el (Martono, 1999:65).

Contoh 2.7.2

1. Fungsif (x) = x3 monoton naik pad®, karenau <v = u® < v3,

Yuvel

. 1 1 1

2. Fungsif(x) = x monoton turun padR, karenau <v = - | < "
Yuvel

2.8 Turunan Fungsi

Istilah lain dari turunan suatu fungsi adalah d@ifesial. Proses penurunan
suatu fungsi disebut diferensiasi dan fungsi yamgatl diturunkan disebut
differentiable Dalam notasi matematika, salah satu simbol yanwinonya
dipakai untuk menyatakan turunan dari sebuah fuagsilahapostrofi maka
turunan darif adalahf’. Pengertian turunan suatu fungsi disusun berdasark
pengertian limit suatu fungsi di suatu titik. Sebagkibatnya suatu fungsi

memiliki sifat-sifat khusus di suatu titik jika mempunyai turunan di titik itu.

Definisi 2.8.1
Jika diketahui fungsf: 1 € R - R,c € [. Suatu bilangan Redl adalah

turunan darif di ¢, jika untuk setiap bilangasm > 0 terdapat bilangan



6 >0 sedemikian hingga jikax €l dan 0<|x—c|<§ maka

f&) = f(©)

X—C

—L‘<£

Dengan kata lairf differentiable dic, dan dapat ditulis

O i (’2 1) (Bartle & Sherbert, 2000:158).
. - 4 f)-f(0)
Jadi, menurut definisi tersebfii(c) =1lim,_, x—jlka limitnya ada.

Fungsif dikatakan mempunyai turunadifferentiablg di c jika f'(c) ada.
Dengan penggantian= c + h, yang mengakibatkan— ¢ & h - 0 dan x — c=
h turunan fungsf di c dapat dituliskan dalam bentuk:

flet+h)—f(c)
h

f'(c) =limy_, (Martono, 1999:84).

Gambar berikut memperlihatkan suatu geometri turdnagsif di titik c.

A
y
f ol T A .Garis
flct+h) | Singgung
{7 T e
0 Ic Ix > X
cth

Gambar 2.8.1.1 llustrasi Turunan Fungsif di ¢

Contoh 2.8.2

Jikaf(x) =x? — 3x , hitunglahf’(2).
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Penyelesaian:

foO-f2) . x2-3x+42
———= =lim,_,,
x—2

f(2) =lim,.,,

(x—2)(x—1)

=lim
X—>2 x—2

lim,,, (x—1) =1

Cara Lain :
2+h)—-f(2 2+h)%2-3(2+h)+2
f'(2) =limy,_,g M =limy_,o ( ) ( )
h h
. h?+h
1Hp 0 h

limp_o (h+1)=1

Teorema 2.8.3

Jika f differentiable di ¢ makg kontinu di ¢ (Parzynski & Zipse,

1982:128).
Bukti:
Dari definisi 2.5.4 bahwg kontinu dic jika lim,_,. f(x) = f(c) atau

ekivalen dengahim,._,. [f(x) — f(c)] = 0. Diasumsikary differentiable

di ¢, makalim,, [f(x) — £(¢)] = lim,_, L:’;(C) o
= lim,._,, [@)-7() Jdimy L. (x =)
X—C
=f'(c).0

=0

Jadi terbukti jikgf differentiabledi c makaf kontinu dic.
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2.9 Integral Newton
Integral Newton merupakan konsep integral yang apeat Kali
dikemukakan. Di sini akan dibahas definisi integratuk fungsif : [a,b] - R

yang terbatas.

Definisi 2.9.1
Suatu fungsi dikatakan dapat diintegralkan dengatedgral Newton
disebut ‘Newton Integrable’ atau terintegral-Newt@ada [a, b] jika
terdapat fungsi kontinu F sedemikian hinggéx) = f(x) untuk setiap x

dalam|a, b]. Dapat dituliskan
(N)] " = F(b) - f(a)(Naak-In, 1976:2)

Misal terdapat fungsi kontinu yang lathsedemikian hingga untuk setiap
x dalam[a, b] makaG'(x) = f(x). Sehingga
F-G)xX)=F'(x)-G'(x)=0
dan F(x) — G(x) merupakan suatu fungsi konstan.Oleh karena itu
F(b) —F(a) = G(b) — G(a)
Jadi dapat dikatakan setiap fungsi yang kontinleaddéewton Integrable

Contoh 2.9.2

1
Selesaikarj' xVx? +1dx
0

Penyelesaian:

Misalu = x? + 1. Makadu = 2x dx

1 1.1
Sehinggaj xVx2 +1dx = EJ. Vu du
0 0



= 5w,

=< 2+ VR  |,

= = [(@? + DVIZ D) - (02 + INOF T 1)]
== (2V2-1).

2.11 Kewajiban Mempelajari Imu Matematika

Kewajiban menuntut ilmu harus dilaksanakan olehapetuslim dan
muslimah karengertama Fardhu ‘Ain, yaitu kewajiban menuntut ilmu yang
melekat pada diri sendiri sehingga wajib melaksanaga. Ada ilmu-ilmu dalam
ajaran Islam yang wajib bagi setiap muslim dan imah mempelajari sekaligus
mengamalkannya. Seperti ilmu yang berkaitan defntgasah dan aqidah/akhlak.
Setelah belajar dan mengamalkan ilmu-ilmu yang &tk dengan masalah
ibadah dan agidah/akhlak kemudian bagaimana menib@nibadi yang Islami,
membangun keluarga yang sakinah dan cara beristedalam bertetangga dan
bermasyarakat agak kehidupan itu benar dan sesngad tuntunan ajaran Islam,
sehingga harus terus belajar supaya mengetahunyimuiBaru setelah itu seorang
muslim dan muslimah menambah pengetahuaan lainaygg perkaitan dengan
kebutuhan atau disiplin ilmunya.

Setiap manusia tentu memiliki kekhususan bidangfepro dalam
kehidupannya. Maka diwajibkan bagi seorang muslimmmperdalam yang

berhubungan dengan keahlian atau tugas kesehagiatungehingga diharapkan



setiap aktivitasnya sesuai dengan ajaran Islamrdedagka ibadah kepada Allah

SWT. Seperti dalam suréin-Nahlayat 43 sebagai berikut:

i o) F3T 1.

Artinya: “... maka bertanyalah kepada orang yang mempunyagetiuan jika
kamu tidak mengetahui.” (QS. An-Nahl : 43)

Kedua Fardhu Kifayah, yaitu kewajiban yang tidak semua orang harus
mempelajarinya, tetapi harus ada yang mewakilimga Bewajiban secara pribadi
menjadi gugur, meski secara pribadi dia tetap aelajenekuni spesialisasinya
sesuai minat dan kecenderungan pribadinya. Apagatua ilmu wajib dipelajari
oleh manusia? Jawabnya, yang wajib dipelajari gdiaanalkan adalah segala
ilmu yang bermanfaat untuk memikul tanggung-jawadik untuk kehidupan di
dunia maupun di akherat kelak sesuai dengan masodujuan penciptaannya
baik sebagai khalifah di muka bumi maupun untuk gaédi kepada Penciptanya.

Ada beberapa ilmu yang dikategorikan fardhu kifayamtuk
mempelajarinya. Jika salah seorang atau sejumlahgosudah mempelajarinya
maka kewajiban bagi yang lainnya menjadi gugur.a8letya, jika tidak ada
seorang muslim pun yang mempelajarinya semua ikemamggung dosanya
terutama pemerintah.

Allah berfirman dalam surdt-Taubahayat 122 sebagai berikut:
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Artinya: “Tidak sepatutnya bagi orang-orang yang mukmin pergi semuanya
(ke medan perang). Mengapa tidak pergi dari ti@ptigolongan di antara
mereka beberapa orang untuk memperdalam pengetameaeka tentang agama
dan untuk memberi peringatan kepada kaumnya apab#aeka telah kembali
kepadanya supaya mereka itu dapat menjaga diring@S. At-Taubah : 122)

Yang dimaksud fardhu kifayah di sini adalah tiapusgeu yang dibutuhkan oleh
umat islam dalam agamanya atau dunianya dengam fjaéendalami spesialisasi
dalam ilmu-ilmu alam seperti pertanian, perdagangemdidikan, kedokteran,
politik, teknik, olahraga, astronomi, matematikania, fisika, biologi, geologi,
budaya, kemiliteran dan profesi atau disiplin illainnya yang dibutuhkan oleh
kehidupan masyarakat di abad modern ini. Jadi mijapeilmu matematika
adalah fardhu kifayah, termasuk cabang keilmuadatamnya seperti analisis,
aljabar, geometri, dan sebagainya.

Dari sini dipahami bahwa ilmu yang dibutuhkan dalamenegakkan
segala urusan dunia bernilai fardhu kifayah. Jiéanga hal ini tidak ada yang
menguasainya maka akan muncullah masalah ataudkesubagi mereka. Tetapi
bila telah ada seseorang yang melakukannya makarlghgkewajiban itu.
Sesungguhnya Islam adalah agama yang menghargaipgmgetahuan. Dalam
Islam, menuntut ilmu itu hukumnya wajib, bahkanahllISWT dalam Al-Qur'an
memberikan penghormatan dengan meninggikan oramgoryang berilmu
dibandingkan orang-orang awam beberapa derajatnéedi, 2009)

Dalam Al-Qur’an surat Al-Mujadillah ayat 11 disekah bahwa

) 44;1.4
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Artinya: “...Niscaya Allah akan meninggikan orang-orang yangirban di
antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu pengethbeberapa derajat” (QS.
Al-Mujaadilah : 11)



Jika kita ingin selamat di dunia harus dengan ildika kita ingin selamat
di akherat haruslah dengan ilmu. Jika kita ingiarsat di dunia dan akherat juga
harus dengan ilmu. Untuk itu kita tetap harus laeltgntang Islam, belajar Islam

secara benar. Allah SWT berfirman:
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Artinya: “... Katakanlah : Adakah sama orang-orang yang tidakngetahui
dengan orang-orang yang mengetahui? Sesungguhnyangeasrang yang
berakallah yang dapat menerima pelajaran” (QS. Aavar : 9)

2.12 Konsep Matematika dalam Al-Qur’an

Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yamgtutikan semua
manusia dalam kehidupan sehari-hari baik secargsleny maupun tidak
langsung. Matematika merupakan ilmu yang tidalepa$ dari alam dan agama
semua itu kebenarannya bias kita lihat dalam AlQurAlam semesta ini banyak
mengandung rahasia tentang fenomena-fenomena &&mun keberadaan
fenomena-fenomena itu sendiri hanya dapat diketaleh orang-orang yang
benar mengerti arti kebesaran Allah SWT (Rahma@y 20.

Sumber studi matematika, sebagaimana sumber ilmgepehuan dalam
islam, adalah konsep tauhid, yaitu Ke-Esaan Alldamun, Al-Qur'an tidak
mengangkat metode baru atau teknik baru dalam latags, melainkan telah
menunjukkan tentang adanya eksistensi dari sesgmtg ada di balik alam
semesta dengan cara yang sama seperti yang ikkanjunengenai eksistensi

dari alam semesta itu sendiri (Rahman,1992:15).



Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep maltammeskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu atian Aemesta serta segala
isinya diciptakan Allah dengan ukuran — ukuran yaegmat dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengansumus serta persamaan
yang seimbang dan rapi (Abdusysyakir,2007:79).

Dalam Al-Qur’an surat Al-Qamar ayat 49 disebutkan
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Artinya: “...Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuaturoterkuran.”
(QS. Al Qamar : 49)

Demikian juga dalam Al Quran surat Al-Furgan ayat 2
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Artinya: “...Dan Dia Telah menciptakan segala sesuatu, @ia menetapkan
ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya.” (QS. Ardan : 2)

Semua yang ada di alam ini ada ukurannya, adadatuhitungannya, ada
rumusnya, atau ada persamaannya. Namun rumus-ryang ada sekarang
bukan diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah déigan. Manusia hanya
menemukan dan menyimbolkan dalam bahasa matemghiidusysyakir, 2007:
80). Jadi matematika sebenarnya telah ada sejakrza@ahulu, manusia hanya
menyimbolkan dari fenomena-fenomena yang ada de¢dmadupan sehari-hari.

Salah satu contohnya seperti yang terkandung dsuaat Al Bagarah ayat

261 berikut.
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Artinya: “Perumpamaan (nafkah yang dikeluarkan oleh) oramgng yang
menafkahkan hartanya di jalan Allah adalah serumaghn sebutir benih yang
menumbuhkan tujuh bulir, pada tiap-tiap bulir semstbiji. Allah melipat

gandakan (ganjaran) bagi siapa yang dia kehendaen Allah Maha luas
(karunia-Nya) lagi Maha Mengetahui.” (QS. Al -Bagér: 261)

Pada QS. Al Bagarah ayat 261 tersebut, nampak jeddsva Allah
menetapkan pahala menafkahkan harta di jalan Al&aigan rumus matematika.
Pahala menafkahkan harta adalah tujuh ratus katiard matematika, diperoleh
persamaan

y =700 x
denganx menyatakan nilai nafkah dgnmenyatakan nilai pahala yang diperoleh
(Abdusysyakir, 2007: 81). Sebenarnya sejak dahwland Al-Quran telah
terkandung konsep-konsep matematika, hanya sajgaharang-orang yang

berilmulah yang dapat mengambil pelajaran.
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3.1 Definisi Integral-J
Integral-J didefinisikan setelah munculnya konsepdep integral, salah
satunya yakni integral-Newton. Dalam hal ini ak@fechukakan definisi Integral-
J suatu fungsf : [a, b] = R.
Definisi 3.1.1
Suatu fungsif dikatakan terintegral-J padda, b] jika terdapat suatu
fungsi F kontinu padda, b] sedemikian hingg&’(x) = f(x) (hampir di
mana-mana).

Integral-J dari suatu fungsi padala, b] didefinisikan:
b
(9)] f = F®) - F(a) (Naak-In, 1972:5).

Suatu fungsi yang dapat diintegralkan dengan Jjtatedisebut J-

integrableatau terintegral-J. Funggiadalah fungsi yang terintegral-J dan fungsi

F disebut fungsi primitif darf.
Dari definisi di atas dapat dituliskan bahwa suangsif dapat dikatakan
terintegral-J padfa, b] jika memenuhi syarat:
a. Terdapat fungsF kontinu padda, b], di manaF'(x) = f(x)
b. F'(x) = f(x) hampir di mana-mana
Contoh 3.1.2
1. Tunjukkan apakalfi(x) := x? terintegral-J padg0,1]?

Penyelesaian:
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a. Akan ditunjukkan apakah terdapat fungsi kontnpada[0,1].

KarenaF'(x) = f(x) (dari definisi 3.1.1) diperoleR'(x) = x?

1
SehinggaF (x) = 3 x3+C.

“FungsiF (x) kontinu padda, b] jika lim,_,. F(x) = F(c) untuk

a<c<b; lim,,,+F(x)=F(a)dan lim,_,- F(x) = F(b)"(Definisi

2.6.1).

(i)

Akan ditunjukkan bahwlm,_,. F(x) = F(c)

Ambil sebarang di manad < ¢ < 1.

\ ) 1
Misal c = % di mana < % < 1, makalim,_,. %x3 +C= 3 ©*+c¢C
1N ! 13 1/(1)\?
Dan untukc = 5 diperolelim_ 1 -x°+C==-{=) +¢C
X=> 3 3\2

1
=—4C
24

Sehingga memenuhim,,_,. F(x) = F(c) untuk0 < ¢ < 1 atauF(x)

kontinu padg0,1).

(i) Akan ditunjukkan bahwlm, _, + F(x) = F(a)

Untuka = 0, diperolehim, o+ 52 + € = 3(0)* +C = €

Sehingga memenuhim,,_,y+ F(x) = F(0) atau kontinu kanan

dix =0.

(iii) Akan ditunjukkan bahwlim,._,,- F(x) = F(b)

. 1
Untukb = 1, diperoleHim,_, - %x3 +C= %(1)3 +C = 3t c



Sehingga memenuhim,_,;- F(x) = F(1) atau kontinu kiri dix = 1.

Maka fungsiF (x) kontinu padd0,1].
b. Akan ditunjukkan apakaF (x) = f(x) hampir di mana-mana.
KarenaF (x) = f(x)

x? =x? ,vx€[0,1]

BerartF (x) mempunyai turunan di maéa(x) = f(x), di setiap titik
padaf0,1].

~ Jadif (x) terintegral-J padg0,1].

2. Tunjukkan apakaly (x) := 2x3 + 3 terintegral-J padf0,1]?

Penyelesaian:

a. Akan ditunjukkan apakah terdapat fun@skontinu padd0,1].
KarenaG'(x) = g(x) (dari definisi 3.1.1) diperole@'(x) = 2x3 + 3
SehinggaG (x) = %x‘* +3x + C.

“FungsiG (x) kontinu padda, b] jika lim,_,. G(x) = G(c) untuk
a<c<b; lim,,,+Gx) =G(a)dan lim,_,- G(x) = G(b)"(Definisi
2.6.1).

(i) Akan ditunjukkan bahwém,_,. F(x) = F(c)

Ambil sebarang di manad < ¢ < 1.

Misal ¢ = % di mana < % < 1, mak

lim,_,. 5X +3x+C=E(c) + 3(c)+C

limx_)%%x4+3x+c=%(%)4+ 3(%)+C =%(%)+§+C= Fraas



Sehingga memenuhim,._,. G(x) = G(c) untuk0 < ¢ < 1 atauG(x)
kontinu pad&0,1).

(i) Akan ditunjukkan bahwlm, _, + F(x) = F(a)
Untuka =0
diperolehlim, o+ 5x* +3x + € = 2(0)*+ 3(0) +C=C
Sehingga memenuhiim,_,,+ G(x) = G(0) atau kontinu kanan di
x = 0.

(iii) Akan ditunjukkan bahwdm,._,,- F(x) = F(b)

Untuk b = 1, diperoleHim, ;- ~x* +3x + € = ~(1)* +3(1) + €

7
—§+C

Sehingga memenuhim,,_,;- G(x) = G(1) atau kontinu kiri dix = 1.
Maka fungsiG (x) kontinu padd0,1].
b. Akan ditunjukkan apakaéi'(x) = g(x) hampir di mana-mana.
KarenaG '(x) = g(x)

2x3+3 =2x3+3 ,Vx €[0,1]

BerartiG(x) mempunyai turunan di maid(x) = g(x), di setiap titik
padaf0,1].
=~ Jadig(x) terintegral-J padg0,1].

3. Tunjukkan apakah(x) = \/i; terintegral-J padp-1,1]?

Penyelesaian:

a. Akan ditunjukkan apakah terdapat fungsikontinu padd4—1,1].



KarenaH '(x) = h(x) (dari definisi 3.1.1) diperoleH (x) = \/%

SehinggaH (x) = 2v/x + C.

“FungsiH (x) kontinu padda, b] jika lim,_,. H(x) = H(c) untuk
a<c<b; lim,,+H(x)=H(a)dan lim,_,- H(x) = H(b)"(Definisi
2.6.1).

(i) Akan ditunjukkan bahwéim,_,. F(x) = F(c)

Ambil sebarang di mana—1 < c < 1.

Misal c = —% di mana-1 < —% < 1,makalim,_. 2v/x + C = 2/c + C

Dan untukc = —% 1 diperoIeHimxﬁ_l 2dx +€=2 /—% +C¢R
2

Sehingga untukc = H(x) tidak mempunyai limit. Maka tidak

1
-,
memenuhilim,._,. H(x) = H(c) untuk —1 < ¢ <1 atau H(x) tidak

kontinu pada—1,1).
KarenaH (x) tidak kontinu pada(—1,1) makaH(x) juga tidak kontinu
pada[—1,1].
. Akan ditunjukkan apakaH (x) = h(x) hampir di mana-mana.
KarenaH (x) = h(x)

, hampir di mana-mana untuke [0,1]

><|"‘
><|"‘

h(x) tidak terdefinisi dix = 0 danx = —1 makah(x) tidak mempunyai

turunan di x =0 dan x =—1. Jadi h(x) mempunyai turunan di



manaH’(x) = h(x), hampir di mana-mana padla1,1] sebabh(x) tidak
mempunyai turunan di = 0 danx = —1

=~ Jadih(x) tidak terintegral-J pada-1,1].

Teorema 3.1.2
Fungsi F terdeferensial hampir di mana-mana dantku padala, b].
Jika F'(x) = 0 hampir di mana-mana. padfz, b], maka F fungsi tidak
turun pada|a, b].

Bukti:
Fungsi S adalah himpunan semua titii mana turunar’(x) tidak ada
dan jika adaF’(x) < 0. Dengan mengasumsikan S adatalintabledan
dinotasikan S =X, x,,..., x,}. Kemudian mengkonstruksi liput terbuka
[a, b],ambil sebarang > 0 danx € [a, b]. Jikax € S, F'(x) = 0, maka
pilih §(x) > 0 sedemikian hingga karemae [a,b] makaa < x < b dan
lu —v| =6(x), u,v € [a,b] makau < X< v

X-0(x) <u<x<v<x+d4d(x)

Untukv > x — §(x) atauv — x > —§(x)

F'(v) = fﬁi:iﬁ > —6(x)
F(v)—F(x) €
v—x 2(b—a)

Untuku < x + §(x) atauu — x < §(x)

_p(y) = ST (’2:5(”) > —8(x)



F(x)—F(u) £
xX—-u 2(b—a)

Sehingga
Fw)—Fw) = {Fv) - Fx)} +{F(x) - Fw)}

_ e(v—x) _ e(u—x)
2(b—a) 2(b—a)

_ e(v—x)—e(u—x)
2(b—a)

_ 2e(v—u)
2(b—a)

M e(v—u)
N

KarenaF kontinu dix =x, ,n=1, 2, ... pilihd(x,) sedemikian hingga
untuk

o A0 < IR o I RN

B 56| £ 2n£+1 ......................... 2)

yang merupakan keluarga dari semua interval bxkas(x), x + §(x))
membentuk suatu liput terbuk#a,b]. Dari Teorema Heine-Borel

(Teorema 2.3.4) bahwa terdapat suatu liput-bagsaug yerhingga. Maka

sedemikian hinggd (y;) — F(y;—;) memenuhi pertidaksamaan (1) dan

(2). Akibatnya

n

F(B)—F(@) = Y (FO0) = Fip)} > -e.

i=l



Karena untuk sebarang F(b) — F(a) = 0. Dengan cara yang sama
didapatkanF (v) — F(u) = 0 atauF(u) < F(v) untuka < u<v< b,
makaF tidak turun.
Teorema 3.1.3
Jika F kontinu padda, b] danF'(x) = 0 hampir di mana-mana, maka F
konstan

Bukti:

Dari Teorema 3.1.2 didapatkéntidak turun. Karena-F'(x) = 0 hampir
di mana-mana, sehingga dari Teorema 3.1.2 pulgdillan + juga tidak
turun atauF tidak naik Suatu fungsi yang tidak turun dan Ridaik

adalah fungsi konstan.

3.2 Sifat — Sifat Integral-J pada f, b]
Teorema 3.2.1(Sifat Ketunggalar)

Fungsi primitif F dari fungsi yang terintegral{J adalah tunggal

Bukti:

Ambil F; dan F, adalah fungsi kontinu sedemikian hing§a (x) =
F',(x) = f(x) hampir di mana-mana. Untuk fundgi— F, diperoleh
(Fi — F,)’(xX) =F';(x) — F';(x) =0 hampir di mana-mana.
Dari Teorema 3.1.3F; — F, adalah konstan, dapat ditulis
F, — F, =C, sehingg#; =F, + C
F;(b) — Fi(a) =F,(b) + C — (F;(a) + ()
FAb) + C —F,(a) = C

FAb) — F5(a)



JadiF; = F,, maka fungsi primitifF dari fungsi yang terintegral-J adalah

tunggal.

Teorema 3.2.Sifat Keterbatasan)
Fungsi F adalah terintegral-J pada, b]. Jika|f (x)| < M untuka < x <

b maka

(J)jb f(x)dx| < M(b - a)

Bukti:

Dengan menggank pada Teorema 3.1.2 dengan
M(b - a) + (3)[ " Fwdu

Diberikanf,,, n =1, 2, .... , adalah terintegral-J pgdab] dengan fungsi
primitif £,, n=1, 2, .... .Barisanf,} dikatakan konvergen total ke fungSipada
[a, b] jika terdapat suatu himpunan bagieountableD padala, b] sedemikian
sehingga kondisi seperti berikut dipenuhi:

1. Untuk setiapx € [a,b] — D), terdapat suatu persekitarbifx) sehingga
barisan §,} konvergen seragam k&padaN(x)— D.

2. Untuk setiapx € D, terdapat suatu persekitardifx) sedemikian sehingga
barisan §;,} konvergen seragam pad¥{x).

Karena {f,} konvergen seragam k¢, maka akan konvergen total dengan

himpunan D menjadi kosong.

Teorema 3.2.3

Diberikanf,, n=1, 2, ...., adalah terintegral-J pada, b].



Bukti:

Jika barisanf,, konvergen total ke suatu fungsi pada[a,b], maka f

adalah terintegral-J padéa, b] dan untuk > [a, b], berlaku

X

limyyeo (3) j:fn =Q)] f

a

DiberikanF, merupakan fungsi primitif dayj,, untuk setiam.
Asumsikan bahwd, (a) = 0 untuk setiap. Diberikan
E ={ € [a,b]; E,(x) konvergen}
Karenaf, konvergen total ke , terdapat suatu himpunaantable D
sedemikian hingga kondisi (1) dan (2) dipenuhi. &agituliskan D< E,
dan untuky € D terdapat suatu persekitard(y) < E. Diberikanye E — D.
Maka terdapad > 0 sedemikian hingg#, konvergen seragam kepada
(y—=6,y+6)—D. Dari Teorema 3.2.2 didapatkan untuk setigply —46,
y+d)
|F () = Bn(x) = {F,(y) — En ()}
< |x =yl sup{lFu(2) = Fn(@)|; z€ (y- 8,y + §)- D}
< 8 sup{|F,(2) = Fn(@)|; z€ (y- 6,y + 6)- D}
KarenaF, (y) konvergen mak&, (x) konvergen untuk setiape N(y).
Begitupula jika terdapat; € N(y) sedemikian hingg#,(x,;) konvergen,
maka F,(x) konvergen untuk setiag € N(y). Oleh karena itu telah
dibuktikan bahwa untuk setigpe [a, b], terdapaiN(y) sedemikian hingga
jika {F,(x)} konvergen di titikx manapun padbi(y), maka{F,(x)} juga

konvergen di setiap titik pada,fp]. Jadi E adalah terbuka.



Selain itu jikay € E , maka setiap persekitardy) memuat
sebuah titik di E dan oleh karenanya E. Jadi E tertutup.

Tetapia € E, karend;,, (a) = 0 untuk setiam, maka E tidak kosong
serta himpunan terbuka dan tertutup[@ib]. Karenanya E Fa, b] dan
[a, b] terhubung. Telah ditunjukkan bahwa untuk sexig[a, b], {F,(x)}
konvergen seragam pada beberapa persekitgr&arenala, b] tertutup
dan terbatas, mak@F,(x)} merupakan kompak dimana menunjukkan
bahwakF, (x) konvergen seragam ke fung&{x). SehinggaF kontinu di
mana-mana pada, b].

Sekarang akan ditunjukkan bahWgx) = f(x) hampir di mana-
mana padda, b]. Untuk setiapx € [a,b ]— D dan terdapat; > 0, dan
r > 0 dan suatu bilangan bulat positif, sedemikian hinggan > n, dan
n = ng,

|fm(2) — fn(2)|] < & untuk sebarang z dik[-r ,x+r]—-D
selain itu
IfG) — (] < &
Dari Teorema 3.2.2 diperoleh untuk setye[ x—r ,x+r]—D
IF) = F() = (fn () = fin (X))

<|ly—x| Sup{|F(z) —E.(2)|; ze (x—7r, x+71)- D}

< & ly—x|
Di sisi lain, untuk setiap > n, terdapat 6< r' < r sedemikian hingga

untuk|y — x| <r maka



Fn(y)—Fy
O 0| < a

|F.(y) = Fu(0) = fu )y = x)| < & |y — x|

Ini menunjukkan bahwalF(y) — F(x) — F()(y — %)

= |[(FO) = B0 + B (y) = B (x) + Fy(x) — F(x)) + (fu(x)(y — x) —
[ =2 = f & = )]

= |[(FO) ~ B0 + B(y) — B,(x) + F(x) = F(x)) = fu() (v — %) +
LOG -2 - f@) @ -

= |[(FO) = F(x) = B,(0) + Fu(x) + B () = B() — fo()(y = x) +
(f () = FCN & = )|

< [FQ) —F(x) — (F,(0) — B,CO)| + E() — B (o) = fu()(y — 0| +
/() — O |y — x|

Segly—xl+ely—xl+ly—xleg

< 3g |y — x|

Teorema 3.2.4(Sifat Kelinieran)
Jika f dang adalah fungsi yang terintegral-J pada, b], makaf + g

dankf, juga terintegral-J, dan
@ O] (O +gendx= ()] fadxr+ ()] gbodx

@ ()] kfGodr= k (3)] fFGdx, untuk setiap kR,
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Bukti :

(1)

2)

Karenaf dan g terintegral-J padaa, b], maka adaF dan G yang
merupakan fungsi primitif darff dang. F(x) + G(x) kontinu pada
[a, b] dan

(F +G) (x) = F'(x) + G'(x), hampir di mana-mana.

Sehingga
BLHE) (x)=Fikx) + 6'(x)

= f(x) + g(x), hampir di mana-mana.
Jadif + g juga terintegral-J dan
O] @+ gedx = FB)+ 66) - F(@ - 6(@)

F{b) — F(a) + G(b) — G(a)

:(J)j: £ dx + (J)j: g(x)dx

F adalah fungsi Primitif maka

(k F)'(x) = k F'(x) = k f(x), hampir di mana-mana.
Jadik f juga terintegral-J dan

(J)jb k f(x)dx = k F(b) — k F(a)

a

=k (F(b) = F(a))

=k (J)Ib f(x)dx

Contoh 3.2.5

1. Tunjukkan bahwdo1 (2x3 +x* +3)dx = fol x? dx + fol 2x3 +3dx ?



Penyelesaian:
Misal f(x) = x? dang(x) = 2x3 + 3

Karena f(x) dan g(x) terintegral-J padd0,1] maka adaF(x) danG(x)
fungsi primitif f(x) dang(x) di manaF(x) = §x3 dan G(x) = %x4 + 3x

(pembuktian pada contoh 3.1.Z)x) danG(x) kontinu padd0,1] sehingga
F(x) + G(x) juga kontinu pada[0,1] dan (F + G)'(x) = F'(x) + G'(x),

hampir di mana-mana (Lihat Teorema 2.5.7). Maka

Flx) + G(x) = (F + G)(x) = -;'x4 + §x3 + 32, sehingga

F+6)(x)=2x3+x*+3
=x% 4 (2x3 + 3)
Hx) + g(x) hampir di mana-mana.

Jadix? + (22 + 3) juga terintegral-J dan
(J)j: (x? + 263 + Ddx = 2% +2x* +3x |

5 13) + (3.1 +3.1)] - [(5.0%) + (5.0* + 3.0)]
5.13) = (53.0%)] +[(3.1* +3.1) = (5.0* +3.0)]
=(32° o) + (3= 43¢ 1)
= (J)[: (x?)dx + (J)j: (2x° +3)dx

2. Tunjukkan bahwdo1 32x3+3) dx = 3f01 2x3 +3dx ?

Penyelesaian:



Misal f(x) = 2x3 + 3dank = 3, k € R.

Karenaf(x) terintegral-J pad§0,1] maka ada (x) fungsi primitif f(x) di
1
manaF (x) = 5x4 + 3x (pembuktian pada contoh 3.1.Z)(x) kontinu pada

[0,1] dank € R sehinggakF(x) juga kontinu padd0,1] dan (kF)'(x) =

kF'(x), hampir di mana-mana (Lihat Teorema 2.5.7). Maka

kF(x) = (kF)(x) = 3 (%x4 + 3x) = %x“ + 9x , sehingga

(kF)'(x) = 6x3+9
=3(2x3 + 3) = f(x) + g(x) hampir di mana-mana.

Jadi3(2x® + 3) juga terintegral-J dan

(J)j: 3(2x +3)dx = Sx* + 9% i
- [ +o)-[Goo#0)
1t a1) - Gt a0)
2]t a1)- (ot 20)

E.
1 4 1
3<§x + 3x ‘0>

=3(J)j:2x3+3dx

Teorema 3.2.6(Sifat Perbandingan)
Jika f dang adalah fungsi yang terintegral-J pada b] danf(x) <

g(x) hampir di mana-mana, maka



(J)_[b fl)dx < (J)jb g(x)dx

Bukti :
Diketahui fungsif (x) < g(x) hampir di mana-mana, maka

f(x)—g(x) <0 atau g(x) — f(x)= 0

Sehinggag(x) — f(x) = 0 juga hampir di mana-mana. Sehingga dari

Teorema 3.1.2 didapatkan

()] @ - FeaDdx = 0

Dan dari Teorema 3.2.4 didapatkan
()" @G - feax = (3)[" gedx— (3)] fGdx = 0
(\])jb flodx < (J)Ib g(x)dx

Teorema 3.2.7

Jika f dan|f| adalah fungsi yang terintegralfadala, b], maka

(J)Ibf(x)dx < (J)jb|f(x)|dx

Bukti :

Karenaf (x) < |f(x)| padd[a, b], dari Teorema 3.2.6 didapatkan

(J)_[bf(x)dx < (J)jb If ()] dx

Sehingga—f(x) < |f(x)| untuk setiax € [a, b]. Dari Teorema 3.2.4 dan

3.2.6 didapatkan
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b b b
~(3)] f@dx = Q)] fedx < Q) IfG)dx]
Perlu dicatat bahwgf | belum tentu terintegral-J ketilfa terintegral-J.

Teorema 3.2.8(Teorema Interval)

Jika f adalah fungsi yang terintegral-J padla, b] maka
O)[" r@dx = Q)] feax + ()] f@adx , veelab)

Bukti :
KarenaF adalah fungsi primitif darf, maka ambil sebarang & [a, b]

sedemikian hingga

(J)j: F(x)dx = F(b) — F(a)
=F(b) — F(c) + F(c) — F(a)
=(0)]° reoax + (0)[" reoax
Akibat 3.2.9
Jika f fungsi yang terintegral-J pada, b], maka

(J)Ib f)dx = —(J)jb FOO)dx

Bukti :

KarenaF adalah fungsi primitif darf, maka

(J)jb f(x)dx = F(b) — F(a), atau

(J)j: FG)dx = F(a) — F(b),



Sehingga(J) j i F(x)dx =F(b) — F(a)
=—(F(a) — F(b))
:—(J)jb f(x)dx

Teorema 3.2.10
Jika f dan g adalah fungsi yang terintegral-J pada,b] dan f =g

hampir di mana-mana, maka

(9) j: fGdx = (3) j: g0 dx
Bukti:
Diberikan F yang merupakan fungsi primitif dafi dan F'(x) = f(x)
hampir di mana-mana., karenfa=g maka F'(x) = g(x) hampir di
mana-mana. Dari sifat ketunggalan integral-J seperhg dijelaskan

sebelumnya, diperoleh

O)[ fedx = (0)]" g

3.3 Keterkaitan Analisis Integral-J dengan Al-Qur’an

Menuntut ilmu adalah suatu kewajiban bagi umatmsl&da berbagai
macam cara yang dilakukan untuk mendapatkan ilmuandaranya dengan
membaca, meneliti, dan sebagainya. Dalam suratlddrAllah memerintahkan

kita untuk membaca, yakni sebagai berikut



SENT&k55 3T gl Je oy Gl 10 3l sl 85 oL T3

o ray _ ee T P> P [
L@ - - Y P e - _ -\J
3 e 0 G T A o L e i

Artinya: “Bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu yang Méian. Dia
Telah menciptakan manusia dari segumpal darah. Bdcadan Tuhanmulah
yang Maha pemurah. Yang mengajar (manusia) dengaanparan kalam. Dia
mengajar kepada manusia apa yang tidak diketahti(@&. Al-Alaq : 1-5)

“Igro™ Bacalah, demikian setiap insan diperintamkaleh sang penguasa
Semesta. Dan kita dituntut untuk mencoba memalarantelaksanakan serta mengambil
hikmah dari perintah tersebut. Membaca di sini blda perintah untuk sekedar
membaca biasaSeorang mufasir terkemuka, Quraish Shihab dalasirtal Mishbah
mengartikaniqro’ secara istimewa yaitu kegiatan aktif yang melippgmbaca teks,
membaca realitas, memahami, meneliti atau risef, daaknaiqro’ itu teramat luasnya
sehingga meliputi dimensi tekstual (buku) dan kesstean (jagat alam). Artinya
membaca di sini diwarnai dengan semangat dayayakig total-menyeluruh, mengingat,
menganalisa dan bahkan membayangkan sebuah langkak mengatasi sebuah
permasalahan.

Menurut Ir. Bekti Hermawan Handoyo dalam bukunyang berjudul
Matematika Akhlak,igqro’ sebenarnya bermakna sampaikan, telaah, membaca,
mendalami, meneliti, mengkaji, mengetahui cirifgia, dan sebagainya. Kegiatan
mengkaji, mengetahui ciri-cirinya serupa denganidteg analisis. Di mana
dalam pembahasan skripsi ini dilakukan dengan emaganalisa. Objek yang di

teliti, dikaji dan di analisa adalah integral-J.



Integral-J mempunyai ciri-ciri atau sifat tertentang membedakannya
dengan integral yang lain. Pengkajian serta andllagukan untuk membuktikan
teorema-teorema pada integral-J. Sehingga dapethdiiki bagaimana sebenarnya
konsep integral-J itu.

Pada bab sebelumnya telah dijelaskan bahwa mermapeldmu
matematika hukumnya fardhu kifayah, bukan berareskipun telah ada
seseorang yang mempelajarinya akan gugur kewaybag lainnya. Sebab kita
sebagai generasi matematikawan haruslah semaliacteuntuk memperdalam
ilmu kita khususnya matematika dalam mengkaji dametiti hal-hal yang baru
di antaranya seperti integral-J .

Pembahasan mengenai integral-J dilakukan dengamganalisa definisi
dan teorema yang telah ada dalam literatur. Défth@nalisa untuk mengetahui
bagaimana fungsi yang terintegral-J dan yang titaikntegral-J. Setelah itu
teorema-teorema dibuktikan sehingga dapat diket@hatau sifat-sifat integral-

J itu sendiri. Dengan demikian, hal ini sangat aedengan firman Allah dalam
surat Al-Alaqg yang telah disebutkan sebelumnyandna Allah memerintahkan
kita sebagai umat dengan kalinngito’. Igro’ dalam arti bukan sekedar membaca,
akan tetapi mengkaji, meneliti, mendalami sertage&hui ciri-ciri. Jadi analisis

integral-J ini sangat bersesuaian dengan ajaramndal-Qur’an.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Suatu fungsif dikatakan terintegral-J pada, b] jika memenuhi syarat
berikut: (1) terdapat fungdi kontinu padala,b]; (2) F'(x) = f(x) hampir di

mana-mana. Integral-J dari suatu furfypiadala, b] didefinisikan:

O] f = F®) - F@

Fungsi yang dikatakan terintegral-J akan mementdtisfat Integral-J di
antaranya sifat ketunggalan, sifat keterbataséat, k®linieran, sifat perbandingan
serta beberapa sifat lainnya. Di antara sifat natled) padda, b] sebagai berikut:

1. Sifat Ketunggalan, yaitu Fungsi primitf dari fungsi yang terintegral-g
adalah tunggal.

2. Sifat Keterbatasan : Fungsiadalah terintegral-J padie, b]. Jika|f(x)| < M

untuka < x < b maka

(J)jb fx)dx| < M(b- a).

3. Sifat Kelinieran : Jikgf dang adalah fungsi yang terintegral-J pgdab],

makaf + g dankf, juga terintegral-J, dan
®) ()] @ +gendx= )] fedx+ Q)] gkdx

6) ()] kfedx=k (3)] fFGdx, untuk setiafke R.
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4. Sifat Perbandingan : Jikadang adalah fungsi yang terintegral-J padgb|]
b b
danf(x) < g(x) h.d,, maka(J)I fl)dx < (J)J. g(x)dx

4.2 Saran

Selaku penulis dan pengamat, maka dalam hal inbadarapa saran yang
sifatnya konstruktif yang bisa diberikan demi keunaay dan perkembangan ilmu
matematika di Jurusan Matematika Fakultas SainsTé&nologi UIN Malang.
1. Bagi Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknblidg Malang

Skripsi ini diharapkan dapat menginfosikan dan memberikan ilmu,
wawasan, serta pengetahuan kepada lembaga akangpgat pengkajian lebih
lanjut masalah integral-J. Karena hal ini sangagurga untuk pengembangan dan
kemajuan ilmu analisis. Sehingga lembaga dapat regkan bahasan tersebut di
bangku perkuliahan.
2. Bagi Peneliti Selanjutnya

Diharapkan mengembangkan dan mempenhzslah yang sudah diteliti
dalam skripsi ini, terutama ditekankan pada pemdémidebih lanjut tentang
konsep integral-J. Karena keterbatasan yang ada pldpsi ini yaitu hanya
mengkaji konsep dan sifat-sifat integral-J padarsgla, b], peneliti selanjutnya
dapat melanjutkan untuk meneliti atau mengembangkegral-J pada ruarig™
atau meneliti keterkaitan integral-J dengan integemg lain, seperti integral-

Newton, integral-Riemann, integral-Lebesgue, dargylainnya.
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