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ABSTRAK

Suharni, 2009. Kajian Kekonvergenan Integral Lebesgue. Skripsi, Jurusan
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang.

Pembimbing : (1) Hairur Rahman, M.Si
(2) Abdussakir, M.Pd
Kata Kunci  : Kekonvergenan, Integral Lebesgue

Teori Integral adalah salah satu ilmu yang termasuk di dalam kelompok Analisis,
seperti ilmu-ilmu yang lain di dalam matematika. Terdapat dua konsep Integral, yaitu
integral tentu dan integral tak tentu. Integral Lebesgue merupakan integral yang
dikembangkan lewat ukuran lebesgue. Integral Lebesgue di operasikan pada fungsi
terbatas yang di definisikan pada suatu himpunan berukuran berhingga, fungsi non
negatif dan fungsi-fungsi sebarang.

1. Pada fungsi terbatas yang terukur pada [a, b] terintegral lebesgue
.. b b
jika (L) [ f du = (L) [ f du

2. Pada fungsi terukur tak negatif terintegral lebesgue pada [a, b] jika

0[] f<oo

3. Pada fungsi terukur sebarang terintegral lebesgue jika kedua fungsi
f* dan f~ masing-masing terintegral pada [a, b], dan didefinisikan

O =W =W

Masalah kekonvergenan merupakan salah satu masalah cukup penting dalam
setiap pembahasan teori Integral, masalah kekonvergenan suatu barisan fungsi yang
terdefinisi pada suatu himpunan terukur, maka masalah itulah yang dikenal sebagai
kekonvergenan dalam Integral Lebesgue. Dalam integral Lebesgue berlaku teorema
kekonvergenan terbatas, teorema kekonvergenan monoton dan kekonvergenan
lebesgue. Jika diketahui barisan fungsi {f;,,} konvergen ke f h.d pada [a, b] dan untuk
setiap n, fungsi f, terintegralkan pada [a, b] maka diperlukan fungsi f terintegralkan

pada selang yang sama dan berlaku lim,,_, f; Tn = f: limf,, = fab f.

vi
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pertumbuhan ilmu pengetahuan telah terjadi sejak Rasulullah SAW
mendakwahkan agama Islam, wahyu pertamanya yaitu surat Al-Alaq ayat 1-5
bercerita tentang dasar-dasar ilmu pengetahuan, didalam wahyu tersebut tardapat
perintah untuk membaca, Allah pun menegaskan bahwa hakikat ilmu datangnya
dari Allah dan awalnya manusia tidak mengetahui apa-apa. Kata Iqra’ pada ayat
ke-1 surat Al-Alaq memiliki makna yang beragam, seperti menelaah, mendalami,
meneliti, mengetahui ciri sesuatu, membaca baik teks maupun bukan.

Dari hari ke hari kemajuan ilmu pengetahuan dan tekhnologi semakin
canggih, kita seolah diperbudak oleh zaman. Tapi tidaklah selalu demikian, hal ini
tergantung pada sikap dan mental kita untuk lebih menghadapi dan memahami
dampak-dampak dari perkembangan ilmu pengetahuan tersebut dan mesti
menempatkannya untuk hal kebaikan dunia dan akherat. Disinilah bukti bahwa
Allah SWT, pemilik segala ilmu, menunjukan segala kekuasaan-Nya bagi orang-
orang berakal dan beriman untuk lebih giat menuntut ilmu agar manusia mengenal
siapa dirinya dan siapa Tuhannya, sehingga ia menjadi manusia yang bertagwa
dan berakhlak mulia. Menuntut ilmu dalam ajaran Islam adalah suatu yang sangat
diwajibkan bagi setiap muslim, baik menuntut ilmu agama maupun ilmu

pengetahuan lainnya.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Hal ini disebutkan dalam Al-Hadits sebagai berikut bahwa pentingnya
menuntut ilmu bagi setiap muslim :

(o) xe Cl 05) Adusy b (8 o By jh el Gl
Artinya : “Mencari ilmu itu wajib bagi setiap orang islam laki-laki dan
perempuan”.

Rasulullah memerintahkan untuk menuntut ilmu sampai ke negeri Cina.
Sesuai Al-Hadits

(Sl s s A o5 3) cpially STy aladl) il
Artinya : “Carilah ilmu walau di negeri cina”.

Ini merupakan indikasi nyata bahwa pentingnya menuntut ilmu
pengetahuan. Kalau kita pahami, tentu belajar ke Cina bukanlah belajar tafsir atau
agama, pasti adalah belajar dalam ilmu pengetahuan, teknologi, industri, dan
perdagangan.

Dalam mempelajari ilmu pengetahuan tentu di dalamnya mempelajari
matematika, integral merupakan salah satu topik matematika. Tardapat dua
konsep integral, yaitu Integral tentu dan Integral tak tentu. Teori integral memiliki
peranan yang sangat signifikan dalam perkembangan teknologi modern. Hal ini
karena perkembangan teknologi sering diiringi munculnya masalah-masalah yang
berkaitan dengan proses pengintegralan sebagai langkah utama dalam
menyelesaikan persamaan-persamaan diferensial di bidang matematika, fisika
maupun teknik sebagai ilmu-ilmu yang menopang perkembanagn teknologi

(Edwin, 1984).



Newton (1642-1727) adalah seorang matematikawan yang pertama kali
menyusun suatu teori integral yang selanjutnya disebut teori Integral Newton.
Teori Integral Newton ini kemudian memicu perkembangan teori lain, yang
terbukti dengan munculnya beberapa matematikawan seperti Riemann (1826-
1866), Stieljes (1856-1894), (Bartle, 1982).

Pada tahun 1902 Lebesgue, seorang matematikawan perancis mencermati
ada fungsi yang tidak terintegral Riemann yaitu fungsi yang nilainya 0 dan 1.
Selanjutnya Lebesgue menyusun teori ukuran yang dikenal dengan nama Ukuran
Lebesgue. Dengan menggunakan teori ukuran tersebut, Lebesgue menyusun teori
integral baru yang dikenal dengan nama [Integral Lebesgue. Integral ini
merupakan perluasan dari Integral Riemann karena jika fungsi f terintegral
Riemann pada [a, b] maka fungsi f juga terintegral lebesgue pada [a, b]. Koleksi
fungsi terintegral Riemann pada [a,b] dinyatakan oleh R [a,b] dan koleksi
fungsi terintegral Lebesgue dinyatakan oleh L [a,b].Pada Integral Riemann
fungsi yang diintegralkan daerah jelajahnya adalah R, yaitu himpunan bilangan
real sedangkan pada Integral Lebesgue, fungsi yang diintegralkan daerah
jelajahnya adalah himpunan-himpunan terukur (Hutahean, 1989).

Integral Lebesgue merupakan kejadian yang lebih umum daripada Integral
Riemann. Integral lebesgue dioperasikan pada fungsi terbatas yang didefinisikan
pada suatu himpunan berukuran berhingga, fungsi non negative dan fungsi-fungsi
sebarang. Masalah kekonvergenan merupakan salah satu masalah yang cukup
penting dalam setiap pembahasan teori Integral, maka masalah kekonvergenan

suatu barisan fungsi terdefinisi pada suatu himpunan terukur, masalah itulah yang



dikenal sebagai kekonvergenan dalam Integral Lebesgue. Permasalahan tersebut
pada prinsipnya mencari syarat cukup agar limit barisan terintegralkan juga
terintegralkan Lebsgue.

Berdasarkan uraian di atas, maka masalah utama dalam penulisan skripsi
ini adalah mengakaji lebih dalam mengenai Konvergensi Integral Lebesgue
pada fungsi yang bernilai real.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka permasalahan yang di ambil
dalam penulisan ini adalah Bagaimana sifat konvergensi Integral Lebesgue?
1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penulisan adalah untuk
memahami sifat konvergensi Integral Lebesgue.
1.4 Batasan Masalah

Definisi integral lebesgue dapat dibedakan dari berbagai macam fungsi,
yaitu fungsi sederhana untuk fungsi terbatas atas himpunan ukuran berhingga,
untuk fungsi non negatif dan untuk fungsi sebarang. Untuk menghindari salah
penafsiran terhadap permasalahan yang muncul maka perlu adanya batasan
masalah pembahasan ini di fokuskan pada fungsi bernilai real pada [a, b].

1.5 Manfaat Penelitian
1. Manfaat Bagi Penulis
Dengan tersusunnya skripsi ini, penulis dapat memperdalam dan
mengembangkan wawasan disiplin ilmu yang telah dipelajari,

khususnya masalah kekonvergenan integral Lebesgue.



2. Manfaat Bagi Pembaca
Sebagai pemula pembahasan yang bisa dilanjutkan serta dapat
mengembangkan teorema-teorema yang terkait, berdasarkan hipotesis,
definisi serta teorema-teorema yang ada dan contoh-contoh yang ada.
3. Manfaat Bagi Instansi
Untuk menambah perbendaharaan karya tulis ilmiah sehingga dapat
memberikan informasi tentang ilmu analisis dalam matematika,
khususnya tentang kekonvergenan integral lebesgue.
1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah kajian pustaka.
a. Mengumpulkan bahan kajian dari literatur-literatur.
b. Memahami teori-teori yang mendukung dalam mengkaji
kekonvergenan Integral Lebesgue.
c. Mempelajari kekonvergenan integral Lebesgue untuk fungsi-
fungsi sederhana, integral Lebesgue untuk fungsi-fungsi terbatas,
integral Lebesgue untuk fungsi-fungsi non negative dan integral

Lebesgue untuk fungsi-fungsi sebarang.

d. Konsultasi dengan dosen pembimbing.

1.7 Sistematika Penulisan
Untuk memperoleh gambaran yang dapat dimengerti dan menyeluruh
mengenai rancangan isi dari penulisan skripsi ini secara global dapat dilihat dari

sistematika pembahasan dibawah ini :



BAB1 PENDAHULUAN

Berisikan tentang Latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
batasan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika
penulisan.

BAB II KAJIAN TEORI

Menjelaskan tentang teori-teori yang mendukung pada bab pembahasan.
Adapun teori pendukung adalah sifat kelengkapan pada I, barisan, fungsi,
ukuran, fungsi terukur, konvergensi barisan fungsi terukur dan Integral
Riemann.

BAB Il PEMBAHASAN

Membahas mengenai kekonvergenan Integral Lebesgue yang dimulai pada
integral lebesgue fungsi terbatas pada himpunsn berukuran berhingga,
integral fungsi non negatif pada himpunan berukuran berhingga dan
integral Lebesgue fungsi terukur sebarang pada himpunan berukuran
berhingga serta kekonvergenan dalam kajian keislaman.

BAB IV PENUTUP

Berisikan kesimpulan dan saran-saran.
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BABII

KAJIAN TEORI

Dalam mengkaji kekonvergenan Integral Lebesgue dibutuhkan teori-teori
yang mendukung pembahasan pada bab berikutnya. Adapun teori pendukung
adalah sifat kelengkapan pada R, barisan, fungsi, ukuran, fungsi terukur,
konvergensi fungsi terukur dan Integral Riemann.

2.1 Sifat Kelengkapan Pada K

Dalam Al-Qur’an surat An-Nuur ayat 45, Allah berfirman :

do
z 2

- >7 = 0T - - a - =R 4 L « £ 4 -7 w g7 T /»/'/ AET
s o U8 (e pr pid cask O (Ben 0 e cle e 215 S Gl Ml
= 80 a7 2 e s Epas age ates S E 4 H o0 @
,)"93;@“)5&4»‘0/1 :L&Q.Laﬂ‘ducu‘éﬁww
Artinya :“Dan Allah Telah menciptakan semua jenis hewan dari air, Maka
sebagian dari hewan itu ada yang berjalan di atas perutnya dan
sebagian berjalan dengan dua kaki sedang sebagian (yang lain)
berjalan dengan empat kaki. Allah menciptakan apa yang dikehendaki-

Nya, Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas segala sesuatu” .

Dalam ayat 45 surat An-Nuur ini dijelaskan sekelompok, segolongan atau
sekumpulan makhluk yang disebut hewan. Dalam kelompok hewan tersebut ada
sekelompok yang berjalan tanpa kaki, dengan dua kaki, empat, atau bahkan lebih

sesuai yang dikehendaki Allah.

Serta dalam surat Al Faathir ayat I juga dijelaskan mengenai himpunan,
Artinya :“segala puji bagi Allah pencipta langit dan bumi, yang menjadikan
malaikat sebagai utusan-utusan (untuk mengurus berbagai macam
urusan) yang mempunyai sayap, masing-masing (ada yang) dua, tiga
dan empat. Allah menambahkan pada ciptaan-Nya apa yang
dikehendaki-Nya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas segala
sesuatu’.



Berdasarkan dua ayat tersebut, yaitu QS 24:45 dan QS 35:1 terdapat dua
konsep yang terkandung di dalamnya dan dapat dikembangkan lebih lanjut.
Pertama, konsep bilangan yang masing-masing ayat tersebut dinyatakan dalam
banyak sayap dan banyak kaki. Kedua, konsep mengenai kelompok atau
kumpulan objek-objek dengan sifat tertentu yang disebut himpunan.

Himpunan didefinisikan sebagai kumpulan objek-objek yang terdefinisi
dengan jelas. Objek yang dimaksud dalam definisi tersebut mempunyai makna
yang sangat luas. Objek dapat berwujud benda nyata dan dapat juga berwujud
benda akstrak. Objek-objek yang termasuk dalam suatu himpunan disebut unsur
atau anggota himpuanan.

Sifat kelengkapan himpunan bilangan K akan menjamin keberadaan
unsur-unsur pada R terhadap hipotesa tertentu. Sistem bilangan-bilangan rasional
T memenuhi sifat aljabar dan sifat urutan bilangan, tetapi diketahui bahwa tidak
dapat dinyatakan sebagai suatu bilangan rasional, maka tidak termuat pada Q.
Untuk menunjukan hal tersebut diperlukan sifat tambahan, sifat kelengkapan (sifat
supremum), adalah sifat-sifat istimewa dari R.

Definisi 2.1.1 (Batas Atas dan Batas Bawah)
Misalkan E adalah sebuah himpunan bagian di E.
1. E disebut terbatas (bounded) jika terbatas di atas dan terbatas di bawah.
2. E disebut terbatas di atas (bounded above) jika terdapat v € R sehingga
x < vuntuk semua x € E dan v disebut batas atas (upper bounded) untuk

E.



3. E disebut terbatas di bawah (bounded below) jika terdapat u € R
sehingga u < x untuk semuax € E dan u disebut batas bawah (lower

bound) untuk E.

(Bartle,1982)
Contoh 2.1.2
1. Misalkan A = {1,2,3,4,5,6}. Himpunan A terbatas di atas karena a < 8,
untuk semua a € A Himpunan A juga terbatas dibawah karena 0 < a,
untuk semua a € A. Semua bilangan real v > 6 merupakan batas atas
untuk A dan semua bilangan real u < 1 merupakan batas bawah untuk A.
Jadi himpunan A adalah terbatas.
2. Himpunan bilangan asli N = {1,2,3,4,...} terbatas dibawah dan 1
merupakan batas bawah, tetapi tidak terbatas di atas. Jika diberikan v € R

maka terdapat n € N sehingga n > v.

Definisi 2.1.3 (Supremum)

Misalkan E € R, E # @, dan terbatas di atas, v € R disebut batas atas terkeil
(supremum) dari E jika

(). x < v, untuk semua x € E

(2). v < s, untuk semua s batas atas dari E.

Definisi di atas menyatakan bahwa agar v € R menjadi supremum dari £ maka
(1) v haruslah batas atas dari E, dan (2) v selalu kurang dari batas atas yang lain

di E.



Definisi 2.1.4 (Infimum)

Misalkan E € R, E # @, dan terbatas di bawah, u € R disebut batas bawah
terbesar (infimum) dari E jika

(1). u < x, untuk semua x € E

(2). s < u, untuk semua s batas bawah dari E.

Definisi di atas menyatakan bahwa agar u € R menjadi infimum dari E' maka (1)
u haruslah batas atas dari E, dan (2) u selalu lebih dari batas bawah yang lain di E
(Rahman,2008)

Contoh 2.1.5
1. Himpunan E = {1,%%,%, } = {%l ne N}, terbatas di atas oleh
sebarang bilangan real v > 1 dan terbatas di bawah oleh sebarang bilangan
real u < 0. Batas atas terkecil (Supremum) adalah 1 dan batas bawah
terbesar (Infimum) adalah 0.
2. Himpunan kosong, yaitu @, terbatas di atas dan terbatas di bawah oleh
semua bilangan x € R. Dengan demikian, @ tidak mempunyai batas atas

terkecil dan batas bawah terbesar.

Sesuai dengan definisi mengenai batas atas dan batas bawah suatu
himpunan yang dinyatakan pada definisi di atas, berikut ini diberikan contoh
himpunan yang terbatas dan himpunan yang tak terbatas.

Contoh 2.1.6

Himpunan {x € R|x < 5} terbatas di atas, dan Himpunan {x € R|x > 2}

terbatas di bawah. Misalkan A = {%l ne N}. A adalah himpunan terbatas.



Himpunan bilangan Asli N ={1,2,3,...}. N adalah himpunan tak terbatas,
walaupun himpunan tersebut terbatas di bawah.
2.2 Barisan
Definisi 2.2.1
Barisan bilangan real (barisan di ) adalah suatu fungsi dari himpunan asli M ke
himpunan bilangan real R.
Contoh 2.2.2
Diberikan fungsi X : N — R yang didefinisikan dengan
X(n)=n, nEeN,
maka x adalah barisan di R
Demikian juga

fungsi Y : N — R yang didefinisikan dengan
Y(n) = ! EN
nE=

adalah barisan di R
Berdasarkan definisi 2.2.1 dapat pula dinyatakan bahwa barisan di R
memasangkan masing-masing bilangan asli n € N dengan bilangan real tertentu
dan tunggal. Bilangan real yang diperoleh disebut dengan unsur barisan, nilai
barisan, atau suku barisan. Bilangan real yang dipasangkan dengan n € N
biasanya dinotasikan dengan x,,, y,,, atau z,
Jika X : N — R adalah barisan, maka unsur ke n dari X dinotasikan
dengan x,, tidak dinotasikan dengan X(n). sedangkan barisan itu sendiri
dinotasikan dengan X, (x,,) atau (x, | n € N). Barisan X dan Y pada contoh di

atas, masing-masing dapat dinotasikan dengan



X = (n|ne€N)dan Y=(%|nEN)

Penggunaan tanda kurung ini akan membedakan antara barisan X = (x, | n € N).

dengan himpunan {x,|n € N} Sebagai contoh X = ((—1)"|n € N) adalah

barisan yang unsur-unsurnya selang-seling antara -1 dan 1, sedangkan
{(=1)™| n € N} adalah himpunan yang unsur-unsurnya adalah -1 dan 1, yaitu
{—1,1}.
Dalam mendefinisikan barisan, kadang ditulis secara berurutan unsur-unsur dalam
barisan, sampai rumus untuk barisan tersebut nampak.
Contoh 2.2.3
Barisan X = (2,4,6,8,19,...,2n,...) menyatakan barisan bilangan asli genap.
Sedangkan salah satu rumus umumnya adalah

X = (2n| n € N).

Barisan

Y—(l 111 1 )
. 112:3;41--';_”;'--

Menyatakan barisan yang salah satu rumus umumnya adalah
X = (i| ne N).
Kadang kala, rumus umum suatu barisan dinyatakan secara rekursif, yaitu
ditetapkan unsur x;dan rumus untuk x,,.;(n = 1) setelah x,, diketahui.
Sebagai contoh barisan bilangan bulat genap positif dapat dinyatakan dengan
rumus
X1 =2, Xpy1 =%, +2,(n=>1)

Atau dengan rumus



X1 =2, Xppg =%+ 2, (n21)
Definisi 2.2.4 (Barisan Konvergen)
Barisan {a,} dikatakan konvergen ke L, notasi lim,,_,., a,, = L , jika untuk setiap
€ > 0 ada bilangan asli M sehingga |a,, — L| < € bilan > N.
(Hutahean, 1994)
Contoh 2.2.5
Akan ditunjukkan bahwa lim G) = 0.
Untuk menunjukan hal ini, ambil sebarang & > 0, makai > 0.
Sesuai sifat Archimides, maka terdapat bilangan asli K > é

Berarti untuk setiap bilangan asli n dengann > K
Maka diperoleh n > i Berarti jikan > K, maka
1 1
Loo|=Lce
n n
Karena & > 0 diambil sebarang, berarti untuk setiap € > 0 terdapat bilangan asli
K Sehingga untuk semua n > K, maka
|l == 0| =lcs
n n
Contoh 2.2.6
Akan ditunjukan bahwa barisan X = (1 + (—1)"|n € N ) tidak konvergen ke 0.
Untuk menunjukan bahwa X tidak konvergen ke 0, maka ambil & > 0 tetapi

tidak ada bilangan asli K, sehingga berlaku

lx, — 0| < ¢



Jika n > K Pilihe =1>0, berapapun nilai K dipilih, maka akan ada n
bilangan asli genap dengan n > K karena n genap, maka x,,=2.
Hal ini berarti bahwa
|x,—0|=[2—-0|=2>1= ¢
Hal ini berarti O bukan lim dari Z.
Teorema 2.2.7
Limit suatu barisan (jika ada) adalah tunggal.
(Hutahean, 1994)
Bukti
Misalkan lim,_,,a, =L dan lim,,,a, =M andaikan L # M; tanpa

mengurangi keumuman pembuktian, misalkan L > M.

Ambillh € = #, maka ada bilangan asli N; dan N, sehingga |a, — L| < %
bilan > N, dan |a, — M| < %bﬂa n >N,

Ambillah N = maks {N;,N,}

Bilan > N, maka

R oL-"F<ap<L+-" dmn M-—""<a, <M+"==""" Hal ini

mustahil. Jadi pengandaian L # M salah, sehingga terbuktilah L = M.
Definisi 2.2.8 (Monoton Naik dan Monoton Turun)

Suatu barisan bilangan real {a, }5-, dikatakan

1. Naik monoton jika a, < a,,, untukn € N

2. Turun monoton jika a, = a,,untuk n € N



3. Barisan yang naik monoton dan barisan yang turun monoton disebut barisan

monoton.
(Stoll,2001)
Contoh 2.2.9

n
1. Barisan X = (x,) = (1 +%) , vn €N

n

2
X=(xn)=(1+£>, vn €N

n
Jadi (x,) = (3,4, (4,63), (5,1), (5,4), (1 + %) , )
2 n
Karenax; =3 <x, =4<x3=463<--<x, = (1+;) < -
Maka barisan monoton naik.

1
2. Barisan (x,) = (1 + 2n)n, vn € N

1
Untuk n = 1, maka (x,) = (1 +2.1)1 =3



1 1
Untuk n = 2, maka (x,,)) = (1 + 2.2)2 = (5)z = /5 = 2,236

1 1
Untuk n = 3, maka (x,,) = (1+2.3)3 = (7)3 = V7

(x) = (1 + 2n)7, vneN
Jadi (x) = (3,V5, 37,49, .., (1 + 2, )

Karenax; =3 >x, =V5> - >x, = (1+ Zn)% > .
Maka barisan monoton turun.
Contoh 2.2.10
1. Barisan X = (x,,) = (2,4,6, ...,2n, ...) adalah barisan monoton naik
2. Barisan Y = (y,) = (—1,—-2,-3,...,—n,...) adalah barisan monoton
turun
3. Barisan Z = (z,) =(-1,1,—-1,1,—1,...,(—1)") adalah barisan tidak

monoton naik dan barisan tidak monoton turun

Teorema 2.2.11

Barisan yang monoton adalah konvergen jika dan hanya jika barisan itu terbatas.
(Soemantri, 1988)

Bukti

Diberikan barisan yang naik monoton (s, ). Jadi s,, < s, 4+, untuk semua n € N.

Dimisalkan derah jangkaunya {s,} = E. Diandaikan E terbatas, jadi E tidak



kosong dan terbatas ke atas. Karena K mempunyai sifat batas atas terkecil maka
terdapat s € R sehingga
s = sup Edengan demikian berlaku
S, < s untuk semuan € N ()
Karena s = sup E maka untuk sembarang & > 0 terdapat indeks p sehingga
S—e<s,<S (2)
Karena (s, ) naik monoton maka
Sp < Sy untuk semuan = p 3)
Mengingat (1),(2) dan (3) maka n > p berlakus — & < s, <s.
Jadis — e < s, < s+ ¢ atau |s, — s| < € untuk semua n > p.
Dengan demikian terbukti (s,,) konvergen.
Jadi jelas bahwa jika (s, ) konvergen maka (s,,) terbatas.
Contoh 2.2.12

Misalkan X = (x,,) barisan bilangan real dengan

x; = 1dan Xpyy =52, +3) ,n21

Akan ditunjukan bahwa lim x,, = g Dengan induksi matematika, akan ditunjukan
bahwa X = (x,) adalah monoton naik, untuk n = 1,

diperoleh x; =1ldanx, = Z. Jadi, untuk n =1, terbukti bahwa x; < x,.

Asumsikan bahwa untuk n = k, berlaku x;, < x,,, dan akan dibuktikan bahwa
Xr41 < Xpqo- Karena x, < xp44
Maka diperoleh

2Xp < 2Xp41



Zxk +3< 2xk+1 + 3
1 1
Z(Zxk + 3) < Z(Zxk_}_l + 3)

X1 < X2
Sesuai prinsip induksi matematika, tebukti bahwa x,, < x,,,4.
Untuk semua n € N. Jadi, X = (x,,) adalah monoton naik. Kedua akan ditunjukan
bahwa X = (x,) adalah terbetas di atas. Sebelumnya telah diketahui bahwa
X1 < x5 < 2. Akan ditunjukan bahwa x,, < 2, untuk semua n € N, untuk n = 1,2
telah terbukti benar. Asumsikan benar untuk n = k bahwa x;, < 2. Akan
ditunjukan bahwa x;,; < 2. Karena x;, < 2, maka diperoleh
2x, < 4

2. -4
il 7
Z(Zxk+3)<z<2

X1 < 2
Sesuai prinsip induksi matematika, maka x, < 2, untuk semua n € N. Karena
(x,) monoton naik dan terbatas di atas, maka (x,) konvergen. Misalkan (x;)
konvergen ke x. Karena (x,,,,) adalah sub barisan dari (x,,), maka (x,,,;) juga

konvergen ke x. Jadi,

1
Lim (x,41) = lim [Z (2xp, + 3)]

1
lim(x,41) = Z(Z limx, + 3)
4x =2x+3

Diperoleh, x = % Jadi, limx,, = %
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2.3 Fungsi

Sebuah fungsi f adalah sesuatu aturan korespondensi (padanan) yang
menghubungkan setiap obyek x dalam suatu himpunan, yang disebut daerah asal,
dengan sebuah nilai tunggal f(x) dari suatu himpunan kedua. Himpunan nilai
yang diperoleh secara demikian disebut daerah hasil fungsi (Rahman, 2007).

Misalnya, A dan B diketahui dua himpunan yang tidak kosong, fungsi f
dari A ke B, ditulis f : A - B adalah cara pengawanan anggota A ke B yang
memenuhi aturan bahwa setiap anggota A mempunyai kawan tunggal B, jika x
anggota A dikawankan dengan y anggota B, maka y disebut peta dari x dan ditulis
y = fx).
2.3.1 Fungsi Kontinu

Fungsi kontinu memiliki peran yang cukup penting. Hal ini dikarenakan
terdapat banyak fungsi yang merupakan fungsi kontinu, misalnya fungsi
trigonometri, fungsi logaritma, fungsi eksponensial dan lain sebagainya. Sehingga
penerapan-penerapan yang terkait dengan fungi-fungsi tersebut tidak terlepas dari
sifat-sifat yag dimiliki oleh fungsi kontinu. Sehubungna dengan hal itu, definisi
yang aka diberikan berikut ini berkenaan dengan fungsi yang kontinu di suatu titik
dan kontinu pada suatu himpunan.
Definisi 2.3.2
Misalkan A € R, f : A — R dan c € A. fungsi f dikatakan kontinu di c, jika
diberikan sebarang lingkungan Vg( f (c)) dari f(c) maka terdapat lingkungan

Vs(c) dari ¢ sedemikian hingga, jika x adalah sebarang titik dari A N Vs(c) maka



f(x) termuat pada V,(f(c)). Kemudian, jika B € 4, fungsi f dikatakan kontinu
pada B jika f kontinu di setiap titik dari B.

Contoh 2.3.3

Misalkan [ = [1,2] dan fungsi f : I - R dengan f(x) = 10x.

Akan ditunjukan bahwa f(x) = 10x kontinu pada I = [1,2]. Misalkan ¢ € I.

kemudian ambil & > 0, maka terdapat § = % > 0 sedemikian sehingga untuk

semua x € [ dengan |x — c¢| < & diperoleh

|f (x) = f(c)] = [10x — 10c|

=10]|x — c|

<10 (%) = ¢

Karena ¢ € I sebarang maka diperoleh bahwa f (x) = 10x kontinu pada I.
Definisi 2.3.4
Misalkan A C R,f : A= R Fungsi f dikatakan kontinu seragam pada A jika
untuk setiap € > 0 terdapat 6(¢) > 0 sehingga jika sebarang x,u € A memenuhi
[x —u| < &(e), maka |f(x) — f(w)] < e.
2.4 Ukuran

Ukuran suatu selang didefinisikan sebagai panjang selang tersebut. Ukuran
suatu himpunan terbuka didefinisikan sebagai jumlah panjang selang-selang

komponennya.
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Definisi 2.4.1
Ukuran selang terbuka (a, b) dinyatakan dengan ,u((a, b)) atau dengan pu[(a, b)]
dan didefinisikan oleh
u(a,b) =b—a
Ukuran selang terbuka (a, ) atau (—oo, b) atau (—oo, 00) didefinisikan sebagai
p(a, ) = u(—o0,b) = p(—00,0) = o
Definisi 2.4.2
Himpunan E suatu himpunan terbatas.

Ukuran luar dinyatakan dengan p*(E) dan didefinisikan sebagai

w(E) = Geglcng u(G)

Ukuran dalam dinyatakan dengan u, (E) dan didefinisikan sebagai

p(E) = sup u(F)
GE{,G2E

o = koleksi fungsi ukuran pada himpunan terbuka

¢ = Koleksi fungsi ukuran pada himpunan tertutup.

Definisi 2.4.3

Himpunan E dikatakan terukur, jika u*(E) = u,(E). Jika E terukur, maka ukuran

E dinyatakan dengan p(E) dan didefinisikan sebagai u(E) = u*(E) = u.(E).
Ukuran lebesgue adalah suatu fungsi himpunan bernilai real. Dalam

barisan bilangan real suatu barisan adalah konvergen jika limit dan hanya jika

infimumnya sama dengan limit supremumnya, maka pada barisan himpunan pun

bahwa suatu barisan himpuan adalah konvergen jika dan hanya jika limit

inferiornya sama dengan limit superiornya.



2.5 Fungsi Terukur
Integral Lebesgue dari fungsi f meliputi himpunan terukur E € R dirumuskan
sebagai [, f dp = liMpaks u(z)-0 2=t f EIH(E)
dalam hal ini
Ei={x€E: y;<f(x) <Yz} c=y<y1 <y, <<y, =d

t; € E; dipilih sebarang.
Agar nilai limit ada, jelaslah bahwa E; harus terukur
(i =1,2,3,..,n — 1) bagaimanapun caranya membagi selang [c, d].
Fungsi seperti inilah yang dinamakan fungsi terukur.
Definisi 2.5.1
Fungsi bernilai real f yang didefinisikan pada himpunan terukur E disebut terukur
lebesgue atau lebih sederhananya disebut terukur E jika himpunan E(f < ¢)
terukur untuk semua bilangan real ¢
Teorema 2.5.2
Keempat peryataan berikut ekuivalen.

1. Untuk setiap ¢, himpunan E (f < c) terukur.

2. Untuk setiap ¢, himpunan E(f > c) terukur.

3. Untuk setiap ¢, himpunan E(f > c) terukur.

4. Untuk setiap ¢, himpunan E (f < c) terukur.
Bukti
1- 2karena E(f = ¢) = (E(f < c))c, dan E(f < c) terukur

maka E(f = ¢) = (E(f < c))c terukur.



2—->3 karena E(f >c¢) = ;’f=1E(fZC+1), dan E(fZC+l) terukur
n n
maka E(f >c¢) = U;’f;lE(f >c +%) terukur.

3 -4 karena E(f <c¢) = (E(f > c))C, dan E(f > c) terukur, maka E(f < c)

terukur.

4 - 1karena E(f <c) = ;‘f:lE(fZC—l),danE(fZC—%) terukur

n
n=123,..maka E(f <c)=Np E (f 2 — %) terukur.

Definisi 2.5.3

Fungsi f : [a,b] » R disebut fungsi tangga, jika ada partisi {a = x; < x; <
X, <+ < X, = b} dari interval [a,b], sehingga setiap subinterval [x;_q,x;]
fungsi f adalah konstan, yaitu f(x) = ¢; untuk setiap x di [x;_1, x;].

Definisi 2.5.5

Misalkan E himpunan, jika A c E, maka fungsi karakteristik y, dari A adalah

fungsi yang didefinisikan pada E. Dengan

1| = /|
)(A(x)={0 x+ A

Definisi 2.5.6

Misalkan E; himpunan terukur, E; NE; =@ (i #j), a; bilangan real yang
diketahui (i = 1,2,3, ..., ).

Fungsi f : Ui, E; = R yang didefinisikan oleh f(x) = XL, a;xg,(x) dinamakan

fungsi sederhana.
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2.6 Konvergensi Barisan Fungsi Terukur.
Definisi 2.6.1

Misalkan { fn} adalah barisan fungsi-fungsi terukur maka limit supremum f,

didefinisikan sebagai lim f, dan limit infimum f, didefinisikan sebagai lim £, .
n—oo

Definisi 2.6.2

Barisan fungsi bernilai real {f,,} yang didefiniikan pada himpunan E yang
berukuran hingga disebut konvergen ke fungsi f yang bernilai real jika
lim,,_, f(x) = f(x), untuk semua x € E.

Contoh 2.6.3
Misalkan f,(x) = i adalah barisan fungsi bernilai real yang didefinisikan pada

himpunan 2 yang berukuran hingga. Hal ini
berarti, { f,,(X)}peq = {i ,i,i,i, } sehingga lim,,_, f,(x) = 0. Karena
barisan bilangan real adalah suatu fungsi dari himpunan asli ke himpunan
bilangan real, jadi dapat diketahui bahwa fungsi bernilai real {f,} konvergen ke
f(x) =0.

Definisi 2.6.4

Barisan fungsi terukur (f;,) dikatakan konvergen titik demi titik ke suatu fungsi
f A - R, notasi (f,) = f (titik pada A), jika lim,,_,, f,(x) = f(x), x € A.

Jadi (f,,) — f (titik pada A), jika untuk setiap € > 0 dan untuk setiap x € A ada
m € N sehingga |f,,(x) — f(x)| < e bilan > m.

Contoh 2.6.5

Diketahui f,,(x) = x™,x € R.



Tentukan f : A - R agar (f;,) — f (titik pada A).

Penyelesaian :
Dari
0 bilax > 1
it 1 bilax =1
n-oo 0 bila—1<x<-1
tak ada bila x < -1
Diperoleh
A1 bilax =1
FO =1y pia—1<x<1

Misalkan € > 0 sebarang diberikan.
bilax = 1, maka |f,,(1) — f(1)| = |1™ — 1| = 0 < ¢ untuik setiap n > 1.
bila x = 0, maka |f,,(0) — f(0)| = |0™ — 1| = 0 < & untuik setiap n > 1.

bila— 1 < x < 1, maka |f,,(x) — 0] = |x™| < & untuik setiap n > 1 bila ¢ > 1.

I£,(x) — 0] = |x"| < & untuk setipn > = bila0 < & < 1;

In|x|

].BilaO <p < g makam, < m,.

dalam hal ini m = [m';l

In

Definisi 2.6.6

Barisan fungsi terukur (f;,) dikatakan konvergen hamper dimana-mana ke suatu

fungsi f : E > R, notasi (f;,) — f (h.d pada E), jika ada suatu himpunan E, S E

dengan u( E,) = 0 sehingga (f,,) konvergen titik demi titik ke fungsi f pada

E — Ey.Jadi (f,) — f (h.d pada E). Jika ada suatu himpuan E, € E,u( Ey) =0

sehingga utntuk setiap € > 0 dan untuk setiap x € E — E, ada m € N sehingga

Ifn(x) — f(x)] < ebilan > m.

2.7 Integral Riemann



Integral Riemann adalah salah satu ilmu dalam matematika, matematika
disebut sebagai ilmu hitung karena pada dasarnya hakikat matematika berkaitan
dengan masalah hitung-menghitung. Saat mengerjakan matematika seseorang
dituntut untuk mengerjakan dengan teliti dan cermat.

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala
isinya diciptakan oleh Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan
yang seimbang dan rapi. (Abdussakir, 2007)

Adapun penerapan Al-Qur’an mengenai menghitung dengan teliti dapat
disebutkan dalam Al-Qur’an Surat Maryam ayat 84, Allah berfirman :

2t 2 -

fE £ - -
E9136 g A8 L) e Ui D30

Artinya : “aka janganlah kamu tergesa-gesa memintakan siksa terhadap mereka,
Karena Sesungguhnya kami Hanya menghitung datangnya (hari
siksaan) untuk mereka dengan perhitungan yang teliti”.

Serta disebutkan dalam surat Maryam ayat 94, Allah berfirman :

Z. g o R

=) e ;'.A..\.Cj Al A

Artinya : “Sesungguhnya Allah Telah menentukan jumlah mereka dan menghitung
mereka dengan hitungan yang teliti”.

Matematika juga berkenaan dengan masalah pembuktian. Langkah-
langkah dalam pembuktian matematika harus berdasarkan pada hal-hal yang
sudah diakui kebenarannya.

Jika I := [a, b] adalah interval tertutup pada R maka partisi dari [ adalah

himpunan terurut P = (x4, X, X3, ..., X,,) sehingga



Aa=x1 <X, <x3< < Xx,=b
Definisi 2.7.1
Misalkan fungsi riil dan terbatas yang didefinisikan pada selang tertutup [a, b].

Untuk setiap partisi P pada [a, b] dibentuk jumlahan atas

n
U= Z M;(x; — x;-1)
=1

dan jumlahan bawah

dengan
M; = sup f (x) dan m; = inf f(x) 1 =*152,3, i

dengan

maka dapat dibentuk

b
(R)f f(x) dx =inf U(P, f)

Disebut Integral Atas Riemann fungsi f pada [a, b] dan

b
®) f £ dx = sup L(®, f)

Disebut Integral Bawah Riemann fungsi f pada [a, b].
Dengan infimum dan suprimum diambil meliputi semua partisi P pada [a, b],
jika nilai integral atas dan integral bawah sama, maka dikatakan bahwa f dapat

Terintegral Riemann pada [a,b] dan dinyatakan Riemann fungsi f pada [a, b]



dan dinyatakan dengan pada f € [a, b]. Nilai yang sama ini dinamakan Integral

Riemann fungsi f pada [a, b] dan ditulis

b
®) j () dx

Jadi

b b b
@) f £ dx = (R) f fG) dx = (®) f_ F&) dx

a

(Rahman, 2008)

Contoh 2.7.2

Misalkan I = [1,2] dan f : I - R dengan f(x) = 2x

Akan ditunjukan bahwa f(x) = 2x terintegralkan pada [1,2].

Misalkan P, merupakan sebarang partisi dari I = [1,2] dalam n subinterval yaitu

1 2 = 1l n
?n=<1;1+_11+_;-"11+ l1+_:2)
n n n n

Infimum dan supremum dari f pada subinterval [1 1 % , 1+ ﬂ adalah

i—1 i
mi=2(1+—) daan-=2<1+—)

n n
L

Jugax; —x;_1 = (n) untuk i = 1,2,3, ...,n

Sehingga didapat

L f) = ) il = 3i)
i=1

1+ 6

n
i=1
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= e
L Z
= gl
1
=3—=
n
didapat pula bahwa

U f) = D Myl = % 1)
i=1

Karena himpunan partisi {,,| n € N} go(I), maka

3 = sup{L(%,, )| n € N} < sup{L(P, /)| P € pp(D)} = L(f)



dan

U(f) = inf{UP, )| P € pD} <inflU®P,, f)|n € N} =3.
Dengan demikian f terintegralkan pada I = [1,2] dan [ 12 f= 12 2x dx = 3.
Contoh 2.7.3
Misalkan I = [6,7] dan f : I - R dengan

3, Jika x rasional
7, Jika x irrasional

Fe ={

Akan ditunjukan bahwa f (x) tersebut tidak terintegralkan pada [6,7].

Misalkan P = (xg, x4, X3, X3, ..., X,) merupakan sebarang partisi dari I = [6,7].
Infimum dan supremum dari f pada subinterval [x;_4,x;] adalah m; = 3 dan
M; =7 ,untuki =123, ..,n

Sehingga didapat

L f) = ) mile = %)
i=1

n
= Z 3(x; — xi-1)
=
n
=3 Z(Xi = o)
=1

=3(x; —xg+x, —x; + -+ x, — Xp_1)

=3(7-6)
=3
didapat pula bahwa

U, f) = zMi(xi = Xi—1)
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n
= Z 7(x; — Xi-1)
i=1
n
= 72(351' - Xi_1)
=1

=T7(x; =%p tx3 — X1 + -+ X — X5_1)

=g 726

=7
Karenaitu 3 =L(f) = U(f) =7.
Jadi f(x) tersebut tidak terintegralkan pada [6,7].
Teorema 2.7.4
Fungsi f € R[a,b] jika dan hanya jika untuk setiap &€ > 0 terdapat partisi P
pada [a, b] sehingga barlaku

UP,f)=LP,f) <e

Bukti

Untuk setiap partisi P berlaku
b b
L, f) < (R) f_ £() dx < (R) f () dx < U, f)
Jadi
b b
0<(®) f £ dx — (R) f_ fG) dx < U, f) - L(P, )

Dengan demikian, jika untuk setiap &> 0 terdapat P sehingga

U, f)— L(P, f) < &, maka kita mempunyai hubungan

b b
0< (R)f f(x) dx—(R)f_f(x) dx < ¢
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yang berlaku untuk setiap & > 0.

Jadi

b b
®) j £(x) dx = (R) j_ () dx

yang berarti f € R[a,b] .
Sekarang diandaikan f € R[a, b] dan diberikan & > 0

karena

b
(R)f f(x) dx =lsup L{P, A= Inf UG A),

maka terdapatlah partisi P; dan P, pada [a, b] sedemikian hingga

b b 2
® [ r@ar<v@ N <@ [ r@dr+s

dan

b b
@ [ fedr-S<1@up) <@ [ @) dx

Jika P = P; U P,, maka berlaku

b b €
@® [ fedx<u@pH<U@N<® [ feddr+s

(*)

(%)

b € b
@® [ feddr-5<1@uf) SLP.NH <@ [ ) dx

Jadi diperoleh

b b
@ [ fedr-S<u@ N <v@N<@® [ f@dr+s

Sehingga

UP,f) —L(P,f) <e.
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Fungsi f € R[a,b] jika dan hanya jika pada setiap & >0 yang diberikan
terdapat ~ suatu  partisi P pada [a,b] sedemikian  hingga
UP,f)-LP,f)<e.

Makin halus partisi P maka nilai U(P, f) makin mengecil dan L(P, f) makin

membesar.

(Soemantri, 1988)

Contoh 2.7.5

Misalkan I == [—1,3] dan f : I = R dengan fix) = 2x*—8

Selanjutnya akan ditunjukan bahwa f(x) = 2x* — 8 terintegralkan pada [—1,3]

yaitu

1 2 n 26 3(n-—-1) 3n
P SR T g S S e
il il mn nn mn mn

Infimum dan Suprimum dari f pada subinterval [—1 + !:Tl —1+ ﬂ misalkan

i—1 i
x € [—1 e +—]}=M:.1
T T

sup {2
dan

P—1 i1
inf {f{x] A= [—1+—,—1+ﬂ p=m,?
n 4

Dengan Ax; = x; — x,_,;, maka diperoleh

mil=2(—1+i) -8
n

1
dan Ax,; = -
n

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Kemudian untuk subinterval % %] misalkan

sup {F{x} X € [3{1:_1},E]}=MEZ
n n
dan
inf {f(x] X E [3(:‘—1))3 }=miz
n n

Dengan Ax, = x, —x,_;, maka diperoleh

m,? = ( 1—1)) )

31y, 2
M51=2(—) —8
T

3
dan Ax, = =

Sehingga didapat

]
L(B,.f) = Z[milﬂxl +m;*Ax,)

i=1

_i( 30 4 54 103,+55,2)
. n o nt w n® m

n T n T n
30 4 54 108 5a .
SEEC) DR SO WEELL I o
n n? n? n? n?

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

30 4 nin+1) 54 108 n(n + 1) N 56 n(n+11(2n+ 1)
-— _

n n n? 1
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Dengan demikian

3
f 2x*—8dx=1lm U(P, f)

1

. ( 10 35+_28)
=lim|———— =
3 1 3n*

40

3

Contoh 2.7.6
Misalkan I = [0,1] dan f : I = Rdengan f(x) = \/x
Fungsi f(x) = v/x terintegralkan pada [0,1].

Misalkan F, merupakan partisi dari I = [0,1], yaitu
_(ﬂ 1 B By Al =i V) )

ne

Infimum dan Suprimum dari f pada subinterval [%,;—z] adalah

e C
(i—1)2 i—1
m_: =
' J n? n
L
M= @~ n

i
Juga x; —x;_y = I: ;z )untuk i—1,23,.. ,n

Sehingga didapat

n
L(P,f) = Z m, (x; —%,_y)
i=1
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' i—172i— 1y
=7 —\—=

- TL W TL &

i=1

n . -~y -
=Y (=it —=i— =)

__L_d.'-.n"' n? n+/

- n — [y . n
f— A \)112—L J-\,.IT— J-.\).I-i

n3d. a3l w3/l

i=1 i=1 i=1

2 n(nt+1)(2n+1) 3 n(n+1) 1

T 6 T 2 m

dan

[
8|

L

L)

|
3| e

L
—

n? & n3 2
22,11 1 1

3 n 3 2n 2n?
_ 2 1 1
3 2n 6n?

Karena itu
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2 1 1 2 1 1
im(U(2,1) - 12, 1)) =13+ 32 - o)~ (G- 2=~ 7))
2
=lim —
2n
1
=lim—
T
=0

Dengan demikian

1
f Jx dx = lim U (P, f)
o

=lim(z+i—i)

3 2n 6n?

2

Teorema 2.7.7
Diberikan I := [a, b] dan diberikan c sehingga a < ¢ < b, diberikan f terintegral

Riemann [a, b] jika dan hanya jika f terintegral pada I; := [a,c] dan I; := [c, b]

Pada kasus fabf = facf + fcbf
Bukti
Diberikan € > 0 . Terdapat partisi P pada [a, b] dengan P memuat titik c
Sehingga
UP,f)-L(P,f)<e

Maka

Q = P n[a,c] dan partisi [a, c], dan T = P N [c, b] dan partisi [c, b],
dan

UP,f)=U@,f)+ U, f)dan L(P, f) = L(Q, f) + L(T, f).
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Jadi

U(Q!f) _L(Q!f) < edan U(T,f) —L(T,f) <e¢

sehingga

f € Rla,c] dan f € R|c, b]
Untuk sembarang partisi P pada [a, b]dan T pada [a, b]
sehinga

UP,f)zU@Q,f)+UT.,f)
Jadi

[ b
U, ) = UQ,f) + U, f) = (R) f FG) dx + (R) f et

yang berlaku untuk setiap partisi P pada [a, b]

Jadi

b c b
@ [ ferdrz@® [ f@dr+ @ [ £ dx
a a Cc
Selanjutnya untuk setiap Q dan T pada [a, c] dan pada [c, a] berlaku

LQ.P)+LT,f)=LQUTf) <@ [’ f(x)dx

Jadi didapatkan
® f F) dx+ (R f ) de <@ f F) ax
Terbukti
® f s ® f F) dx+ (®) f F) ax

Teorema 2.7.8

Jika f,g € R([a, b]), dimana a,b € R dan a < b, maka
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1. f+g€R(a,b])dan

b b b
®) f (FGO + 9(0) dx = ®) f F@) dx + (R) f 9(x) dx
2. Untuk setiap c € R, cf € R([a, b]) dan

@R [2 of @) dx + (R)c [ f(x) dx

3. Jika f(x) = 0 untuk setiap x € ([a, b]) maka
b
(R)f fx)dx=0
4. Jika f(x) < g(x) untuk setiap x € ([a, b]) maka

b b
®) j £ dx < (®R) j 9(x) dx

Bukti

1. Digunakan ketaksamaan :

inf  f(x)+ inf gx)< inf [f(x)+ gx)] . (%)
XE€[xg—1,xk] XE[xp—1,Xk] X€[xp—_1,Xk]

sup f(x)+ sup gx)= sup [f(x)+g(x)] ce ()
X€E[xp—1,Xxk] X€E[xp—1,Xk] X€E[xp—1,Xk]

LP,)+LP,f)<LP.f+9)
UPH+UPH<SUDPf+9)

Untuk setiap partisi P dari [a, b]

Karena fungsi f dan g masing-masing terintegral Riemann pada [a, b]

maka untuk setiap € > 0 ada partisi P, dan P, dari [a, b] sehingga

UProrf) < LPresf) 45 UPoerf) < L(Per )+

Ambil P, = P,, U P,,



maka
P.2P,., P.2P,
sehingga
U@ f+9) U@ )+ U 9)
SUPe ) + U(P2e 9)
< L@ )+ ;] + 1P 9) + ;]
< L@ +35] + 1P g) +3]
<L®P,.f+g) +e
Jadi

U(?S'f + g) . L(:Psrf A g) =%
Sehingga f + g terintegral Riemann pada [a, b]

Selanjutnya diperoleh

b b b
®) f (FG) +9()) dx = (®) j £ dx + (®) f 90 o

. Disini digunakan sifat :

Jikan #AC R, ca={cx:x€A}
maka

csupA =supcA cinfA = infcA
Bardasarkan hal itu diperoleh :

sup cf(x)=c sup ]f(x)

X€[xp—1,%k] X€E[xg-1,XK

inf cf(x)=c inf ]f(x)

X€E[Xp—1,xk] XE€[xp—1,x

yang berakibat
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L(P,cf) =cL(®P,f)dan U(P,cf) = cU(P,f)

Jadi

b b
(R)j_ cf(x)dx = (R)cj_ f(x) dx

b b
(R)f cf(x)dx = (R)cf f(x) dx

Selanjutnya, karena fungsi f terintegral Riemann pada [a, b]

maka

b b b
®) f FG) dx = (R) f () dx= (R) f b,

Sehingga kita memperoleh

b b b
R f_ cf(x) dx = (R)cf € (dod = (R)J. f(x) dx

yang berarti fungsi cf terintegral Riemann pada [a, b]

b b
(R)f & & d o = (R)cj (x) dx

. Dari f(x)>0 x € [a,b]
Diperoleh

My= sup f(x)= _ inf ]f(x)=mk20
Xk

x€[xp—1,xk] X€[xk—1,
Sehingga
L(P,f) = L(P,f) =0
karena fungsi f € R([a, b]),

Maka

b
®) f @ dx=_inf UP,f)=_inf L(P.f) 20

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



4. Misalkanh =g —f =g+ (-1)f

Karena , f(x) < g(x)  x € [a,b]
Maka

h(x) < 0 x € [a,b]
karena f,g € R([a,b]) maka h = g — f € R([a, b])

selanjutnya menurut teorema 2.7.8 bagian 3

b
0< (R)j h(x) dx
b
e f (g — ) dx

b b
- ® f 9()dx= (R) j G e

Sehingga akhirnya diperoleh

b b
®) f 900 dx = (R) f f(x) dx

atau

b b
@) f FG) dx < (R) f (%) dx
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BAB III
PEMBAHASAN

Dalam Bab ketiga ini akan dibahas tentang Kekonvergenan Integral
Lebesgue, yang dimulai dari integral lebegue fungsi terbatas pada himpunan
berukuran berhingga, integral lebesgue fungsi non negative pada himpunan
berukuran berhingga dan integral lebesgue fungsi terukur sebarang pada
himpunan berukuran berhingga. Akan tetapi sebelumnya akan di bahas mengenai
kekonvergenan dalam kajian keislaman.

3.1 Kekonvergenan Dalam Kajian Keislaman

Sesungguhnya manusia dan seluruh makhluk hidup di dunia ini adalah
milik Allah. Misalnya perjalanan hidup manusia semenjak lahir tentunya ijin dari
Allah sampai meninggal pun atas ijin Allah. Setelah diijinkan untuk lahir kedunia
ini manusia dilahirkan dengan bentuk yang berbeda satu sama lain, dari fisik, suku
bangsa, agama, sifat, jenis kelamin dan lain-lain. Di dalam dunia ini bebas
kehendaknya apa yang mereka inginkan. Allah memberikan pilihan bagi manusia
keleluasaan untuk memilih apa yang mereka inginkan, karena hidup itu pilihan,
maka manusia dibebaskan untuk memilih, apakah mereka menginginkan hidup
untuk melakukan perbuatan baik ataupun sebaliknya, itu adalah kehendak mereka
sendiri. Akan tetapi ketika Allah memerintahkan kepada manusia, maka manusia
wajib melaksanaakannya karena walaupun Allah memberikan kebebasan, tapi
Allah juga memberikan perintah dan larangan. Ketika Allah memerintahkan

sesuatu perintah maka manusia wajib ikut perintah-Nya dan sebagaima
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sebaliknya, jika Allah melarangnya maka manusia wajib untuk menghindarinya.
Dan perlu di Ingat bahwa sesungguhnya semua yang hidup pasti akan mati.

Sesuai Firman Allah dalam surat Ali Imran ayat 185, Allah berfirman :

C/J‘p CJ/}JUM A.A_J_“ (4)_: v&)?‘\_)y}: LMD g_)}/r” 4.9_:\.3 ally TJ§

E))fﬂ e Y;'L:S:m B dinles ju ST &3\3
Artinya : "Tiap-tiap yang berjiwa akan merasakan mati. dan Sesungguhnya pada
hari kiamat sajalah disempurnakan pahalamu. barangsiapa dijauhkan
dari neraka dan dimasukkan ke dalam syurga, Maka sungguh ia Telah
beruntung. kehidupan dunia itu tidak lain hanyalah kesenangan yang
memperdayakan”.
Dan disebutkan juga dalam surat Al- Anblyaa ayat 35, Allah berflrman

r ‘u)»jub wj\.i-l)ﬁﬁlbvf)b) u}_‘JH_o_:buM.a_’Jf

Artinya : “Tiap-tiap yang berjiwa akan merasakan mati. kami akan menguji kamu
dengan keburukan dan kebaikan sebagai cobaan (yang sebenar-
benarnya). dan Hanya kepada kamilah kamu dikembalikan”.

Setelah makhluk-makhluk itu mati pasti kembali kepada-Nya, karena
sesungguhnya semua adalah milik Allah dan pasti akan kembali kepada-Nya,
walaupun di dunia ini manusia melupakan-Nya, tak menghiraukan-Nya, mendua-
Nya atau pun menyekutu-Nya manusia pasti akan kembali kepada-Nya. Harta-
harta mereka, suami-suami mereka, istri-istri mereka, anak-anak mereka serta apa-
apa yang ada di dunia ini bukanlah milik manusia bahkan diri dan jiwa pun
bukanlah milik manusia, semuanya milik Allah dan pada akhirnya akan kembali
kepada-Nya.

Sesuai dengan firman Allah dalam surat Al-Baqarah ayat 156, Allah

berfirman :

"Inna lillaahi wa innaa ilaihi raaji'uun"



Artinya: ‘‘Sesungguhnya Kami adalah milik Allah dan kepada-Nya-lah Kami
kembali”’.

Sebagaimana pembahasan sebelumnya, manusia adalah milik Allah baik
secara jasmani mapun rohani. Jadi semua manusia pada akhirnya akan kembali /
konvergen kepada Allah.

3.2 Integral Lebesgue Fungsi Terbatas pada Himpunan Berukuran
Berhingga
Definisi 3.2.1

Misalkan f : E — R adalah fungsi sederhana,

n
f = z aiin.
i=1

Integral Lebesgue fungsi f pada E dinyatakan dengan notasi (£)/[ of du atau

(L) f dan didefinisikan oleh (£) [ .f du = Y7, a; u(Ey).

Contoh 3.2.2
Diketahui
1, 1<x<3
f(x) =40, 0 < =Sk
2 —4<x<0

Merupakan suatu fungsi sederhana, f dapat dituliskan sebagai
VN 0-%01 T 2:X(_40)
Representasi kanonik fungsi f adalah
f= Lixs T 2040
untuk fungsi f kita memperoleh

(D) of du=1.u((1,3)) +0.£((0,1]) + 2. u([—4,0D)



=13-1)+0(1—-0)+2{0—(—4)}
=10
Jika digunakan representasi kanonik fungsi f maka diperoleh
(D) gfdu = 1.u((1,3)) + 2. u([—4,0])
=13-1D+2(0-(-4)
=10
Teorema 3.2.3
Misalkan E suatu himpunan terukur yang diketahui, u(E) < oo.
Jikaf : E—> R dan g :E — R duafungsi sederhana, @ bilangan real yang
diketahui, maka
L Of,F+gdu= L, fdu+ (L), gadu
2. (O, of du=(L)af, f dy

3. Jikaf =g maka (D)f, fdu=(£)f, gdu

Bukti
1. Misalkan
m m
fzzaiin st 9 =ZbiXFi
i=1 i=1
Gij = E; NE; i=123,...m; j=1273,..,n)
maka

m m
E1=UG” ) Fl:UGU

j=1 j=1

aij = a; (] = 1,2,3, ...,n) , bl] = b] (l = 1,2,3, ,m)
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(f+g)(x)=al+b]=au+bu ,XEGU‘

LS, fdu= ialu(E) = imu(

i=1 i=1 j=1 i=1j=1
m n o m
(L)f 9 dﬂ Zb]M(F) Zb]ﬂ <U Gl]) ZZbLJM(GU)
i=1 j=1i=1
sehingga

D, (f+9)du= Z Z(aij + by )u(Gij)

i=1j=1

iiau‘#(@j) ii biju(Gij)

i=ilg/=il

=), fdu+Df, gdpu.

2. Misalkan
m
f = Z al’in [04] ER (l = 1,2,3, Tl)
i=1
maka
n n
0], (2 al-f) du= ) (il of du)
i=1 i=1
Ini berarti

DSy af du=a(D)f, fdu

3. Misalkan



m m
f = Z aiin , g = Z biin
i=1 i=1

Gij = E; N E; (i=123..,m; j=123,.,n)
maka
m m
j=1 ji=i
ag=a; (j=123,..,n) , by =b (i=123,..,m)
karena

f(x)2g(x) (x €E)makaa;; =2 b;; (i=1.23,...,m; j=
1,2,3,..,1)
sehingga
m n m n
D), fdu= Z Z a;ju(Gij) = ZZ a;;ju(Gij) =), g dp.
=i =3I = =11
Ini berarti
D, fdu= L), gdu
Misalkan E suatu himpunan terukur, u(E) < oo, f : E = R suatu fungsi
terbatas, jadi ada ¢,d, ¢ < d sehingga c < f(x) < d. Jika selang [c,d] dibagi
menjadi n selang bagian oleh titik-titik yo = c < y; <y, <<y, =d ;
P = Yo, V1, V2 --» Y] dinamakan partisi dari [c,d] Koleksi dari semua partisi
dari [c, d] dinyatakan dengan P, 4).
Misalkan m; = y;_4 M =y, Ei = (Gi-1, 7))
Didefinisikan dua fungsi sederhana

@(x) =m; ,Xx €E; dan Y(x) =M; ,X € E;
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maka

o(0) < F) < Y(x) x € [ab]
Didefinisikan
b b
Lmﬂ=mf¢m Umﬂ:wf¢w

L(P,f) dinamakan Jumlah Lebesgue Bawah dan U(P,f) dinamakan Jumlah
Lebesgue Atas dari fungsi f menurut partisi P. Seperti pada pembahasan Integral

Riemann di atas.

dengan
{L(?, ) | P € ?[Cld]}terbatas di atas oleh d(b — a)
{U(IP,f) | P e iP[C,d]} terbatas di bawah oleh c(b — a)
sehingga
sup {L(?,f) | P e :P[c,d]} dan inf {U(?,f) | Pe ?[c,d]} ada.

sup {L(P, %) | P e IP[C,d]} dinamakan [Integral Lebesgue Bawah dari fungsi
f pada [a,b] dan dinyatakan dengan (L) fabf du dan inf{UP,f) | P € Py}
dinamakan Integral Lebesgue Atas dari fungsi f pada[a,b] dan dinyatakan
dengan (£) fff du.

Definisi 3.2.4

Fungsi f : [a,b] - R dikatakan terintegral lebesgue pada [a, b],

jika

(z:)fbf du = (L) fjf di

a
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Dalam hal fungsi f : [a,b] » R dikatakan terintegral lebesgue pada [a,b],
integral lebesgue atas yang sama dengan integral lebesgue bawah. Dinamakan
integral lebesgue fungsi f pada [a, b]

dengan

a
(£) f fdu
b
Contoh 3.2.5

Diketahui f(x) = x? ,x € [0,2] terintegral lebesgue, maka akan dihitung fOZ fdu
Penyelesaian :
f100,2)] = [0,4]
Selang [0,4] menjadi n selang bagian oleh titik-titik y;, V-, V3, Va4, ..., ¥, maka
m; =Yi-1,Mi =y, E;= i1 —¥)
= filx;) (i=123,:.,n)
H(E) = x; — x4

sehingga
2
fo L4 maksu(E )=0 Z My u(Ey)
/ maks(xL 7S 1)_>on (xl Xi— 1)
= f _f (x) dx
0
dan
2 n
L f d,u = makslllll&lg‘i)_)o 2 m; ,Ll(EL)
i=1 n
- maks(ylgzr}q_l)_)o'z m; (xi . xi—l)
=1
2
= f_ f(x) dx
0
Karena f kontinu, maka f terintegral Riemann pada [0,2].
Jadi

2

0

J-Zf(x) dx = f_zf(X) dx = fzf(x) dx = fzxZ dx =%x3
sehingga ° 0 0



fjfdu=f;fdu=f:fdu

Dan ini berarti f terintegral Lebesgue pada [0,2]
dan

jo = fo o

Teorema 3.2.6

1. Untuk setiap fungsi f : [a,b] - R berlaku

n

b
®|[ rau=_, S%HZ it n(E)
=

b n
(£ L fdu= makslﬁf&i)ﬁozyi u(Ey)
=

2. Jika fungsif : [a,b] — R terintegral lebesgue, maka

maks u(E;)—0

b gt
@ [ fdu= Jim N FEuE)

dengan t; € E; sebarang.
Bukti
Untuk setiap i = 1,2,3, ..., n berlaku
m; < f(t;) < M;

sehingga

zn:mi u(E;) < zn:f(ti) n(E) < Zn: M; u(E;)
i=1 i=1 i=1

yang berakibat

b n b
®| raus FRWOIONE | rau

Karena fungsi f terintegral Lebesgue pada [a, b],



maka

©) f:f du = (£) fjf di

Dan akhirnya diperoleh

® | f = Zf( Du(E)

maks y(E )—-0

Teorema 3.2.7
Jika f: [a,b] » R terintgral Riemann pada [a,b], maka f juga terintegral

Lebesgue pada [a, b] dan berlakulah

® f ") dx = (©) f 1

Bukti
Karena setiap fungsi tangga juga merupakan fungsi sederhana, maka kita

memperoleh

b b b b
(R)f_f(x) dxsu:)f fduswf fduswe)f FG) A

karena f terintegral Riemann pada [a,b], maka

b b b
@ [ 10 dx=@® [ £ dx=@® [ 160 dx

sehingga akhirnya kita memperoleh

®) f ") dx = (0) f au=w j du=®) f ") d

Ini berarti fungsi f terintegral Lebesgue pada [a,b] dan

®) f ") dx = f "fan
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Contoh 3.2.8
Diketahui
_ (4, Jikaxrasional
fe) = {5, Jika x irrasional

Akan diselidiki apakah fungsi f
a. Terintegral Riemann pada [0,1];

b. Terintegral Lebesgue pada [0,1].

penyelesaian.
a. Misalkan P partisi sebarang dari [0,1], maka
mi=4 9 Mi = 5 B = 1,2,3,...,n

Jadi

1 2
f f(x) dx = 4, ff(x) dx =5
0 0

dan ini berarti fungsi f tak terintegral Riemann pada [0,1].
Jadi
f € R[0,1].
b. Fungsi f adalah suatu fungsi sederhana dengan
E; =Q n[0,1], E,=(R-Q)n[01],a; =4, a,=>5

Jadi

f fdu = au(E;) + au(E,)
0

=40+5.1

=5
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Ini berarti f € L£[0,1]. Dengan menggunakan sifat Integral Lebesgue fugsi
sederahana, diperoleh sifat Integral Lebesgue fungsi Terukur Terbatas.

Teorema 3.2.10 (Konvergensi Terbatas)

Jika diberikan (f,,) adalah barisan dari fungsi terukur pada himpunan E yang
ukurannya berhingga. Dianggap ada bilangan real M sehingga |f,,(x)| < M untuk
semua x dan n. Jika f(x) = lim,,_,, f,,(x) untuk setiap x € E

maka
O, f= lim(D], fy
Bukti

Dianggap (f;,) konvergen ke f pada E. Jadi untuk setiap € > 0 dan ¢ = ﬁ

terdapat himpunan terukur A C E dengan u(A4) = ﬁ sehingga berlaku

Ifn(x) — £ (Ol <2uiE) van>N danx€E-A
()l < M ,Vn€N  dan x€E
IfG)l <M , X€EE
/() = fF()| < 2M ,Xx€EE

Oleh karena itu
(O gfo = D of| = D gfoo — (O] |
= @)=
< (Dl =1l
= D g_alfa = 1+ O Ifn = £

&



Dan ini berarti

(L)fE f= limn—mo(L)fE Ja-

3.3 Integral Fungsi Non Negtaif pada Himpunan Berukuran Berhingga
Definisi 3.3.1

Misalkan f : E — R suatu fungsi terukur tak negatif. (£) [ ¢ [ dy didefinisikan
sebagai (L)fE fdu= sup{(L)fE @ du| ¢ : E > Rterukur dan terbatas, ¢ <
f}. Fungsi f dikatakan terintegral pada E, jika (£) [ F <™
Contoh 3.3.2

] 11
Hitunglah [ = du.
Penyelesaian:

Fungsi f adalah terukur, tak negative dan tak terbatas pada (0,1].

L bil 1< <1

/| N Lanz x <
n ) 1
n blla0<xS—2

n

Karena f,, kontinu pada (0, %] dan pada (%, 0] maka

- 0 2 7
Jonzfnd#=f1fn(x)dx ,L”andﬂzfifn(x)dx’

n2

Jadi

jo fdu = fo x4 j;fnoo dx
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Sehingga

ffnd,u—hmffnd,u—hm 2——)=2.

n—oo

Teorema 3.3.3

Jikaf:E—>R, g:E - R duafungsi terukur tak negatif, « > 0 maka
L [p(F+@du= [ fdu+[ gdu
2. [pafdu= af,fdu

3. Jikaf(x) < g(x),x €E maka [, fdu < [, gdu

Bukti
1. Misalkan ¢(x) < f(x)danp(x) < g(x) x€E
maka
P(x) +P(x) < f(x) + g(x)
sehingga
Jelo+p)du=Jppdu+ [pbdu< [ (f+g)du
Tadi

sup {Joodu+ [ Ydulo<f.Y<f}<[.(f+9)du

sup {[,odulo<fl+sup {[ ,vdulyp<f}<[.(f+g)du
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Jefdu+ S gdu< [ (f +g)du ()
Misalkan A suatu fungsi terukur terbatas, A(x) < f(x) + g(x) x€E
Didefinisikan
@(x) = min {f(x),A(x) dan P(x) = A(x) — @(x)} x€E
maka

px) < f(x)danp(x) <g(x) x€E

sehingga
Jerdu=[ (o +P)du= [, odu+ [, pdu<[,fdu+[,gdu
Jadi
sup ([ AdulA<f+g}<[,fdu+[,gdu
J,(F+@adu< [ fdu+[,gdu (%)
Dari (*) dan (**) diperoleh
Je(F+@)du= [ fdu+ [, gdu
2. Misalkan ¢ suatu fungsi terukur terbatas, @(x) < f(x) x € E maka ag

adalah fungsi terukur terbatas dengan a@p(x) < af(x) , x€E

Jpaf du=sup {[,apdulo<f}
=sup {af pdule <[}
=asup {Jyodulo<f}
= afEfd,u.
3. Misalkan ¢ < f < g hampir dimana-mana maka [ pedu < f £ g dp.

Jadi [, f=sup [,@du < [,gdu

Ini berarti



Jefdu < [ gdu
Lemma 3.3.4 (Lemma Fatou)
Jika (f,,) suatu barisan fungsi terukur tak negatif yang konvergen hampir dimana-

mana ke fungsi f pada E, maka
Jpfdu < }liggoinff,;fn dp.
Bukti

Misalkan A = {@| ¢ : E > R, ¢ terukur dan terbatas ¢ < f}
Maka [, f dp = (lpiglf,swdu
Jadi untuk setiap ¢ € A berlaku

Jeodu < [ f e ()
Ambil @ € A tetap, tetapi sebarang.

Untuk setiap n € N, Ambil fungsi terukur terbatas ¢,: E — R yang memenuhi
P (x) < fr,(x) , x€E dan limg,(x) =¢,(x) , x€E
n—-oo
Maka menurut teorema konvergensi terbatas

lim [, @y dp = [, ¢du.

Dari ¢, (x) < f,,(x) , X € E diperoleh
1111—r>r01c inffE O, du < Tlli_r)goinffE fndu v (%)

Karena barisan ( f £ Pn d,u) konvergen, maka
liminf [, gndu=limf @, du=[ pdu .. ()
Dari (*), (**) dan (***) diperoleh

fﬂpd# S}lminffEfndu o (#)



karena ¢ € A diambil tetap, tetapi sebarang, maka dari (#) diperoleh

Jpfdu= sup [ edu<liminf[_ f, du.
YEA n—o

Teorema 3.3.5 (Konvergensi Monoton)
Jika (f,,) suatu barisan monoton naik fungsi terukur tak negatif yang konvergen

titik demi titik ke fungsi f, maka
[gfdu=limf, f du.
Bukti

Menurut lemma fatou diperoleh
Jp f dp < liminf [, f, du ©)
Untuk setiap n berlaku

fa(x) < f(x) , X€E

Jadi

Jefdu< [, fdu

Dan ini berakibat
[ fdu=>liminf [, f, du )
n—oo
Dipihak lain, untuk setiap barisan (f;,) berlaku
lim inf [, f, du < lim sup [, f, dp (x5%)
Sehingga Dari (*), (**) dan (***) diperoleh
lim inf [ fu d = [ f dp = lim sup [ f, dp

Jadi
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[gfdu=1im [ f, dp
3.4 Integral Lebesgue Fungsi Terukur Sebarang pada Himpunan Berukuran
Berhingga
Definisi 3.4.1
Misalkan f : A = R suatu fungsi.
Fungsi f* : A - R yang didefinisikan oleh
fr(x) = makx {f(x),0}, x€A
Dinamakan bagian positif fungsi f
Fungsi f~ : A = R yang didefinisikan oleh
ft(x) = makx {—f(x),0}, x€A
Dinamakan bagian negatif fungsi f
Definisi 3.4.2
Fungsi terukur f: E — R dikatakan terintegral pada E
jika f*:E - Rdan f~: F - R keduanya terintegralkan pada E
dan [, fdu= [, frdu— [, fdu
Teorema 3.4.3
Misalkan f: E > R,g:FE - R dua fungsi terukur yang terintegral pada E,

maka @ € R ; maka
L Jp(F+gdu= J fdu+ [, gdu
2. [pafdu=af,fdu

3. fx)=g(x),x €E maka [, fdu=> [, gdu

Bukti



1. Misalkan

A={x€E: f(x)20,g(x)=20}U{x€E: f(x)<0,g(x) <0}
B={x€eE: f(x) 20,g(x) <0};

C={x€E: f(x)<0,g(x) =0}
PadaA: (f+g) =ft+g* dan f+9) =f"+g

Sehingga menurut definisi 3.4.2 diperoleh

J,f+@du= [, f+@*du— [, (f +g)du

:(fAf+ d.“"'ngerﬂ)_(fAf_d”'i'ng_d‘u)

=, frdu—J, g du)+ ([, 9%du+ [, g7du)
=[,fdu+[,gdu

Jadi

J,f+@du=[,fdu+[,gdu e (%)

B dipecah menjadi dua himpunan B; dan B, :
Bi=Bn{x|lf(x)+g(x) =0} ; By =Bn{x|f(x)+g(x) <0}
Pada B, : f,f + g dan — g adalah tiga fungsi terukur tak negatif . Jadi

diperoleh

Jofau= [y (f+@du + [ (—g)du



=Jp, F+@du — [, gdu
sehingga
Jo, f+@du= [y fdu+[, gdu
Pada B, : f,—(f + g) dan — g adalah tiga fungsi terukur tak negatif .

Jadi diperoleh

~Jpgdn=Jp, Codp=J ~(+gdu~]p, [ du

=—Jp, Fr@du+ [, fdu
sehingga
Jo, f+@du= [y fau+[, gdu
Karena By N B, = @ dan B = B; U B, maka
Jo F +@du= [, (f +@du+ [, (f +g)du
= (Vo fautTy gau)+ (Lo, faut], gdu)
= (fo, Fdu+ [, fap)+ (S, gdu+f, gdn)
=y fdu+[,gdu
Jadi
JogF+@du=[,fdu+[,gdu e (%)
C dipecah menjadi dua himpunan C; dan C, :
G=Cn{x|f)+g(x) =0} ; CG=Cn{x[f(x)+g(x) <0}
Pada C; : f,f + g dan — g adalah tiga fungsi terukur tak negatif . Jadi

diperoleh

Jefdu=[. (f+@du + [, (—g)du



=[o, F+@du — [, gdu
sehingga

Jo, f+@du= [, fdu+ [, gdu

Pada C, : f,—(f + g) dan — g adalah tiga fungsi terukur tak negatif .

Jadi diperoleh

“egdu=1c, Codu=1_ ~+gddp—Jcfdu

=—J., (f+gdu+ [, fdu
sehingga
Jo, f+@du= [ fdu+[, gdu

KarenaC; N C, = @ dan C = C; U C, maka
JoF+@du= [, f+@du+ [, (f+g)du

=(fclfdu+fclgdu)+(fczfdu+fczgdu)

=(fclfdu+fczfdu)+(fclgdu+fclgdu)

=J.fdu+ [, gdu
Jadi

JoF+@du=f fdu+ [, gdu o (k%)

KarenanANB=ANC=BnNnC=90 dan E =AUBUC(C,maka
JpF+@du=[,F+@du+ [, fF+Ddu+ [, (f+g)du
=([,fdu+ [, gdw)+ ([, fdu+[,gdun)

+([ fdu+ [, gdu)



=([,fdut [y fdu+][,fdu)
+(J,9du+ [ g9du+ [, fdu)
=, fdu+[,gdu
Jadi terbuktilah
Je(F+@du= [, fdu+[,gdu
. Jikaa > 0 maka (af)* = af* dan (af)” = af~
Sehingga
Jeaf)du= [, (@) du— [, (af)” du
=af, frdu+af, fdu
=a(f; frdu—J;f~ du)
=af, fdpu.
Jadi jika @ > 0 maka diperoleh
Je(af)du=af, fdu
Jika @ < 0 , maka (af)* = —af~ dan (af)” = —af*
sehinnga

fE(af)dyz fE(af)+dﬂ—fE(af)_dy

= [, (—af ) du— [, (—a)f*du

= a(fy frdu—J; ) dp
=af, fdpu
Jadi jika @ < 0 maka diperoleh
Je@f)du=af, fdu

Sehingga untuk setiap bilangan real a diperoleh
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Jpaf)du=af, fdu
3. Dari (1) dan (2) diperoleh [, (g—f)du= [,gdu— [ fdu<0,
sebab integral fungsi non negatif adalah non negatif dan integral fungsi

pada himpunan berukuran adalah 0.

Teorema 3.4.4 (Konvergensi Lebesgue)
Misalakan g : E — R integral pada E. Untuk setiap n € N f, : E — R fungsi
terukur |f,(x)| < g(x) ,X € E. Jika barisan fungsi (f;,) konvergen hampir
dimana-mana ke suatu fungsi f : E — R, maka
Jg fdu=lim [, f,du
Bukti
Dari |f,,| < g diperoleh —g < f, < g,
Jadig—f, =20, g+f, =20 (n€N).
Karena g — f,, terukur dan tak negatif (n € N) , (g — f,,) konvergen hampir

dimana-mana ke fungsi g — f, maka menurut lemma fatou
Je (9= ) du< liminf [, (g - f) du
Karena |f| < g, maka f terintegral pada E, Jadi diperoleh
Jpgdu — [ fdu<liminf [, fodu
Sehingga
Jg fduzlim sup [ f,du (%)
Dengan cara yang sama, dengan demikian meninjau barisan fungsi (g + f,)

diperoleh



[o fdu<liminf [, f,du o (8)
Dipihak lain untuk setiap barisan fungsi berlaku
lim inf [ fodp < limsup [, f, dp e Crr)
Sehingga dari (*), (**) dan (***) diperoleh
lim inf [ fodu= [, fdu=limsup [, f,du
Dan ini berarti

Jg fdu=lim [ f,du.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

1.

Integral Lebesgue merupakan integral yang dikembangkan lewat
ukuran lebesgue. Integral lebesgue pada fungsi real dibedakan
menjadi tiga macam, yaitu integral lebesgue pada fungsi terukur
terbatas, integral lebesgue fungsi tak negatif dan integral lebesgue

fungsi terukur sebarang.

Pada fungsi terbatas yang terukur pada [a, b] terintegral lebesgue

jika

w0 fabf du = (L) fjf i

Pada fungsi terukur tak negatif terintegral lebesgue pada [a, b] jika

(z:)fabf<oo

Pada fungsi terukur sebarang terintegral lebesgue jika kedua fungsi

f* dan f~ masing-masing terintegral pada[a, b], dan didefinisikan

(L)jabf= (L)Lbf+—(L)Lbf‘
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Pada integral Lebesgue berlaku teorema kekonvergenan terbatas,
teorema kekonvergenan monoton dan kekonvergenan lebesgue

% Misalkan fungsi g terintegral pada [a, b] dan jika (f,,) adalah

barisan fungsi terukur sehingga |f,| < g pada [a,b] dan

lim,,_,, f, = f h.d pada [a, b] maka

b b
@[ r=1mw | £
a a
Kekonvergenan pada integral Lebesgue, jika diketahui n berlaku f;,
terintegralkan lebesgue pada himpunan terukur E. Barisan fungsi terukur f,

konvergen h.d pada himpunan terukur E. Pada integral lebesgue syarat cukup agar

fungsi f terintegralkan lebesgue pada himpunan terukur E. Dan

berlakulimy, o, (£) [, f, = (£) [, lim £, = () [} f.

4.2 Saran

Dalam memepelajari integral lebesgue ada beberapa tahapan yang harus
dalalui, yaitu : Mempelajari integral Lebesgue untuk fungsi-fungsi sederhana,
integral Lebesgue untuk fungsi-fngsi terbatas, integral Lebesgue untuk fungsi-
fungsi non negative dan integral Lebesgue untuk fungsi-fungsi sebarang. Oleh
karena itu penulis menyarankan pada pembaca atau pihak yang berkepentingan
untuk menyusun skripsi tentang kekonvergenan dalam integral Lebesgue yang tak
terbatas dan negative, atau pun dapat mencoba membahas kekonvergenan deret
pada integral Lebesgue serta kaitan kekonvergenan integral lebesgue dengan

integral-integral yang lain.
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