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ABSTRAK

Rohmawati, Ika. 2014. Homomorfisma Grup pada Matriks yang Mempunyai
Balikan. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang.
Pembimbing:(I) Drs. H. Turmudi, M.Si (1) Dr. Abdussakir, M.Pd

Kata kunci: grup, homomorfisma, matriks yang mempunyai balikan

Matriks adalah susunan bilangan berbentuk segiempat. Bilangan-bilangan
dalam susunan itu disebut anggota dalam matriks tersebut. Matriks invertibel

(GLn(R)) adalah himpunan matriks bujur sangkar berukuran nxnyang entrinya

merupakan bilangan real (R)dan mempunyai balikan.

Grup adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi biner
yang memenuhi beberapa aksioma diantaranya tertutup, asosiatif, memiliki
elemen identitas, dan memiliki elemen invers. Homomorfisma grup adalah suatu
fungsi yang mempunyai sifat mengawetkan operasi di dalam grupnya. Sifat

d(x*y)=¢p(x)eg(y), dinamakan mengawetkan operasi artinya peta hasil
operasi x*y € G sama dengan hasil operasi peta-petanya di H yaitu ¢(x)eg(y).

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui keberlakuan sifat-sifat
homomorfisma grup pada matriks yang mempunyai balikan.
Berdasarkan hasil pembahasan, diperoleh bahwa suatu himpunan matriks

invertibel yang entrinya adalah bilangan real yang didefinisikan GLn(R) dengan

operasi pertambahan dan perkalian dengan skalar memenuhi 4 aksioma grup yaitu
tertutup, asosiatif, mempunyai identitas, dan mempunyai invers.

GrupGL, (R)dengan ¢: GL,(R)—>R yang didefinisikan A —det A,
dan ¢: GI_n(R)—> R yang didefinisikan A, — trA, adalah homomorfisma grup
dan memenuhi sifat-sifat homomorfisma grup.
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ABSTRACT

Rohmawati, lka. 2015. The Group Homomorphism on Invertible Matrix.

Thesis. Department of Mathematics Faculty of Science and
Technology of the State Islamic University Maulana Malik Ibrahim
of Malang. Advisor: (I) Drs. H. Turmudi, M.Si (1) Dr. Abdussakir,

M.Pd

Keywords: group, homomorphism, invertible matrix

The matrix is a rectangular-shaped arrangement of numbers, the
numbers in the array are called members in the matrix. Invertible matrix
(GL,(R))is the set of squares matrix whose entries are real (R)numbers and

has an inverse.

A group is a non empty set equipped with a binary operation that
satisfies some axioms there are closed, associative, has the identity
element, and has a group invers. Group homomorphism is a function that
preserves tho operation in the group. The property of ¢(x = y) = p(x)mp(y)
is called preserving operation, that is the resultions wap of x *y € GL, (R)

Is equal to its map operaton in it, that is ¢(x)m¢(y).

This study aims to determine the validity of the properties of the

group homomorphism on invertible matrix.

Based on the results of the discussion, we obtain that A set
invertible matrix whose entries are real numbers defined GL,(R) with
addition operation and scalar multiplication satisfy the four axioms of

group that is closed, associative, has an identity, and has an inverse.

Groups GL,(R) with ¢:GL,(R) » R defined 4, - detd, and
¢:GL,(R) » R defined by 4, - tra, is a group homomorphism and meet

the properties of a group homomorphism.

Xiii
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam kehidupan sehari-hari sering diajarkan tentang betapa pentingnya
mencari ilmu, baik ilmu agama maupun ilmu umum, karena pada dasarnya semua
ilmu di dunia ini adalah ilmu Allah Swt. Salah satu ayat yang menjelaskan tentang

pentingnya mencari ilmu adalah Q.S. al-Mujadalah ayat 11.:

J..S‘JJ (,.QAJJ‘ ‘Mbw.l_xn.jl ')M("QJ‘J‘J‘ bﬁn‘ JJJ‘ LrL.J
balss Ly 4T wjg,w\ wl .m,vid Tyals ool AT c;j 1422305 12230

“Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu: ‘Berlapang-
lapanglah dalam majlis’, Maka lapangkanlah niscaya Allah akan memberi
kelapangan untukmu dan apabila dikatakan: ‘Berdirilah kamu’, Maka berdirilah,
niscaya Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan
orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. dan Allah Maha
mengetahui apa yang kamu kerjakan” (QS. Al-Mujadalah/58:11)

Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa ketika seseorang disuruh
melapangkan majelis yang berarti melapangkan hati, bahkan jika disuruh berdiri
sekalipun lalu memberikan tempatnya kepada orang yang patut didudukkan di
muka janganlah dia berkecil hati. Melainkan hendaklah dia berlapang dada karena
orang yang berlapang dada itulah kelak yang akan diangkat imannya dan ilmunya
oleh Allah Swt. sehingga derajatnya bertambah naik. Orang yang patuh dan sudi
memberikan tempat kepada orang lain itulah yang akan bertambah ilmunya.
Salain itu ada orang yang diangkat Allah Swt. derajatnya lebih tinggi dari pada
orang kebanyakan, pertama karena imannya, kedua karena ilmunya. Setiap hari

kita dapat melihat pada raut rnuka, pada wajah, pada sinar mata orang yang

1
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beriman dan berilmu. Dengan kata lain, betapa ilmu bisa mengangkat

derajat manusia di hadapan Allah Swt dan di hadapan manusia lainya. Baik itu
ilmu agama atau ilmu sains pada hakikatnya semua ilmu adalah ilmu Allah Swt.

Aljabar adalah salah satu ilmu yang paling tua dari semua cabang
matematika. Sejarahnya adalah sepanjang sejarah dari peradapan. Barang kali
lebih panjang. Sejarawan yang terkenal tentang matematika B. L. Van der
Waerden percaya ada suatu peradapan yang mendahului  peradapan dari
mesopotamia, mesir, china, dan india dan bahwa peradapan itu adalah sumber
akar dari konsep matematika yang paling awal (Tabak, 2004:xi).

Sebagai cabang matematika seperti halnya teori bilangan, geometri,
maupun matematika terapan lainnya, aljabar merupakan salah satu bidang
matematika yang mempunyai banyak sekali materi yang dapat dibahas,
diantaranya adalah bilangan, himpunan, operasi himpunan, grup, latis, dan
sebagainya. Salah satu sistem aljabar yang paling sederhana adalah grup. Grup
didefinisikan sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi biner
yang memenuhi beberapa aksioma, diantaranya tertutup, asosiatif, memiliki
elemen identitas, dan memiliki elemen invers. Apabila salah satu aksioma tidak
terpenuhi maka bukan grup. Sistem aljabar (G, *) dengan himpunan tidak kosong
di G dan operasi biner =, didefinisikan di G adalah grupoid. Grupoid juga
disebut semigrup jika operasi biner * di G adalah asosiatif. Sedangkan semigrup
yang mempunyai elemen identitas di G disebut monoid (Raisinghania dan
Aggarwal, 1980:32).

Suatu matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan.

Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks, ukuran (size)



3
suatu matriks dinyatakan dalam jumlah baris (arah horizontal) dan kolom (arah

vertikal) yang biasanya digunakan dengan simbol M, . untuk matriks M dengan

n baris dan m kolom (Anton dan Rorres, 2004:26 ). Jika diberikan matriks persegi

A, maka matriks B, yang memenuhi kondisi AB=1 dan BA=1 disebut

invers dari A dan dilambangkan dengan B =A". Tidak semua matriks persegi
mempunyai invers. Matriks nol adalah contoh sederhana tetapi banyak juga
matriks tak nol yang tidak mempunyai invers. Matriks yang mempunyai invers
dikatakan nonsingular, dan matriks yang tidak mempunyai invers disebut matriks
singular (Meyer, 2000:115 ).

Homomorfisma grup yaitu salah satu jenis fungsi yang mempunyai sifat
mengawetkan operasi di dalam grupnya.  Sifat @(x*y)=¢(x)op(y),
dinamakan mengawetkan operasi artinya peta hasil operasix*yeG sama
dengan hasil operasi peta-petanya di H yaitu ¢(x)og(y) (Cholily, 2013:3).

Novi Rustiana Dewi (2011) telah membahas mengenai kajian struktur
aljabar grup pada matriks yang invertibel. Pada penelitian tesebut telah dibuktikan
bahwa matriks yang mempunyai invers memenuhi sifat-sifat grup di antaranya
tertutup, asosiatif, mempunyai identitas dan ada invers terhadap operasi pertama.
Pada jurnal tersebut hanya meneliti tentang keberlakuan grup terhadap matriks
yang mempunyai balikan. Sehingga penulis tertarik untuk melanjutkan penelitian
tersebut dengan perluasan dari sifat-sifat grup, yaitu homomorfisme grup yang

akan dikenakan pada matriks yang mempunyai balikan.
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Dari latar belakang di atas maka penulis akan mengkaji dan meneliti

dengan judul “Homomorfisma Grup pada Himpunan Matriks yang Mempunyai

Balikan”.

1.2. Rumusan Masalah
Rumusan skripsi ini adalah bagaimana keberlakuan sifat-sifat

homomorfisma grup pada himpunan matriks yang mempunyai balikan?

1.3. Tujuan
Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk mengetahui keberlakuan sifat-

sifat homomorfisma grup pada himpunan matriks yang mempunyai balikan.

1.4. Manfaat Penelitian
Dari penulisan skripsi ini diharapkan dapat bermanfaat bagi

1. Penulis
Penelitian ini digunakan untuk menambah pemahaman tentang konsepsi
yang ada dalam matematika khususnya struktur aljabar dan sebagai sarana
dan latihan untuk menambah pemahaman penguasaan penulis tentang grup,
homomorfisma grup, matriks, dan matriks mempunyai balikan.

2. Pembaca
Sebagai tambahan literatur bagi mahasiswa khususnya yang sedang

menempuh mata kuliah struktur aljabar.



1.5.Metode Penelitian
1.5.1 Pendekatan Penelitian

Dalam penelitian ini menggunakan pendekatan library research, dimana
dalam pendekatan library research ini dikaji secara literatur yang diambil dari
buku pustaka dan artikel ilmiah yang diunduh dari sumber internet.
1.5.2 Langkah-langkah Penelitian

Untuk menyelesaikan penelitian dalam skripsi ini, penulis membuat
langkah-langkah dalam keberlakuan syarat-syarat homomorfisma grup pada

matriks yang mempunyai balikan sebagai berikut:

1. Grup matriks GL, (R)
- Mendefinisikan GL, (R)
- Menunjukkan GL, (R) adalah grup
- Menjelaskan sifat-sifat grup pada GL, (R)
2. Homomorfisma dari GL, (R)—> R
- ¢:GL,(R)— R yang di definisikan ¢(A,)=det A, VA GL, (R)
- ¢:GL, (R)— R yang di definisikan ¢( A, )=trA,, VA, GL, (R)
3. Sifat-sifat Homomorfisma dari GL, (R) >R
- ¢:GL,(R)— R yang di definisikan ¢(A,)=det A, VA €GL,(R)

- ¢:GL,(R)— R yang di definisikan ¢(A,)=trA,,,VA eGL,(R)

4. Membuat kesimpulan.



1.6.Sistematika Penulisan

Untuk lebih mudah memahami penulisan ini secara keseluruhan isinya,

maka penulis memberikan gambaran umum tentang sistematika penulisan sebagai

berikut:

Bab I

Bab Il

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Pada bab pertama ini dibahas tentang latar belakang penelitian, rumusan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Pada bab kedua ini akan dibahas beberapa teori yang ada kaitannya
dengan hal-hal yang penulis bahas.

Pembahasan

Pada bab ketiga ini dibahas tentang pembuktian dari beberapa teorema
homomorfisma grup pada matriks yang mempunyai balikan.

Penutup

Pada bab keempat ini berisi tentang kesimpulan dari pembahasan
berdasarkan rumusan masalah dan saran yang berkaitan dengan
penulisan. Saran ini diharapkan dapat memberikan masukan yang positif

untuk dikembangkan.
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KAJIAN PUSTAKA

2.1 Grup
2.1.1 Definisi Grup

Grup merupakan salah satu pokok bahasan yang terdapat dalam
matematika aljabar. Grup membahas tentang himpunan tak kosong yang dikenai
operasi biner dan memenuhi aksioma asosiatif, mempunyai identitas terhadap
operasi biner, dan mempunyai invers. Jadi sebelum membahas lebih jauh tentang
grup, maka perlu diketahui dahulu pembahasan mengenai operasi biner. Operasi
biner didefinisikan sebagai berikut
Definisi 1 (Dummit dan Foote, 1980:17)
1. Operasi biner * pada himpunan G merupakan sebuah fungsi *:GxG —»>G

dan untuk setiap a,b € G berlaku *(a,b) =ax*b.

2. Operasi biner * pada G dikatakan assosiatif jika setiap a,b,ceG maka
ax(b*c)=(a*b)=*c.
3. Elemen a dan b dari G dikatakan komutatif jika a*b=b=*a.

Contoh

1. Operasi penjumlahan (+) dan perkalian (x) merupakan operasi biner yang
komutatif pada himpunan bilangan bulat (D ) himpunan bilangan rasional
(J), himpunan bilangan real (), maupun pada himpunan bilangan

kompleks (L.
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2. Operasi pengurangan (—) merupakan operasi biner yang tidak komutatif

pada himpunan bilangan bulat (D) karena untuk setiap a,bell pada saat

a=b berlaku a—b=b-a

3. Operasi pengurangan (—) merupakan operasi yang tidak biner di 1 * karena
jika a<bmaka a-bel" untuk setiap a,bell” artinya (—) merupakan

fungsi yang tidak memetakan [ x[1" ke [J .
Adapun definisi dari grup adalah sebagai berikut:

Definisi 2 (Dummit dan Foote, 1980:17)
1. Grup adalah pasangan terurut (G,*) dimana G adalah himpunan tidak
kosong dan * adalah operasi biner di G yang memenuhi beberapa aksioma.
i. (axb)xc=ax(b*c) untuk semua ab,ceG (operasi * adalah
asosiatif).
ii. Adaelemen e di G sedemikian hingga a*eee*a=a untuk semua
aeG.
iii. Untuk setiap acG ada elemen a' dari G sedemikian sehingga
a*a'=a'*a=e (a* dinamakan invers dari a)
2. Grup (G,*) disebut abelian atau komutatif jika a*b=b=*a untuk setiap
a,beG.

Contoh

Himpunan bilangan bulat [ merupakan grup terhadap operasi + karena:
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1. Operasi + memenuhi syarat operasi biner di [J karena + merupakan fungsi

yang memetakan [ x[] ke [I artinya a,bell maka a+bell atau bersifat

tertutup.

2. Operasi + bersifat assosiatif di [ | karena untuk setiap a,b,cell berlaku
a+(b+c)=(a+b)+c.

3. [1 mempunyai elemen identitas pada operasi + Yyaitu 0, karena untuk setiap
aell berlaku 0+a=a+0=a.

4. Setiap elemen identitas di [ mempunyai invers yaitu—a dimana —ael]
karena untuk setiap a<!] berlaku —-a+a=a+-a=0

2.1.2 Sifat - Sifat Grup

Teorema 1 (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:75)

Elemen identitas dalam suatu grup adalah tunggal.

Bukti

Misal (G,x) adalah grup
Andaikan e dan e' adalah elemen identitas di G dan (e=e"), maka berlaku:

(i) exe'=e'xe=e' ... e sebagai elemen identitas
(i) exe=exe'=e ...l e' sebagai elemen identitas
Dari (i) dan (ii) berakibat e=e¢'

g'=exe'=e'xe=e

e'=e

Jadi, elemen identitas di G adalah tunggal.

Teorema 2 (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:75)

Invers dari invers suatu elemen di grup adalah elemen itu sendiri.



Bukti

Akan dibuktikan (a™*) " =a
Ambil @€G maka a™eG, sehingga
identitas)

(i) axat=1I

(ax a’l)x(a’l)i1 = x(a’l)il

-1

Dari (i) dan (ii), makaa = (a) "

10

axa'=a'xa=|I (I = elemen

(Dioperasikan dengan (afl)fl di
sebelah kanan)

(Operasi x bersifat Asosiatif)

... (Sifat ketiga dari grup)

... (Sifat keempat dari grup)

... (Dioperasikan dengan (a*l)fldi

sebelah Kiri)

(Operasi x bersifat Asosiatif)

.... (Sifat ketiga dari gup)

.... (Sifat keempat dari grup)

Teorema 3 (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:76)

Dalil kanselasi dipertahankan atau berlaku pada suatu grup.
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Bukti
Akan ditunjukkan bahwa pada grup berlaku dalil kanselasi kiri maupun kanan.

Misal (G,x) adalah grup, dan va,b,ce G berlaku:

(i) bxa=cxa,makab=c ... kanselasi kanan
(ii) axb=axc, makab=c ... kanselasi Kiri
Selanjutnya a€ G, makaa™ G

(i) bxa=cxa

(bxa)xa™=(cxa)xa™ ... (Dioperasikan dengan a di

sebelah kanan)

bx(axa™)=cx(ax a’l) ........... (Operasi x bersifat Asosiatif)
=yl B QWi R 1L (Sifat keempat dari grup)
IS P | V. s (Sifat ketiga dari grup)

(i) axb=axc

a'x(axb)=a*x(axc) ... (Dioperasikan dengan a* di
sebelah kiri)

(a*xa)xb=(a"xa)xc ... (Operasi x bersifat Asosiatif)

Ixb=Ixc .. (Sifat keempat dari grup)

b=c . (Sifat ketiga dari grup)

Jadi dalil kanselasi berlaku pada sebarang grup
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Teorema 4 (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:76)
Balikan dari hasil operasi dua elemen di grup adalah hasil operasi balikan
elemen kedua dan pertama.

Bukti
(a><b)71 =b'xa™
Untuk setiap a,beG, maka ada a'eG dan b™ <G (setiap elemen punya

-1

invers). a,beG maka axbeG, begitu pula ada (axb) € G. Sehingga,

(a><b)><(a><b)_1 =1 dan (axb)’lx(axb): I

(axb)xb*xa™ =ax (b ey I8 (Operasi x bersifat Asosiatif)
—axlxa™ ... (Sifat keempat dari grup)
SO ) B B A (Sifat ketiga dari grup)

- R * 4 IXK .. (Sifat keempat dari grup)

(ax b)*l x(axb)=b™*x(@*xa)xb ......... (Operasi x bersifat Asosiatif)
=b'xIxb (Sifat keempat dari grup)
=07 x<DE L ot - L (Sifat ketiga dari grup)

= 0 . (Sifat keempat dari grup)

Diperoleh (a><b)><(a><b)7l =(axb)xb™xa™ dan

(axb) " x(axb)=(b"xa™)x(axb)

Kanselasi kiri dan kana berlaku pada grup maka (ax b)_1 =b*xa™.
Teorema 5 (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:78)

G dengan operasi biner dengan susunan merupakan perkalian

i. Susunan itu adalah asosiatif



13

ii. Untuk setiap a,b G dengan persamaan axx=Db dan yxa=Db mempunyai

penyelesaian tunggal.
Bukti
Pertama kita akan menunjukkan bahwa axx=Db memiliki selesaian.

Va,beG maka ada a'eG dan a'xbeG (karenaG bersifat tertutup

terhadap operasi x).
Selanjutnya,

axx=b

a'x(axx)=a*xb L (Dioperasikan dengan a™di

sebelah kanan)

(a’1 X a) =2 e AR | Ko 4 (Operasi x bersifat Asosiatif)

PV h A O A (Sifat keempat dari grup)

v=a s Wy e (Sifat ketiga dari grup)

untuk mengecek a*xb adalah selesaian dari axx=Db, maka kita substitusikan

yaitu axx=»Db

(Subtitusi dari x=a"'xb )

ax(@ixb)=b ..
(axat)xb=b ... (Sifat Asosiatif dari grup )
I xb=b . (Sifat keempat dari grup )
b=b (Sifat ketiga dari grup )

Kedua, penulis akan menunjukkan bahwa selesaian tersebut adalah tunggal.

Andaikan axx=b memiliki selesaian tidak tunggal yaitu x, dan X, dengan

X #X,.
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Selanjutnya axx =bdan axx,=b
Diperoleh axx, =axXx,
X =%
Ini bertentangan dengan pengandaian. Jadi axx=»b memiliki selesaian tunggal.

Selanjutnya untuk menujukkan bahwa yxa=»Db memiliki selesaian tunggal adalah

analog dengan cara di atas.

2.2 Homomorfisma
2.2.1 Definisi Homomorfisma
Definisi 3 (Dummit dan Foote, 1980:35)

Misal (G,*)dan (H,o)merupakan dua buah grup. Sebuah fungsi
¢:G—H disebut homomorfisma jika berlaku @(x*y)=¢(x)o¢(y), untuk
setiap x,y €G.

Contoh

Misal (D ,x) adalah grup bilangan real dan xe[] serta grup bilangan bulat
(0,+)

Didefinisikan suatu fungsi

¢:0 —[ dengan ¢(x)=2"

Setiap fungsi xell. Fungsi ¢ ini merupakan homomorfisma karena setiap X,y
di 0 berlaku

P(x+y)=2"" =2"x2" =p(x)x4(y)
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2.2.2 Sifat-sifat Homomorfisma

Teorema 5 (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:255)
Misalkan (G,x) dan (G",x) dua buah grup dan ¢:G —>G" adalah
homomorfisma. Hal berikut ini benar.

a. Pemetaan elemen identitas pada G adalah elemen identitas pada G*

b. Pemetaan invers setiap elemen g dari G adalah invers bayangan dari
g

c. Jika a merupakan sembarang elemen berhingga pada G maka hasil

pemetaan a juga berhingga dan merupakan pembagi dari a

Bukti
a. Ambil i, = identitas G

i, = identitas G

Adib ¢ (i) =1_.

Jawab

$:G—>H

i.  gxl=g
#(gx1)=¢(9)
#(9)xg(ls) =4(9)
#(lg) =1,

ii. Ixg=g
#(1x9) =4(9)
#(1:)x#(9) = #(9)



Dari (i) dan (ii) maka operasi identitas ¢(l;) =1

¢(IG) = IG*

G

b. Ambil geG

Akan dibuktikan ¢(g)=(¢(g)) "
Jawab

$:G—>H
gxg_lzie

#(9xa9™)=4(is) =i,

Dari (i) dan (ii) diperoleh ¢(gfl):(¢(g))*l
Ambil geG,m=123,...,.n

I, =elemen identitas di G

Didefinisikan g™ =1,

Akan dibuktikan (¢(g))" =¢(1;)

16
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2.3. Matriks
2.3.1 Definisi Matriks
Definisi 4 (Anton, 2000:45)
Matriks adalah suatu susunan bilangan berbentuk segiempat. Bilangan-

bilangan dalam susunan itu disebut anggota dalam matriks tersebut.

Contoh :

a, a, L
a, ay, |(a, a, am),[alj
2, ay, -

Definisi 5 (Baker, 2006:1)

Diberikan M, , (R)adalah himpunan matriks bujur sangkar nxn yang
entrinya merupakan bilangan real (R). Selanjutnya dinotasikan matriks M, , (R)

a; - &,
dengan A=(a;)=| : -. : [, dimana A adalah matriks bujur sangkar nxn.

nl e nn
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M., (R) dapat disimbulkan dengan M, (R) yaitu merupakan suatu ruang

vektor- R dengan operasi matriks penjumlahan dan perkalian dengan skalar.
2.4.2 Macam-macam Matriks
Definisi 6 (Supranto, 2003:8).
Matriks persegi adalah suatu matriks dimana banyaknya baris sama
dengan banyaknya kolom (m = n), maka matriks A disebut matriks segi empat.

Contoh :

4

Definisi 7 (Supranto, 2003:8)
Matriks identitas adalah suatu matriks dimana elemen—elemen mempunyai
nilai 1 pada diagonal pokok dan O pada tempat-tempat lain di luar diagonal

pokok.

Jadi kalau matriks A= (g;),i=j=12,..,n dan

a; =luntuki= j

a; =0untuki = j

maka matriks A disebut matriks identitas dan biasanya diberi simbol |

Contoh :

n=2,

s )

Definisi 8 (Supranto, 2003:9)



19
Matriks diagonal adalah suatu matriks dimana semua elemen di luar
diagonal pokok mempunyai nilai 0 dan paling tidak satu elemen pada diagonal

pokok tidak 0, biasanya diberi simbol D.

Contoh :
1 00
D=0 2 0
0 0 5

Definisi 9 (Supranto, 2003:10)
Skalar adalah suatu bilangan konstan. Kalau k, suatu bilangan konstan,
maka hasil kali kI dinamakan matriks skalar.

Contoh :

Definisi 10 (Supranto, 2003:10)

Apabila A=(g;);ij=12,..,n dan a;=a;, maka A disebut matriks

ji

simetris (symmetric matrix).

Contoh :

18y, =8y, Qi3 =8yy,8y3 =g,

>

Il
o ~N
N ol
w N o

Definisi 11 (Supranto, 2003:11)
Matriks null adalah suatu matriks dimana semua elemennya mempunyai

nilai O (null), biasanya diberi simbol 0 dibaca matriks nol.
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Contoh :
0 0O
0=/0 0 O
0 0O

2.4.3 Operasi pada Matriks

Untuk dapat melakukan penjumlahan dan pengurangan pada matriks A
dan B, kedua matriks tersebut harus mempunyai jumlah baris dan kolom yang
sama atau dimensinya sama.

Definisi 12 (Anton, 2000:47)

Jika A dan B adalah matriks-matriks dengn ukuran yang sama, maka
jumlah (sum) A + B adalah matriks yang diperoleh dengan menjumlahkan entri-
entri pada A dengan entri-entri yang bersesuaian pada B dan selisih (difference)
A—B adalah matriks yang diperoleh dengan mengurangkan entri-entri pada A
dengan entri-entri yang bersesuaian ada B. Matriks dengan ukuran yang berbeda

tidak dapat dijumlahkan atau dikurangkan.

Dalam notasi matriks, jika A=a; | dan B =[b; | memiliki ukuran yang

sama, maka (A+B) =A  +B, =[a;+b | dan (A-B) =A,. -8B,

mx

=[a;—b; |, untuk i=1,2,3..,m dan j=1,23,..,n.
Contoh :

A:[an au} 5 :(bu bu}c:(cnj
aZl a22 b21 b22 C2l

Maka

A+B=((a+b)ﬂ (a+b)12Jdan A_Bz[(a_b)ﬂ (a_b)lzJ
(a+b)21 (a+b)22 (a—b)21 (a—b)22
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el DML 2
a, ay a, a, +Cy ay +...
Untuk A+ C,B + C, A-C, dan B — C tidak terdefinisi.
Definisi 13 (Anton, 2000:48)
Jika A adalah matriks sembarang dan ¢ adalah skalar sebarang, maka hasil
kalinya (product) cA adalah matriks yang diperoleh dari perkalian setiap entri

pada matriks A dengan blangan c. Matriks cA disebut sebagai kelipatan skalar

(scalar mutiple) dari A.

Dalam notasi matriks, jika A=[a;| dan cA=A+A+..+A, maka

mx

(cA),., =CAn. =|Ca; | untuk i=1,2,3..,m dan j=123,..,n.

1=123,..m dan j=123,...,n.

CA=A+A+...+ A

Contoh :
A:{all aiZj,B:[bll b12j1cz(cll Clzj
aZl a22 bZl b22 C21 C22
Didapatkan
1 1
2a, 2a b, -b,)1 2% 2%
2A=| " 1 (-pB=| ™ 2 Z¢=
2a, 2a,, =Py 1 1
E C21 E sz

Definisi 14 (Anton, 2000:49)

Jika A adalah sebuah matriks mxr dan B adalah sebuah matriks rxn,
maka hasil kali AB adalah matriks mxn yang anggota-anggotnya didefinisikan
sebagai berikut. Untuk mencari anggota dalam baris | dan kolom j dari AB, pilih

baris | dari matriks A dan kolom j dari matriks B, kalikan anggota-anggota yang
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berpadanan dari baris dan kolom secara bersama-sama dan kemudian jumlahkan
hasilnya.

Contoh

Azlaﬂ auj,B:(bu by, blS]
a21 a22 bZl b22 b23

Karena A adalah matriks 2x3dan B adalah matriks 3x4, maka hasil kali
AB adalah sebuah matriks 2x4. Misalnya, untuk menentukan anggota pada baris
ke 2 dan kolom 3 dari AB, dipilih baris 2 dari A kolom 3 baris B. Selanjutnya,
sebagai mana yang diilustrasikan di bawah ini, kalikan anggota-anggota yang

berpadanan secara bersama-sama dan menjumlahkan hasil kali-hasil kali ini.

[all a12 j[bll b12 bl3 j A (allbll o a12b21 a1lb12 < a12b22 allb13 7 a12b23 ]

a,, a,)/\b, b, b, a,b,+a,b, a,b,+a,b, a,b,+a,b,

2.4.4 Invers Matriks

Matriks mempunyai kolom dan baris berbeda dan ada yang mempunyai baris
dan kolom yang sama, hanya matriks kuadrat (square matrix) saja yang
mempunyai invers. Banyak metode atau cara dalam mencari suatu invers matriks
diantaranya dengan substitusi, menggunakan adjoint, metode counter, matrix
partisi. Di bawah ini akan dijelaskan bagaimana mencari invers matriks dengan
menggunakan adjoint.
Definisi 15 (Supranto, 2003:130)

Misalkan A merupakan suatu matriks kuadrat dengan n baris dan n kolom

dan |1 suatu identitas matriks. Apabila ada square matrix A~*sedemikian rupa

sehingga berlaku hubungan sebagai berikut:

AA™ =A"A=1_, maka Aini disebut invers matris A,
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Definisi 16 (Supranto, 2003:50)
Kalau dari matriks kuadrat A dengan n baris dan n kolom kita hilangkan

baris ke-i dan kolom ke-j, maka determinan dari matriks kuadrat dengan (n-1)

baris dan (n—1) kolom, yaitu sisa matriks yang tinggal (disebut minor matriks
dari elemen a;) diberi simbol |Aj|atau M;;. Apabila pada setiap minor Kita
tambahkan tanda + (plus) atau — (minus) sebagai tanda pada determinan dan

kemudian kita beri simbol : (-1)"

Mij| maka diperoleh apa yang sering disebut

kofaktor elemen a;dan biasanya diberi simbol K jadi K; =(-1)"’

My, ini
berarti bahwa setiap elemen mempunyai kofaktor sendiri-sendiri.

Nilai determinan dari matriks A sama dengan penjumlahan hasil kali
semua elemen dari suatu baris (kolom) matriks A dengan kofaktor (K;) masing-
masing, yaitu :

1. Dengan menggunakan elemen-elemen baris ke-i

det(A) = A=a,K, +a,K, +..+a, K,

det(A) =D a,K,;i=12,..,n
t=1

2. Dengan menggunakan elemen-elemen baris ke-j

det(A) = A=a K, +a,K;; +..+a;K

nj "t

det(A)=> a,K;; j=1,2,...,n
t=1



24

Contoh :

a; a,

a21 a22

Misalkan matriks A = ( J , maka determinan A=det(A) =a,,a,, —a,,a,,.

Definisi 17 (Supranto, 2003:135)

Adjoint matriks A adalah suatu matriks yang elemen-elemenya terdiri dari

transpos semua kofaktor dari elemen-elemen matriks A, yaitu apabila K = (Kj)

dimana K; adalah kofaktor dari elemen a;, maka adjoint matriks A yaitu:

ij !

adj(A) =K' = (K =K;).

Jadi, jelasnya adj(A) adalah transpose dari matriks kofaktor K, yaitu :

K11 K12 Kln
K K K
adj(A):KT: :21 :22 :2n
Knl an Knn
Contoh :
2 1 2
A=|1 2 3
4 2 1
2 3 1+1
My =| o |dan Ky, = (1) det(M,,) =1.(2—6) =4
1 3 1+2
M =], | |dan Ky = ()" det(M,,) =-1.0-12) =11
1 2 1+3
M =], o |dan Ky =(-D)' det(M,,) =1.(2-8) = -6

1 2
M, = ( J dan K, =(-1)**det(M,,) =-1.(1-4) =3
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SN

2 2 2+2
=\, |dan Ky = (D" det(M,,) =1.(2-8) =6

N
[

jdan Ky =(-1)*° det(M,;) =-1.(4-4) =0

SN
N

j dan K, =(-)*"det(M,,) =1.(3-4)=-1

<
®
| | I |
Ve N Y ~ /—}:\ e ~N Ve ~
N

2 3
2 2 3+2
My, =| | 5 |dan Ky, = ()" det(M,;) =~1.(6-2) =4
2 1 3+3
My =| | [dan Ky =(-1)"det(My;) =1.(4-1) =3
K, K, K; -4 3 -1
Jadi adj(A)=K" =| K,, K, K, |=|11 -6 -6
Ky K, Kg -6 0 3

Definisi 18 (Supranto, 2003:136)

Apabila matriks A yang kuadrat dengan n baris dan n kolom dan

merupakan matriks yang non-singular yaitu det(A)=0 dan K; merupakan

kofaktor dari elemen a;, maka matriks invers A yaitu A" dirumuskan sebagai

berikut:
.
Ato_1 adj(A) = K KT =K
det(A) det(A)
Jadi
K11 K12 Kln
-1_ 1 K21 Kzz K2n
det(A) :
K K K

ni n2 nn
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K Kat K
det(A) det(A) det(A)
Ke Kz Knz
Al =| det(A) det(A) det(A)
Kln KZn Knn
det(A)  det(A) det(A)

Contoh

4 1
A:(3 2), det(A)=4.2-3.1=8-3=5

Al = 1 K11 K12
det(A)( K, K,

Kll = (_1)2 (2)=2
Ky, =(-1°(3)=-3
K21 = (_1)3(1) =-1

Kzz % (_1)4(4) =4

2 -1

Alzl(z _1]: g ?
53 4) |3 4
5 5

2.5 Kajian Islam Mengenai Grup

Suatu himpunan dikatakan sebagai grup jika memiliki penyusun-penyusun
seperti himpunan tak kosong, operasi biner, dan aturan atau aksioma yang harus
dipenuhi agar menjadi suatu grup. Sebagai contoh seperti yang telah disebutkan
adalah grup ulul albab. Ulul albab awalnya merupakan himpunan manusia yang
saling berinteraksi sebagaimana manusia lainnya. Namun selain berinteraksi,

mereka juga senantiasa mengingat Allah, baik saat berdiri, duduk, dan berbaring,
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serta memikirkan segala penciptaan Allah baik yang di langit maupun di bumi
dengan keyakinan bahwa semua itu tidaklah sia-sia. Inilah yang membedakan
mereka dengan manusia lain sehingga disebut sebagai manusia yang ulul albab.
Dengan demikian dapat dilihat perbedaan sifat yang jelas antara ulul albab dengan
manusia biasa umumnya. Seseorang yang senantiasa mengingat Allah belum tentu
disebut ulul albab. Begitu juga seseorang yang memikirkan penciptaan-Nya
belum tentu disebut ulul albab. Namun, seseorang sudah tentu disebut ulul albab
jika senantiasa mengingat Allah dan memikirkan penciptaan-Nya (Khotimah,

2010:57).

e
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Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya malam
dan siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal, (yaitu) orang-
orang yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam keadan
berbaring dan mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi (seraya
berkata): "Ya Tuhan Kami, Tiadalah Engkau menciptakan ini dengan sia-sia,
Maha suci Engkau, Maka peliharalah Kami dari siksa neraka (QS. Ali Imron,
3:190-191)

Dalam QS Ali Imron ayat 190-191 tersebut dijelaskan bahwa sekelompok
manusia yang disebut ulul albab adalah orang-orang yang senantiasa mengingat
Allah, baik saat berdiri, duduk, dan berbaring, serta memikirkan segala penciptaan
Allah baik yang di langit maupun di bumi dengan keyakinan bahwa semua itu
tidaklah sia-sia. Dalam matematika sifat-sifat yang dimiliki kelompok manusia
yang ulul albab tersebut dikenal dengan aturan atau aksioma. Aturan atau aksioma

tersebut harus dipenuhi agar suatu kelompok dapat disebut kelompok tertentu atau

kelompok yang lebih khusus lagi.
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BAB Il

PEMBAHASAN

Pada penelitian ini akan dibuktikan bahwa matriks yang mempunyai invers
memenuhi sifat-sifat grup diantaranya tertutup, asosiatif, mempunyai identitas,

ada invers terhadap operasi pertama dan memenuhi sifat-sifat homomorfisme

grup.

3.1. Grup Matriks GL, (R)
3.1.1. Definisi Matriks GL, (R)
Diberikan M, ,(R) adalah himpunan matriks bujur sangkar nxn yang

entrinya merupakan bilangan real (R). Selanjutnya dinotasikan matriks M, (R)

8 - &,
dengan A=a; =| : . : |, dimana A adalah matriks bujur sangkar nxn.

anl o ann

M, ,(R) dapat disimbulkan dengan M, (R) yaitu merupakan suatu ruang

vektor-R dengan operasi matriks penjumlahan dan perkalian dengan skalar

(Baker, 2006:1).

Untuk himpunan Mn(R) yang invertibel penulis menggunakan notasi

GL,(R)= {AA=M, (R),det(A) =0}

28
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3.1.2 Matriks GL, (R) terhadap Operasi + adalah Grup
Akan dibuktikan bahwa GLn(R) merupakan grup terhadap operasi

penjumlahan matriks. Berdasarkan definisi 2, akan dibuktikan bahwa GLn(R)

terhadap operasi penjumlahan matriks memenuhi 4 aksioma grup, yaitu :

I. Bersifat Tertutup

Jika untuk setiap A,B,,C,eGL,(R), maka A +B, eGL,(R) dikatakan

bersifat tertutup.
Bukti :
Ambil A,B,,C, eGLn(R)

all P © aln bll P C© bln
A+B = i i e

anl ann b1 bn

(@Rb) "4 (@rh);

(a +.b)n1 (a +.b)

nn

n n

2 3 +hy .. > a4,
i,j=1 i,j=1
} n anj +bnj - i ann +bnn
i,j=1 i,j=1
C, ... G,

=| ¢ . i |eGL,(R)
C C

nl e nn
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ii. Bersifat Asosiatif
Jika untuk setiap A +B,+C, eGL,(R), maka
(A, +B,)+C, =A, +(B, +C,) dikatakan bersifat asosiatif.

Bukti :

Jika A +B, +C, eGL, (R) maka

ail R ain bll 1 bln Cll cee Cln
[(A1+Bn)+Cn]: Do g s AL (] NS
anl e ann bnl ¥ bnn Cnl Cnn
[/ n n n n 7
au h blj Z ain +bin CIJ Z Cln
i,j=1 i o] M= I,j=1
= +
n n n n
anj +bnj ann +bnn an Cnn
L\ j=1 (B1=i8 i,j=1 i,j=1 |
n n
a; +b; +¢; D a, +, +c,
i,j=1 i,j=1
n n
a, b, +¢; a. +_ +cC_
i,j=1 i,j=1
B n n n n 7
au aln Z bij + Cij Z bm +C|n
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1
— . -
n n n n
anJ ann Z bnj +an bnn +Cnn
L i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 |
=[A +(B,+C,)]

iii. Untuk setiap A, €GL, (R) terdapat matriks identitas penjumlahan atau null

matriks O sehingga 0+ A =A +0=A,.
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Bukti :
Berdasarkan definisi 11 matriks identitas penjumlahan atau null matriks adalah
matriks bujur sangkar yang semua unsurnya adalah 0. Secara umum matriks

idetitas penjumlahan atau null matriks dapat ditulis sebagai berikut :
Ambil A eGL, (R)
A, +0=0+A,

O 0 ... 0 0 ... 0 a, ...

+ = +

anl ann 0 --- 0 0O --- 0 anl ann
n n n n
da;+0 ... >a,+0| | > 0+a .. D 0+a,
ij=1 i,j=1 ij=1 i,j=1

n n n n
>a,+0 - > a,+0| | D 0+a; - > 0+a,
i j=1 i,j=1 i,j=1 ij=1

n n n n

z au Z am Z aij Z aln

i j=1 ij=1 i,j=1 i,j=1

n n n n

Z anj ann Z anj Z ann

ij=1 ij=1 i j=1 ij=1

A=A,

Iv. Untuk setiap A, eGL, (R) terdapat matriks invers tunggal yang dinotasikan
A, " €GL,(R), sedemikian rupa sehingga A, " +A =A +A, .

Bukti :

Ambil A eGL, (R)

Maka A "+A =A +A ™"

Berdasarkan definisi 18 maka



_1_
n

det(A)

A=

n

AX' S

L i (A)
det(A,)
= ainlj +a2jK2]. +...+am.Km.
=> a;K;;j=12,..,n
t=1
Kll KlZ
1 KZl K22
alelj +a21.K2j +...+aannj
Knl Kn2
Kll K12 Kln
1 KZl KZZ K2n
. K . . 3 N
; atJ tj Knl Kn2 Knn
Kll K12 Kln
n n n
DKy Dk, D ek,
t=1 t=1 =
K21 K22 K2n
n n n
> akK, D akK, > aK,
=1 t=1 =1
Knl Kn2 Knn
n n n
2 akK, D akK, > aK,
t=1 t=1 t=1
Xy Xp Xy
X21 X22 XZn
an an Xnn

In

2n

nn
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a; a, - 4, Xg Xp o Xy

© Ay, Xu Xy 0 Xpp

i,j=1

n n
D, +x; D a, +X;
i,j=1 i,j=1
Cll Cln Cll Cln
Cnl o Cr1n Cnl o Cnn

33

Xy Xp ot Xy a; &, - @,

X Xy 0 Xpp + Ay Ay Ay

an XnZ Xnn anl anZ e a

nn

n
Z X +&,

i,j=1

n
DXty

i,j=1

n n
D XAy e DX ta,

i,j=1 i,j=1

1.1.3 Matriks GL,(R) terhadap Operasi x adalah Grup

Akan dibuktikan bahwa GLn(R) merupakan grup terhadap operasi

perkalian matriks. Berdasarkan definisi 2, akan dibuktikan bahwa GL,(R)

terhadap operasi perkalian matriks memenuhi 4 aksioma grup, yaitu:

i. Bersifat Tertutup

Jika untuk setiap A,,B, €GL,(R), maka AB, eGL,(R) dikatakan bersifat

tertutup.

Bukti :

Ambil A}'Bn'Cn eGLn(R)
a, a, | by

AB=| i i
a, - a, bnl

(ab)ll + a12b21 +..+ a1nbn1

ayb,+a,b, +...+a,b

nn—nl

by,

a‘llbln + a‘12b2n +..t a1nbnn

a,b,+a,b,, +..+a,b

nn=nn



2ab, .. >apb,
i,j=1 i,j=1

n n
Z anjbil Z anj bin
ij=1 i,j=1
Cy, --- GCp
. |eGL,(R)
Cnl . Cnn

Bersifat Asosiatif

bersifat asosiatif.
Bukti :

Jika A B,C,, maka

n

[( AB)C]U‘ - Z[AB]ij Cij

i=1

34

Jika untuk setiap A,B,C, €GL,(R), maka (AB,)C,=A,(B,C,) dikatakan



LA =Al=A.

Bukti :

35

iii. Untuk setiap A, eGL,(R) terdapat matriks identitas I, e GL,(R) sehingga

Berdasarkan definisi 7 matriks identitas adalah matriks bujur sangkar yang

semua unsur diagonal utamanya sama dengan 1, dan semua unsur lainya sama

dengan nol. Secara umum matriks identitas dapat ditulis sebagai berikut :

1
0

I, =

0 0

0 1
Al ey
ail a12 ain Ill
a21 a22 a2n I21
anl anZ a‘nn Inl

alllll + a12'21 ot alnlnl
a21|11 + a'22'21 oot a‘2n|n1

an1|12 + an2|22 ot annlnn

Illafl.l + I12{-"21 Tt I1n anl

IZIall + I228‘21 Tt I2na‘nl

I3la‘.l.2 + I328‘22 ot I3na‘n2

I12 Iln Ill I12
I22 I2n _ I21 I22
|n2 Inn Inl |n2

a11|12 + a'12|22 ot a1n|n2
a21'12 + a22|22 oot a2n|n2

an1|12 + a‘n2|22 Tt a‘nn|n2

I11a12 + I123‘22 Tt IlnanZ

I21a'.l.2 + I228‘22 Tt IZna‘nZ

I31a12 + I32a22 ot I3na‘n2

by (&1 Q& A,
by || @ 8y 0 g

Inn anl

anZ a

a11|1n + a12|2n oot ainlnn
Ayl + a0, +..+3,

2n'nn

IR WA A W

nn-nn

8, +1,8,, +...+1,a

In™"nn

nn

I21a1n + IZza‘Zn ot IZna

Inla‘ln + |n2a2n +o.t Innann
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Zaijiil Zauiiz Zaijiin

i,j=1 i,j=1 i,j=1

n n n
Zazjlil a2j|i2 zazjlin
i,j=1 i,j=1 i,j=1

n

n
Zanjiiz zanjiiz Zanjiin

i,j=1 i,j=1 ij=1

8, &, - a, 8, 8, - @&,

A Ay Ay, _ Ay Ay o Ay,
a, a, - , a, a, - q,

Untuk setiap A, €GL, (R) terdapat matriks invers tunggal yang dinotasikan
A" eGL, (R), sedemikian rupa sehingga A*A, =A A" =1.

Bukti :

Misal A, eGL,(R)

Berdasarkan definisi 18

1
A= adj (A
" T det(A) I (A)

det(A)=a1].Klj+azjK2j+...+aannj
=> a;K;;j=12,..,n
t=1
K11 K12 Kln

_ 1 K21 Kzz Kzn
ale“.+a2szj+...+aannj

A—l

n

Knl Kn2 e K

nn



A= 2Ky DK

t=1 t=1
X1 X
A—l X21 X22
an Xn2

Andaikan A At=1,

Maka A, A™ =1,

At=A"
Xy X Xy
X21 X22 X2n
an Xn2 Xnn
X X X
X21 X22 X2n
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Andaikan A*A=1

Maka A*A=1,
At=1A"
. " ] -1
Xu X ot Xy by o o by )@ &, &y,
Xa Xy 0 X . by by o by |8y 8y ot 8y,
an Xn2 L Xnn Inl In2 Inn anl an2 ann
Xll X12 Xln Ill |12 Iln Xll X12 Xln
X21 X22 X2n _ I21 I22 I2n XZl X22 X2n
an Xn2 Xnn Inl |n2 Inn an Xn2 Xnn

Terbukti bahwa A*A =A A =1
1.1.4 Sifat - Sifat Grup pada Matriks GL, (R)

Berdasarkan teorema 1, maka akan dibuktikan bahwa elemen identitas

dari matriks GL, (R) adalah tunggal.



Bukti :
Andaikan
a, a, -,
A1 _ Ay Ay Gy,
a, a, - a,
b11 b12 : bln
B — b21 bzz b2n
bnl bn2 bnn

Keduanya adalah matriks identitas A, = B, , maka berlaku:

i AB,=B,A=A

AB, =B, A

a4, &, ' aQ, bu b12 bln

Ay a4y Gy b21 bzz ’ bz

anl anz ann bnl bn2 bnn

Zaijbil Zaijbiz zaljbin

i, j=1 ij=1 i,j=1
a21b|1 za“zjbuz zazjbin

i,j=1 i,j=1 i,j=1

z anj biZ Z a‘nj b|2 z anj bin

i,j=1 i,j=1 i,j=1

... B, sebagai matriks identitas

bll b12

bnl bn2 o

n

zbljail

ij=1

n

z szail

S| i

Z bnj a‘i 2

b21 bzz

: bln a; a, - a,
bZn Ay 8y Gy,
bnn anl a‘nZ ann
n n
zbljaiz Zbljain
i,j=1 ij=1
n n
szjaiZ szain
i,j=1 i,j=1
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n

2 Ayl
i,j=1
Z aZJ i1
i, J—l

n
Z anj i2
i,j=1
a; &,
a21 a22
anl an2

i. AB =B A =B

A‘IBFI:BFIA‘I

TR
a‘21 a‘22

n n
2 iy > i
i,j=1 i,j=1
n
ZaZjIIZ zazjlin
i, J—l i,j=
n n
Z anj i2 z anjlin
i,j=1 i,j=1
2 &; &,
a2n _ a21 a22
ann a‘nl anZ
ain bll b12 bln
a2n b21 b22 b2n _
a'nn bnl bn2 bnn
n n
2 ab, 2 ab,
i,j=1 i,j=1
n n
a2jbi2 a'2jbin
i,j=1 i,j=1 —
n n
Z anj bi2 Z anj bin
i,j=1 i,j=1

n n
Dia, e,
= ij=1

n n

I z CT
i,j=1 i,j=1

. A\, sebagai matriks identitas

b11 b12 b1n ay,

b21 bzz bZn Ay

bnl bnz bnn ay
n n
Z bljail Z bljaiz
i,j=1 i,j=1
zbZ] il zij i2
[, = i,j=1
n n
z bnjaIZ Z bnjai2
i,j=1 i,j=1

a12 ain
a‘22 a2n
a‘n2 ann
n
... z bljam
i,j=1
n
szain
i,j=1
n
Z bnjain
i,j=1

40
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n n n n
Dby Dby Z b by Db Dby, e by,
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1

n n n
ZIZjbil ZIZJbIZ ZIZj in zbZJ i1 ZijIIZ ZbZJ in
i,j=1 IJ—1 Ij—l - Ij—l i,j=1 Ij—l

n n n n
er‘lj 2 Inj 2 Zlnj in anj i2 anjliz anj in
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1

b11 b12 bln bu b12 bln
b21 bzz b2n b21 bzz b2n

nn

Karena A B, dan B, A adalah elemen tunggal pada matriks GIm(R) maka (i)
dan (ii) berakibat A =B, (kontradiksi dengan pengandaian) ini berarti bahwa

matriks identitas di GL,(R) adalah tunggal.

Berdasarkan teorema 2, maka akan dibuktikan invers dari invers suatu

elemen di grup GL, (! ) adalah elemen itu sendiri.

Misal: A €GL,(R) adalah grup

-1

untuk setiap A, €GL, (R) berlaku A =(A™)

Bukti :

a. A eGL,(R) maka A" eGL,(R) sehingga AA'=A"A =1,

a; &, - &,
A= Ay 8y vt Ay
anl anZ o ann



Juga

Al=X=
a; &y
Ay Ay
anl an2
& a
dy dy
ay dy
a;
Ay Ay
a, a,
a; &
Ay Ay
a, ap,
a; 4
Ay Ay
a, 4a,
X X
X1 Xy

an Xn2

Xp Xp o X,

Xa Xp 0 Xy

an XnZ Xnn
Ay | Xu X

ann an Xn2
O | [ %1 Xy Kip
aZn X21 X22 X2n X21
ann an Xn2 X

ain Ill I12

a2n I21 I22

ann Inl In2

&, Xy

a2n _ X21 X22

ann an

ain all

aZn _ a21 a22

a‘nn an1

Xip |[ @1

X

nn

2n a'21 a22

42
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-1
X1 X o X, X1 X oo X, a, Q, - 4,
Xp1 Xy 0 Xy, Xo1 Xy Xy, & Ay ot Gy,
an Xn2 Xnn an Xn2 Xnn an1 an2 a'nn
- - -1
I11 I12 I:I.n Xll X12 1n Ill |12 Iln
o I21 I22 I2n X21 X22 2n I21 I22 I2n
Inl |n2 Inn an Xn2 Xnn |n1 In2 Inn
. . -1
Ill I12 Iln a11 a12 aln Xll X12 Xln Ill I12 Iln
|21 I22 I2n a21 a'22 a2n X21 X22 X2n I21 I22 I2n
Inl In2 Inn a‘nl an2 ann an Xn2 Xnn Inl In2 Inn
-1
a; 4, S X1 Xp X1
aZl a22 a‘2n . X21 X22 X2n
anl anZ ann an Xn2 Xnn
e i =il
&; ap &, &; ap &,
a21 a‘22 a‘2n - a21 a22 a‘2n
an1 anZ ann anl an2 a'nn
A=(A7)

Dariadanbmaka A =(A")
Berdasarkan teorema 3, maka akan dibuktikan bahwa dalil kanselasi
dipertahankan atau berlaku pada GL, (L) .

Bukti :

Akan ditunjukkan bahwa pada grup berlaku dalil kanselasi kiri maupun kanan,

misal A ,B,,C, €GL,(R) adalah grup dan VA ,B,,C, eGL,(U) berlaku:

a. B, A =C A, maka



b.

B,=C

n n

A B, =AC,, maka

B,=C

n n

Selanjutnya

8, a,
a21 a22

ana|2
i,j=1

8y,

a
" |eGL,(J) maka

Z bnja'|2

i,j=1
>
i,j=1
Z C25%
i,j=1

chj i2

i, j=1

. kanselasi kanan

.. kanselasi kiri

&y
a2n
ann
n
Z bljam
i, j =1

X X
X21 X22
an Xn2
Cll Clz
CZl CZZ
Cnl Cn2
Z C1jai1
i,j=1
n
Z CZjail
i,j=1
n
Z an aiZ
I,j=1
Xp o X
X21 X22
an Xn2
X X
X21 X22
an Xn2

Xin
X
2 leGL (1)
Xnn
Cip |( 81 8 A
C2n aZl a22 a2n
Cnn anl an2 ann
n
chjaiz chjaln
i,j=1 i,j=1

i,j=1 i,j=1
n n
Z an alZ ’ Z an ain
i,j=1 i,j=1
Xin
X2n &
Xnn
X
X2n
Xnn

44



z bljailxil z bljaizxiz

i,j=1 i,j=1
Z bZJallxll z bZJaIZXIZ
i,j=1 i,j=1

an]alle2 zbnj |2

i,j=1 i,j=1
zclj |1X11 chjaIZXIZ
i,j=1 ij=1

n

ZCZIallxll ZCZjaQXlZ
i,j=1 flgfj=iL

n
zcnjaIZXIZ chjaIZXIZ

Zbljam in

i,j=1

z bZJam Xln

i,j=1

an] in |n

i,j=1

Z Cl jaln Xln

i,j=1

ZCZ] in“in

n

ch] inNin

ij=1 8= ij=1
n n i n
Zblj Zblj bll Za‘ljlil Za'ljxiz
i,j=1 i,j=1 i,j=1 =1 i,j=1
n n n n n
zsz szj b2j Za‘ZJ i1 Z 2j |2
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i, J—l i, ]—1
n n n n ) n
z bnj bnj bnj Z anj|i2 Z a‘nj i2
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1
n n n
Clj z Clj Clj Z a1in1
i,j= i,j=1 i,j= i,j=1
n n n
2G5 DGy DG || 2 3%
i,j= i,j= i,j=1 =1
n n n
2.Cy  2.Cy 2. Co || 2%
ij=1 i,j=1 i,j=1 i =ls

Z a’lein

ij=1

za‘ZI in

i, J~l
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I21

i,j=1

2.by

i,j=1

Cln
CZn
Cnn

ClZ
C22
Cn2

Cuu
| Cx
Cot

by,
b2n
bnn

b,
b22
bn 2

by,
bZl
bnl

Xin
X2n

. |eGL, @)
Xnn

X1
X22
Xn 2

Xy
X21
an

&,
a‘2n
: eGL,(J) maka :
ann

&,
a'22
an 2

&
a'21
a‘n1



Y Xaby

ij=1

n
Z X jailbil

ij=1

z an i2 |2

i,j=1

Zalj il

i,j=1

zaZJ il

i,j=1

zanj i2

i,j=1

Sax

i,j=1

Z leaizbiz

i,j=1

n
Z Xz,'aizbiz

ij=1

Z an 2 |2

ij=1

D &X

i,j=1

ZaZJ 72

i,j=1

z anj i2

i,j=1

D%,

ij=1

ZaZJ il Zaz, i2

i, J—l

n
Z anj i2

i,j=1

i,j=1

z anj i2

i,j=1

b, | (a; a,
bzn _ Ay 8y
bnn anl anZ
n n
Z a1jbin Z aljcll
i,j=1 i,j=1
n n
z a2J in Z aZJcll
ij=1 =1ij=
n n
Z anj bin Z anjCiZ
ij=1 i,j=1
n
Z leam in Z Xijailcll
i,j=1 i,j=1
n
Z XZ] in m ¥ z X2jailci1
ij=1

ij=1 o

an] in™in
i,j=1

n

Z a1inn

i,j=1

ZaZJ in

=1

Z an] in

i,j=1

Z a1inn

ij=1

ZaZJ in

i,j=1

n

Z anj in

i,j=1

zxnj i2 |2
i,j=1
n
PILY

ij=1

2.b;,

ij=1

2.b,

i,j=1

Z Cyj

i,j=1

Zczj

ij=1

n
Z an

i,j=1

ain Cll ClZ
a2n C21 CZZ
ann Cnl Cn2
n

YA,

n
Z X,;8,G

ij=1

n
Z X;i5Ci

ij=1

anj i2 |2
i,j=1

n
2.0,
i,j=1

2 by,

i,j=1

2.b,

i,j=1

n
PN

ij=1

Zczj

i,j=1

n
Z anjCin

=

N

Z leam in

i,j=1

ZXZj in™in

ij=1

an] inin

i,j=1

b,

i,j=1

2.0
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i,j=1 =

2.b,

i,j=1

n
.G

ij=1

n
DG

ij=1

n

Z an

i,j=1




Z le blj ) Z le
. i,j=1 i,j=1 i,j=1
by b, n n n
L) o z ij z bZi Z b21 _
: i,j=1 i,j=1 i,j=1 -
Inl In2 Inn n n n
Dby by 2.b,
i,j=1 i,j=1 i,j=1
n n n
Z Clj Z Clj Z C1J
. ij=1 ij=1 ij=1
CTRLT: by o a o
by 1y I2n CZj CZJ’ CZJ'
4 o i,j=1 i,j=1 i,j=1
Inl In2 Inn n n n
an an CnJ
i,j=1 i,j=1 i,j=1
b11 b12 ; bln C. Cp Cin
bZl b22 b2n X C21 CZZ CZn
bnl an bnn Cnl Cn2 Cnn
Bn :Cn

Jadi dalil kanselasi berlaku pada GL, (R).
Berdasarkan teorema 4, maka akan dibuktikan:

Misal: A,,B, €GL,(R) adalah grup

-1

untuk setiap A, B, €GL, (R) berlaku A =(A™*)
Bukti :
A €GL,(R) maka A" eGL,(R) sehingga AA'=A"A =1,

a;, &, - a4,

A Ay Gy,

a, a, - 4



Al=X=
a, 4,
a21 a22
anl an 2
a;
aZl a22
anl a‘n2
a, 4
a21 a22
anl a‘n2
a, &,
aZl a22
anl an2
a, a,
a21 a22
a‘nl a'n 2

Juga
Xy X

X21 X22

Xp Xp o o X,

Xpg Xy o0 Xy,

an Xn2 Xnn
an | X1 X

nn
& || [ X X K | %
B ||| *a Xa Kon || Xat
ann an an Xnn an
an | b
A || a2
ann Inl In2
8, Xa %
An | | Xa X
ann an Xn2
8, 4, &,
&y | || @
a‘nn anl anz
X |[ @1 8

an1 an2

nn
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Xln Ill I12 Iln
Xan = by I2n
Xnn Inl |n2 Inn
-1 .o . ]
Ko o Xy el ol [ Xy Xy o Xy
X22 X2n ¥ I21 I22 I2n X21 X22 X2n
Xn2 Xnn Inl In2 Inn an Xn2 Xnn
-1
Iln Ill I12 Iln Xll X12 Xln
|2n i |21 I22 I2n X21 X22 X2n
by NI Y b A\ X2 Xn2 o0 X
-1

Xin

X2n

Xnn

81 =il

&,

aZn

a‘nn
aln Ill I12 Iln
n _ Y I2n
ann Inl In2 Inn
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X1 X2 Xin X1 X Xin &; ap &
X21 X22 X2n X21 X22 X2n a21 a22 a2n
an Xn2 Xnn an Xn2 Xnn an1 anz a'nn
- - -1
Ill I12 Iln Xll X12 1n I11 |12 Iln
o I21 |22 I2n X21 X22 2n I21 I22 I2n
Inl In2 Inn an Xn2 Xnn Inl |n2 Inn
. . . -1 ,. . .
by o oy )@y B, &y, Xy Xpo o X, by b o by
by o o by |8y 8p ot By, P Xp Xyt Xy byl 0y,
Inl In2 Inn anl anz ann an Xn2 Xnn Inl In2 Inn
-1
a; 4, &, X1 % Xin
a21 a'22 a'2 no|_ X21 X22 X2 n
anl anZ ann an Xn2 Xnn
-1 -1
a; ap & &; ap &
a21 a‘22 a‘2n | a‘21 a22 a‘2n
anl anZ a'nn anl an2 ann
A=(A7)"

Dari adan b maka A :(A{l)fl

1.2.  Homomorfisma Grup pada GL, (R)

3.2.1 Homomorfisma Grup GL, (R) yang Didefinisikan ¢(A,) =det A
Misal diambil 1,,A eGL,(R) dan (GL,(R),x) dan (R,x) merupakan

dua buah grup, didefinisikan ¢( A, )=det A, maka:



I11 I12 Iln
i21 izz i2n : : :
=" ° . | adalah elemen identita matriks
Inl |n2 Inn
Ill IlZ Iln I11 I12 Iln
¢ IZl I22 I2n _det '21 |22 I2n
Inl In2 Inn Inl In2 Inn

det(l,) =i,;K;; +iy;Ky; +...+i; K,

— il =12 N
(=

=il
Q; &, -
Aq _ A Ap Ay,
a‘nl anz o ann

det(A,) :ainlj +a2jK2j +...+am.Knj

=> a;K;;j=12,..,n
t=1

Akan dibuktikan ¢(1,A)=4(1,)#(A,)

Bukti

a; d, oA,k kL
8y Ay Gl Iy

a‘nl an2 a‘nn Inl In2
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¢ i,j=1 i,j=1 i,j=1 _¢ :
n n n anl an2 a‘nn Inl In2 Inn
Z anJI|2 Z anjliz Z anjlln
i,j=1 i,j=1 i,j=1
bll b12 1n ail a12 aln Ill I12 Iln
¢ b21 b22 b2n ¢ aZl a22 a2n ¢ I21 I22 |2n
bnl an bnn anl an2 ann Inl |n2 Inn

blelj +b2].K2j +...+bannj
= (alelj +a2jK2j +...+am.Knj)(ile1j +i2jK2j +...+iannj)

Zbﬂ Ktj o~ Za‘tj Ktjzitj Ktj; J :1, 2,..., n
t=1 t=1 t=1

Z btj Kti = Z atj itj Ktj

t=1 t=1

Z btj Ky = Z btj Ky
t=1

t=1

Jadi untuk (GLn(R),x) dan (R,x) merupakan dua grup, sebuah fungsi
¢:GL,(R)—>R yang didefinisikan $(A,)=det A berlaku
s(1,A)=9(1,)4(A,).

Misal (GLn(R),x) dan (R,x) merupakan sebuah dua grup . Sebuah fungsi
¢:GL,(R)—>R disebut homomorfisma jika berlaku ¢(A,B,)=¢(A,)4(B,),
dengan ¢(A,)=det A untuk setiap A,,B, eGL,(R).

Bukti

Ambil A,,B, eGL, (R),detA eR



Didefinisikan ¢: A, —det A, ¢(A,)=det A,

Adib : det(AB,)=det(A,)det(B,)

$(AB,)=4(A)4(8,)

a; & bn blz ‘i bln a; & -, b11 b12
qé 8y Ay v Ay b21 bzz o b2n ==qé & A - &, qﬁ b21 bzz
a‘nl a‘n2 a‘nn bnl bn2 bnn anl anz ann bnl an
2aby Yagh, o Yah,
i,j=1 i,j=1 i,j=1
0 n 3 a; &, &, b11 b12 bln
a.bi a.bi a.bin a, a, - a, b. b. - bn
(AL S AP R G U B
n n n anl an2 ann bnl an bnn
z anj bi2 Z a‘nj bi2 Z anj bln
i,j=1 i,j=1 i,j=1

Cp Cp -+ G a, &, - q, b11 b12 bln

:¢ Ay 3, o &y, ¢ by by Ly,
nn

C Ky +6 Ky +...+ ¢ K,
= (a;Ky; +a,;K,; +...+a,;, KK +by Ky +..+b K )

ZC'[J Ktj w Za‘tj Ktj thj Ktj; j :11 21 Sl
t=1 t=1 t=1

Z btj Ky = Z btj Ky

t=1 t=1

Terbukti bahwa GL, (R) adalah homomorfisma.

Contoh :

¢(AQBZ)=¢K§ ij@ iﬂ
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(s )

=((9)15))-((23)(7))

3.2.2 Homomorfisma Grup GL, (R) yang Didefinisikan ¢(A,) =trA,
Missal diambil I,,A €GL, (R) dan (GL,(R),+) dan (R,+) merupakan

dua buah grup, didefinisikan #( A, )=trA maka:

by b, oy,

i i a0 I y ) ]
| =l 2 % 20 | adalah elemen identita matriks
In1 In2 kN Inn
by b ok by ok
y byl 0 by —tr by lp o by
by e o0 Iy e e o Iy

tr(l,) =l +i, +..+1,
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8, ap 8,
A= 8y Ay &
anl an2 ann

Akan dibuktikan ¢(1,+A )=¢(1,)+4(A)

a, a, - 4, by b oy a, a, - 4, by by oy
A% BB [ O a, a a by e

¢ a?l .22 .2n + %1 2'2 Z.n A ¢ 21 '22 '2n + ¢ 21 22 2n

anl an2 o ann In1 In2 I Inn an1 anZ gy a'nn Inl In2 N Inn

Al aptl, -t &y d, - Y, by by oy

é Ay tly Aptly v 8y th, h Ay o é by 1y Lon
a‘nl + In1 anZ + In2 s ann + Inn anl an2 y e ann In1 In2 o Inn
b11 b12 i bln a, a, - q, byl oy,

¢ b21 bzz b2n _ ¢ A Ay Ay, ¢ I R P
bnl bn2 o bnn a, a, a,, N I

b,+b, +..+b, =@, +a,+..+a, )+ +i,+..+i
b, +b, +..+b,, =((@+i), +(@+i), +..+(@+i),,)

b,+b, +..+b, =b,+b, +..+b,

Zbu:Zb.j

i,j=1 i,j=1

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



56

contoh

som-o|(3 O[3 %)

o )

a, l+a,

¢(|2+Az):2+a11+a22

wem=o3 (2 2)

#(1+A)=¢(1,)+4(A)

Jadi untuk (GL,(R),+) dan (R,+) merupakan dua grup, sebuah fungsi

¢:GL, (R)—R yang didefinisikan ¢(A,)=trA, berlaku ¢(1,A)=4(1,)¢(A,).
Misal (GL, (R),+) dan (R,+) merupakan sebuah dua buah grup . Sebuah

fungsi  ¢:GL,(R)—>R  disebut  homomorfisma  jika  berlaku

#(A +B,)=0(A)+4(B,).4(A)=trA untuksetiap A,B, eGL,(R).

Bukti

Ambil A,B, eGL,(R),trA eR

Didefinisikan ¢: A, —trA,,¢(A,)=trA,

Adib : tr (A, +B,)=tr(A)+tr(B,)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



a; &, g b11 b12 ' bln a; & -4, bu
a, a, - a h, b - b a, a a b
¢ '21 '22 2n n ?1 :22 an || _ ¢ :21 :22 :2n n ¢ :21
a'nl anZ o ann bnl an . bnn a'nl a'n2 nn bnl
a; + bll a, + b12 a, + bln a; a4, a, b11 b12
¢ ayt b21 Ayt bzz a,, +b2n = ¢ 8y Ay ay, ¢ b21 bzz
aﬂl + bnl anZ + bn2 ann + bnn anl anZ ann bnl an
Cll C12 Cln ail a12 aln bll b12 bln
CZl C22 C2n a'21 a22 a'2n b21 b22 b2n
¢ : el " 4. : : ¢ : : ;
Cnl CI’]Z Cnn anl a‘n2 ann bl’ll bl’]2 bnn

G, +Cp +entC =(a; +a, +...+a, )+ (b, +b,, +...4+b.)

Cy+Cp+...+C_=((a+b),+(@+b),, +..+(@a+b)_)

Cy+Cp+etCp =Cy +Cp+...+C,

n n
Z Cj = Z G

i j=1 i,j=1

Terbukti bahwa GL, (R) adalah homomorfisma.

Contoh

¢(A2+Bz):¢

=9

#(A)+¢(B,)

A

3 3
2 6

s ofs o

=(1+3)+(2+3)

=9
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3.23 GSifat-sifat Homomorfisma Grup GL,(R) yang Didefinisikan

P(A,) =det A,
Teorema 5

Misalkan GL,(R) , dua buah grup dan ¢:GL,(R)—>R dengan

¢(A,)=det A sebuah homomorfisme. Hal berikut ini benar.

Maka :

1. Jika 1,1 masing-masing identitas di GL,(R)dan R maka

n

(1) =1xIx1x..x1=1

Bukti

Ambil 1, eGL, () dan 1€l

¢(1,)=4| :

=214
=l
2. Uniuk sebarang A, <GL,( 1 )makag(A,) " = (4(A)
Ambil A eGL ()
Didefinisikan ¢(A ) = det A

Akan dibuktikan ¢(A ™) =(4(A,))™



Bukti
&; @, &,
A1 _ a21 a22 a2 n
a'nl an 2 a'nn
X X Xin
A]_l X21 X22 X2 n
an Xn 2 Xnn

#(A ) =(A)"

Xy Xy o Xy a, a, - &,
¢ Xp Xy Xy =| ¢ 8y 8y vt By,
an XnZ W Xnn a‘nl anz 4’ ann

XKy % Ky oty Ky = (8 Ky +8, Ky, +...+<’:\1J.Km.)‘1

n n =il
2. %Ky :(ZaqKqJ D=L 1 1Y
t=1 t=1

tz::th Ktj :tZl:th Ktj
M,(1)<GL,[0)—>¢(M,([))<0

$:GL (1) >0

i Adit g(M,(0))<l

#(M,()):{ac H[H =¢(A)}
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M, () —¢(M,(0))
M, (0)<GL,(0)

M. (0)cGL, ()
$(M,(0))cé(GL, (1))
p(M,(0)) <l

i.  Adit g(M, (1))

M (0)<GL, ()
A eM, (O)
$(A)ed(M,(0))
0 e¢5(|\/|n(L ))
$(M,(0))=D

iii.  Adit (A,),¢(B,) (M, (0))maka ¢(g,)4(9,) " cd(A)

A eM (0)—>¢4(A)ed(M, (1))
B, e Mn(ﬂ)—>¢(Bn)e¢(Mn(ﬂ))

M, (1) <GL,(7)
A\’Bn € Mn(“)_)Athil€¢(Mn(H))

AB eM, ()
#(A)#(B,}) eg(M, (1))

B,'A, €M, ()
4(B.)4(A) ep(M, ()

AB, €M, (1) maka ¢(A )4(B,") c¢(M,(1))

Dari (i), (ii), dan (iii) diperoleh M, (1) <GL,(0) = ¢(M, (1)) <[

3.3 Inspirasi Al-Qur’an dalam Kajian tentang Grup
Adapun salah satu ayat Al-Qur’an yang menginspirasi tentang wajibnya

mencari ilmu dalam QS. Al-Mujadalah : 11 yang berbunyi:
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,.o

J.J‘.)/ P @b‘MUM‘ ‘Mﬂ&&b”y‘;dj L;?l_jg

—

}Luu[.;.::&\b sz,w\ .uijvg.a1r‘t;~

“Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu: ‘Berlapang-
lapanglah dalam majlis’, Maka lapangkanlah niscaya Allah akan memberi
kelapangan untukmu. dan apabila dikatakan: ‘Berdirilah kamu’, Maka berdirilah,
niscaya Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan
orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. dan Allah Maha
mengetahui apa yang kamu kerjakan ”(QS. Al-Mujadalah/58:11)

Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa ketika seseorang disuruh
melapangkan majelis, yang berarti melapangkan hati, bahkan jika dia disuruh
berdiri sekali pun lalu memberikan tempatnya kepada orang yang patut
didudukkan di muka, janganlah dia berkecil hati. Melainkan hendaklah dia
berlapang dada karena orang yang berlapang dada itulah kelak yang akan diangkat
imannya dan ilmunya oleh Allah Swt. Sehingga derajatnya bertambah naik. Orang
yang patuh dan sudi memberikan tempat kepada orang lain itulah yang akan
bertambah ilmunya. Salain itu ada orang yang diangkat Allah SWT derajatnya
lebih tinggi dari pada orang kebanyakan, pertama karena imannya, kedua karena
ilmunya. Setiap hari kita dapat melihat pada raut rnuka, pada wajah, pada sinar
mata orang yang beriman dan berilmu. Dengan kata lain, betapa ilmu bisa
mengangkat derajat manusia di hadapan Allah SWT dan di hadapan manusia

lainya. Baik itu ilmu agama atau ilmu sains pada hakikatnya semua ilmu adalah

ilmu Allah Swit.
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BAB IV
PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembahasan bab I1l, maka dapat diambil kesimpulan,
antara lain :

1. Suatu himpunan matriks invertibel yang entrinya adalah bilangan real yang

didefinisikan GL,(R) dengan operasi pertambahan dan perkalian dengan

skalar memenuhi 4 aksioma grup yaitu tertutup, asosiatif, mempunyai

identitas, dan mempunyai invers.
2. GrupGL,(R)dengan ¢:GL,(R)—R yang didefinisikan ¢(A,)=det A,
dan ¢: GL, (R)— R yang didefinisikan ¢(A,)=trA, adalah homomorfisma

grup.

3. Grup GL,(R) telah memenuhi sifat-sifat homomorfisma grup.

4.2 Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada fungsi ¢: GL, (R)—>R

yang didefinisikan ¢(A,)=det A dan ¢(A,)=trA,. Maka disarankan kepada

peneliti yang lain untuk menggunakan penelitian secara lebih mendalam mengenai

fungsi dan pendefinisian fungsi yang digunakan.
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