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ABSTRAK

Pusvitasari, Nindia Dwi. 2023. Persamaan Klein-Gordon Dalam Ruang-Waktu
Melengkung. Skripsi. Program Studi Fisika. Fakultas Sains dan Teknologi,.

Universitas Islam Negert Maulana Malik Ibrahim Malang. Dosen Pembimbing:
(I) Arista Romadani, M.Sc (II) Dr. H. Agus Mulyono, M.Kes.

Kata Kunci: Klein-Gordon, lubang hitam Schwarzschild, modifikasi ruang-waktu,
ruang-waktu melengkung

Persamaan Klein-Gordon merupakan persamaan diferensial parsial yang
menggambarkan partikel bermassa dan tak berputar dengan spin-0 dalam konteks
mekanika kuantum relativitas. Dalam penelitian ini, dengan menerapkan metode
pemisahan variabel waktu,variabel radial, dan variabel sudut, diperoleh solusi
persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung menggunakan metnk
Schwarzschild. Persamaan Klein-Gordon dimodifikasi dengan mengganti operator
d’Alembert dalam ruang-waktu datar menjadi operator d’Alembert dalam ruang-
waktu melengkung dengan menggunakan turunan kovarian dan kontravarian dari
metrik Schwarzschild. Solusi fungsi1 waktu secara analitik diperoleh dalam bentuk
eksponensial, dan solusi fungsi sudut dalam bentuk polinomial Legendre yang
bergantung pada bilangan kuantum azimut dan magnetik. Fungsi radial dalam
persamaan diferensial orde dua dapat diselesaikan dengan metode numerik
menggunakan Matlab R2008b. Solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
melengkung Schwarzschild in1 menggambarkan efek gravitasi terhadap partikel di
sekitar lubang hitam yang memiliki interaksi gravitasi yang sangat kuat, yang
diwakili oleh metrik simetris bola. Saat r mendekati nol (dalam jari-jari
Schwarzschild), medan gravitasi meningkat secara signifikan. Gravitasi di sekitar
black hole sangat kuat, dan gaya gravitasi yang bekerja pada partikel sangat besar.
Inm1 berarti partikel akan mengalami percepatan gravitasi yang tinggi. Untuk
penelitian selanjutnya, diharapkan dapat memperluas persamaan dalam ruang-waktu
Schwarzschild ke ruang-waktu melengkung lain yang telah termodifikasi. Teor1 ini
memberikan pengetahuan baru dalam memandang efek gravitasi dalam teori medan
kuantum.
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ABSTRACT

Pusvitasari, Nindia Dwi. 2023. Klein-Gordon Equation In Curved Spacetime. Thesis.
Physics Study Program, Faculty of Science and Technology, State Islamic

University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisor: (I) Arista Romadani,
M.Sc (II) Dr. H. Agus Mulyono, M.Kes.

Keywords: Klein-Gordon, Schwarzschild blackhole, modify spacetime, curved
spacetime

The Klein-Gordon equation i1s a partial differential equation that describes
massless, spinless particles with spin-0 in the context of relativity quantum mechanics. In
this research, by applying the method of separating time variables, radial variables and
angular variables, a solution to the Klein-Gordon equation in curved space-time using the
Schwarzschild metric 1s obtained. The Klein-Gordon equation 1s modified by changing
the d'Alembert operator in flat space-time to the d'Alembert operator in curved space-time
using the covariant and contravariant derivatives of the Schwarzschild metric. The time
function solution 1s analytically obtained in exponential form, and the angular function
solution 1s in the form of Legendre polynomials which depend on the azimuthal and
magnetic quantum numbers. Radial functions 1n second order differential equations can
be solved by numerical methods using Matlab R2008b. This solution of the Klein-Gordon
equation 1n curved Schwarzschild space-time describes the effect of gravity on particles
around a black hole that have very strong gravitational interactions, represented by a
spherically symmetric metric. As r approaches zero (within the Schwarzschild radius),
the gravitational field increases significantly. The gravity around a black hole 1s very
strong, and the gravitational force acting on the particles is very large. This means the
particles will experience high gravitational acceleration. For further research, it 1s hoped
that we can expand the equations 1n Schwarzschild space-time to other modified curved
space-time. This theory provides new knowledge in viewing gravitational effects in
quantum field theory.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam fisika klasik, paling tidak kita memahami tiga hukum gerak ialah
mekanika Newton, relativitas khusus, serta gravitasi Newton. Mekanika Newton
sukses memaparkan sifat gerak benda berkecepatan rendah, namun tidak bisa
memaparkan benda vyang kecepatannya mendekati kecepatan cahaya
(berkecepatan tinggi). Sebab kegagalan tersebut, Einstein memunculkan teori
relativitas khusus yang sukses menerangkan sifat gerak benda dengan kecepatan
yang mendekati kecepatan cahaya. Tidak hanya itu, terdapat hukum gravitasi
umum Newton yang sukses memaparkan fenomena gerak benda langit yang
dipengaruhi oleh interaksi gravitasi antara benda-benda tersebut. Namun hukum
gravitast umum Newton yang dikombinasikan dengan relativitas khusus tidak
konsisten. Sebab itulah, Einstein mengenalkan teori baru i1alah relativitas umum.
Teori relativitas umum ini dibentuk bersumber pada dua asas, ialah kesetaraan
(principle of equivalence) serta kovariansi umum (general covariance)
(Anugraha, 2005).

Konsep ruang waktu timbul bersamaan dengan dikenalkannya relativitas
umum dengan kedua asas di atas. Teor1 yang diajukan Einstein in1 mengganti
metode berfikir mengenai alam semesta. Newton menempatkan ruang dan waktu
sebagai entitas yang berbeda serta mutlak. Tetapi teori tersebut dipatahkan oleh
Einstein, sebab bagi Einstein ruang di sekitar benda merupakan medan gaya berat
seperti halnya medan magnet di sekitar batang magnet, setelah itu kemunculan

medan gaya tersebut diakibatkan oleh ruang- waktu yang melengkung di



2

sekitarnya. “Gravitasi merupakan dampak dari kelengkungan ruang-waktu sebab
terdapat penyebaran massa serta tenaga, dalam ruang-waktu tersebut” seperti
itulah ungkapan yang diungkapkan oleh Einstein saat pertama kali mengenalkan
Teori Relativitas Umum (TRU) pada tahun 1915 (Krane, 1992).

Seiring berubahnya konsep relativitas Einstein, teori kuantum juga harus bisa
memenuhinya. Namun, persamaan Schrodinger yang sejak awal sudah dikenalkan
oleh Erwin Schrodinger dan sudah digunakan sebagai acuan dalam berbagai
penelitian mekanika kuantum ternyata hanya berlaku untuk partikel non
relativistik saja. Schrodinger sempat berusaha menyempurnakan persamaan
tersebut, namun tidak membuahkan hasil. Oleh karenanya, pada tahun 1926
dilakukan modifikasi persamaan Schrodinger untuk menjadi persamaan yang
lebih sederhana dengan menggunakan konsep momentum dan energi relativistik
oleh Oskar Klein dan Walter Gordon yang kemudian kita kenal sebagai
persamaan Klein-Gordon. Persamaan gelombang Schrodinger dimodifikasi
dengan menggabungkan teori medan kuantum dan teori relativitas Khusus.
Persamaan Klein-Gordon juga bisa disebut sebagai persamaan Schrodinger versi
relativistik.

Teori relativitas umum banyak mengkaji tentang fenomena-fenomena yang
ada di1 alam semesta seperti lubang hitam. Lubang hitam tercipta saat bintang mati
atau hancur akibat tarikan gravitasi. Lubang hitam juga bisa terbentuk ketika ada
bintang-bintang yang bertabrakan dan saling melebur satu sama lain. Bintang
memiliki gravitasi yang sangat tinggi sehingga tidak dapat bergerak dan akhirnya
menjadi tak terlihat. Hal 1n1 juga dibahas dalam Q.S At Takwir ayat 15-16 yang

berbunyi :
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Artinva : “Sungguh, aku bersumpah dengan bintang-bintang, yang beredar dan
terbenam™

Al- khunnas ataupun terbenam bisa dimaksud sebagai suatu yang tidak
nampak lagi pada suatu waktu. Keadaan ini bisa terjalin sebab posisi pengamat di
bumi yang relatif senantiasa berganti terhadap bintang ataupun memanglah akibat
bintang tersebut musnah. Sehubungan dengan ayat diatas, bintang yang
tersembunyi serta menyerap massa benda angkasa disekitarnya disebut blackhole
ataupun lubang hitam yang tidak bisa dilihat dengan mudah walaupun dengan alat
bantu (Sani, 2014). Lubang hitam tercipta sebab peristiwa runtuhnya bintang-
bintang yang diakibatkan oleh tarikan gravitasi yang sangat besar. Bintang-
bintang tersebut hendak memberikan dampak semacam lekukan-lekukan di luar
angkasa. Dengan massa vyang Ilumayan besar sehingga bintang-bintang
membentuk lubang bercorak gelap serta ruang angkasa jadi tidak datar lagi
(Mulyono, 2006). Lubang hitam yang digunakan untuk fokus riset ini merupakan
lubang hitam Schwarzschild. Lubang hitam Schwarzschild ialah lubang hitam
statis yang tidak mempunyai muatan listrik maupun momentum sudut. Lubang
hitam ini nantinya dijabarkan dengan metrik Schwarzschild (Gautama, 2018).

Penelitian mengenai persamaan Klein-Gordon pertama kali dilakukan pada
tahun 1987 oleh Elizalde sebagai tugas akhirnya di salah satu Universitas di
Jerman dan Spanyol. Elizalde melakukan dua penelitian mengenai solusi Klein-
Gordon dalam ruang-waktu. Dari penelitian pertamanya, diperoleh tiga pasang
solusi dari persamaan radial yang sesuai dengan bidang massif Klein-Gordon
yang ada di ruang-waktu Schwarzschild. Sedangkan pada penelitian keduanya,

membahas mengenai solusi persamaan Klein-Gordon dari partikel massif di
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ruang-waktu Schwarzschild. Pada tahun 2019, Lizardo mengatakan pada
penelitiannya mengenai persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu bahwa
solusi yang didapatkan masih berupa fungsi gelombang untuk kasus ruang datar
(k = 0) dengan asumsi mass less, dan power law function dengan dominasi
materi dan berdasarkan fungsi yang didapat bergantung pada bilangan kuantum
magnetik dan bilangan kuantum orbital. Selanjutnya yaitu penelitian dari
Rebekah, D.Lehn, Sophia S. Chabysheva, dan John R. Hiller pada tahun 2017
yang berjudul “Klein-Gordon Equation in Curved Spacetime”. Dalam penelitian
mereka, solusi persamaannya dibandingkan dengan solusi Coulomb non
relativistik dan teor1 perturbasi. Kekurangan dar1 penelitian in1 adalah kurangnya
solusi eksak mengenai persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
Schwarzschild, karena pengambilan data hanya berfokus pada metode komputasi
atau solusi non eksaknya saja.

Partikel yang memiliki spin-0 atau yang biasa disebut dengan partikel Boson
skalar bergerak di sekitar lubang hitam, sedangkan lubang hitam itu sendiri
melengkungkan ruang-waktu karena massa di lubang hitam yang sangat besar.
Penelitian ini dilatarbelakangi oleh keinginan untuk mempelajari perilaku partikel
di sekitar objek yang memiliki medan gravitasi yang sangat kuat seperti lubang
hitam. Persamaan gerak umum partikel Boson dapat dijelaskan melalui persamaan
Klein-Gordon yang bergerak dalam ruang-waktu datar. Persamaan Klein-Gordon
memiliki peran penting dalam fisika kuantum, terutama dalam konteks gravitasi
dan relativitas umum. Dalam ruang-waktu datar (flat spacetime), persamaan
Klein-Gordon dapat diturunkan dengan menggunakan prinsip-prinsip mekanika

kuantum dan relativistik. Namun dalam ruang-waktu melengkung (curved
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spacetime), persamaan Klein-Gordon harus dimodifikasi agar dapat
memperhitungkan efek gravitasi. Salah satu metrik yang digunakan untuk
membantu modifikasi persamaan Klein-Gordon ini adalah metrik Schwarzschild,
yang dapat menggambarkan ruang-waktu di sekitar lubang hitam yang
melengkung karena efek gravitasi yang sangat kuat di sekitarnya. Dalam
penelitian ini, akan dikaji gerak partikel dalam ruang-waktu melengkung akibat
kehadiran lubang hitam Schwarzschild tersebut.
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, dapat dirumuskan beberapa rumusan
masalah seperti di bawah ini :
I. Bagaimana perumusan persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
melengkung?
2. Bagaimana solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
melengkung Schwarzschild?
1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan dilakukannya penelitian ini
diantaranya adalah untuk :
1. Mengetahui perumusan persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
melengkung dengan metrik Schwarzschild.
2. Mengetahur solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
melengkung Schwarzschild.
1.4 Batasan Masalah
Penelitian 1m1 mengkaji secara teoritik mengenai persamaan Klein-Gordon

dalam ruang-waktu melengkung dengan menggunakan metrik Schwarzschild.



1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat dar1 penelitian ini diantaranya :

1. Hasil penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat kepada masyarakat
umum untuk memahami teori-teori umum pada kajian struktur ruang-
waktu melengkung Schwarzschild.

2. Sebagai referensi untuk penelitian selanjutnya mengenai persamaan Klein-
Gordon dalam konteks ruang-waktu melengkung.

3. Sebagai referensi untuk penelitian selanjutnya yang berkaitan dengan
ruang-waktu melengkung dengan bantuan metrik yang ada di lubang

hitam.



BAB II
KAJIAN PUSTAKA

2.1 Teori Relativitas Umum

Percobaan melalur sebuah persamaan antara dua benda yang saling tarik-
menarik pertama kali dikenalkan oleh Issac Newton. Dua benda tersebut memiliki
massa yang berbeda yaitu m; dan m, yang terpisah jarak sejauh r dan G sebagai
ketetapan nilai gravitasi universal (Anugraha, 2005).

F = —(Gmym,)#@/r?) (2.1)

Hukum ini kemudian dikenal sebagai hukum gravitasi Newton. Hukum
gravitasi menjelaskan tentang pergerakan suatu benda karena adanya interaksi
gravitasi antara benda tersebut. Pada tahun 1980, Bose mencatat bahwa presisi
orbit planet di sekitar matahari sebagai benda massif atau benda yang bermassa
besar. Pembelokan cahaya saat melewati benda massif dan fenomena lainnya
tidak dapat dijelaskan menggunakan hukum gravitasi Newton. Lawden juga
mengomentar: penelitannya pada tahun 1982 bahwa hukum gravitasi Newton
hanya berlaku dalam medan gravitasi yang lemah dan tidak konsisten dengan teori
relativitas khusus. Ketika suatu benda bergerak, gaya gravitasi dari benda tersebut
terhadap benda lain akan berubah atau terjadi tindakan spontan. Dengan kata lain,
pengaruh gravitasi harus berpropagasi dengan kecepatan tak terhingga. Hal i
menyebabkan hukum gravitasi Newton bertentangan dengan teori relativitas
khusus. Oleh karena itu, perlu dikembangkan teori baru yang konsisten, yaitu teori
relativitas umum (Anugraha, 2005).

Menurut Teori Relativitas Khusus, pengaruh gravitasi dari objek astronomi

dapat merambat dengan kecepatan yang melebihi kecepatan cahaya. Ini berbeda



dengan hukum gravitasi Newton, di mana gaya gravitasi antara dua objek akan
berubah secara otomatis jika salah satunya mengalami pergerakan. Inilah
sebabnya mengapa hukum gravitasi Newton dianggap tidak sesuai dengan Teori
Relativitas Khusus. Berdasarkan hal ini1, Einstein kemudian berusaha merumuskan
teori gravitasi baru yang konsisten dan sesuai dengan Teori Relativitas Khusus
(Gautama, 2018). Pada tahun 1915, Einstein mengembangkan teor1 gravitasi yang
konsisten dan kompatibel dengan Teor1 Relativitas Khusus, yang kemudian
dikenal sebagai Teor1 Relativitas Umum. Teor1 Relativitas Umum menjelaskan
bahwa gravitasi bukanlah gaya seperti gaya-gaya lainnya, melainkan hasil dari
lengkungan ruang-waktu. Teori Relativitas Umum didasarkan pada dua prinsip,
yaitu prinsip kesetaraan (principle of equivalence) dan prinsip kovariansi umum
(general covariance) (Weinberg, 1972).

Asas kesetaraan yang diajukan oleh Einstein menyatakan, "Tidak ada
eksperimen yang dapat dilakukan di dalam wilayah kecil (lokal) yang dapat
membedakan antara gravitasi dan akselerasi sistem vyang setara”. Asas
kesetaraan menyatakan bahwa hukum-hukum fisika harus sama bagi semua
pengamat yang bergerak teratur, tanpa percepatan relatif satu sama lain. Jadi tidak
ada pengamat istimewa dalam alam semesta ini. Einstein mengajukan asas ini
sebagar generalisasi dar1 asas relativitas khusus. Jika dalam relativitas khusus
hanya berlaku bagi pengamat dengan kecepatan konstan, maka dalam relativitas
umum prinsip ini diperluas tidak hanya kecepatan konstan tapi juga percepatan.
Akibat dari asas ini adalah gravitasi dan percepatan adalah setara. Jika seseorang

berada di dalam ruang angkasa yang jauh dari gravitasi, dia tidak akan bisa
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membedakan apakah dirinya sedang melayang bebas atau dipercepat dengan
roket, keduanya sama secara fisika.

Asas kesetaraan inilah yang menjadi landasan Einstein mengembangkan
relativitas umumnya, di mana gravitasi dipandang sebagai lengkungan ruang
waktu oleh benda-benda dengan massa, bukan sebagai gaya seperti yang
dikonsepkan Newton. Misalkan kita melepaskan dua objek yang terpisah oleh
jarak 7, sehingga ketika objek-objek tersebut bergerak di sepanjang lintasan
berbentuk lingkaran mengarah ke pusat Bumi, maka seiring berjalannya waktu,
kedua objek tersebut akan semakin mendekat. Namun jika ukuran objek tersebut
cukup kecil, perbedaannya tidak akan dapat diamati. Hal ini1 serupa dengan
eksperimen yang dilakukan di dalam roket di luar angkasa yang mengalami
percepatan tertentu (Krane, 1992).

Massa 1nersia dan massa gravitasi adalah konsekuensi dar1 asas kesetaraan.
Massa inersia adalah massa benda yang menentukan seberapa sulit benda tersebut
diubah kecepatannya. Semakin besar massa inersianya, makin sulit dirubah
kecepatannya. Menurut asas kesetaraan, percepatan yang dialami suatu benda
tidak tergantung pada massa inersianya. Misalnya, semua benda akan jatuh
dengan percepatan yang sama dalam medan gravitasi Bumi terlepas dari massa
inersianya. Namun, massa inersia juga mempengaruhi seberapa kuat medan
gravitasi yang dihasilkan oleh suatu benda. Semakin besar massa benda, gravitasi
yang dihasilkannya juga semakin kuat. Jadi meskipun asas kesetaraan
menyamakan gravitasi dan percepatan, massa inersia tetap penting Kkarena
menentukan kuat lemahnya medan gravitasi suatu benda. Gravitasi muncul dari

benda-benda dengan massa 1nersia. Itulah mengapa dalam relativitas umum,
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massa-massa benda dan energi di alam semesta membengkokkan ruang dan
waktu, sehingga benda lain terperangkap dalam lengkungan ruang waktu itu dan
mengalami percepatan (yang kita sebut gravitasi). Sifat in1 memungkinkan untuk
menghilangkan efek gravitasi yang muncul dengan menggunakan kerangka acuan
yang mengalami akselerasi. Dalam medan gravitasi, semua objek yang berada di
dalamnya akan mengalami percepatan yang sama dan tidak tergantung pada
massa objek tersebut (Wospakrik, 1987).

Dalam mekanika Newton, persamaan gerak suatu benda dengan massa m
yang jatuh dalam medan gravitasi dengan percepatan gravitasi g dengan koordinat

(y, t) dapat dinyatakan seperti persamaan di bawah ini (Anugraha, 2005)

d?y

Melalui persamaan transformasi berikut,

1
y' =y — Ey"ﬁ2 dant' =t (2.3)

Pada koordinat (y’, t") maka persamaan (2.2) akan berubah menjadi,

d*y'
dt'?

m, +mg = mgg (2.4)

Karena massa inersia m; sama dengan massa gravitasi m., maka persamaan

(2.4) dapat disederhanakan seperti bentuk di bawah ini :

d?y’
m dti = (2.3)

Kita dapat memilih kerangka acuan inersia (y’, t") untuk menghilangkan efek
gravitasi pada kerangka (y,t) yang merupakan kerangka dipercepat dengan
percepatan sebesar g terhadap kerangka inersia (y',t') pada medan gravitasi.

Hukum gerak dalam kerangka inersia dalam daerah tanpa medan gravitasi sama



11

dengan hukum gerak pada kerangka jatuh bebas dalam medan gravitasi
(Anugraha, 2005). Transformasi Lorentz dapat digunakan untuk mengaitkan
kerangka-kerangka inersia. Hukum alam yang berlaku pada kerangka inersia
menurut asas kovariansi harus berlaku juga pada kerangka tak inersia (seperti
kerangka jatuh bebas dalam medan gravitasi). Inilah yang dimaksud dengan asas
kovarianst umum yang berbunyi, “Hukum alam harus memiliki bentuk yang tetap
terhadap sebaran pemilihan transformasi koordinat™ (Krane, 1992).

Teonn relativitas umum menghadirkan konsep baru tentang ruang-waktu.
Menurut teori ini, ruang-waktu dapat melengkung ketika ada benda massif di
dalamnya. Sebagai contoh, ketika cahaya bintang melintasi objek langit massif
seperti matahari, cahaya tersebut akan mengalami pembelokan di sekitar objek
tersebut. Fenomena pembelokan cahaya in1 bukan disebabkan oleh gaya gravitasi
bumi, tetapi oleh lengkungnya ruang-waktu di sekitar matahari. Jika kita
menggunakan konsep teori relativitas khusus dan gravitasi Newton, cahaya
bintang dianggap memiliki massa yang sebanding dengan energinya, dan
meskipun terjadi pembelokan, nilai pembelokannya hanya setengah dari apa yang
dijelaskan oleh teori relativitas umum. Oleh karena itu, konsep teori relativitas
umum lebih cocok untuk menjelaskan fenomena ini. Teori relativitas umum
adalah salah satu teori fisika modern yang memiliki peran penting dalam
menjelaskan struktur ruang-waktu dan alam semesta. Teort ini memiliki
keindahan tersendiri dan memiliki daya tarik dalam meramalkan fenomena alam

yang menarik. Namun, teori ini juga membutuhkan persyaratan matematis berupa

analisis tensor (Anugraha, 2005).
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2.2 Aksi Hilbert-Einstein
Aksi Hilbert Einstein dapat digunakan untuk memperoleh persamaan

gravitasi Einstein. Diketahui bahwa skalar paling sederhana yang dapat dibangun

dengan menggunakan tensor metrik dan turunannya yaitu skalar kelengkungan

Ricci R dan aksi paling sederhana untuk relativitas umum dalam vakum adalah
aksi Hilbert Einstein (Sporea, 2014). Persamaan medan gravitasi Einstein yang

diperoleh dari prinsip variasi dalam kondisi vakum yaitu (Sporea, 2014) :

65z6fdﬂ1/—g£=0 (2.6)

Persamaan (2.6) digunakan untuk menurunkan persamaan-persamaan partikel
dan persamaan medan. Dengan Jjgdﬂ merupakan elemen volume invarian dan
L sebagai rapat Lagrangian. Alih ragam koordinat (Sporea, 2014) :

X% = x* =x*(x%) (2.7)

Dengan x“ adalah koordinat lokal awal dan | adalah determinan alih ragam

Jacoba.

dx“
dQ) = ]d(, =id t( — ) (2.8
] ] E adxH )

Jika diketahui juga nilai

dx? x>

Nap = PYad a,fﬁ 9uv (2.9)

Untuk mendapatkan nilai n = —1 = J2g, oleh karenanya
do (=l
0)

Karena persamaan Euler-Lagrange diturunkan dari prinsip variasi menjadi

orde dua, maka Lagrangian harus berbentuk kuadrat pada turunan orde pertama
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terhadap g,,. Turunan orde pertama berisi simbol Christoffel yang tidak invarian

terhadap koordinat. Oleh karena itu, rapat Lagrangian yang dipilih adalah skalar

kelengkungan Ricci R, sehingga prinsip variasinya menjadi (Gautama, 2018) :

aszafdn,/-gﬂzu 2.11)
69 = 99""09uy = —9u09"" (2.12)
og 1
6(J—9) = ———==—5/-99"89,p (2.13)
5/—g 2 '

Selanjutnya disederhanakan persamaan (2.13) menggunakan persamaan

(2.11), akan menghasilkan

f dQ./—gR + f dQ RS, /—g = f dQ/—gg"' SRy,
1
+ f d0\/—gRu8g" — f dQR\/—99,, 69"
= fdﬂJ—gg““ﬁRm

1 2.14
+ fdﬂﬁ#—gﬁg”” [R,uv —ERQFF‘ ( )

Suku integral pertama dapat dievaluasi pada kerangka inersia lokal (koordinat

normal) yaitu :

Rii(0) =L5e— Ly (2.15)
8R,,(0) = ? (6T%) — i(ﬁr“ ) (2.16)
[ Ox@ Hv OxV Ha

Dan

0 0
9" (0)8R,, (0) = g"*(0) 5—=(8T%) — 9*¥(0) 5 (8Ti)

B

= g”"(ﬂ)i(ﬁr‘” ) — g**(0)
dxp KV dxP

(6Tia)
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9

- o2l O (Er2) g O (o1

(2.1:7)
_ 9
© 9xP

(W]
Agar dapat menyelesaikan suku pertama (2.14) WP dianggap sebagai
we = g (0)(8T) — g7 (0)(8T,%)

aw

p
J’J—gg“"c‘iRwdﬂ = f,/—g 327 dQ)

0
fﬁ—gg““ﬁﬂwdﬂ = a?(..,f —ng)dﬂ

f J=99"6R,,dQ = 0 (2.18)

Dan persamaan (2.14) memperoleh :

1
J-,#—gﬁg”"' ’Rm, - ER‘Q‘”] dQ =0 (2.19)

1
Guv = Ruy =5 RGyy = 0 (2.20)

Keberadaan matert memberikan sumbangan terhadap bentuk Lagrangian
yaitu Langrangian mater1 L,,,, berkaitan dengan tensor kovarian energi

momentum T,,,, sehingga diperoleh bentuk umum sebagai berikut (Sporea, 2014) :

1 |
Ruy = 5ROy = KT (2.21)

Persamaan di atas menyatakan bahwa hukum gravitasi Einstein dengan k
berupa suatu tetapan positif yang berhubungan dengan nilai konstanta gravitasi G,
persamaan Euler-Lagrange pada aksi Hilbert-Einstein. Keberadaan materi
memberikan sumbangsih terhadap bentuk Lagrangian yaitu Lagrangian materi

Lnmq: berkaitan dengan tensor kovarian energi momentum 7T, sehingga diperoleh

bentuk umum medan Einstein dalam relativitas umum yaitu (Sporea, 2014) :
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1
Guv = Ry = 5ROy = KTy (2.22)

dengan, R, = tensor Riccl, g, = tensor metrik, R = skalar Ricci, Ty, =
tensor energi momentum, dan G = konstanta gravitasi (Sporea, 2014).
2.3 Ruang-Waktu
Dalam teori relativitas khusus, dijelaskan bahwa ruang dan waktu memiliki
sifat yang relatif terhadap pengamat yang sedang bergerak. Pengamat yang
bergerak akan mengukur panjang dan selisth waktu yang berbeda dibandingkan
dengan pengamat lain. Perbedaan utama antara teori relativitas khusus dan teori
relativitas umum terletak pada fakta bahwa teori relativitas khusus hanya berlaku
untuk ruang-waktu yang datar, sedangkan teori relativitas umum mencakup ruang-
waktu yang melengkung. Jika kita meninjau dua titik yang berdekatan dalam
ruang tiga dimensi, yang masing-masing dinyatakan dengan koordinat Kartesian
A (x,y,z) dan B (x +dx, y +dy, z + dz), kuadrat jarak antara kedua titik
tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut (Anugraha, 2005) :
ds? = dx? + dy* + dz* (2.23)
Jika dilakukan perpindahan ke koordinat silinder melalui transformasi di
bawah ini,
X=pcos¢p, y=psingp , z=1z (2.24)
Maka jaraknya akan berubah menjadi,
ds? = dp? + p?d¢p? + dz? (2.25)
Ruang tiga dimensi dimana bentuk ds? ini nantinya dapat dikembalikan lagi

ke bentuk ds® = dx* + dy* +dz®* dengan melalui transformasi inversi

menggunakan p = \/x2 + y2, ¢ = arctan % , Z = z. Apabila ruang tiga dimensi



16

dimana bentuk ds? dapat dikembalikan ke bentuk ds? = dx? + dy® + dz? ini
dinamakan sebagai ruang datar atau ruang Euclid. Jika tidak dapat dicar1 suatu
sistem koordinatnya (x,y,z) yang memenuhi ds® = dx* + dy* + dz* maka
ruang tersebut dinamakan ruang lengkung atau ruang Riemann. Bentuk ds* untuk
ruang datar satu dan dua dimensi berturut-turut adalah dx? dan dx? + dy?.
Contoh ruang datar untuk dimensi tersebut masing-masing adalah garis lurus dan
bidang datar. Sedangkan contoh ruang lengkung dua dimensi adalah permukaan
bola, ellipsoida, paraboloida, permukaan sadel kuda, dan lain sebagainya
(Anugraha, 2005).

Contoh ruang-waktu datar empat dimens: (tiga dimensi ruang berkoordinat
(x,y,z) dan satu dimensi waktu berkoordinat t) dengan invarian kuadrat elemen
garis adalah ruang-waktu Minkowski yang memiliki bentuk ds?,

ds? = —dt? + dx? + dy? + dz* (2.26)

Untuk contoh ruang-waktu lengkung empat dimensi adalah ruang bermetrik

Schwarzschild, yang mana kuadrat elemen garisnya berbentuk :

2GM 2GM\ "1 _
ds? = — (1 . ) dt? + (1 - ) dr? + r2(d62 + sin?6 d¢?) (2.27)
c2r c2r

Menurut (Anugraha, 2005), terdapat beberapa perbedaan antara ruang-waktu
melengkung dan ruang-waktu datar, antara lain:

1. Jumlah sudut dalam sebuah segitiga pada ruang-waktu melengkung tidak
sama dengan 1802 seperti pada ruang-waktu datar. Ini berarti bahwa garis
lurus yang merupakan penghubung terpendek antara titik sudut segitiga tidak
ada lag.

2. Pada ruang-waktu melengkung, perbandingan antara keliling dengan diameter

lingkaran tidak lagi sama dengan m seperti pada ruang-waktu datar. Ini
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menunjukkan bahwa konsep lingkaran pada ruang-waktu melengkung
berbeda dengan ruang-waktu datar.

3. Garns penghubung terpendek antara dua tiik pada ruang-waktu melengkung
tidak berbentuk garis lurus seperti pada ruang-waktu datar. Garis mi akan
berbentuk lengkung atau melengkung mengikuti kelengkungan ruang-waktu.

4. Dua garis yang sejajar dalam ruang-waktu datar tidak akan berpotongan.
Namun, dalam ruang-waktu melengkung, dua garis yang sejajar secara lokal
dapat berpotongan karena kelengkungan ruang-waktu tersebut.

5. Untuk menggambarkan ruang melengkung dalam ruang-waktu datar,
diperlukan satu dimensi tambahan. In1 berarti bahwa kita membutuhkan
representasi visual yang menggunakan dimensi tambahan untuk memahami
ruang-waktu melengkung.

Perbedaan-perbedaan ini menunjukkan karakteristik unik dari ruang-waktu
melengkung dibandingkan dengan ruang-waktu datar dan merupakan salah satu

konsep utama dalam teor1 relativitas umum.

Gambar 2.1 Ruang-Waktu Datar (Anugraha, 2005)
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Gambar 2.2 Ruang-Waktu Melengkung (Anugraha, 2005)

Dalam konteks 11, untuk memahami konsep ruang dan waktu, cahaya
menjadi penting karena berkas cahaya mengikuti lintasan terpendek atau terdekat
antara dua titk. Jika berkas cahaya mengikuti lintasan yang melengkung, hal im
menunjukkan adanya ruang-waktu melengkung. Penyebab kelengkungan ini
adalah medan gravitasi. Kurva yang menghubungkan dua titikk dalam geometri
yang melengkung disebut geodesik. Dalam geometri datar, geodesik berupa garis
lurus, sementara dalam geometri bola (melengkung), geodesik berupa busur
hingkaran. Perbedaan mendasar antara teor1 gravitasi Newton dan teorl
berdasarkan ruang-waktu yang melengkung terletak pada bahasa yang digunakan.
Sebagai contoh, jika sebuah massa m bergerak bebas sepanjang sumbu x dengan
kecepatan tetap dan tanpa adanya gesekan, dalam bahasa fisika klasik dinyatakan
sebagai x = x4, — vt. Namun, dalam bahasa ruang-waktu, hal ini didefinisikan
dengan cara yang berbeda (Krane, 1992).

(ds)? = v?(dt)? — (ds)? (2.28)

Jad1 menurut teori, partikel tersebut hanya diperbolehkan bergerak melalu
titik-titik ruang dan waktu yang dihubungkan oleh selisih nol, kedudukan titik-
titik tersebut dinamakan geodesik (Krane, 1992).

Sekarang, misalkan pada titik asal koordinat ditempatkan sebuah massa M

yang besar, massa m akan ditarik oleh massa M dengan gaya gravitasi Newton.
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Sewaktu m bergerak dari lintasan A menuju lintasan B akan mengalami
percepatan. Jadi, lintasan ruang-waktunya akan melengkung. Kehadiran massa M
melengkungkan ruang waktu xt, oleh karenanya ruang-waktu akan tampak seperti
gambar 2.2. Dengan demikian massa m sebenarnya menempuh lintasan terpendek

dari A menuju B dalam ruang-waktu lengkungnya (Krane, 1992).

Gambar 2.3 Ruang-waktu lengkung dua dimensi dari partikel-partikel

Penjelasan tentang ruang-waktu pada skala makroskopis dapat diberikan
melalui Persamaan Medan Einstein. Persamaan ini dianggap sebagai landasan
teoritis untuk menjelaskan berbagai fenomena seperti inflasi alam semesta,
perilaku lubang hitam, perambatan gelombang gravitasi, dan pembentukan
struktur di alam semesta mulai dar1 planet hingga galaksi1 dan gugus kelompok
galaksi. Namun, ketika diterapkan pada skala mikroskopis, teori relativitas umum
tidak cocok. Selain itu, terdapat beberapa permasalahan dalam teori kosmologi
modern yang tidak dapat dijelaskan sepenuhnya oleh persamaan ini. Salah satu
permasalahan yang dihadapi adalah percepatan ekspansi alam semesta, yang telah
memunculkan beberapa model dengan dua pendekatan dasar. Pendekatan pertama
adalah memodifikasi ruas kanan persamaan medan Einstein, yang dikenal sebagai
dark energy. Pendekatan kedua adalah memodifikasi ruas kiri persamaan medan
Einstein, yang dikenal sebagai modified gravity. Persamaan medan Einstein yang
umumnya dikenal berlaku dalam empat dimensi ruang-waktu. Namun, terdapat

pertanyaan tentang bagaimana persamaan in1 dapat dimasukkan ke dalam dimensi
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yang lebih tinggi, dan apakah mungkin untuk menurunkan persamaan medan i
dari aksi Einstein-Hilbert di ruang-waktu berdimensi lebih tinggi, atau
menghasilkan himpunan persamaan efektif dalam empat dimensi. Kedua
pendekatan ini masih belum konsisten dan belum diketahui apakah persamaan
medan Einstein yang diperoleh akan mengandung konstanta kosmologis atau
tidak (Timothy Clifton, 2012).
2.4 Lubang Hitam Schwarzschild

Terdapat pernyataan dalam QS. Al-Mursalaat (77) ayat 8 yang menyebutkan
bahwa peristiwa runtuhnya bintang disebut sebagai supernova. Pernyataan
tersebut menggambarkan bahwa bintang dapat mengalami keruntuhan akibat
gravitasi yang saling tarik-menarik antara partikel-partikelnya. Awalnya, bintang
terbentuk dari awan gas yang melayang di ruang antar bintang dan mengalami
kontraksi akibat gaya gravitasi. Kontraksi ini menyebabkan peningkatan suhu dan
tekanan dalam bintang. Untuk menjaga stabilitasnya, bintang membutuhkan
sumber energi panas internal yang dapat mengimbangi pengerutan lanjutan. Tanpa
sumber energi ini, bintang akan kehilangan panas, tekanan dalamnya akan
menurun, dan lapisan luar bintang akan runtuh. Proses ini sering disebut sebagai
supernova, yang merupakan ledakan hebat yang menghasilkan energi yang sangat

besar (Purwanto, 2015).

iy Wy (R [

Artinya : “Maka apabila bintang-bintang telah dihapuskan™
Setelah mengalami keruntuhan, bintang tidak lagi dapat memancarkan

cahaya. Oleh karena itu, supernova dianggap sebagai akhir dari keberadaan

bintang tersebut, atau disebut juga sebagai "kematian"” bintang. Setelah mati,
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bintang akan bertransformasi menjadi objek yang padat dan kompak, yang dikenal
sebagai "compact object” dalam konteks ini. Istilah "compact object” mengacu
pada kategori objek astronomi seperti bintang katai putih, bintang neutron, dan
lubang hitam. Objek-objek ini diklasifikasikan sebagai compact object karena
memiliki kepadatan yang sangat tinggi akibat keruntuhan gravitasi. Dalam proses
keruntuhan, pusat bintang mengalami pemampatan, menyebabkan elektron di
pusat bintang terhimpit dan mendekati inti dengan jarak yang semakin dekat
(Gautama, 2018). Compact object sering kali menjadi titik akhir dalam evolusi
bintang dan mewakili sisa-sisa bintang tersebut. Jenis compact object yang
terbentuk tergantung pada massa maksimum yang dicapai oleh bintang selama
evolusinya.

Menurut John Michell, medan gravitasi yang sangat kuat pasti dimiliki oleh
bintang yang masif dan antap sehingga mengakibatkan cahaya tidak dapat keluar
dar1 bintang tersebut. Sebenarnya bintang ini memancarkan cahaya dari
permukaannya, akan tetapi tertarik kembali oleh gravitasinya sendiri sebelum
sempat bergerak jauh. Akibatnya proses ini tidak terlihat oleh pengamat di luar,
tapt masih dapat dirasakan tarikan gravitasinya. Objek seperti in1 diberi nama
lubang hitam (Black Hole) oleh John Wheeler. Lubang hitam merupakan
singularitas ruang-waktu. Singularitas terjadi akibat kuatnya gravitasi suatu benda
yang sangat masif. Lubang hitam terjadi apabila suatu bintang neutron yang
bermassa lebih besar dari 3M maka tekanan degenerasi elektron dan neutron tak
akan mampu menghentikan keruntuhan gravitasi bintang. Bintang akan menjadi
semakin mampat dan medan gravitasinya semakin kuat. Dengan begitu

kelengkungan ruang-waktu di sekitar bintang akan semakin besar sehingga cahaya
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tidak dapat lolos. Radius maksimal bintang agar dapat menjadi lubang hitam

adalah (Gautama, 2018) :

_26M

5= — (2.29)

Jari-jari ini dinamakan jari-jari Schwarzschild, dan lingkarannya disebut
horizon peristiwa atau event horizon. Dari persamaan di atas, dapat diketahui
bahwa kecepatan pada lubang hitam lebih besar atau sama dengan laju cahaya,

sehingga cahaya tidak dapat lepas setelah memasuki event horizon (Gautama,

2018) :

Gambar 2.4 Lubang Hitam Schwarzschild bermassa M beradius r

Geometri ruang-waktu yang terdapat di sekitar objek ditentukan oleh fungsi
metrik yang berkaitan dengan objek tersebut. Lubang hitam Schwarzschild
merupakan lubang hitam statis yang tidak memiliki muatan listrik ataupun
momentum sudut. Lubang hitam in1 nantinya dijabarkan dengan metrik
Schwarzschild (Gautama, 2018).

Persamaan medan Einstein secara umum dituliskan seperti pada persamaan

(2.22) sebagai :

1
G =Ry — ER‘Q*‘” = 8nTy,y

Dimana G, adalah tensor Einstein, kemudian T, adalah tensor energi

momentum, R,, untuk tensor Ricci dan R skalar Ricci. Solusi Schwarzchild
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adalah solusi persamaan medan Einstein untuk ruang-waktu vakum di r objek
massif yang statik simetri bola. Dikatakan statik karena benda tidak bergantung
waktu, sehingga medannya pun tak bergantung waktu. Dikatakan spiral jika tidak
bergantung pada suku € dan ¢. Dimulai dari ruang-waktu datar Minkowski
dengan elemen garisnya berupa (Gautama, 2018) :

ds? = dt? —dx? — dy? — dz? (2.30)
Kemudian diperkenalkan koordinat bola dengan mengubah variabelnya, maka
didapatkan elemen garisnya sebagai berikut (Gautama, 2018) :
ds? = dt* —dr? —r?d0? — r? sin® 8d¢* (2.31)
Bentuk umum dari metrik ruang waktunya adalah (Gautama, 2018) :
ds? = e?2tdt? — e2Prtlgr? — r2d9? — r? sin® §d > (2.32)
Dimana a(r,t) dan [(r,t) adalah dua fungsi yang ditentukan oleh
persamaan Einstein. Bentuk metrik di atas didapatkan dar1 hasil asumsi coba-coba
atau yang biasa disebut dengan ansatz. Berdasarkan bentuk metrik di atas, dapat

dituliskan tensor kovarian ruang-waktu simetri bola adalah (Gautama, 2018) :

EE{I(TJ] 0 0 0
_| 0 —e20H 0
= 2.33
Y 0 0 —r* 0 (&3
0 0 0 —rsin‘é@

Dengan determinan metriknya :
g = det(g,,) = —e?@*Flrtsin?g (2.34)

Untuk tensor kontravariannya,

E—Eﬂ:[r,t] 0 0 0
Hy — 0 _E—Eﬁ(r,t) 0 0 2 35
g 0 0 —r~? 0 (2:39)

0 0 0 —r %sin" %40
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Selanjutnya bisa dicari simbol Christoffel dari metrik di atas. Definisi dari

simbol Christoffel itu sendir1 adalah (Gautama, 2018) :

1 0 0 0
re — Egﬂﬁ (_‘gﬂﬁ - gvﬁ —_ g,uv) (236)

dx¥  dx*  0x“
Karena metrik yang digunakan berupa metrik diagonal, maka simbol
Christoffel akan bernilai jika komponen indeksnya @ = [, maka persamaan di

atas dapat diubah menjadi (Gautama, 2018) :

1 ﬂ(agnrx 09y ag,ﬂ'l-')

[5 = Eg” % = 2.37)

gx* ~ gx* oJx*
Nilai dar1 simbol Christoffel yang tidak nol diperoleh dengan beberapa syarat
di bawah ini1 (Gautama, 2018) :
1. Suku pertama dalam kurung tidak nol jkav # u = «a
2. Suku kedua dalam kurung tidak nol jika u #v = «
3. Suku ketiga dalam kurung tidak nol jikaa@ # u =v
4. Kettkaa =pu=v
Syarat pertama dan kedua diperoleh karena adanya sifat simetri dari simbol
Christoffel yang dituliskan dalam hubungan (Gautama, 2018) :
Fa= B (2.38)
Maka untuk nilai dari simbol Christoffel yang tidak nol adalah :

. . 1
Untuk v # p = a dan simetrinya # v = a , maka [, = - "' a, 0.,

1 |
[fo = [0y = 5 €7*“9,e* = a’ (2.39)
1 .
[g1 =T = EE*EﬂarEEﬁ =p (2.40)
1 1
e =Ik=-—0;72 =~ (2.41)

2re T
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1 1

A T Iy _—

1—‘13 — 1—‘31 — 2?_2 Sinz 9 arr Sin 9 s ; {2.42)

1

L=Tr= 0472 sin* 8 = cotd 2.43

23 23 T 5 2¢in? @ gl Sl C ( )
Untuk @ # u = v, maka[}j;, = — % 9% 0,9y

0 1 —2a 2 2 ,2(f—a)

I =—5e d;(—e?P) = pe?lf-« (2.44)
1 1 -2 2a ' 2(a—p)
1 1 ~2B8 7 ,.2 -28

15 = —5e 0,7° = —re (2.46)
1 1 ~2B7 22 cin? .20 ,-28

a= —5e d,r?sin? @ = —rsin’fe (2.47)

1
Loy = —Fagr?- sin“ @ = —sin @ cos 8 (2.48)
Untuk @ = u = v, maka l}ﬁt = %g 0u9 up

o _ 1 2 :

§ = e 20, = (2.49)
p _ 1 -2B4 2P '

Setelah diperoleh nilai dari simbol Christoffel yang hasilnya tidak sama

dengan nol, dapat dicari nilai tensor Riccinya dengan menggunakan persamaan :

Ry = 0,08 —0, 0%, + T IE —TL 17, (2.51)

Dengan menggunakan sifat kesimetriannya diperoleh nilai tensor Ricci yang

tidak nol adalah (Gautama, 2018) :

L L ] [ ] H,j + &FE
Roo = (@B — B — B?) +e?@ P 22 (2.52)
+T— a ﬁ
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2p
Ros == (2.53)
P R
Ry =—e2@Pap—f—p2)+ "% T& T7 (2.54)
‘Il !
Ry, = —e Plar—-Br+1)+1 (2.55)
R;; = sin“ OR,, (2.56)

Berdasarkan nilai tensor Ricci yang telah diperoleh di atas, dapat ditentukan

skalar Riccinya, yaitu :

2/ 28" 1] 2
R=2eFla"—a'B' +a” +—- f R e
(2.57)

2e2@B)(af — ff - ?)
Dengan menerapkan syarat statis pada persamaan, suku yang diturunkan

terhadap waktu akan dihilangkan, maka nilai tensor Ricci dan skalar Riccinya

menjadi :
2o . .
Ry = e2@ B |a” + a? + ——a'p (2.58)
2a
Rll — _H” + RIE + T'i' HIEI (2.59)
Ry, =—ePlar-B8r+1+1 (2.60)
Rs; = sin® 8 R,, (2.61)

2/ 28" 1] 2
R=2e"|a" —a'B' +a% +—- f tg|—=3 (2.62)

Hasil yang diperoleh di atas selanjutnya akan disubstitusikan ke dalam

persamaan medan Enstein pada persamaan (2.22), dan hasilnya menjadi :

2B’ 2(a—pB) EE{&—B] pl
Goo = = - +—=0 (2.63)




21

2’ e 1
Gi1 = A T =2 =0 (2.64)
2a' 2B’
GEE s TEE—E,B (L’I” . Hrﬁr + a'? +T =8 Tﬁ) = (2.65)
2’ 2P’
Geg' =T P [ﬂ.’” —a'B' +a"” + T %] sinf8 =0 (2.66)

Geometri ruang-waktu harus tereduksi menjadi ruang-waktu Minkowski
untuk jarak yang sangat jauh dari massa sumber karena disebabkan oleh pengaruh
gravitasi yang semakin melemah. Maka dar 1tu, dengan mempertimbangkan
syarat asimtotik unsur 7 >> maka g — 77, persamaan di atas memberikan f = —a.
Disubstitusikan ke dalam persamaan di atas menjadi (Gautama, 2018) :

2a'e%r + g% = (2.67)

Karena e?® + 2a’e*%r = ;—T(rezﬂ), maka (Gautama, 2018) :

TEM:J'drzr—rs
T.

(2.68)

5
e’ =1——
=

Dimana 7; adalah sebuah tetapan inegrasi berdimensi panjang yang belum
diketahui nilainya dengan mensubstitusikan f = —a dan e?® pada persamaan di

atas, akan diperoleh bentuk (Gautama, 2018) :

ds? = v = (1-Z) ar? - (1 - %)_1 dr? — r2dQ? (2.69)

Persamaan (2.69) di atas dikenal sebagai metrik Schwarzschild yang
memberikan geometri ruang di sekitar ruang masif simetri bola. Meskipun pada
daerah terluar nilai tensor energi momentumnya sama dengan nol atau vakum,
namun terdapat induksi medan gravitasi dari sumber melengkung ruang di

sekelilingnya. Dalam limit medan lemah, persamaan medan Einstein dapat
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didekati dengan metrik Minkowski dan akan memenuhi persamaan gravitasi

Newton, menggunakan pendekatan pesturbasi orde pertama (Gautama, 2018) :

20
oo = (1+ C—E) (2.70)
_ 2GM . o 35
Dengan @ = — - adalah potensial gravitasi Newton. Dengan

membandingkan kedua persamaan tersebut akan diperoleh nilai dar1 kuantitas r;

(Gautama, 2018) :

_2GM

f=—s (2.71)

Untuk menyelesaikan solusi dari persamaan medan vakum dapat dilakukan

tanpa harus mensubstitusikan nilai R,, dan R. Pada persamaan di atas
menunjukkan bahwa tensor Ricci bernilai nol pada ruang vakum T, = 0, jadi
hanya perlu memilih persamaan-persamaan dari syarat R,, = 0 untuk dapat

mengetahui nilai e?® dan e?f. Untuk daerah eksterior digunakan R,,, R,,, dan

R,5.
2a’
e2(@B) " + q'% + ——af[=0 (2.72)
2a’
—[I” 1 H:E +T+ {I"B' =0 (2?3)
—e Bla'r-Bfr+1)+1=0 (2.74)

Persamaan (2.73) dijumlahkan dengan persamaan (2.75) menjadi,
2 ! f
—(@'+8)=0-p'=-a (2.75)

Persamaan (2.68) dan (2.69) dapat disederhanakan menjadi,

e’*2a'r+1)—-1=0 (2.76)
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Diperoleh hasil yang sama dengan persamaan (2.67) , sehingga diperoleh

kembali hasil dari e“* =1 — :—5 . Pada persamaan-persamaan di atas, tanda aksen

memiliki arti turunan/derivatif ke r. Pada akhirnya dihasilkan persamaan dari

metrik Schwarszchild yang dituliskan sebagai berikut (Anugraha, 2005) :

2GM 26M\~?
ds? = (1 - — )dtz ~ (1 - — ) dr? — r2d6? — r? sin? 0 d¢? (2.77)
&t=r Cer

Solusi persamaan (2.77) tersebut bisa disebut dengan solusi Schwarzschild.
Solusi Schwarzschild merupakan solusi dari persamaan medan Einstein di ruang
vakum. Maknanya, solusi tersebut akan berlaku jika hanya di luar sumber
gravitasi. Untuk sumber gravitasi berbentuk bola dengan radius R, solusinya
hanya berlaku untuk r > R. Oleh karena itu, solusi Schwarzschild harus
disesuaikan dengan beberapa solusi interior ¥ = R untuk menggambarkan medan
gravitasi baik di dalam maupun di luar sumber gravitasi (Anugraha, 2005).

2.5 Persamaan Umum Klein-Gordon

Persamaan gelombang yang pernah dikemukakan oleh Erwin Schrodinger
ternyata hanya berlaku untuk partikel non relativistik saja. Schrodinger sempat
berusaha menyempurnakan persamaan tersebut, namun tidak membuahkan hasil.
Oleh karena itu, pada tahun 1926 dilakukan modifikasi persamaan Schrodinger
untuk menjadi persamaan yang lebih sederhana dengan menggunakan konsep
momentum dan energi relativistik yang dilakukan oleh Oskar Klein dan Walter
Gordon yang kemudian kita kenal sebagai persamaan Klein-Gordon. Persamaan
gelombang Schrodinger dimodifikasi dengan menggabungkan teori medan
kuantum dan teori relativitas khusus menjadi persamaan yang relevan untuk kasus

relativistik (v = ¢) (Romadani, 2023). Persamaan Klein-Gordon juga bisa disebut

sebagai persamaan Schrodinger versi relativistik. Persamaan Klein-Gordon
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digunakan untuk menggambarkan persamaan medan untuk partikel dengan spin-0
(Saadatmand, 2017).

Menurut (Humaidi, Simbolon, Ong, & Afrida, 2016) fungsi gelombang, rapat
probabilitas, dan tingkat-tingkat energi elektron merupakan solusi dari persamaan
Klein-Gordon. (Sutopo, 2005) berpendapat bahwa fungsi gelombang ¢(x, t) pada
persamaan Schrodinger dapat digunakan untuk mengetahui nilar dalam berbagai
besaran. Fungsi gelombang Schrodinger dalam keadaan relativistik dapat

dituliskan sebagai (Sutopo, 2005) :

L 0p(x,t)
ih 3t

ﬁz
. [_ 2 v ivenlewo (2.78)

2m

Partikel skalar merupakan persamaan gelombang untuk sebuah partikel spin-0
yang memiliki satu komponen, yaitu 3. Persamaan ini diperoleh dengan
mengganti operator diferensial untuk E dan p ke dalam standar model kuantum

(Ryder, 1985). Menurut Plank, energi adalah E = hf dan konstanta Plank adalah
h= i Sehingga persamaannya dapat ditulis menjadi (Sugiyono, 2016) :

62 EE
ﬂt? = ~337 (2.79)

Jika fungsi gelombang ¢ di atas diturunkan secara parsial sebanyak dua kali

terhadap ruang tiga dimensi, maka menjadi :

- 52+az+62 _ FE*, 4" 580
¢ = 0x% ~ 0y? 0Z2 = 2"t o )2 289)
Gagasan de Broglie menyatakan bahwa panjang gelombang =§ , sehingga
persamaan tersebut menjadi (Sugiyono, 2016) :
pE
Ve = —— (2.81)

hE
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Fungsi gelombang tersebut mengandung gagasan dari teori kuantum dan teori
klasik pada kondisi relativisik menjadi energi total relativistik partikel bebas
bermassa m dengan fungsi gelombang ¢ yang diperoleh (Ryder, 1985) :
E?¢p = (p?c? + m?ct)o (2.82)
Kemudian masing-masing ruas persamaan dikerjakan pada sembarang fungsi

gelombang ¢ (x, t) sehingga akan diperoleh persamaan sebagai berikut :

1 0° 1
= S 3 @tf} b = (—hz E?EEE -]-mzc"‘) 1) (2.83)
2 62¢ 2%72 p2 2.4
—h R (—h%V?%c? + méc*)¢ (2.84)

Persamaan (2.84) dibagi dengan kuadrat kecepatan cahaya dan diperoleh,

K2 92¢

2o (A*V2 —m?c?)¢p = 0 (2.85)

Jika diuraikan akan menjadi,

182 @ o @2 o
—h? e — — ¢ —m2c2p = 0 (2.86)

Persamaan di atas menggunakan operator D*Alembert :

a2 B FE P
T c29t2 9x?2 9y? 09z2

O (2.87)

1
h2c2

Kemudian, persamaan (2.86) dikalikan dengan dengan h = ¢ = 1, maka

persamaan tersebut akan menjadi :

10%¢p m*c*
(vz EPTIT )cp =0 (2.88)
p m?*c*
VilO——5)¢=0 (2.89)

Dengan k = ? maka menjadi,
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(O —k*)p =0 (2.90)

Persamaan (2.90) di1 atas merupakan persamaan yang biasa kita sebut sebagai
persamaan Klein-Gordon. Solusi untuk persamaan Klein-Gordon mengandung
istilah energi positif dan juga energi negatif untuk partikel bebas. Persamaan

Klein-Gordon dapat menjelaskan pergerakan elektron saat mengelilingi atom

dalam lintasan tertentu (Naiggolan, 2012).



BAB III
SOLUSI PERSAMAAN KLEIN-GORDON-SCHWARZSCHILD

3.1 Modifikasi Persamaan Klein-Gordon Dalam Ruang-Waktu Datar Ke
Ruang-Waktu Melengkung

Persamaan Klein-Gordon merupakan persamaan diferensial parsial yang
menggambarkan partikel bermassa dan tak berputar dengan spin-0 dalam konteks
mekanika kuantum relativitas. Untuk merumuskan persamaan Klein-Gordon
dalam ruang-waktu melengkung diperlukan bantuan metrik di lubang hitam, yaitu
dengan menggunakan metrik Schwarzschild (yang menggambarkan medan
gravitasi sekitar objek dengan massa yang besar seperti bintang atau lubang
hitam). Oleh karena itu, diperlukan modifikasi untuk persamaan Klein-Gordon
dengan menggabungkan persamaan tersebut dengan prinsip-prinsip teori
relativitas umum (Gautama, 2018).

Berdasarkan persamaan (2.90) telah dihasilkan persamaan Klein-Gordon
dalam ruang-waktu Minkowski (datar) sebagai berikut :

Oy—m?yY=0
Dengan O adalah operator d’Alembertian kovarian, yang merupakan hasil kali
dari turunan kovarian dan turunan kontravarian (Naiggolan, 2012) :
0=V, V&Y 3.1)

Untuk memodifikasi persamaan Klein-Gordon dari ruang-waktu datar ke ruang-
waktu melengkung (dalam konteks relativitas umum atau teor1 gravitasi Einstein),
perlu memasukkan efek kelengkungan ruang-waktu akibat keberadaan massa dan
energi. Efek ini dijelaskan oleh persamaan medan Einstein.

Koordinat ruang-waktu yang didefinisikan oleh metrik ruang-waktu dapat

menggambarkan geometri ruang-waktu di sekitar objek bermassa dan berenergi.

33
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Koordinat ruang-waktu sferis simetris adalah salah satu sistem koordinat yang
digunakan dalam fisika relativitas khusus dan relativitas umum untuk
menggambarkan ruang-waktu di sekitar objek yang memiliki simetri bola atau
sferis. Simetri bola ini berarti bahwa sifat fisik dari sistem tidak bergantung pada
arah tertentu dalam ruang, tetapi hanya bergantung pada jarak radial dari pusat
sistem. Koordinat ruang-waktu dalam teori relativitas umum dapat bervariasi
tergantung pada situasi. Untuk menggambarkan koordinat ruang-waktu sferis
simetris, dituliskan dengan metrik ruang-waktu dengan bentuk umum sebagai
berikut (Anugraha, 2005) :
ds?* = —g, dt* + g,..dr* + r* dQ* (3.2)

Dimana dQ* adalah elemen sudut untuk koordinat bola. Koordinat ini membantu
dalam memahami bagaimana benda-benda tersebut akan mempengaruhi ruang-
waktu di sekitarnya. Dalam konteks koordinat sferis simetris, dimana sistem
memiliki simetri bola, elemen metrik ini akan mengalami penyederhanaan yang
nantinya dapat berpengaruh kepada komponen ruang dan waktu. Dalam koordinat
ruang-waktu sferis terdapat tiga koordinat utama yaitu koordinat radius (1),
koordinat zenit (6), dan koordinat azimut (¢) (Anugraha, 2005).

Dari persamaan (3.2) di atas terdapat komponen yang memiliki peran masing-
masing dalam mengontrol atau mempengaruhi ruang-waktu. Komponen g, ini
mengontrol bagaimana waktu diperlakukan dalam sistem koordinat ini. Jika
bernilai negatif, ini menunjukkan bahwa waktu adalah bagian dari konsep “jarak”
dalam ruang-waktu. Dalam koordinat sferis simetris, elemen metrik ini sering kali
diubah sedemikian rupa sehingga bergantung pada koordinat radial » dan waktu ¢.

Ini menggambarkan pengaruh massa dan energi pada laju waktu di berbagai jarak
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dari pusat sistem. Untuk komponen g,.. ini mengontrol bagaimana jarak radial r
dalam sistem koordinat. Im1 nantinya mencerminkan bagaimana geometri ruang
berubah seiring perubahan jarak radial dari pusat sistem. Terdapat juga komponen
sudut yang mengontrol bagaimana elemen sudut polar 6 dan sudut azimut ¢
diperlakukan dalam koordinat sferis simetris. Dalam situasi sferis simetris,
biasanya menunjukkan bagaimana area pada sudut polar dan sudut azimut
bergantung pada jarak radial (Saadatmand, 2017).

Modifikasi persamaan Klein-Gordon dari ruang-waktu datar ke ruang-waktu
melengkung adalah langkah penting dalam teori relativitas umum Einstein. Dalam
teor1 relativitas umum, gravitasi diinterpretasikan sebagai hasil lengkungan ruang-
waktu oleh massa dan energi. Dalam konteks ini, persamaan Klein-Gordon yang
awalnya digunakan untuk menggambarkan partikel bermassa dalam ruang-waktu
datar harus disesuaikan agar bisa mengakomodasi lengkungan ruang-waktu yang
terjadi di sekitar benda bermassa. Modifikasi utama dalam persamaan ini terletak
pada penggantian turunan biasa dengan turunan kovarian, yang memperhitungkan
efek kelengkungan ruang-waktu. Dalam persamaan Klein-Gordon di ruang-waktu
melengkung, simbol V digunakan untuk menyimbolkan turunan kovarian, yang
memungkinkan partikel untuk bergerak di sepanjang garis geodesik, yaitu lintasan
terpendek dalam ruang-waktu melengkung (Hartle, 2003).

Pentingnya modifikasi in1 terletak pada kemampuan persamaan Klein-Gordon
yang diperbarui untuk menjelaskan bagaimana partikel bermassa berinteraksi
dengan gravitasi, sehingga memberikan landasan teoritis bagi konsep-konsep

seperti lubang hitam dan relativitas umum. Hal in1 juga memungkinkan untuk
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memahami fenomena-fenomena astrofisika yang melibatkan kondisi ekstrem di

dekat benda bermassa besar.

3.1.1 Metrik Schwarzschild
Dalam koordinat bola atau sferis, metrik Schwarzschild dapat dituliskan

seperti pada persamaan (2.77) :

2GM 26M\ 1
el (1 _ ) dt? + (1 _ ) a2+ 72462 + 125120 A
c2r c2r

Di sini, ds® adalah elemen jarak dalam ruang-waktu, t adalah waktu
koordinat, r adalah jarak radial dar1 pusat massa, 6 adalah sudut polar, ¢ adalah
sudut azimutal, G adalah konstanta gravitasi Newton, M adalah massa objek
yang menghasilkan metrik ini (dalam hal 1n1 adalah massa lubang hitam), dan ¢
adalah kecepatan cahaya (Anugraha, 2005).

Penting untuk diingat bahwa metrik Schwarzschild menggambarkan efek
gravitasi dari objek bermassa besar pada ruang-waktu di sekitarnya. Salah satu
cirl penting dar1 metrik ini adalah adanya "horizon peristiwa"” yang merupakan

jarak terdekat dari lubang hitam yang tidak dapat ditembus oleh cahaya atau

2GM
c2

objek apapun. Horizon peristiwa terletak pada r = dan ini adalah batas di

mana efek gravitasi sangat kuat sehingga tidak ada objek atau sinyal yang dapat
melintasinya ke luar. Metrik Schwarzschild telah menjadi inti dalam memahami
sifat-sifat lubang hitam, seperti horizon peristiwa, singularitas di pusat lubang
hitam, dan efek gravitasi di sekitar objek bermassa besar (Carroll, 2004).
3.1.1.1 Simbol Christoffel Dari Metrik Schwarzschild
Dalam teori relativitas umum, simbol Christoffel adalah komponen dari

koneksi metrik. Koneksi ini adalah konsep dalam geometri diferensial yang
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digunakan untuk menggambarkan bagaimana ruang-waktu melengkung
berinteraksi dengan massa dan energi dalam kerangka teori gravitasi Einstein.
Simbol Christoffel sering kali ditulis sebagai I' (gamma) dengan indeks atas
dan bawah yang menghubungkan perubahan basis koordinat lokal yang
melibatkan perubahan dalam ruang-waktu melengkung. Secara formal, Simbol

Christoffel didefinisikan sebagai:

L (a-gi 4 095y B agﬁr)

oy 29 \oxr " 9xP  ox?

Dalam konteks metrik Schwarzschild, simbol Christoffel pertama
adalah konsep dalam geometri diferensial yang menghubungkan turunan
kovarian dari metrik ruang dan waktu. Untuk menghitung simbol Christoffel
dar1 metrik Schwarzschild, diperlukan perhitungan turunan parsial dari metrik
tersebut terhadap masing-masing koordinat. Turunan parsial merupakan konsep
dasar dalam kalkulus yang mengukur perubahan suatu fungsi terhadap
perubahan variabel-variabel independen yang membentuk fungsi tersebut.
Berikut ini1 turunan parsial dari metrik Schwarzschild terhadap koordinat

ruang-waktu (¢, 7, 8, ¢) yang hasilnya tidak sama dengan nol adalah :

0G¢; B 3, (1 ZGM) B 2GM (3.3)
or  or c2r)) c?r2 -
ag,, 0 ((1 ZGM)_I) 2GM
— == = 7 — 2 (34)
ar ar ot i 2y (1 B ZEM)
c2r
09es 0 _
_9 o2y 3.5
ar ar () =2r s
d d
944 _ 2 (+2sin?§) = 2rsin’ 6 (3.6)
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9 g
% = = (r?sin?§) = 2r?sin ¢ cos 6 (3.7)

Kemudian, dari turunan parsial komponen metrik Schwarzschild di atas,

dapat dihitung simbol Christoffel pertama (I‘ &I],), untuk simbol Christoffel yang

nilainya tidak sama dengan nol yaitu :

1 (0Ge 2GM\ [ GM
= ()« (o250 )
=29 \T5r c2r J \c?r2 (3.8)
L ==g™ (agﬂ_) = - (3.9)
o 2 ﬂr N Py ZGM )
cr (1 B czr)
1 ddee 1 2GM
[r, =— r.'r( ):_(1_ )2
06 ZQr or 2 cir (2r)
(3.10)
c‘r — 2GM
1 ad c’r — 2GM
qu,q,:zg”( §¢¢):( - )sinzﬂ
i . (3.11)
1 9,
rftb - 595‘9 (%) = sin @ cos @ (3.12)

Turunan parsial dan simbol Christoffel ini sendiri nantinya akan saling
berkaitan. Bisa dikatakan jika turunan parsial mewakili perubahan komponen
metrik dengan perubahan koordinat. Sedangkan simbol Christoffel digunakan
untuk menggambarkan hubungan antara perubahan tersebut dan juga efek
kelengkungan ruang-waktu pada lintasan partikel. Simbol Christoffel ini
merujuk pada simbol-simbol yang didefinisikan oleh persamaan geodesik
dalam teor1 relativitas umum.

Persamaan  geodesik  adalah  persamaan  diferensial  yang

menggambarkan lintasan partikel bebas yang mengikuti jalur terpendek
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(geodesik) dalam ruang-waktu lengkung. Dalam konteks metrik
Schwarzschild, simbol Christoffel digunakan untuk menghitung turunan
kovarian dari empat koordinat dalam ruang-waktu terhadap parameter jalur,
biasanya berupa parameter afinitas yang memetakan lintasan geodesik (Carroll,
2004).

3.1.1.2 Turunan Kovarian dan Turunan Kontravarian Dari Metrik
Schwarzschild

Ketika simbol Christoffel dikaitkan dengan turunan kovarian, maka
akan terdapat pembahasan lebih dalam mengenai konsep teori relativitas
umum. Turunan kovarian adalah konsep yang terkait dengan perubahan suatu
tensor saat perpindah dari satu tittk ke titk lain dalam ruang-waktu
melengkung. Bentuk umumnya :

Vi = 0, — T /g 0a ¥

Turunan kovarian mempertimbangkan efek perubahan koordinat dan
efek gravitasi dalam perhitungannya. Dalam teori relativitas umum, dikatakan
jika turunan kovarian dari suatu tensor dengan menggunakan simbol
Christoffel menggambarkan bagaimana tensor ini nantinya akan berubah saat
berpindah dalam ruang-waktu melengkung. Menghitung turunan kovarian
adalah langkah awal untuk menentukan perumusan persamaan Klein-Gordon

dalam ruang-waktu melengkung. Berikut in1 turunan kovariannya :

5 GM
Vi =0y — T g0, = 272 (3.13)
GM

Vo = 0 — g0, = sin6 cos 6 (3.15)
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sin 6

(3.16
cos 6 )

Vo = 0¥ —Tgpda = —
Dalam persamaan Klein-Gordon, yang merupakan persamaan
gelombang relativistik, yang menggambarkan partikel bermassa dengan spin-0,
turunan kovarian diperlukan untuk memperhitungkan kelengkungan ruang-
waktu dalam perhitungan turunan ruang dan waktu dari gelombang partikel ini.
Dalam formulasi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung,
turunan kovarian digunakan untuk menggantikan turunan biasa dalam
persamaan gelombang Klein-Gordon dalam ruang-waktu datar yang
memungkinkan untuk memasukkan efek kelengkungan ruang-waktu yang
dihasilkan oleh massa dan energi ke dalam persamaan, menghasilkan prediksi
gerakan partikel yang lebih akurat dalam kerangka relativitas umum.
Sedangkan untuk turunan kontravarian, merupakan turunan yang
merujuk pada perubahan nilai objek tersebut dalam arah yang diukur dalam
koordinat Kkontravarian. Turunan 1ni memungkinkan untuk memahami
bagaimana suatu objek nantinya akan berubah dalam ruang kontravarian saat
bergerak dalam permukaan ruang. Dalam persamaan Klein-Gordon, turunan
kontravarian diperlukan untuk menghitung variasi atau perubahan nilai
gelombang partikel terhadap perubahan posisi atau momentumnya dalam
ruang-waktu melengkung. Bentuk umum turunan kontravarian adalah :
Vi = g*PV, 4
Dalam persamaan diferensial dan analisis tensor, turunan kontravarian
didefinisikan dengan menggunakan basis dual dari ruang vektor. Basis dual
adalah himpunan fungsi-fungsi linier yang memetakan setiap elemen dalam

ruang ke bidang bilangan kompleks atau ruang lainnya. Turunan kontravarian
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kemudian dihitung dengan cara melibatkan turunan parsial terhadap masing-
masing variabel independen dan menggunakan aturan rantai untuk
mendapatkan hasil akhir.

Secara intuitif, turunan kontravarian dapat dipahami sebagai perubahan
tingkat cepat atau sensitivitas suatu fungsi terhadap perubahan infinitesimal
dalam variabel independennya. Ini membantu dalam memahami bagaimana
suatu sistem berubah sehubungan dengan faktor-faktor apa saja yang
mempengaruhinya. Jika metrik Schwarzschild di substitusikan ke dalamnya,

maka akan diperoleh hasil turunan kontravarian sebagai berikut :

GM
Viy = gitv,p = — o o (3.17)
2G*M? — c*GMr?
Viy =g" Vv, = o (3.18)
sin @ cos @ _
Ve = g%, = > (3.19)
1 .

r2sinf cos@

Untuk menerapkannya pada ruang-waktu melengkung Schwarzschild di
sekitar lubang hitam yang tidak berotasi (berputar) dan tanpa muatan listrik
(lubang hitam Schwarzschild), kita harus menggunakan metrik Schwarzschild
untuk menghitung tensor metrik dan komponen-komponennya. Turunan
kontravarian kemudian diterapkan dengan mempertimbangkan transformasi
koordinat antara sistem koordinat lokal dan sistem koordinat global dalam
ruang-waktu melengkung. Ini akan memberikan bentuk baru dari operator

laplacian serta penggunaan aturan rantai untuk mendapatkan hasil akhirnya.
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3.1.2 Operator D’Alembertian dalam Ruang-Waktu Melengkung

Operator d’Alembertian merupakan operator diferensial kedua yang
umumnya digunakan dalam konteks fisika, terutama dalam teor1 gelombang dan
relativitas. Operator ini juga dikenal sebagai “Box Operator” karena notasinya
yang sering menggunakan kotak (O). Operator d’Alembertian didefinisikan
sebagai jumlah dari laplacian ruang dan laplacian waktu dari suatu fungsi dalam
ruang-waktu 4 dimensi (dimana berupa 3 dimensi ruang dan 1 dimensi waktu)
(Lizardo, 2019).

Secara matematis, operator d’Alembertian (O) dari suatu fungsi

Y(x,y,z,t) di ruang-waktu datar adalah (Naiggolan, 2012) :

O e 3.1
v c? dt? 0dx? 0dy? 02z° 520
Atau, jika dibuat lebih kompleks persamaannya menjadi :
aE
n=2%_my (3.22)

" at?
Disini, t adalah koordinat waktu, dan x,y,z adalah koordinat ruang datar
(Naiggolan, 2012).
Dalam relativitas umum, ruang-waktu tidak lagi dianggap datar, melainkan

melengkung oleh massa dan energi yang hadir di dalamnya. Dalam kerangka

relativitas umum, metrik tensor g,, digunakan untuk menggambarkan geometri

dari ruang-waktu melengkung. Dalam ruang-waktu melengkung, koordinat pada
ruang-waktu datar yang awalnya ¥(t,x,y,z) harus diubah ke koordinat bola

yaitu Y (¢, 1, 8, @), sehingga menjadi

C19% % 9 0%
T etz ar? 962 a¢?

O (3.23)



43

Operator d”Alembertian dalam ruang-waktu melengkung memiliki bentuk

yang lebih kompleks, bentuk umumnya yaitu :

1

[l=—— -g g*'a, 3.24

Disini, g,, merupakan tensor metrik, ,/—g merupakan akar kuadrat dar
determinan tensor metrik, d,, adalah turunan parsial terhadap koordinat ruang-

waktu, dan g*Yadalah invers dari tensor metrik atau metrik kontravarian
(Lizardo, 2019).

Dalam kasus khusus dimana gravitasi diabaikan (misalnya, ketika berada
dalam kondisi yang mendekati vakum atau dalam kondisi dengan gaya gravitasi

yang sangat lemah), maka tensor metrik g,, dapat dianggap mendekati metrik

Minkowski 7,, yang mewakili ruang-waktu datar dalam relativitas Khusus.

Dalam hal i, bentuk operator d’Alembertian dalam ruang-waktu melengkung
akan mendekati bentuk operator d’Alembertian dalam ruang-waktu datar.
Namun, dalam kasus umum ketika gravitasi memainkan peran penting, geometri
ruang-waktu melengkung tidak dapat diabaikan. Dalam teori relativitas umum,
konsep operator d’Alembertian tetap relevan untuk menggambarkan fenomena
gelombang dan interaksi dalam kerangka geometri melengkung yang dijelaskan
oleh tensor metrik. Oleh karena 1tu, operator d’Alembertian dalam ruang-waktu
datar dan dalam ruang-waktu melengkung saling berkaitan melalu1 pemahaman
yang lebih luas tentang geometri, massa, dan energi dalam ruang-waktu.

Untuk menurunkan perumusan persamaan Klein-Gordon dalam ruang-

waktu melengkung dengan menggunakan metrik Schwarzschild, perlu
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disubstitusikan komponen metrik Schwarzschild ke dalam operator

d’Alembertian dalam ruang-waktu melengkung, sehingga diperoleh :

1 26M 2GM

o= 5 oV (- (- 55)) - (- —) 7) -

Disini, komponen metrik g#Y digantikan dengan komponen metrik
Schwarzschild yang mempertimbangkan efek geometri dari medan gravitasi.
Dari persamaan (3.25) di atas, kemudian dihitung turunan parsial pertama

dan kedua dari persamaan tersebut, hingga diperoleh turunan terhadap g, adalah:

O=— (%) g"a,0, + % d, (J-—T; (~ (1 - %)) al,) (3.26)

Persamaan (3.26) di atas merupakan bentuk akhir dari operator d’Alembertian
kovarian yang nantinya akan di substitusikan ke dalam persamaan Klein-Gordon
dalam ruang-waktu melengkung. Sehingga persamaan Klein-Gordon dalam
ruang-waktu melengkung dengan koordinat metrik Schwarzschild bentuknya

akan berubah menjadi :

(oo o (-0

m?c?

—~ Y=0

(3.27)

Penerapan operator d'Alembertian dalam ruang-waktu melengkung
memiliki banyak implikasi fisika yang menarik. Salah satu implikasi terpenting
adalah prediksi gelombang gravitasi. Operator d'Alembertian dalam ruang-waktu
melengkung adalah konsep penting dalam teor1 relativitas umum yang
digunakan untuk menggambarkan perilaku gelombang dan gangguan dalam
konteks ruang-waktu yang melengkung akibat dar1 massa dan energi. Operator

ini memainkan peran kunci dalam memahami fenomena seperti gelombang
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gravitasi dan perilaku partikel dalam gravitasi yang kuat. Menurut teori
relativitas umum, benda-benda besar seperti sistem bintang biner yang berputar
dapat menyebabkan gangguan dalam struktur ruang-waktu yang merambat
sebagai gelombang gravitasi (Gary, 2021). Operator d'Alembertian
memungkinkan kita untuk menggambarkan bagaimana gelombang gravitasi ini
merambat melalui ruang-waktu. Selain itu, operator d'Alembertian juga
digunakan dalam konteks lain dalam teori relativitas, seperti persamaan geodesik
yang menggambarkan lintasan partikel dalam ruang-waktu melengkung.
3.1.3 Persamaan Klein-Gordon dalam Ruang-Waktu Melengkung

Untuk memodifikasi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu datar
menjadi ruang-waktu melengkung, perlu memasukkan efek gravitasi dari metrik
Schwarzschild. Dalam metrik Schwarzschild, komponen metrik kontravarian

yang relevan dan determinan matriknya adalah :

tt __ 1
g = (3.28)
(1 c?r )
2GM
T — == 3.29
g (1 o 4 ) ( )
1
06 _
9% == (3.30)
g% = — (3.31)
r?sin @
J—g =12sin0 (3.32)

Kemudian, operator turunan disubtitusikan ke dalam g*'d,d,, sehingga

menjad :
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V0,0, = d.0 1 il d,-d
g va_“(l_ZGM) ttw+( —EET) rOr P
cir
1 (3.33)
+ 7206000 + 175 0000¥

Selanjutnya, operator persamaan di substitusikan ke persamaan (3.33), sehingga

diperoleh hasil :
1 G
_(I—ZGM)ataE "‘(1_ czr)arar
c*r
(3.34)
+1 1 6(,96)+ 1 a° +m2c2 L
72\simg 38 \°"Y 39) tsmzeagz )Vt T ¥

Dengan mensubstitusikan komponen-komponen metrik Schwarzschild yang

telah diketahui sebelumnya,

2GM
_(1_ czr):g”

(1- ZGM)

cir

= Grr

Dan operator total momentum sudut,

o ‘3(-95)+ 1 92
~5ingoa\"" " 36) " sin2@ a2

Maka diperoleh hasil persamaan akhir yang lebih sederhana yaitu berupa :

1 a2 16(?‘2 6)+L2 m?c?

_ =0 3.35
gtratzl'b r2dr \ g,, Or r2+ h2 Y ( )

Persamaan (3.35) ini adalah bentuk akhir dari perumusan persamaan
Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung dengan menggunakan metrik
Schwarzschild. Pada dasarnya, persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
melengkung mempertimbangkan efek Ilengkungan ruang-waktu dengan

menggantikan operator Laplace spasial (V*) dalam persamaan Klein-Gordon.
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Persamaan in1 menggambarkan bagaimana partikel dengan massa bermuatan
berinteraksi dengan medan gravitasi yang dihasilkan oleh objek bermassa dalam
kerangka relativistik. Solusi dari persamaan ini pada langkah selanjutnya, akan
memberikan informasi tentang perilaku partikel dalam medan gravitasi yang
kuat di sekitar lubang hitam.

3.2 Solusi Persamaan Klein-Gordon Dalam Ruang-Waktu Melengkung
Schwarzschild

Persamaan Klein-Gordon dimodifikasi untuk memperhitungkan pengaruh
medan gravitasi dengan memasukkan komponen metrik Schwarzschild, yaitu g,
dan g,,, ke dalam persamaan. Komponen g;; dan g,,- dar1 metrik Schwarzschild
menggambarkan pengaruh medan gravitasi pada waktu dan ruang radial. g
mencakup perubahan dalam waktu (dilatas1 waktu gravitasi), sementara g,
mencakup perubahan dalam jarak radial. Dengan A = ¢ = 1, maka persamaan

Klein-Gordon yang telah termodifikasi pada persamaan (3.35) menjadi :

1 02 10 (r*a o g
g, 0t2 120r\g,.or +r_2+m

=0

Untuk memudahkan pemisahan variabel, maka dapat memasukkan kembali

operator total momentum sudut berupa,

12 1 a(,nga)Jr 1 9°
~sinfag\" "~ 36) " sin?8a¢p?

Sehingga persamaan (3.35) menjadi :

19 10 (r*a 1 1&_96) 1. 8° 5
G OL? Cr29r G, OT % r<\sin6 do (5111 a6 * sin? 6 d¢? tme v (3.36)
=0
Dar1 persamaan (3.36) yang merupakan turunan pertama dan kedua terhadap

ruang (radial) dar1 persamaan Klein-Gordon yang telah termodifikasi dalam
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ruang-waktu melengkung tersebut, dapat diketahui bagaimana medan gravitasi
mempengaruhi percepatan partikel dalam ruang-waktu melengkung yang
mencakup efek perubahan jarak radial. Turunan kedua terhadap waktu
menggambarkan bagaimana perubahan dalam waktu lokal partikel dipengaruhi
oleh medan gravitasi (Philippe & Ma, 2022).
3.2.1 Pemisahan Variabel
Selanjutnya, dilakukan pemisahan variabel pada persamaan Klein-Gordon
yang sudah dimodifikasi dalam ruang-waktu melengkung. Pemisahan variabel
ini dilakukan dengan mengganti Y(t,7r,08,¢) =T(t)R;(r)Y;;,m(6,¢) pada

persamaan berikut, sehingga :

110°T 1 ﬁ(rzﬁR)

?gu at4 +r2R6r B OF
1[ 1 a8 /. ay) 1 9% (3.37)
T Z|vsino g0 (5'“ 36) T Ysin20 99?2
+m* =0

3.2.1.1 Pemisahan Variabel Waktu ()
Kemudian dilakukan pemisahan variabel masing-masing untuk bagian
waktu dan ruang. Untuk yang pertama yaitu pemisahan variabel bagian waktu,

yaitu :

1 L ¥ T(t) = —E* 3.38
T(t) \ge Ot? =S (5-39)

Dimana E adalah energi total partikel yang menghasilkan persamaan

diferensial waktu sebagai berikut :

1. 1 @*F

— — —F*¢
T g; Ot
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_— — _Ezgﬁ’r (339)

Diasumsikan jika :
T = Eimt
Dimana w adalah frekuensi angular. Kemudian persamaan asumsi

disubstitusikan ke dalam persamaan diferensial, sehingga :

2

0 ; :
a? (Elmt) = —F gtteLmt

(im)zeimt — —F s Eimt
w?* = —E gy

w? =—E it

W = —/E gy

Sehingga, solusi umum untuk 7' (t) adalah

T(t) = Ae WEaut (3.40)

Solusi waktu mencerminkan bagaimana fungsi gelombang akan
berfluktuasi dengan waktu. Solusi ini merupakan komponen yang
menggambarkan pergerakan partikel dan osilasi gelombang seiring perubahan
waktu. Dalam konteks Schwarzschild, medan gravitasi yang kuat dapat
memengaruhi bagaimana frekuensi partikel berkaitan dengan jarak radial dari
objek bermassa kuat seperti lubang hitam. Dengan kata lain, efek gravitasi
Schwarzschild mengubah perilaku gelombang seiring berjalannya waktu.
Dalam situasi 1ni, perubahan frekuensi partikel dapat mencerminkan efek
pergeseran merah (redshift) atau blueshift, tergantung pada apakah partikel

tersebut mendekati atau menjauhi objek berat tersebut (Rebekah, Chabysheva,

& Hiller, 2017).
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3.2.1.2 Pemisahan Variabel Sudut (6, ¢)
Langkah selanjutnya yaitu pemisahan variabel sudut (6,¢) dengan
menggunakan pemisalan Y},,(0,¢) dengan ‘“separation constant” atau

konstanta separasi berupa [(I + 1), sehingga (Griffith, 2005) :

1 [ 1 9 Yy 1 32y,
(sim0 55") +

E i S
Yim | Sin6 06 St sin? 6 dg?

=5 ] = —l(l+1) (3.41)

Persamaan (3.41) menentukan ketergantungan 1 pada 6 dan ¢ yang
dikalikan dengan Y sin“ @, menjadi (Griffith, 2005) :

0 0Yim\ 0°Yim _
sin 6 ﬁ(sm 6 —) 392 =—Il(l+1)sin®* 8 Y, (3.42)

Persamaan (3.42) dapat dipisahkan menjadi dua persamaan yang
masing-masing hanya bergantung terhadap satu variabel yaitu Y(6,¢) =
0(8)®(¢), menjadi (Griffith, 2005) :

a0 1 9%
St e in2 S SR 343
{ lsmﬂ (smﬂag)]+f(i+1)5m B}+€Dﬂ¢2 0 ( )

Suku pertama merupakan fungsi dari 6 dan suku kedua merupakan
fungsi dar1 ¢, sehingga masing-masing suku harus konstanta. Konstanta disini
dimisalkan m* (Griffith, 2005). Oleh karena itu, jika persamaan (3.43)

diyjabarkan masing-masing akan menjadi :

de
— in¢ 8 = m#+ 3.44
a[sm ae(smﬂag)]-i-lﬂ-!-l)sm 8 =m (3.44)
Dan,
10%® ,
= e 3.45
3z ™ (3.45)

Kemudian dapat dicarn solusi umum dar1 masing-masing variabel di

atas. Untuk yang pertama yaitu menentukan solusi umum untuk variabel ©
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d de
inf —I[sin 8 — inc 8 —m41@ = 3.46
smﬂaﬂ (51119 69) + [l(l+1)sin“8 —m=|0 =0 ( )

Diasumsikan bahwa solusi ©(6) dapat ditulis dalam bentuk :
0(6) = sin™ 8y (6) (3.47)
D1 sini, m adalah parameter yang akan ditentukan nantinya dan y(6)
adalah fungsi yang akan dicari. Dengan mensubstitusikan asumsi akan
membantu dalam mempermudah persamaan diferensial harmonik bola.

Selanjutnya yaitu menghitung turunan pertama dan kedua dann ©(6)

menggunakan substitusi ini, yaitu

d“0(6 d*x(6 dy(6
2 = sin™ g 2(6) + 2msin™ ' 6 cos @ 16

—m(m —1)sin™ 280 cos?8y(0)
Kemudian turunan pertama dan kedua dari ©(@) ini disubstitusikan ke

dalam persamaan harmonik bola yang telah ada, menjadi :

do

d( _dx(0) m® | a
(Smﬂ 70 ) + [E(I +1) - =y 9] sin“6y(@) =0 (3.49)

Sehingga diperoleh persamaan yang hanya bergantung pada y(6).
Solusi dari y(6) akan memberikan kontribusi utama dalam menemukan solusi

umum untuk ©(8) dari persamaan harmonik bola. Untuk mencari solusinya,

dapat menggunakan metode perubahan variabel dengan :

X = cos6 (3.50)
Jadi,
sinf =1 —x* (3.51)
Turunan dﬁfj juga dapat diganti dengan variabel x. Untuk itu, dapat

digunakan aturan rantai sebagai berikut :
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dy dy
S SO i . Lol Z W
30 \/1 X e ( )

Menggunakan substitusi persamaan di atas, maka persamaan (3.49)

akan berubah menjadi :

d d 2
AE(J:[*_;:E%)&-[i(!+1)—1Tx4 1-x%2y=0 (3.53)

Sehingga diperoleh persamaan diferensial orde dua baru dalam variabel

X, yaitu :

d dy

Persamaan diferensial di atas merupakan persamaan asosiasi Legendre

2
Tﬁ‘(l—xz),r:{] (3.54)

I+ 1) - -

yang dikenal memiliki solusi dalam bentuk polinomial asosiasi Legendre
P/"(x). Sehingga, solusi umum untuk variabel 8 adalah :
0(68) = BP/"(cos @) (3.55)
Dimana P/™ merupakan fungsi asosiasi Legendre, yang didefinisikan

sebagai :

|m|

ml s d
P =127 (o) R (3.56)

Dan P;(x) adalah polinomial Legendre yang didefinisikan dari rumus

Rodrigues,

P(x) = ( ‘ )[ (x2 — 1) (3.57)
2t \dx
Sedangkan untuk variabel ¢ solusi umumnya yaitu :
O (¢p) = Ce'™? (3.58)
Sebenarnya untuk variabel @ ini solusinya ada dua, yaitu e™? dan

e”'™?  Namun, pada titik ini, kita mencari alternatif akhir dengan
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memperbolehkan m untuk memiliki nilai negatif. Mungkin ada juga sebuah
faktor konstan yang terlibat, tetapi sebaliknya kita akan mengabsorbsinya ke
dalam perhitungan.

Faktor konstanta di depan diserap menjadi 0 dimana 0 < ¢ < 2m.
Untuk menyelesaikan solusi ini membutuhkan (¢ + 2m) = 0(¢), sehingga
nilai m harus bilangan bulat (m = 0,+1,+2,...). Solusi fungsi sudut Y,

dirumuskan seperti pada tabel berikut :

Tabel 3.1 Fungsi Harmonik Bola Y,,, (68, ¢) (Griffith, 2005)

1,172 . 15 | 1/2 | |
% = (5) 5= (55;) sin0et™
¥ = (E) cos @ Yg-l =+ (ﬁ) sin @ cos @ et'?®
3 \1/2 | 15 \1/2 |
Y:lil =+ (a) sing e*? Ygﬂ = (—32?1_) sin? g e+21¢
£ \1/2
Ygﬂ = (m) (3 cos? @ — l)

Dari tabel 3.1 di atas, diperoleh fungsi gelombang sudut yang

dinormalisasi, yang disebut dengan harmonik bola, yaitu :

2L+ 1) (I — |m|)!

im¢ pm 3. 59
! a0+ mh! e'™®P™(cosb) (3.59)

YEm(B: Qb) — €

3.2.1.3 Pemisahan Variabel Radial (1)

Setelah berhasil memisahkan variabel untuk bagian waktu dan sudut,
selanjutnya vyaitu dilakukan pemisahan variabel radial R;(r). Pemisahan
variabel radial in1 nantinya akan menghasilkan persamaan Schrodinger radial

terpisah, seperti berikut :
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1 R 1 [1?
_i (TE h) — 4+ m? — E* RI(T) =} (3.60)
dr /) grr \r?

Kemudian, menggunakan parameter w; yang didefinisikan sebagai
w, =7 R;(r) dan digunakan parameter untuk L2 =1[(l+1) untuk
menyederhanakannya menjadi bentuk yang lebih kompleks, maka pemisahan

variabel untuk bagian radial menjada :

d*u, |gl. 1g% B(g;r)z I(1+ 1)

- - === |+ u
dr? " |rg 29, &\gw/) | 12 O
] (3.61)
EE
+ ngrrui = et U
et
Dengan,
d 2GM\~"  2GM 2GM\~*
g;r — (1 =3 ) = — (1 — ) (3.62)
dr o 4 re ol
Jika kita misalkan untuk sz = 7,, maka :
rS
g =—(1-) (3.63)
1
9rr = T (3.64)
r
Sehingga :
I Ts
Grr = (r—1.)2 (3.65)
Dan
0 (3.66)
o = (T _ Ts)E .

Substitusi hasil-hasil dari g, dan g, , sehingga diperoleh hasil sebagai

berikut
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d?u, 1 1 . [(1+1) N m?
= —— u u u
dr2 4r2(r—r1.)2 " 2(1 _Is) _
- (R 1
(3.67)
EE
= U,
_L)°
(1-7)
Membagi persamaan (3.67) dengan m untuk mengubah m* menjadi :
1d°uy; 1 3 I(l+1) 1
- — u{ + Hf
m dr?  4mri(r —r)? g8 (1_E)m
r
(3.68)
1 E*
— U = U

R

Membagi persamaan (3.68) dengan 2 untuk mengubah beberapa faktor

menjadi %,
1 d%uy; 1 1s I(l+1)
" 2m dr? 8 2 Z Ut A
m dr m r2(r —ry) erz(l—f)
(3.69)
1 E*?
== u; = U

(D) o (3]

Dengan mensubstitusikan E* = m* 4+ 2mAE + AE®* ke dalam
persamaan, maka kombinasi dari kedua suku sebanding dengan m*, dan

pembagian 2m menghasilkan :

1 d?u; 1 fio [((1+1)
= == u + Uy
2m dr?  42mr?(r —r)? 22 (1 _ r_s)
>
3.70
AR2 (3.70)
mr, 1 AE + 5 —
= u = u
-8 -8
r r
Kemudian, suku-suku yang memiliki faktor - digabungkan :

2mr2
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1 d?y; I(1+1) 1 2
= U —— u
2m dr? 2mr?2 ' 42mri(r—-r)? "
, (3.71)
mr, 1 AE + AE
— u; = U
2r B oy
(1-3)  m(1-3)
2
Kita anggap bahwa AE adalah konstanta. Jadi AE dan E&E = )2 bisa
2m(1-—=
digabungkan menjadi satu :
1 d°uw;, I(1+1) 1 54
= + U —— U
2m dr? 2mr?2 42mr2(r —r.)?
(3.72)
mr, 1
" o 7\ 2 u; = AEpgrully
(1-3)

Disini, AE},,.,, adalah konstanta yang menggabungkan AE dan

—. Selanjutnya, menggabungkan suku yang memiliki faktor % dan 7} :

1 d%y; I+ 1)u 1 e
- —— U
2m dr? 2mr2 4 2mré4(r —r,)? I
(3.73)
L AE u
— > U = baru %]
2(1-%)7
=

Jika dilihat pada persamaan (3.73), terdapat 7z yang merupakan radius

2GM
c2

Dimana G adalah

Schwarzschild yang didefinisikan sebagai 15 =

konstanta gravitasi, M adalah massa Schwarzschild, dan ¢ adalah kecepatan
cahaya. Selain itu, juga terdapat m yang merupakan massa partikel. Kita tahu

bahwa G dan ¢ adalah konstanta, maka dapat digabungkan menjadi :

26 1 1 2GM 1, |
< =526=5. = (3.74)
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Kemudian, 7. dan c¢* dalam suku yang mengandung 7. dapat

Tg

digabungkan agar menjadi "

1 dzug I(I & 1) GMm
u; —

. - (3.75)
2m dr* o 2mr? ¥ Ui Al

Variabel r dapat diubah menjadi variabel baru yaitu ¢, dimana ¢ 11

dapat didefinisikan sebagai { = rf,

_2GM ¥

e = P :T:? (376)
Turunan pertama :
TS
iy = —C—Edi (3.77)
Turunan kedua :
2T,
d’r = c—;dc (3.78)

Kemudian, transformasi ini akan diterapkan pada turunan kedua

terhadap r dalam persamaan (3.75), sehingga :

1 ddl d (I+1)1 GMm
_ = = 3.7
om ai (dr T ”*) Y om Ty W =AE (3.79)
2
Digunakan hasil perhitungan sebelumnya untuk menggantikan j—z dan ETZ s
1 rnd®y, I(I+1)1 GMm
2m{* dq* TTom 2T Ty WS ARY; (3.80)

Persamaan (3.80) di atas kemudian dibagi dengan GMm untuk

mendapatkan bentuk yang diinginkan yaitu :

1 n, dw (I+1) 1 1 1
+ ——u, = AE (3.81
2m GMm d{2 2m  GMmr2 2 7™ “ )
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Tg

Jika diperhatikan, adalah suatu konstanta (yang biasanya

Mm

1
GMm

dinotasikan sebagai () dan adalah konstanta (yang biasanya dinotasikan

sebagai €). Selain itu, % =< Sehingga :

Ts

2m
d2u, (+ 1+ 1)e — rsc

— — w; = AEu
d(? 2m 7z | : (3.82)

Persamaan pada suku satu disederhanakan, sehingga menjadi :

s +l(l+1) {—AE (3.83)
2mc?  2GMm 1, “ '

Selanjutnya, suku satu pada persamaan utama bisa diganti dengan hasil
penyederhanaan suku satu yang telah disederhanakan sebelumnya vyaitu

persamaan (3.83), menjadi :

d*u, T, M (l+1) 1 . —
A2 \2mc2g2 ' 26Mmgz  r.g) 4T oFM 84
Kemudian, digunakan hubungan ;—‘; =(; dan €= ﬁ serta

menggantikan { ke dalam persamaan, sehingga persamaan (3.84) akan berubah

menjadi :

d*u, |g.. 1g5 3(9;-)2 [(1+ 1)

= = Fo——= | — g+ grri
iz |lgm 29 4\g) | & T
1 1 g (3.85)
+m? (1——)u =(E+— EE)—u
o Gt I 8 s Gt i

Sehubungan dengan adanya , selanjutnya persamaan (3.85) kembali di

sederhanakan agar menjadi bentuk yang lebih kompleks yang nantinya dapat

. % . . I 1 I 1 3 r 2
diselesaikan dengan metode numerik, Kemudian, 4 —g”’_z — _(gﬂ’) ]
'Z-gf‘.l" ng{ 4 ey
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2
pada persamaan di atas dapat digantikan dengan i T c; B
—hE

untuk komponen g,

dan gy, dapat dimasukkan dan untuk {; dapat digantikan dengan i—"" sehingga

menjadi :

d*u; Il(1+1) € 2 2
= + (l-l——)u ——(l-l-—)u
gz (2 ¢ v g
(3.86)
2¢ 1
({145 r5c)s
Persamaan di atas kemudian dapat digabungkan dengan menggunakan :
d“u,
WTe + V(D = ey, (3.87)

Dengan potensial V;({) adalah :

(l+1) 4 12 11
Z3 o 72 K3 n2 E T 8nt (3.88)

($) =45

Potensial V;({) tersebut dapat disubstitusikan ke dalam persamaan

Klein-Gordon, sehingga persamaan (3.87) akan berubah menjadi :

dzu_.: I(I 5 1) 2

= T U —=<u
I B
Il+1) 4 12 11 (3.89)
; ~ it
Z3 2 n2¢ 8nt
— EUWy
; I(+1) 4 2 ;
Jika {5[ ;1 _z_ﬂ+niﬂf_§$] pada persamaan (3.89) di atas

didefinisikan sebagai potensial V.({) seperti pada persamaan (3.88), maka

persamaan radial pada persamaan (3.87) akan berubah menjadi :

d* [(l+1 2
o ,’7:! T : g )HI = Eui + Vs (Du, = ey (3.90)
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Persamaan (3.90) di atas adalah persamaan radial yang merupakan
bagian dar1 persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung
Schwarzschild. Dimana wu; adalah fungsi gelombang radial tergantung pada
variabel { yang mewakili jarak radial dar1 pusat potensial, [ adalah bilangan
kuantum orbital angular, € adalah energi total partikel, dan V.({) adalah
potensial. Persamaan in1 memberikan deskripsi matematis dari perilaku partikel
dalam potensial partikel boson. Bagian pertama dari persamaan mencerminkan
kinetika partikel, sedangkan bagian kedua mewakili efek potensial V;({).
Solusi dari persamaan in1 memberikan informasi mengenai struktur energi dan
distribusi probabilitas partikel dalam sistem tersebut. Persamaan ini adalah
persamaan diferensial yang harus dipecahkan secara numerik untuk
memperoleh solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung
Schwarzschild. Persamaan ini dapat diselesaikan dengan cara numerik
menggunakan metode integral Runge-Kutta dengan menggunakan kondisi
batas terikat, dimana fungsi gelombang harus nol saat jarak partikel ke massa
pusat mencapai nilai tertentu.

Perubahan energi potensial dalam persamaan Klein-Gordon dalam
ruang-waktu melengkung Schwarzschild yang dihasilkan oleh V.({)
menggambarkan pengaruh medan gravitasi Schwarzschild terhadap partikel.
Vanabel ¢ yang mempresentasikan jarak dari pusat massa Schwarzschild
berfungsi sebagai parameter yang menentukan bentuk dan tingkat energi
potensial partikel. Berdasarkan hasil 1m, dapat dilihat perbedaan bentuk dan

kedalaman potensial untuk berbagai nilai [. Potensial ini mencerminkan
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bagaimana medan gravitasi Schwarzschild mempengaruhi pergerakan partikel
dengan momentum sudut [.

Hasil numerik dari fungsi radial dari persamaan Klein-Gordon dalam

ruang-waktu melengkung Schwarzschild ditunjukkan pada tabel 3.2 dan diplot

. u 1 r T,
dalam grafik pada gambar 3.1 dengan R; = /g, f, a=——, ( = . (g = E”,
(. = ;—5 = 2(GMm)*, € = _n_li' Untuk elektron terikat pada struktur gravitasi,

nilai GMm = 3,2 % 107*% dan r =2 x107%. Jika diplot menggunakan
aplikasi Matlab R2008b versi 7.7.0, maka hasilnya akan menjad: :

Tabel 3.2 Hasil numerik dari persamaan radial untuk [ =0,l=1,danl = 2

u;
¢
[=0 i=1 =2
0.1 0 0 0
1.01 -0.0502 -0.0694 -0.1280
2.01 -0.2069 0.0250 -0.0194
3.01 0.0704 0.0898 0.3027
4.01 0.2599 -0.0002 0.0178
5.01 0.1180 -0.0955 -0.3219
6.01 -0.1621 -0.0793 -0.2463
7.01 -0.2828 0.0219 0.1181
8.01 -0.1410 0.1035 0.3673
9.01 0.1253 0.0931 0.2700
10 0.2903 0.0050 -0.0646
Berdasarkan tabel 3.2 di atas, dapat dilihat bagaimana fungsi

gelombang direpresentasikan oleh wu;. Nilai [ sebagai momentum sudut
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berperan penting dalam menentukan sifat orbital partikel. Berdasarkan hasil
ini, diperoleh perbedaan perilaku orbital untuk [ =0, [ =1 dan [ = 2.
Momentum sudut yang berbeda menghasilkan bentuk orbit yang berbeda.
Partikel dengan [ yang lebih besar cenderung memiliki orbit yang lebih
ekstensif dan kompleks, sementara partikel dengan [ yang lebih kecil memiliki
orbit yang lebih terkonsentrasi. Dalam konteks relativitas umum, hal 1ni
menggambarkan bagaimana medan gravitasi mempengaruhi gerak partikel
tergantung pada momentum sudutnya. Untuk [ = 0, nilai u; cenderung tetap
sepanjang ¢, in1 menunjukkan sifat stabilitas gelombang dengan simetri radial.
Sedangkan untuk [ =1 dan [ = 2, nila1 u; mengalami fluktuasi yang lebih

besar, 1n1 menunjukkan pengaruh momentum sudut terhadap bentuk

gelombang.

Grafik u, terhadap C untuk berbagai |

_ s ; i 3; i |

Gambar 3.1 Solusi radial persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
melengkung Schwarzschild untuk I = 0,1 =1,dan [ = 2

Berdasarkan plot grafik yang diperoleh seperti pada gambar 3.1, grafik
u; terhadap { menggambarkan perilaku gelombang partikel dalam medan

gravitasi Schwarszchild. Nilai-nilai u; untuk berbagai [ mencerminkan fungsi
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gelombang partikel dalam ruang-waktu melengkung. Berdasarkan hasil ini,
dapat diamati bagaimana medan gravitasi Schwarzschild mempengaruhi
distribusi probabilitas partikel dalam berbagai kondisi orbaital.

Grafik pertama pada gambar 3.1 memvisualisasikan solusi gelombang
radial terhadap parameter { untuk berbagai nilai [. Grafik in1 memberikan
gambaran intuitif tentang kompleksitas pola gelombang dan perubahan
strukturnya seiring dengan peningkatan [. Efek momentum sudut dapat dilihat
dalam fluktuasi yang lebih besar dalam gelombang.

Tabel 3.3 Hasil Numerik fungsi radial R; dan r dengan variasi [ =0, [ = 1,

dan l = 2
R,
r

[=0 =1 =2
0.0965 0.0408 0.0557 -0.0233
0.0986 -0.0253 -0.0350 -0.0646
0.1196 -0.0279 0.0251 -0.0194
0.1293 0.0105 0.0135 0.0455
0.1391 0.0521 -0.0308 0.0336
0.1489 0.0295 -0.0239 -0.0806
0.1586 -0.0487 -0.0238 -0.0739
0.1648 -0.0991 0.0767 0.0414
0.1782 -0.0564 0.0414 0.0147
0.1879 0.0564 0.0419 0.0121
0.1976 0.0145 0.0248 -0.0323
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orafk R, terhadap 1 (G a) untuk berbagai

X 1033

Gambar 3.2 Perbandingan Fungsi Radial R;(r) dengan r

Sedangkan grafik kedua pada gambar 3.2, membandingkan fungsi
radial R; terhadap r untuk setiap [. Perbandingan ini memberikan informasi
tentang bagaimana medan gravitasi Schwarzschild memengaruhi perubahan
skala jarak dalam solusi gelombang. Hasil menunjukkan bahwa, meskipun
gelombang mengalami fluktuasi, faktor skala R; mendekati 1, menandakan
bahwa efek relativitas umum pada skala jarak tidak signifikan dalam kasus ini.

Analisis fisis dari hasil ini memberikan pemahaman mendalam tentang
sifat-sifat gelombang dalam ruang-waktu melengkung Schwarzschild.
Perubahan dalam gelombang mencerminkan kompleksitas interaksi antara
momentum sudut, parameter gravitasi, dan medan gravitasi yang dihasilkan
oleh massa besar seperti lubang hitam. Analisis ini memberikan kontribusi
pada pemahaman kita tentang bagaimana relativitas umum memengaruhi sifat-
sifat gelombang dalam konteks gravitasi yang ekstrem.

3.2.2 Solusi Akhir
Hasil penggabungan pemisahan variabel dari persamaan Klein-Gordon

dalam ruang-waktu melengkung ini menghasilkan solusi yang menggambarkan



65

gelombang partikel dalam ruang-waktu melengkung Schwarzschild secara
menyeluruh, memungkinkan pemahaman mendalam tentang interaksi partikel
dengan medan gravitasi ekstrem yang dihasilkan oleh massa besar, seperti

lubang hitam. Berikut solusi akhirnya setelah digabungkan :

w(t,r,6,¢) = Ae_i Fut, R,

(3.91)

b QrmDy ¢ oS

E‘j(zz +1) (1 — |m)!

Melihat hasil solusi untuk persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
melengkung Schwarzschild di atas, dapat dianalisis dengan lebih mendalam
untuk memahami pola orbit, perubahan energi potensial, dan karakteristik
gelombang partikel. Dengan mempertimbangkan efek relativitas umum pada
pergerakan partikel dalam medan gravitasi Schwarzschild, dapat diidentifikasi
fenomena unik yang muncul dari teori gravitasi Einstein.

Meskipun solusi yang dihasilkan menggunakan persamaan Klein-Gordon
tidak secara langsung merepresentasikan orbit partikel, namun dapat diamati
perubahan posisi partikel sepanjang parameter (. Efek lenturan cahaya
(gravitational lensing) dan perubahan lintasan partikel dapat diperhatikan, yaitu
menggambarkan pengaruh medan gravitasi ekstrem pada pergerakan partikel.

Faktor skala R; dalam solusi persamaan (3.91) memberikan informasi
tentang perubahan skala jarak dalam gelombang. Dengan mengaitkan ini dengan
energi potensial partikel, maka dapat diamati bagaimana medan gravitasi
Schwarzschild memodifikasi potensial partikel, dengan adanya fluktuasi dalam

faktor skala menunjukkan variasi energi potensial partikel seiring dengan

perubahan parameter { dan momentum sudut [. Solusi gelombang partikel dalam
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ruang-waktu melengkung Schwarzschild dapat diinterpretasikan sebagai
superposisi dari berbagai mode gelombang dengan momentum sudut [. Fluktuasi
dalam gelombang untuk [ > 0 menunjukkan adanya komponen momentum
sudut yang berkontribusi pada karakteristik gelombang. Dalam konteks partikel
subatomik atau gelombang skalar yang melibatkan medan, fluktuasi in1 dapat
mencerminkan efek relativistik pada skala energi tinggi.

Efek relativitas umum pada solusi ini tercermin dalam interaksi antara
momentum sudut, parameter gravitasi, dan medan gravitasi yang sangat kuat.
Fluktuasi dalam gelombang dan perubahan skala jarak menggambarkan
bagaimana partikel atau gelombang bersifat elastis terhadap medan gravitasi
yang mengubah geometri ruang-waktu. Efek gravitasi pada energi potensial
partikel juga menegaskan bahwa medan gravitasi Schwarzschild tidak hanya

memengaruhi lintasan, tetapi juga properti energi partikel itu sendiri.



BAB IV
PEMBAHASAN

4.1 Perbandingan dengan Persamaan Klein-Gordon dalam Ruang-Waktu
Datar

Solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu datar adalah representasi
matematis dari perilaku partikel berskala kuantum dalam kerangka kerja
relativitas khusus. Persamaan Klein-Gordon adalah persamaan gelombang
relativistik yang digunakan untuk menggambarkan partikel-partikel dengan massa
dan momentum. Dalam ruang-waktu Minkowski (datar), persamaan Klein-Gordon
yang dinyatakan dalam bentuk operator d’Alembertian adalah (Griffith, 2005) :

[0 -m2Y =0
Solusi 1n1 dinyatakan dalam bentuk operator d”Alembertian yang digunakan untuk
menggambarkan fungsi gelombang dalam ruang dan waktu. Solusi ini digunakan
untuk menggambarkan partikel bermassa dan tak berputar dengan spin-0 dalam
ruang-waktu datar Minkowski (Gautama, 2018). Sedangkan dalam ruang-waktu
melengkung  (Schwarzschild)  operator d'Alembert diganti  dengan
mensubstitusikan turunan kovarian dan kontravarian dari metrik Schwarzschild ke
dalamnya, sehingga persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung

Schwarzschild memailiki bentuk :

1 g% 1 0 r25+1 : B(Sﬂ)+ 1 2 & m2 .,
gy Ot 120r\g,-0r) 1r?\sinfdé T sin? § d¢ =

di mana g, dan g,, adalah komponen metrik Schwarzschild yang

memperhitungkan distorsi ruang-waktu akibat keberadaan massa. Persamaan ini
mencakup efek relativitas umum dan menggambarkan bagaimana partikel

bermassa berinteraksi dengan medan gravitasi yang dihasilkan oleh massa pusat.
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Perbandingan antara kedua persamaan ini menyoroti perbedaan pendekatan dalam
memodelkan partikel bermassa dalam konteks ruang-waktu datar dan ruang-waktu
melengkung Schwarzschild, di mana faktor-faktor gravitasi memainkan peran
penting dalam perubahan dinamika partikel tersebut.

Metode pemisahan variabel dapat digunakan untuk menemukan solusi
persamaan Klein-Gordon di ruang-waktu datar. Metode ini membagi fungsi
gelombang menjadi fungsi ruang dan waktu. Solusi persamaan Klein-Gordon di
ruang-waktu datar dalam kasus partikel bebas dapat digambarkan sebagai
kombinasi fungsi kosinus dan sinus dengan frekuensi tertentu. Solusi persamaan
Klein-Gordon di ruang-waktu datar untuk partikel terikat dapat digambarkan
sebagai kombinasi fungsi sinus dan kosinus dengan frekuensi diskrit. Selain itu,
transformasi Fourier dapat digunakan untuk menemukan solusi persamaan Klein-
Gordon di ruang-waktu datar. Dengan menggunakan transformasi Fourier, fungsi
gelombang dapat dibagi menjadi sejumlah gelombang sinusoidal dengan frekuensi
yang berbeda. Solusi persamaan Klein-Gordon di ruang-waktu datar dalam kasus
partikel bebas dapat digambarkan sebagai kombinasi dari gelombang sinusoidal
dengan frekuensi kontinu (Lizardo, 2019).

Gelombang elektromagnetik juga dapat digambarkan dengan solusi
persamaan Klein-Gordon di ruang-waktu datar. Solusi persamaan Maxwell,
sistem persamaan diferensial parsial yang menggambarkan medan listrik dan
medan magnetik, dapat diwakili sebagai kombinasi gelombang sinusoidal dengan
frekuensi tertentu yang memenuhi persamaan d'Alembert. Dalam fisika partikel,
solusi persamaan Klein-Gordon di ruang-waktu datar digunakan untuk

menggambarkan partikel bermassa dan tak berputar dengan spin-0, seperti meson
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dan boson. Dalam teori medan kuantum, solusi persamaan Klein-Gordon di
ruang-waktu datar juga digunakan untuk menggambarkan medan skalar, seperti
medan Higgs dalam Model Standar fisika partikel. Dalam fisika statistik, solusi
persamaan Klein-Gordon di ruang-waktu datar juga digunakan untuk
menggambarkan fenomena fisika pada suhu rendah, seperti superkonduktivitas
dan superfluiditas, dan dalam fisika kosmologi. Solusi persamaan Klein-Gordon
di ruang-waktu datar juga digunakan untuk menggambarkan evolusi alam semesta
pada skala besar. Dalam penelitian, solusi persamaan Klein-Gordon di ruang-
waktu datar digunakan untuk mempelajari berbagai fenomena fisika, seperti
partikel bermassa dan tak berputar dengan spin-0, medan skalar, dan gelombang
elektromagnetik. Solusi persamaan Klein-Gordon di ruang-waktu datar juga
digunakan untuk mengembangkan teori medan kuantum dan teori kosmologi
(Timothy Clifton, 2012).
Solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu datar dan ruang-waktu
melengkung memiliki beberapa perbedaan, di antaranya :
Solusi Persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu datar (Gautama, 2018) :
1. Ruang-Waktu Datar (Minkowski) : Solusi persamaan Klein-Gordon dalam
ruang-waktu datar didasarkan pada kerangka kerja relativitas khusus di
mana ruang-waktu dianggap datar dan homogen. In1 adalah aproksimasi
yang baik dalam kasus kecepatan rendah dan medan gravitasi yang lemabh.

2. Turunan Biasa : Dalam ruang-waktu datar, persamaan ini menggunakan

. .
turunan biasa terhadap waktu dan ruang, seperti o dan V4.
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3. Energi dan Momentum Klasik : Partikel dengan massa m dalam ruang-
waktu datar memiliki energi dan momentum seperti yang dijelaskan dalam
mekanika klasik.

4. Laju Propagasi Konstan : Solusi in1 menggambarkan partikel dengan laju
propagasi konstan yang tidak dipengaruhi oleh medan gravitasi.

Solusi Persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung (Lizardo,
2019) :

1. Ruang-Waktu Melengkung Schwarzschild : Solusi persamaan Klein-Gordon
dalam ruang-waktu melengkung Schwarzschild didasarkan pada relativitas
umum, yang memodelkan medan gravitasi yang dihasilkan oleh benda
bermassa tunggal di pusatnya, seperti lubang hitam Schwarzschild. Ruang-
waktu melengkung mengikuti metrik Schwarzschild.

2. Turunan Kovarian : Dalam ruang-waktu melengkung, persamaan 1ni

menggunakan turunan kovarian sesuai dengan metrik Schwarzschild, seperti

d d

5; dan —— yang memperhitungkan efek gravitasi.

3. Energi dan Momentum Relativistik : Partikel dengan massa m dalam ruang-
waktu melengkung Schwarzschild memiliki energi dan momentum yang
dijelaskan oleh kerangka kerja relativitas umum, yang mencakup pergeseran
merah gravitasi dan perubahan laju waktu gravitasi.

4. Pengaruh Gravitasi yang Kuat : Solusi i menggambarkan bagaimana
medan gravitasi yang kuat mengubah perilaku partikel berskala kuantum.

Dalam rangkaian solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
melengkung Schwarzschild, kita memperhitungkan pengaruh gravitasi yang

signifikan, sementara dalam ruang-waktu datar, efek gravitasi diabaikan. Ini
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menunjukkan pentingnya relativitas umum dalam menggambarkan perilaku
partikel dalam medan gravitasi yang kuat seperti yang terjadi di sekitar objek
berat seperti lubang hitam Schwarzschild. Solusi ini memungkinkan kita untuk
memahami perubahan perilaku partikel berskala kuantum dalam konteks
relativitas umum dan dalam lingkungan yang sangat ekstrem seperti di dekat
lubang hitam.

Dari perbandingan di atas, dapat disimpulkan bahwa solusi persamaan Klein-
Gordon dalam ruang-waktu Minkowski dan persamaan Klein-Gordon dalam
ruang-waktu melengkung Schwarzschild memiliki perbedaan yang signifikan.
Solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu Minkowski yang dinyatakan
dalam bentuk operator d'Alembert digunakan untuk menggambarkan partikel
bermassa dan tak berputar dengan spin-0 dalam ruang-waktu datar Minkowski,
sedangkan persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung
Schwarzschild digunakan untuk menggambarkan partikel bermassa dan tak
berputar dengan spin-0 dalam ruang-waktu melengkung Schwarzschild yang
menggambarkan medan gravitasi sekitar objek dengan massa seperti bintang atau
lubang hitam.

4.2 Integrasi Dalam Al Qur’an

Al Qur'an mengajak orang-orang untuk mempertimbangkan bagaimana Allah
SWT menciptakan alam semesta dan mengangkat berbagai ide yang terkait
dengan ilmu fisika. Hal ini tertuang dalam Surah Al-Qamar [54]: 49, yang

berbunyi :

"'.l"l.—-—-
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Artinya : “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran™
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Ayat 1 ini menyinggung fenomena alam, fenomena alam yang dimaksud
disini yaitu berupa air yang diturunkan dari langit. Air memiliki sifat mengalir dan
bergerak mengikuti kontur permukaan bumi. Persamaan Klein-Gordon digunakan
untuk mendeskripsikan gerak partikel subatomik seperti boson dalam ruang waktu
relatif Einstein. Partikel bergerak mengikuti kontur atau kelengkungan ruang
waktu akibat pengaruh medan gravitasi. Air yang diturunkan dari langit kemudian
mengalir di permukaan bumi memiliki kesamaan prinsip geraknya dengan partikel
subatomik dalam ruang waktu melengkung akibat gravitasi. Keduanya sama-sama
bergerak mengikuti kontur ruang waktunya. Ruang waktu dalam teor1 relativitas
umum Einstein dilengkungkan atau dimetrikkan oleh kehadiran massa seperti
benda angkasa, planet, bahkan partikel subatomik. Semakin besar massanya,
semakin kuat kelengkungan ruang waktunya. Partikel subatomik kemudian
bergerak mengikuti kelengkungan ruang waktu 1m, yang secara matematis
dijelaskan oleh persamaan Klein-Gordon relativistik. Demikian pula air mengalir
mengikuti kelengkungan medan gravitasi bumi. Ayat ini juga mengingatkan kita
bahwa setiap entitas memiliki akhir hidupnya. Ini mengingatkan kita pada konsep
dalam fisika tentang siklus kehidupan bintang, di mana bintang lahir,
berkembang, dan akhirnya mati. Bahkan alam semesta sendiri diyakini memiliki
batas dan akhirnya (Sani, 2014).

Namun, yang paling menarik adalah pernyataan bahwa pada suatu hari akan
datang segala sesuatu dengan membawa bukti-bukti yang nyata. Dalam konteks
fisika, hal ini dapat dihubungkan dengan bukti-bukti eksperimental yang
ditemukan melalui penelitian ilmiah. Ilmuwan dan fisikawan melakukan

eksperimen untuk mendapatkan pemahaman yang lebih dalam tentang alam
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semesta, dan bukti-bukti in1 adalah landasan bagi pemahaman kita tentang fisika
modern. Hal ini juga bisa diartikan sebagai penghargaan terhadap konsep hukum
alam atau hukum fisika. Hukum-hukum ini adalah bukti yang nyata tentang
bagaimana alam semesta berfungsi, dan mereka dapat diamati dan diukur. Oleh
karena itu, ayat ini mengingatkan kita tentang pentingnya penelitian ilmiah dalam
memahami alam semesta dan menghormati hukum-hukum alam yang ada.

Terakhir, ayat ini menunjukkan bahwa pemahaman yang lebih dalam tentang
alam semesta dapat membantu kita memahami kebesaran Allah SWT sebagai
pencipta yang bijaksana dan kuasa. Ini sejalan dengan konsep bahwa pengetahuan
dan ilmu pengetahuan adalah jendela untuk mengagumi dan memahami
penciptaan Allah SWT dengan lebih baik. Dalam kesimpulan, ayat ini mengajak
kita untuk memadukan pemahaman agama dan ilmu pengetahuan, menghormati
kebijaksanaan pencipta, dan merenungkan keajaiban alam semesta yang terungkap
melalui ilmu fisika.

Seruan kepada manusia untuk memperhatikan tanda-tanda kebesaran Allah

SWT juga tertuang dalam QS. Al Fushshilat [41] : 53,

(=) dops ;W_qubm_,l

Artinya : “Kami akan memperlihatkan kepada mereka tanda-tanda (kekuasaan)
Kami di segala wilayah bumi dan pada diri mereka sendiri, hingga jelas bagi
mereka bahwa Al Quran itu adalah benar. Tiadakah cukup bahwa Sesungguhnya
Tuhanmu menjadi saksi atas segala sesuatu? .

Dalam kata-kata "tanda-tanda (kekuasaan) Allah SWT" tersirat sifat dan
perilaku seluruh ciptaan Nya dengan berbagai proses dan gejalanya. Adapun yang

terkandung dalam pengertian "ufuk”, selain yang berlaku sebagai dimensi ruang
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juga termasuk dalam makna dimensi-dimensi. Salah satu hukum fisika yang
relevan adalah Hukum Gravitasi. Hukum ini menyatakan bahwa setiap benda
dengan massa akan saling menarik dengan gaya gravitasi berdasarkan massa
mereka dan jarak di antara mereka. Hukum ini memungkinkan kita untuk
memahami bagaimana benda-benda langit, seperti planet dan bintang, bergerak
dalam tata surya kita. Bintang dan planet yang terlihat secara kasatmata hanyalah
manifestasi kumpulan dan kombinasi partikel dasar pembentuk materi yang
berinteraksi melalui gaya fundamental alam. Partikel fundamental inilah yang
dijelaskan perilakunya oleh persamaan Klein-Gordon relativistik.

Persamaan Klein-Gordon adalah formulasi matematika dalam fisika teori
yang menjelaskan perilaku partikel subatomik dasar penyusun materi semesta
seperti kuark dan boson dalam medan gravitasi. Partikel-partikel ini berinteraksi
dan bergerak dalam ruang waktu relativitas Einstein yang melengkung, baik skala
makroskopik berupa galaksi maupun skala mikroskopik berupa partikel
subatomik. Keduanya tunduk dan patuh terhadap hukum alam ciptaan Sang
Pencipta. Dengan menyingkap hukum alam inilah ilmuwan modern menemukan
formulasi matematis seperti persamaan Klein-Gordon.

Persamaan Klein-Gordon secara matematis mampu menggambarkan perilaku
partikel mater1 dasar di alam semesta dalam interaksinya dengan medan gravitasi
yang melengkungkan geometri ruang dan waktu. Ini adalah manifestasi
keagungan hukum alam ciptaan Allah. Dar1 galaksi hingga partikel elementernya
semua terikat hukum yang sama yakni hukum Allah, Sang Maha Pencipta. Tidak
ada yang mampu menyimpang dari aturan yang telah ditetapkan-Nya. Meski

partikel subatomik jauh tak terjangkau penglihatan, namun hal 1n1 masih bisa
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dipelajari melalui persamaan-persamaan fisika seperti Klein-Gordon. Jadi, secara
keseluruhan, ayat-ayat ini mengajak kita untuk memperhatikan dan mempelajari
alam semesta, termasuk fenomena fisika, sebagai cara untuk lebih mendekatkan
diri kepada Allah dan menghargai kebesaran-Nya (Romlah, 2011).

4.3 Studi Kasus

Persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung Schwarzschild
merupakan salah satu studi kasus dalam fisika teoretis yang bertujuan untuk
mempelajari sifat-sifat partikel bermassa dan tak berputar dengan spin-0 dalam
konteks relativitas umum. Persamaan Klein-Gordon awalnya diterapkan pada
ruang-waktu datar, di mana partikel dianggap bergerak dalam ruang dan waktu
yang homogen dan isotropik. Namun, dalam konteks relativitas umum, ruang dan
waktu tidak lagi homogen dan isotropik, melainkan melengkung karena adanya
medan gravitasi. Oleh karena itu, perlu dilakukan modifikasi pada persamaan
Klein-Gordon agar dapat diterapkan pada ruang-waktu melengkung (Hernani,
2021).

Untuk mempelajari sifat-sifat solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-
waktu melengkung Schwarzschild, dapat dilakukan studi kasus dengan
menggunakan metrik simetri bola. Metrik simetr1 bola digunakan untuk
menggambarkan medan gravitasi sekitar objek dengan massa yang besar seperti
bintang atau lubang hitam. Dalam studi kasus ini, solusi persamaan Klein-Gordon
dalam ruang-waktu melengkung Schwarzschild dengan menggunakan metrik
simetri bola dapat dinyatakan dalam bentuk serangkaian fungsi radial dan fungsi
angular. Studi kasus ini menggunakan metode numerik untuk menghitung solusi

persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung Schwarzschild dengan
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menggunakan metrik simetri bola. Metode numerik digunakan untuk menghitung
solusi persamaan Klein-Gordon yang memiliki bentuk yang kompleks dan sulit
untuk dinyatakan dalam bentuk tertentu.

Solusi  persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung
Schwarzschild dapat membantu kita memahami bagaimana medan gravitasi
ekstrem, seperti yang dihasilkan oleh lubang hitam, mempengaruhi perilaku
partikel-partikel subatom. Pertimbangan ini sangat penting dalam teori relativitas
umum Einstein. Salah satu studi kasus yang menarik adalah menganalisis
bagaimana partikel dengan massa nol berperilaku saat mendekati horison
peristiwa lubang hitam Schwarzschild.

Ketika memeriksa solusi persamaan Klein-Gordon untuk partikel massa nol
dalam koordinat Schwarzschild, ditemukan bahwa energi partikel in1 secara
efektif digantikan oleh momentum yang semakin besar saat mereka mendekati
horison peristiwa. Ini menunjukkan bahwa partikel yang mendekati lubang hitam
akan memiliki energi yang cukup besar sehingga mereka cenderung bergerak
menuju horison peristiwa dan akhirnya jatuh ke dalam lubang hitam. Namun, di
sekitar horison peristiwa, partikel juga akan mengalami efek merah (redshift) yang
signifikan, menyebabkan panjang gelombang mereka terpanjang secara drastis
(Ryder, 1985).

Selain itu, studi kasus ini juga memberikan wawasan tentang efek tunel
kuantum yang sangat menarik dalam konteks relativitas umum. Terlepas dari
momentum besar partikel ini, mereka masih memiliki probabilitas kecil untuk
"tunel” keluar dari horison peristiwa, meskipun secara klasiknya mereka akan

tertangkap oleh gravitasi lubang hitam. Ini merupakan contoh konkret dari
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interaksi antara teori relativitas umum dan mekanika kuantum. Namun, penting
untuk diingat bahwa solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
melengkung Schwarzschild hanya memberikan model teoretis dan idealisasi.
Dalam situasi nyata, berbagai faktor seperti interaksi elektromagnetik dan efek
kuantum lainnya dapat mempengaruhi perilaku partikel-partikel tersebut dalam
medan gravitasi lubang hitam dengan cara yang lebih kompleks.

Hasil studi kasus menunjukkan bahwa solusi persamaan Klein-Gordon dalam
ruang-waktu melengkung Schwarzschild dengan menggunakan metrik simetri
bola memiliki sifat-sifat yang berbeda dengan solusi persamaan Klein-Gordon
dalam ruang-waktu Minkowski. Solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-
waktu melengkung Schwarzschild memiliki sifat-sifat yang dipengaruhi oleh
medan gravitasi. Dalam kesimpulannya, studi kasus mengenai persamaan Klein-
Gordon dalam ruang-waktu melengkung Schwarzschild dengan menggunakan
metrik simetri bola dapat memberikan informasi yang lebih detail tentang sifat-
sifat solusi persamaan Klein-Gordon dalam konteks relativitas umum. Studi kasus
ini dapat digunakan untuk mempelajari berbagai fenomena fisika dalam konteks
relativitas umum, seperti efek lensa gravitasi dan radiasi gravitasi, serta dapat
digunakan untuk mengembangkan teori medan kuantum dan teori kosmologi

seperti radias1 Hawking.



BAB YV
PENUTUP
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil yang diperoleh dar1 penelitian ini, maka dapat diambil
beberapa kesimpulan sebagai berikut :

1. Persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung diperoleh dan
memodifikasi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu datar dengan
menggunakan metrik Schwarzschild untuk menggambarkan medan gravitasi
sekitar objek dengan massa kuat seperti lubang hitam. Dari hasil modifikasi
mi, diperoleh persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung

sebagai berikut :

1 a8« 10 /r% I? m*¢* _ 0
gtfatzw_rzar g-,..,-ﬂr ¥ * lp_

F- h*

Pada dasarnya, persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung
mempertimbangkan efek lengkungan ruang-waktu dengan menggantikan
operator Laplace spasial (V%) dalam persamaan Klein-Gordon. Persamaan ini
menggambarkan bagaimana partikel dengan massa bermuatan berinteraksi
dengan medan gravitasi yang dihasilkan oleh objek bermassa dalam kerangka

relativistik.

2. Solus1  persamaan Klemn-Gordon dalam ruang-waktu melengkung

Schwarzschild adalah :

21+ 1)l — [m])!
4 (Il + |m])!

Y(t,r,0,¢p) =Ae WEIut . R, . ¢ J e'™®p™M(cos 6)

Efek relativitas umum pada solusi ini tercermin dalam interaksi antara

momentum sudut, parameter gravitasi, dan medan gravitasi yang sangat kuat.
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Fluktuasi dalam gelombang dan perubahan skala jarak menggambarkan

bagaimana partikel atau gelombang bersifat elastis terhadap medan gravitasi

yang mengubah geometr1 ruang-waktu. Efek gravitasi pada energi potensial

partikel juga menegaskan bahwa medan gravitasi Schwarzschild tidak hanya

memengaruhi lintasan, tetapi juga properti energi partikel itu sendiri.
5.2 Saran

Penelitian mengenai solusi persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu
melengkung 1m dilakukan untuk mengetahui pengaruh gravitasi terhadap
perubahan ruang-waktu dalam konteks lubang hitam Schwarzschild. Penulis
berharap penelitian ini dapat dikembangkan lagi ke depannya dengan memberikan
variasi baru ke dalam persamaan yang telah penulis teliti. Pengembangan
penelitian selanjutnya bisa menambahkan variasi seperti efek rotasi atau juga
energi casimir. Selain itu, penelitian mengenai persamaan Klein-Gordon dalam
ruang-waktu melengkung juga dapat dikembangkan lagi di konteks lubang hitam
yang berbeda dan lebih kompleks, seperti lubang hitam Kerr, Kerr-Newman,

Reissner-Nordstrom, Robertson-Walker ataupun lubang hitam vyang lain.



DAFTAR PUSTAKA

Anugraha, R. (2005). Pengantar Teori Relativitas dan Kosmologi. Yogyakarta:
UGM Press.

Carroll, S. M. (2004). Spacetime and Geometry: An Introduction to General
Relativity. Pearson Education.

Colosi, D. a. (2019). The Vacuum as a Lagrangian Subspace.
arXiv:1903.08250v2[hep-th].

Elizalde, E. (1987). Series Solutions for the Klein-Gordon equation in
Schwarzschild Space-time. Physical Review, D36,1269.

Elizalde, E. (1988). Exact Solutions of the Massive Klein-Gordon-Schwarzschild
Equation. Physical Review, D37,2127.

Gary, N. (2021). Modified General Relativity and Quantum Theory in Curved
Spacetime. arXiv: 1909.03845v5[gr-qc].

Gautama, S. E. (2018). Pengantar Teori Relativitas Umum dan Kosmologi .
Penerbit Online: Paradoks Softbook Publisher.

Griffith, J. (2005). Introduction To Quantum Mechanics Second Edition. United
States of America: Pearson Prentice Hall.

Hartle, J. B. (2003). Gravity: An Introduction to Einstein's General Relativity.
Pearson Education.

Hernani, I. (2021). Studi Persamaan Klein-Gordon dalam Struktur Ruang-Waktu
Schwarzschild. Skripsi. Tidak Diterbitkan, Malang : UIN Malang.

Humaidi, S., Simbolon, T., Ong, R., & Afrida, N. W. (2016). Analisis dan
Visualisasi Persamaan Klein-Gordon pada Elektron dalam Sumur Potensial
dengan Menggunakan Program Mathematic 10. SNF 2016-TPN-19, Vol.5.

Irawan, A. (2016). Kajjan Waktu Kerr-Newman dalam Gravitasi Einstein.
Surabaya : Jurusan Fisika ITS.

Konopla, A. R. (2018). Axisymmetric Black Holes allowing for Separation of
Variables in the Klein-Gordon and Hamiltonian-Jacobi Equation.
ArXiv:1801.07195v3[gr-qc].

Krane, K. (1992). Fisika Modern. Jakarta: Ul Press.

Lizardo, A. (2019). Solusi Persamaan Klein-Gordon di Dalam Ruang-Waktu

Robertson-Walker. Skripsi.Tidak diterbitkan, Universitas Sriwijaya
Sumatera Selatan.

80



81

Mulyono, A. (2006). Fisika dan Al Qur’an. Malang: UIN Malang Press.

Naiggolan, R. D. (2012). Penerapan Persamaan Klein-Gordon untuk Menentukan
Tingkat Energi Atom Pion. Medan: Universitas Sumatra Utara.

Philippe, G. L., & Ma, Y. (2022). Nonlinier Stability of Self-gravitating Massive
Fields, A wave-Klein-Gordon Model. arXiv:2212.07463v1[gr-qc].

Purwanto, A. (2015). Ayat-ayat Semesta. Bandung: Mizan.

Rebekah, D. L., Chabysheva, S., & Hiller, J. R. (2017). Klein-Gordon Equation 1n
Curved Space-time. arXiv:1711.00735.

Romadani, A. (2023). Solution of Klein-Gordon Equation in F(R) Theory of
Gravity. Jurnal Ilmiah Pendidikan Fisika Al-Biruni, Volume 12, Number 1,
31-41.

Romlah. (2011). Ayat-Ayat Al Qur'an dan Fisika. Bandar Lampung: Harakindo
Publishing.

Ryder, L. H. (1985). Quantum Field Theory Ist ed. Cambridge: Univ. of
Cambridge.

Saadatmand, D. d. (2017). Soliton-Potential Interaction in the Nonlinear Klein-
Gordon Model. ArXiv:1107.1340v4[nlin.PS].

Sani, R. A. (2014). Sains Berbasis Al Qur’an. Jakarta: Bumi Aksara.

Sporea, C. A. (2014). Notes on f(R) Theories of Gravity. arXiv:1403.3852v1, 4.

Sugiyono, V. (2016). Mekanika Kuantum “Indra Keenam untuk Menjelajahi
Dunia Atom yang Tak Kasat Mata"”. Yogyakarta: CAPS (Center of
Academic Publishing Service).

Sutopo. (2005). Pengantar Fisika Kuantum. Malang: UM Press.

Timothy Clifton, P. G. (2012). Modified Gravity and Cosmology. Cosmology and
Nongalactic Astrophysics (astro-ph.CO).

Weinberg, S. (1972). Gravitation and Cosmology: Principles andd Applications
of the General Theory of Relativity. New York: John Wiley & Sons.

Wospakrik, H. (1987). Berkenalan dengan Teori Kerelatifan Umum dan Biografi
Albert Einstein. Bandung: ITB.



LAMPIRAN

Lampiran A. Solusi Schwarzschild

Bentuk umum dar1 metrik ruang waktu adalah :
ds? = e200tqt? — 2P gr? — 1240% — r2 sin® Od > (A.1)
Berdasarkan bentuk metrik di atas, dapat dituliskan tensor kovarian ruang waktu

simetri bola adalah :

g2a(r.t) 0 0 0
— 0 _Ezﬁir’rj 0 0 A 2
Ey 0 0 —7r? 0 i
0 0 0 —r4sin‘é

Dengan determinan metriknya :
g = det(g,,) = —e?@*Prisin? g (A,3)

Untuk tensor kontravariannya,

E—Ea(r,t] 0 0 0
-1 _a—2f(rt)
9" = (g) " = g “ —E—E g (A.4)
0 0 0 —r~%sin %6

Selanjutnya bisa dicari simbol Christoffel dari metrik di atas. Definisi dari

simbol Christoffel itu sendiri adalah :

1 dg dg ag
_ _ af up v Yduv
Loy = 2 9" (axv ¥ dxH ﬂx“) A2

Karena metrik yang digunakan berupa metrik diagonal, maka simbol Christoffel

akan bernilai jika komponen indeksnya @ = ff, maka persamaan di atas dapat

diubah menjadi :

aguﬂ agva 69;{1:) (A.6)

a _ _ aa —
v =39 (axv+ax# dx“
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Nilai dari simbol Christoffel yang tidak nol diperoleh dengan beberapa syarat di
bawah ini :
1. Suku pertama dalam kurung tidak nol jika v # u = «
2. Suku kedua dalam kurung tidak nol jika y #v = «
3. Suku ketiga dalam kurung tidak nol jikaa@ # u =v
4 Kettkaa=u=v
Syarat pertama dan kedua diperoleh karena adanya sifat simetri dari simbol
Christoffel yang dituliskan dalam hubungan :
Lo = Dy (A.7)
Maka untuk nilai dari simbol Christoffel adalah :

. . 1
Untuk v # u = a dan simetrinya # v = a , maka [}, = Eg“”ﬂvgw

ro =ro = % guu% — % e~203 20 — ¢ (A.8)
% =ro :% gnu?’% :% o209, 020 — (A.9)
ro, =rd _% gnu% =% e 29,020 = ( (A.10)
L=l = % gll% :é E_Eﬁﬂtezﬁ - ﬁ (A.11)
[L =T = ; gll% =% e~283,02F = () (A.12)
[L =TL = % gll% =§ e=269 628 = 0 (A.13)
[0 = T2 =§ g~ ZTUE = % r 2o, r*=0 (A.14)
ST P 19
73 =T = % g% Zizf = % r20sre =0 (A.16)
L= T4, =$ g ?‘% =% r—<sin"*6 4, (r*sin“8) =0 (A.17)
= T = % g2 % = ir*z sin"2@ d, (r?sin @) = % (A.13)
I3, =13 =5 g%3°%2 =" r"25in"26 J, (r*sin?6) = cotd (A.19)
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1

Untuk @ # p = v, maka [}, = —>g““0,9,,
[0 = _i gnu% _ _% e~229, 2B = [e2(f-a) (A.20)
9, =—> g% = % 209, 2 = (A21)
I35 = % ﬂ"% = —% e 2%9,(r*sin*g) = 0 (A.22)
Mo = —3 g1 220 = 2 ¢7285, ¢2% = q'e?(@ P (A.23)
[l = _i gll% _ _% e~260 12 = —re~2F (A.24)
[ = —% gt! aagf = —% e 2P3,.(r?sin? 9) = —rsin?g e 2P (A.25)
[2 = _i 22% __1 r=29, e2@ = () (A.26)
[7 = -2 228 = 2 29,7 = 0 (A.27)
% = —= %2282 = 11729, (r?sin> ) = — sin 6 cos 9 (A.28)
M3 =—3 9P 2% = _1r-25in"29 §ge2e = 0 (A29)
f =—2 ¢332 = —2r2sin26 9, % = 0 (A30)
[, = —% g* ?ﬁ — —ir_z sin"4 @ 0¢ o — (A.31)

Untuk @ = p = v, maka [ = %g##aﬂgﬂu
o = %e‘mafe” = (A.32)

1

= Ee—ﬂ* 0,e2f = p' (A.33)
[ =z P2 eh= 2 1 2G5 1% = 0 (A.34)
I3 =232 = ~r~2sin2 9 94(r?sin?§) = 0 (A.35)

Setelah diperoleh nilai dari simbol Christoffel yang hasilnya tidak sama

dengan nol, dapat dicari nilai tensor Riccinya dengan menggunakan persamaan :

Ry = 0,0% —~ 0,18, w05 5~ TL L% (A.36)

Dengan menggunakan sifat kesimetriannya diperoleh nilai tensor Ricci adalah :



Ry = Ry,

Rgg = ﬂﬂr.;ﬁ] - a'l]l—.{?ﬂ 4 Féxurﬁaﬂ

o Fc:rﬁurt;rﬁ
= [anrt?u + all—.{%ﬂ] - [60F§D + aurlln] +
[Too (Too + o) + Tgo(Tgx + Iy + T +T3p)] —

[(TooTou + Telan) + (Tiplas + Fipla)]

— [fff +a"e? @B 4 2q'(a' — ﬁ')ez(“”m] — [(fi — ﬁ)] -

[-‘ig + af + a%e? B 4 g'B'e?@B) 4 %em‘ﬁ] =t
a?ez[““’m] — [a? + a'?e?@ ) 4 o'* 4+ 7]
2a’

= (af ) + 2P o 4o + 22 _ap

Ro1 = 04191 — Ool'qy + F&Iﬁr o rfl 51;3'
= [aﬂrt?l T+ alrtzlll] - [aﬂ(r[[]]l g 3 I‘111 * rzzl T FEEI)] +
[To1 (Too + Iip) + To1 (Tgy + iy + T3 +T5)] —

[(T51Tgo + To1lon) + (TR Tgo + [11Tg1)]
=B (a" +=+ T—l_) — Be?@ Py’ pe?@p)

2

r

Roz = Ryg = 0qlg; — 02T + Fuﬁzrga - rﬁarﬁlz

0
= —02(Tgo + o)
= —0g(a + B)
=

Roz = R3g = 0,3 — 0313 + F{%Fﬁi = rfarﬁ;
= —0d5 (Tgp + o)
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(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)



= ()

Ry1 = 0,117 — 0117 + FHF;H Fﬁ 18

— [aur1nl 3 alrlll] — [51(Ft[1]1 v & I‘111 T F221 £ F331)] G
[[h (Tgo + Tip) + Iy (Tgy, + Iy + TZ +T5,)] —

[(F&JIF:PD + l_‘Il]llll_‘ 1) T (rf:]ll—‘ l—‘1111_‘ 1) T 1—‘221 F3311—‘253]

- [EEZ(H-—E) + Zﬁ(ﬁ _ d)ezﬁﬂ—ﬁ) +ﬁ”] . [ﬂ.’” + ﬁ” . 12]

”
+ [Bez(“"ﬁj(d: +B)+p (a’ +B' - %)]
—[a'? + 252 B) 4 g2 4 2/7?]

= _Ez(a“ﬁ)({ipﬁ — B _ﬁz) + [_Hn +a?+ Erﬁ_l_ ﬂ,rﬁrl

Riz2 = Ry = 0,171, — 0T, + Flﬁzrﬁﬂr rﬁ Fﬁ?
— azrlzz — 62 (]‘—‘T:LL] i rzz]_ i r331) + FJ_EEFEEE — r133‘r332
1 r l l 1 _l
= 0g=— 3 (B’ ++=) +-cotf —=cotd
=0

Ri3 = R31 = 0,115 — 0511 + Ffarﬁa rﬂ rﬁE

— 63F133 = 63(1—‘5]1 + rl]_ + l_‘zfl + 1_‘31)
1 ' ’ 1 1
= 0= (@' + ' +7+7)
=0
Byy=8,T8 — GT% +TETY T2 18

22 al22 = UYU2ig2 22 ﬁﬂ- Zﬁ

= 0,1 — 0,15 + [THL (T, + T + T2 +T3)] -
[F 122 r212 + r212 [‘}_;?1 + F332r 233]

== —e”zﬁ(ﬂf‘r —ﬁIT + 1) +1

Rys = Ryy =0, — 0TS+ TLTE, — 0TS
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(A41)

(A.42)

(A.43)

(A.44)
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33F233 _ l:'33['332
= 0gcotf — dyp coto
=)

(A.45)

Rys = 0,1 — 05T + TSI,

=L c:cﬁz F’fﬁ
= [0,33 + 8,155] — [0] +
[[53(Toy + Iy + T3 +T5y) — [55055] -
[r EEF 313 T+ FEEE F?:?E Tt FEIEF 33 1 3 5 1_‘323 1—‘332]
= —sin? e 2B(a'r — B'r +1) + sin? @
_ sin? 0k, (A46
Berdasarkan nilai tensor Ricci yang telah diperoleh di atas, dapat ditentukan

skalar Riccinya, yaitu :

R=g"R,,

. -2 -2 1 SiHEHREE
- € RUD_E ERII_T_E(REE +

sinZ @

=g~ [(t‘iﬁ’ = f=pA) e (a” +a?+ ZTH = G‘f'ﬁ')] =

r

E"EB I:_EE(EI“'J?J ([Iﬁ — ‘8 _ 32) i, (—-I'I” + {Irg + Zﬂ:f N H;ﬁ;)]

—]%[E Pla@'r—pB'r+1)+1]
2" 28" 1 2
=2e 2 |a" —a'f' +a? +—-— A + 2]——2+
T r r r
2@-B)(4f _ f _ P2
Ze (4B —B - B°) (AA4T)

Dengan menerapkan syarat statis pada persamaan, suku yang diturunkan
terhadap waktu akan dihilangkan, maka nilai tensor Ricci dan skalar Riccinya

menjadi :
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2a’
Ryo = e2@ P " + a'? + e a'p’ (A.48)
2a’
Rll ——a" + [1."2 +T+ Hfﬁ; (A.49)
Ry, =—e26(a'r-B'r+1)+1 (A.50)
R;, =sin?8R,, (A.51)

20" 28" 1 2
——t—|-= (A.52)
r r re r

R=2e2P|a" —a'B +a? +

Hasil yang diperoleh di atas selanjutnya akan disubstitusikan ke dalam persamaan

medan Enstein dan hasilnya menjadi :

1
Goo = Roo — ERQDD

= g2(a-$) [n:” +a't + ET'I’ - f:r’ﬁ’]

e -2 7 rp! 12 2" 2B’ 1 2
~2e (@ —ap vt + ST ) - 5 (A.53)

_ EBIEE[H—ﬁ] eg2la—p) g2t

r r ye
=0

1
Gi11 = Ryq — ;Rgn

r

+II.I‘ .l‘_

2
= —{I” _I_arz +
r

2’ 28" 1 2
r B + Cr2

EH rr I [ !
2e Eﬁ[ﬂf —a'f' +a't + e Bl (A.54)

2

1
G2 = Ryy — ERQEE

=—e2Blar-pFr+1)+1+
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?:?_229—23 [{I”—H,ﬁ,-I-iIfz-]-za _Eﬁ n 1]_i

r r e r2

o (A.55)
— 2,20 T YT 12 o
= r“e (.-:r af’ +a=+ . . )
= 0

1
G33 = R33 — 53533
— GEE Siﬂz H
(A.56)

= pre 2P [r;r” —a'B' +a”+ Ef - Ef ] sin? @
=0

Dengan mempertimbangkan syarat asimtotik unsur r > maka g — 7,

persamaan di atas memberikan f = —a. Disubstitusikan ke dalam persamaan di

atas menjada :
2a'e‘®r +e* =1 (A.57)

3
Karena e*® + 2a'e*“r = = (re*®), maka :

reZ‘I:J’dr:r—rs

T (A.58)

5
et =1 ——
r

Dimana r; adalah sebuah tetapan inegrasi berdimensi panjang yang belum
diketahui nilainya dengan mensubstitusikan f = —a dan e“® pada persamaan di

atas, akan diperoleh :
T, PN
ds? = c?dr? = (1-=)dt? - (1-=)  dr? —r?dQ? (A.59)
r r

Menggunakan pendekatan pesturbasi orde pertama :

20
Goo = (1 T C_E (A.60)
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2GM

2

Dengan @ = — adalah potensial gravitasi Newton. Dengan membandingkan

kedua persamaan tersebut akan diperoleh nilai dari1 kuantitas r; :

_2GM

r, = (A.61)

c2
Untuk menyelesaikan solusi dar1 persamaan medan vakum dapat dilakukan

tanpa harus mensubstitusikan nilai R,, dan R. Pada persamaan di atas
menunjukkan bahwa tensor Ricci bernilai nol pada ruang vakum T, = 0, jadi

hanya perlu memilih persamaan-persamaan dari syarat R,, = 0 untuk dapat

mengetahui nilai e** dan e?F . Untuk daerah eksterior digunakan R,y. Ry4, dan

R,.
2(a—pf) ’ 12 2a' 1 p! ,
e a’' +a +T—ﬂ'ﬁ =10 (A.62)
2a'
—a" +a'? + = a'f =0 (A.63)
—e 2 Pa'r—Br41)4+1=10 (A.64)

Persamaan (A.62) dijumlahkan dengan persamaan (A.64) menjadi,
2 f r / !
Persamaan (A.57) dan (A.58) dapat disederhanakan menjadi,

e’*2a'r+1)—-1=0 (A.66)

Diperoleh hasil yang sama, sehingga diperoleh kembali hasil dari e** = 1 —Tf :

Pada persamaan-persamaan di atas, tanda aksen memiliki arti turunan/derivatif ke

r. Sehingga dihasilkan solusi Schwarzschild :

2GM 2GM
).dr,2 = (1 -

-1
> ) dr? —r?d@* —r?sin*6 d¢p* (A.67)
g

d 2:(1—
. cr



Lampiran B. Simbol Christoffel Untuk Kasus Lubang Hitam Schwarzschild

Secara formal, Simbol Christoffel didefinisikan sebagai:

(39;{3 5 0Gny agﬁr)

a e
b =397 (Br T oxF  ox? L

Dalam koordinat bola, metrik Schwarzschild dapat dituliskan seperti berikut :

2GM 26M\ "t
ds?=—(1- di?2 41— dr? +r2d6? + r?sin? 6 d¢?
cir cr

Berikut 1n1 turunan parsial dar1 metrik Schwarzschild terhadap koordinat ruang-
waktu (t, 7,0, ¢) :
a.) Turunan parsial terhadap koordinat waktu t :

dG¢t
ot ’

Untuk menghitung

-(1-35);

elemen g, dari metrik Schwarzschild adalah g, =

rens((1-228)-
2 3f-220)-+
e, %(ﬁ) — 0 (B.4)
% = %(rz sin?8) = 0 (B.5)

b.) Turunan parsial terhadap koordinat r :

d

—, elemen g,, dari metrik Schwarzschild adalah g,, =

Untuk menghitung gr

-]

dgy; 0 . 2GM
ar  or _( B czr)
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9G:+ (1 ZGM)” ( ZGM)

ar Cer cer-
(B.6)
dg;e 2GM
ar  c?r?
0grr O (1 ZGM)*
or  or cer
0Grr . zm)*z 2GM
or _( o2 (_ r:zrz)
00, B 2GM
or , 2(1_2{?!!»3“)2 1B.7)
«r c r
dgeg 0 ,
— =2 B.8
ar ar (") J 59
0949 0 Bl B 2
— — 1 = 1 B.9
o 6r(r sin“ @) = 2rsin“ @ (B.9)

¢.) Turunan parsial terhadap koordinat 6 :

ddge

Untuk menghitung 25 elemen gggdari metrik Schwarzschild adalah ggg = 12,

maka :

dg;: O 2GM
96 06 (_ (1 T ey )) - L
0grr O (1 zm)‘l _ o .11
00 a6 c2r B |
aggg 9, 5 ar d

— — e T ey - B..I.2

Y: l5“{9(?*) Zrag 2rae(r) 2r.0=0 ( )
d 0

% T (r?sin®*6) = 2r?sin6 cos @ (B.13)

d.) Turunan Parsial terhadap koordinat ¢ :

g ¢
dg

Untuk menghitung , elemen g4 dari metrik Schwarzschild adalah g4 =

r< sin® 8, maka :
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89y _ 0 (_(1_ ZGM)) B (B.14)
g dP cir
?_;: %((1 B zﬂiif)‘l) 8 (B.15)
ﬂég;g _ %(TE) — 0 (B.16)
33‘% = %(T2 sin® §)
a‘g%: 2re sinﬂcnsﬂ%
a‘g%: 2r° sinﬂcnsﬂ%(ﬂ)
%:Zrzsinﬂcusﬁ .0
.

o6 (B.17)

Kemudian, dari turunan parsial komponen metrik Schwarzschild di atas, dapat

dihitung simbol Christoffel pertama (I‘E},) sebagai berikut :

1 09 1 1
t tt = _
Ftt'_zg ( ot ) 2 _ZGM 0)=0 (B.18)
il g
| 00rr 1 1
T < ol =
Cr
1 3g99 1 1
.o b = . —
lee =59 ( 5 ) > —2GM (0)=0 (B.20)
c=r
1 ag¢,¢ 1 1
t _ . tt oz e
lop =59 ( 3 )—2 I 0)=0 (B.21)




1 /8g.\ 1/ 2GM\ /2GM 2GM\ / GM
=507 (5) =305 (&) = (- )(
® 2 ar 2 c2r ) \c2r2 c2r ] \c2r?2

-1 dg\ 1 2GM 2GM
=29 Gor ) T2 e )\ T 2amy?
ki ( _czr)
B GM
- 2GM
2.2 (1 _
. (1 czr)

1 d 1 26M c‘r — 2GM
0 =30" (G0) =z (1-FF) e =—7

1 ag¢¢ GM
| R i s, _ =D
lop =39 ( ar ) 2(1 c2r )(2”"1 )

2
=30 (55) =3 () 0 =0

2o () S0

=30 (5 =z () 0=

F§¢ = %gﬂﬂ (6‘3%) = %(riz) (2r?sin@ cosB) = sinf cosb
=30 (5) = 2{rmams) =

Lo ()Yt

3o (42 S 00

1 dg 1 1
¢ _ 9 (2990 :_( ) .
‘oo =29 (a ) 2\r7sinzg) 0 =0
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(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)



Lampiran C. Turunan Kovarian dan Kontravarian Untuk Kasus Lubang

Hitam Schwarzschild

Bentuk umum turunan kovarian adalah :
Vo =0,y — Ffﬂﬂalp (C.1)
Jika metrik Schwarzschild di substitusikan ke dalamnya, maka :
Untuk u =t¢

Vi = 0.y — F;E?aﬂ‘lp

— o — (1 B ZGM)(GM) 8.

cir ) \c?r?

. GM
= o2 (C.2)

Untuk u=r

Vip = 09 — ['T[i;laﬂl!}

e GM 5.
—HRE T 2G6MN\ T
2.2 _
e=r (1 czr)
B GM
Untuk u = 6

Voyp = dgp — T,y

cér — 2GM
= dg¥p — dg

CZ

= sin @ cos 6 (C.4)

Untuk y = ¢
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Vo = 0¥ — [0y

‘r —2GM
= 9p9 — (C i = )sirﬁ 6 cos6 gy

sin @
cos @

Bentuk umum turunan kontravarian adalah :

Viy = gV,

Jika metrik Schwarzschild di substitusikan ke dalamnya, maka :

Untuk u =t
VY = g"vy
2G6M\ "1 2GM\ / GM
- (1 - c?r ) (atw B (1 - c?r )(r:zrz) atw)
- (1 ZGM)_l GM
- o oF B s
B GM
c2r2 —2GMr
Untuk u =r
VY = g™V,
B (1 ZGM) 8. GM 5.
—— = ;& [ 3
cer

Untuk u = 6

Vo = g%vey
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(C.5)

(C.6)

(C.7)

(C.38)



= —Esinﬂ cos @
7
sin @ cos @
—; =
Untuk y = ¢

[l
-n.i
B
25
- e
[

D
N
= b

<
g
|
.

1

r<sinfcos@

c’r — 2GM

1 ( sin 9)
r2sinZ @ cos @

) sin® @ cos 6 6¢,1,b)
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(C.9)

(C.10)



Lampiran D. Persamaan Klein-Gordon dalam Ruang-Waktu Melengkung

Operator d’Alembertian dalam ruang-waktu melengkung memiliki bentuk yang

lebih kompleks, bentuk umumnya yaitu :

1
0%y = = ¥ a, :
Y I3 (V=9 9" 0,¥) (D.1)

Jika komponen metrik Schwarzschild disubstitusikan ke dalam operator

d’Alembertian dalam ruang-waktu melengkung, maka diperoleh :

= —— 0,(/=9 93,
o (75 (-2 (22 )

et B
ALt

0% =

mv 1l-

98
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c4r cir
1 2GM
s a(F(-0-)%)
2GM\"!
- (1 5 ) X
c4r
2GM . 2GM "
T («:"Er'z)gpL Ouly + (1 cr )Bp(g“ )0,

1

s a(E(-0-5)s)

(s ol () e

Sehingga persamaan Klein-Gordon dalam ruang-waktu melengkung dengan

koordinat metrik Schwarzschild menjadi :

(@) o+ =y (-(1-55)) o)

hE

(D.3)

Y =0

Dalam metrik Schwarzschild, komponen metrik yang relevan dan determinan

matriknya adalah :
- 1
* (1- zam) (D.4)
€T
2GM
=11 D.5
4 (1 C5y ) -
1
08 _
9" =3 (D.6)
g?% = a (D.7)
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2GM 1 _
J-9= —(—(1 ——z; ))'(I_ZGM)'TE'TESIHEH

cir

\

J—g = Jr*sinzﬂ

J—g =1*sinf (D.8)
Kemudian, operator turunan pada persamaan (D.4) — (D.7) disubtitusikan ke

dalam g#"d,0,, sehingga menjadi :

Ko d, U = . d,d 1 ZGM)E?E? 165
g puw'-_(l_ZGM) t tlp'l'( _CET rrlf)+r—2 7 Hlp
e
(D.9)
P IR
r2sin2g ¢ ¢

Selanjutnya, operator persamaan (D.8) dan (D.9) 1n1 di substitusikan ke persamaan

(D.3),
2GM 1 2GM
[_ (Ezrz)g”“ﬁ#av i \/?g % (\/—_g(_ (1 - c?r )) 6‘1,)] .
7 i B
- =0

1 2GM 1
=8, + (1 _ )a,,a,,lp +— 05059

oG

cire

1
d.0
+r25in29 »0p¥

1 3 2 i B ; 2GM 3
+r35in9 e\ s _( - czr) e |
1 5 (r2sine (1 ZGM) 3
taemgr\" MO\ ~\1-=r ) )

1 3 2 i g 1 ZGM) 3
+r35in9 o\"sm _( c2r 6|V




" 1 5. (+2sing (1 ZGM) 3, v mzczw b
r2sin@ ¢ e cr ¢ h? B

2GM
C*T

1
- ST atat¢+(1— )a,,.,a,,lp

. 3 (sing B 1 YT
+r3(5in9 o (sin H)_I-Sinzﬂ ¢)w_ h? =
2GM
- —— e 00 — (1- =) 8,99
(1_ czr)
- 3. (sind d,) i Yas B o o
+r2(sin9 6(sin6 p) + = ¢')‘1’+ 2 W=
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(D.10)

Dengan mensubstitusikan komponen-komponen metrik Schwarzschild yang telah

diketahui sebelumnya,

2GM
_(1_ ::'E'r):‘gtt

1
(L2~

Dan operator total momentum sudut,

IF = dg(sinf ad 95
sin 6 oI Gy sin2 @ ¢
Maka diperoleh hasil persamaan :
1 1 m*c*
—0:0:Y — g7+ 0,0, Y + _EL Y+ > Y=0
Gtt r h

1 g% 10 (r® o 12 2e%
(r ) mcw:{]

- +—+
e Ot4 v rédr\g,-o0r] r? h?

(D.11)

(D.12)



Lampiran E. Pemisahan Variabel Persamaan Klein-Gordon dalam Ruang-

Waktu Melengkung

Persamaan Klein-Gordon yang telah termodifikasi :

1 8- 19 /r? 0 L? m?c?
( ) Y=0 (E.1)

- +—+
Gie Ot2 v rédr\g,-or) r? h?

Dengan ¢ = h = 1, maka persamaan (1) akan berubah menjadi :

10 10(r*a\ L} ., -
guﬂtzw_rzar I +r_3+m¢_ ‘

2 2 2
[1 01 a(r a)+L—+m2]¢=D (E.3)

Ot dt? B rior Grr ar r
Selanjutnya dilakukan pemisahan variabel pada persamaan Klein-Gordon yang

sudah dimodifikasi di atas. Pemisahan variabel ini dilakukan dengan mengganti

Y(t,r,0,9) =T(t)R)(r)Y,,(0,d) pada persamaan berikut, sehingga :

164 18¢{fr=a L ,
g, 0t2  120r\g,.or +r3+m

T(O)R(r)Yim(6,¢) =0 (E4)

Dengan mengembalikan nilai operator momentum sudut L* pada persamaan (E.4)

ke bentuk sebelumnya, sehingga menjadi :

192 18 /(18 1 a(,ga)
020t2 r2or\g..or) rZsngag "’ 39

1 97
1 rz Sinz g aqbz +m ]T(I)Rl(r)}’}m(ﬂl (;b) =0
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1 9% 108 (r*d
gttatz Te ar gﬂ-@r

1(1 0/ 0 1 92
T r?\sinf dé (sm @) T sin? 6 d¢?

+ mz] T(O)R(r)Yim(6,¢) =0

110°T 1 0 (ir‘2 BR)

— +
T g 0t*  r?Ror\g,, Or

1

-I-]r_2

Y sin8 00 90) " YsinZ 6 0¢?

1 d , aY 1 B (E.5)
(sm 6 —) + + m?

=0

Pemisahan Variabel Waktu (%) :

! ¥ T(t) = konstant E.6
T \ g 362 = konstanta (E.6)

Konstanta ini dapat diganti dengan —E“ agar persamaan memiliki solusi yang

dapat diterima, dimana E adalah energi total partikel, ini menghasilkan persamaan

diferensial waktu sebagai berikut :

1 1 94T B
T g Ot2

—E“

92T

3tz ~E*gyT

Diasumsikan jika :

T — Eimt

Dimana w adalah frekuensi angular. Kemudian persamaan asumsi disubstitusikan

ke dalam persamaan diferensial, sehingga :
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a° .
F(etmt) - _F gtteimr
(im)zeimt s _Eg Eimt
Lt
w* = —E gp
w* = —E gy

W = —/E Gt

Sehingga, solusi umum untuk 7'(t) adalah :
T(t) = Ae WEgut (E.7)
Pemisahan Variabel Radial R;(7) :

Pemisahan variabel radial menghasilkan persamaan Schrodinger radial terpisah,

1 19 /r* 0 1
_ = 2 _
R,(r) ( r2or (grr Br) ¥ r2 T ) Byr) =0

10 /[r% 0 I?
+—E+m2:EE
T

r29r\g,,or
1 d [ r* dR, I’ 5 g
- (yw - ) - (T—2 +m?—E?| Ri(r) =0 (E8)

Persamaan d1 atas ditulis ulang ke dalam bentuk yang lebih umum menjads :

1 d dR{ 1 Lz
_ 2 ) — m¢*—E*|R =0 E.9
r2 dr (r dr) O (r2 + ) ((7) (E.9)

Jika digabungkan dengan pemisahan variabel waktu, dan digunakan parameter

untuk L* = I(I + 1), maka bentuk umumnya akan menjadi :

1 d /12 dR, I(l+1) 5
T +m
r“R,dr \ g,, dr r

I S

g = o

— 2
T =E (E.10)

Kemudian, menggunakan parameter u; yang didefinisikan sebagai u; = r R;(r)
untuk menyederhanakannya menjadi bentuk yang lebih kompleks, maka

pemisahan variabel untuk bagian radial menjada :



dzui

dr-

Dengan,

Jika kita misalkan untuk

!
gT‘T

Sehingga :

Dan

Substitusi hasil-hasil dari g,.- dan g, :

dzu!

dr?

13 27,
F—r)F dFE—-0n)F 3
5 1 2 1 4
T. T.
(-7 (-3
I(1+1) 1
+( > ) T Hi'l'mz
" (-3
E? 1,.5

=, T, o\ L]
-rxg?"?" 29?"]" 4 g?"i‘" ) { TE Sl
EE
5 mggrrui — S U
Gt
d (1 2GM)‘1 _ 2GM (1 2GM)“E
dr cer ri cer
2GM
= ., maka :
r.'_i'
Gee = — (1 — ?)
|
rr = T
~
r r5
gTT (T _ T_'._;)E
e 2%,
o = (T _ T5)3

1

(-3)
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(E.11)

(E.12)

(E.13)

(E.14)

(E.19)

(E.16)
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T. T,
d2u£+1—;5 3 = UGN
— U —— u; u;
dr* 21~ 4 _Is ¥y _Is
r (L) (1=2)
, 1 E*
+m u! = u;

dr2 +§ r3 11:—1 e o 1r*—:r*5uE
m? E?
+ U = U,
P T r — 7
dzuE 1 ?"_'52 l(! s ].) mz
Cdr? 4r2(r —r)? Sk = ( _T'_s) Her T
r r
(E.17)
EE
—_— rs > u‘!
(1-7)
Membagi persamaan (E.17) dengan m untuk mengubah m* menjadi :
1d%uy; 1 Y . I(1+1) 1 1
— — Uy U — U;
mdr2 4dmri(r —r.)? Is\m Is
Conl (- m(1-3)
(E.18)
EE
— _E > Uy
m (1-3)

Membagi persamaan (E.18) dengan 2 untuk mengubah beberapa faktor menjadi %,

1 d“y, 1 re [(I+1)
= — u, = = U,
2m dr2  8m r2(r —r.)? Qi 2 (1 _ E)
-
(E.19)
1 E*“
i Hi — 'U.i

(19

om (15

Dengan mensubstitusikan E? = m? + 2mAE + AE? ke dalam persamaan, maka

kombinasi dari kedua suku sebanding dengan m?®, dan pembagian 2m

menghasilkan :
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1 d*y; 1 1 " ii+1)
- - u
2m dr?  8m 2mr?(r —r,)? I erz( _T_s) I
¥
(E.20)
mr. AE + AE*
B 7.\ 2 Wy = )2 U
1 d*u; 1 e N [(1+1)
2m dr2  42mr2(r —r,)? “ Y (1 _ r_5) =
r
E.21
AE?2 (E.21)
mr, 1 AE +5—
= —_ Uu
"o F
r r
Kemudian, suku-suku yang memiliki faktor Eﬂ;z digabungkan :
1 d*w; I(1+1) 1 r’ mr; 1
— T uy —— u; — U
2m dr? 2Zmr? 42mr2(r —r,)? 2r ( B r_s)z
=
(E.22)
AE + AE?
— - > ui
.
2m (1 -3)
Kita anggap bahwa AE adalah konstanta. Jadi AE dan FEET > bisa digabungkan
2m(1——=
menjadi satu :
1 d“y; I(1+1) 1 gy mr. 1
om dr? | 2mrz 17 % 2mr2(r —r,)? T or (1 - r_S)E E (E.23)
T .
= AEpqruly
2
Disini, AE,,, adalah konstanta yang menggabungkan AE dan Emii—r—s)z-

Selanjutnya, menggabungkan suku yang memiliki faktor f dan 75 :
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1 d?u; L1+ 1) 1 r2 m; ,
2m dr* 2mr? “ 42mr(r —ry)? “ 2r ( — r—s)z i
r
= ﬂEbarqu
1 dEuE +E(I+1) 1 TSE A 1
2m dr?z | 2mr?z 1T A2mri(r—n)2 2 ( — E)E r |
r (E.24)

— ﬂ'Ebaruui

Pada persamaan di atas, terdapat r; yang merupakan radius Schwarzschild yang

2G6M

cZ

didefinisikan sebagai 7. = Dimana G adalah konstanta gravitasi, M adalah

massa Schwarzschild, dan ¢ adalah kecepatan cahaya. Selain 1tu, juga terdapat m
yang merupakan massa partikel. Kita tahu bahwa G dan ¢ adalah konstanta, maka

dapat digabungkan menjadi :

26 1 1 2GM 1
a-al=aaa _—

Kemudian, 7, dan ¢ dalam suku yang mengandung 7, dapat digabungkan agar

. P i
menjadi — :

EE
1 d%wy, Il(l+1) 1 ks o 1
© 2m dr? ¥ 2mr2 17 g 2mr?(r —ry)? L 5 ( _E)E r A
r
= AEpqru U
1 d*w, I(l+1) 1 e e 1
- + HI e u‘,: - 2 —HI
2m dr? 2mr? 42mr?(r —r.)* o2 ( _ ?“_s) r
r
= AEparu Uy
1 dzuf I(I =+ 1) 1 T}E TS 1
o= + uj_' B Mizgr ui = 5 —ul
2m dr? 2mr? 42mr(r —r.)? C? (1 B r_s) r
r

— ﬂEharu”f
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1 d%y; I(I+1)  GMm

" 2m dr? * 2mr? SN ABparuty
1 d2u, I(I+1) GMm
2 - - E.26)
2m dr? T 2mr?* “ r ARy, (

Variabel r dapat dirubah menjadi variabel baru yaitu ¢, dimana { ini dapat

didefinisikan sebagai { = =,

2GM -
= v =>r=? (E.27)
Turunan pertama terhadap :
TS
dr = —c—zdf (E.28)
Turunan kedua terhadap :
5 2r:
dr = {—zd{ (E.29)

Kemudian, transformasi in1 akan diterapkan pada turunan kedua terhadap r dalam

persamaan (E.26), sehingga :

1 dEH[ I(I + 1) GMm

- 2m dr? 2mrz LT Ty AT A%
3§ d(d ) I(l+1) 1 GMm AR
 2mdr dru! * 2m rzuf_ r " =RE
1 d d{ d I(l4+1)1 GMm
“— - = AE E.30
2mdd{ (dr d{ u;) i 2m 1 “ r “ “ ( )
. : : : dr d?r
Digunakan hasil perhitungan sebelumnya untuk menggantikan a dan a :
1 d .\ d I(l+1)1 GMm _
T 2madc (_z;z)dc T R w—— R
1 nd*y, I(1+1)1 GMm
> g ( ) u; — u; = AEy, (E.31)

2m {2 d{? 2m 1?2 r
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Persamaan (E.31) di atas kemudian dibagi dengan GMm untuk mendapatkan
bentuk yang duinginkan :

1 nodw I+ 1 1 GMml1
2mGMm di2 | 2m GMmrz '™ W = S5

- GMmr

1 . déy, I(1+1) 1 1 1
By 5 E.32
2m GMm d{* ¥ 2Zm  GMmr? W Okt ( )

I's

Jika diperhatikan,

e adalah suatu konstanta (yang biasanya dinotasikan sebagai

1

GMm

{s) dan

adalah konstanta (yang biasanya dinotasikan sebagai €). Selain itu,

1_ ¢ : |
e Sehingga :

zm {5 d(z zm Ecz ul'.' rgul T uf

2m (4 i 2m (% _rs

d* <1 Il(l+1)e1
u ({ ( ) q)u.{:ﬂEuI

d?u, (+1l(l+1)e) 1 i _ A
_d{E - 2m {’E_rs = Al
e |G +z(s+1)e—2’;5 .
— dé’? —_ - {2 u, = ﬁEuI (E33)

Penyederhanaan suku satu :

e+ 101+ 1)e — 2
5
2m
(s \ (l+1)e ¢
2m 2m T

3

r. +I(I+1) 1 {
2mc? 2m  GMm 1,

T, I((l+1) (¢
2 E.34
2mc? i 2GMm ( )
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Selanjutnya suku satu pada persamaan utama bisa diganti dengan hasil
penyederhanaan suku satu yang telah disederhanakan sebelumnya yaitu

persamaan (E.34), menjadi :

d T I(l+1) 7\ 1
T ‘(zmgz toeMm )72t = AEw

d?u, r, T | o o
BrTaE 2m52§2+26Mm(’2_r5( =S s

1
Ez{S dan € =

Kemudian digunakan hubungan —
C GMm

serta menggantikan ¢ ke

dalam persamaan, sehingga persamaan (E.35) akan berubah menjadi :

- di® |4y 20, 4

d2u, g, 192 3(g.\| 1+1)
P rriy

U + {_2

(E.36)

1 1 Grr
+ m? (1——)u =(E+— EE)—H
grr gm] [ 8 (5 gDD [

Sehubungan dengan adanya (, selanjutnya persamaan (E.36) kembali di

sederhanakan agar menjadi bentuk yang lebih kompleks yang nantinya dapat

diselesaikan dengan metode numerik,

- di? ({9 29 4

’w g 1gr 3(%)2 I+ 1)

al~ |(Cfxr 280 4

du, [ g.. 1g71 3(g;.,,)2 1 0+ Dgy,




112

di? 2|19 29,02 4

d>y, 1|gy, 1g4h1 3(g:.r)2 [+ Dgrr
[

U + ‘;,2

151 1 s R |
+ m? (1— ) u :(E+— EE) —u
g Joo/ ¢* : 8 és oo ¢* :

' " - 2
- Grr , 19w 1 3 (G : : 1% ingo
Kemudian, L'grr =+ P (gﬂ_) ] dapat digantikan dengan NTATAL sehingga
menjadi :
duy 11 [(1+1)g,,

U

B TR (TS e

3 1 g, 1
+ m? (1— ) u :(E+— EE) T —u
S Joo/ ¢* : 8 ¢s oo ¢* ;

Komponen g,,- dan g, dapat dimasukkan dan untuk {; dapat digantikan dengan

{s : _
7 sehingga :
du; 1 (Z [((l+1)g,, m? 1
I T A T +z_zg”"(1_ﬂ) “
1 <SEE g?'?"
== (E +§ {2 )gm} U
2y, 1 2 RESVE!
- —— u
TR Y (T AL € (1-%)"
; m* 1 " 1
TH_\ (1-% )"
(1 {) ( q)
B (E & 1 {SEE) 1 1 .,
= 1
R
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d‘uy; 1 & - I(1+1) +2 1 .
— —— U, + —
@ ARC T (125) )
¢ ¢
1 .e?
=€+ = u
-9
¢
du; I(l+1) (s 2 20y
—dc,z : 5 (2 (1 ?)H{—E(1+T)ug
(E.37)
_ O
—(E(1+ 7 )+8 (€ )ui
Persamaan Klein-Gordon dapat digabungkan dengan menggunakan :
% E.38
BTe + V(D = ey, (B.38)
Dengan potensial,
V() — (l1+1) 4 12 11 _—
s($) = s 73 _{2+n3?_§F (E.39)

Potensial V() tersebut dapat disubstitusikan ke dalam persamaan Klein-Gordon,

sehingga persamaan (E.38) akan berubah menjadi :

d*y +I(E+1) (1 +§)u£ _E(l +2ﬁ)u£

d¢* ¢ ¢ ¢ ¢
(l+1) 4 12 11
+ (s 73 —€—2+H—EE—§H—4 U = €l

_‘f:;"* + (I(I; D (1 +i7—5) _3(1 +ﬁ)

I(I+1) 4 2 11
+§7s[ Z3 _{2+HEE_§F])HIZEHI
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_dzul+(I(l+1)_E I(1+1)¢s 22§
d¢* §e ¢ ¢ ¢ <7

I(1+1) 4 12 11
3 (2 nZ{ 8n

+ s

d“u, I(l+1) 2 I(I+1) 40
"dFJ’( RN I

I(l+1) 4 2 11
73 o (2 n2 E o §E]) U, = ey

dzu£+((z(z+1))_g+( [I(£+1)_j+lﬁ_1i )u!
{ 5

+ ¢

- dg? 2 5 2wl int
= €U,
du; Il(1+1) 2 I(l+1 4 12 11
e + 72 u£—3u£+(5[ 73 —(2+HE?—§F U e
= €Uy
Jika (; [I(;ﬂ = ; > :2%— Eni-i pada persamaan (E.40) di atas didefinisikan

sebagai potensial V,({) seperti pada persamaan (E.39), maka persamaan (E.38)

akan berubah menjad :

du, I(1+1) 2 |
_ (2 + {2 uy — Eui + V’j(q)ui = EYy (E41)

Pemisahan Variabel Sudut Y,,,(0, ¢)

Langkah selanjutnya yaitu pemisahan variabel sudut (6, ¢) dengan menggunakan

pemisalan Y}, (0, ¢) dengan “separation constant” berupa (I + 1) :

1 13(‘961/“”‘) 13?—1«;,,1_“1

Y, |sin0 98 \""™ 39 ) " sinZ0 0?2 = —i+1)

‘ ga 'an‘m) 0 ¥im _ I(l+ 1)sin?8Y, (E42)
SIn ag(sm EY: +ﬁ¢‘2 = —Il(l+ 1)sIn - :
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Persamaan (E.42) dapat dipisahkan menjadi dua persamaan yang masing-masing

hanya bergantung terhadap satu variabel yaitu Y (6, ¢) = 0(8)P(¢),

1 0 a0 10°®
—|sin@ — | sin 8 — in“ — E.43
{@lsmﬂag(smﬂag)]+!(I+1)Sm iﬁi]+'ﬂ:’@¢’2 0 ( )

Oleh karena itu, jika persamaan (E.43) dijabarkan masing-masing akan menjadi :

1 d a0 " 5
—|sinf —|sin @ — ' = E.44
8[51]‘1939(5]]}939)]+I(E+1)Sm 8 =m ( )
Dan,
10°d
= —m?* E.45
oagz (55)

Kemudian dapat dicari solusi umum dari masing-masing variabel di atas. Untuk
yang pertama yaitu menentukan solusi umum untuk variabel ©
0 (. 00 .
sin @ 70 (Sm 6 6_6‘) + [I(l+1)sin“8 —m?]0 =0 (E.46)

Diasumsikan bahwa solusi ©(8) dapat ditulis dalam bentuk :
O(0) =sin™By(0) (E.47)
Selanjutnya vyaitu menghitung turunan pertama dan kedua dann ©(6)

menggunakan substitusi ini, yaitu :

ae@) d , .
de() R () :
g sin” 6 ey + m sin 6 cosBy(0)

d’e() d dx(9
(8) _ (sin’“ﬁ X )—E-msinm“lﬂcnsﬁx(ﬂ))

dgz  de do
29 [2 .
4 8(6) = sin™ @ 4"2(9) + 2msin™ ' 6 cos 8 4x(6)

—m(m — 1) sin™ %6 cos” 8y (6)
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Kemudian turunan pertama dan kedua dari ©(6) ini disubstitusikan ke dalam

persamaan harmonik bola yang telah ada, menjada :

1 d/ do(d) m* B
Smgdﬂ(sme 2 )+[1(£+1)—5in29‘e(9)_0

1 d dy(6
(sin 7, (Sil’lm g x(9) + msin™ ! 6 cos 6‘){(9)))

sin @ d6 deé

¥

sin“ @

+ [z(s 31—~ ‘ (sin™ By (6)) = 0

d( dy6) m® | B
E(Smﬂ 70 ) -+ [I(E +1) — pray 9] sin“8y(8) =0 (E.49)

Untuk mencari solusinya, dapat menggunakan metode perubahan variabel dengan:

x = cosf (E.50)
Jadi,
sin‘@ =1 —x* (E.51)
Turunan d‘z (;] juga dapat diganti dengan variabel x. Untuk itu, dapat digunakan

aturan rantai sebagai berikut :

dy dydx
do dxdb
dy . de
a0~ "MV ax
dy ~dy
s o — S E.52
T: \/1 X o ( )

Menggunakan substitusi persamaan di atas, maka persamaan (E.49) akan berubah

menjadi :
d (. _dx@) m?* | B
E(Smﬂ T )+ I(I+1)_5inzﬂlsm 8 x(@)=0
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2

d d
-z (T ) + 10 0 - T T o -

Sehingga diperoleh persamaan diferensial orde dua baru dalam variabel x, yaitu :

d o\ ax m* 2V —
d—x((l—x)E)+[I(I+1)—1_I2](1—x)){—0 (E.5>4)

Sehingga, solusi umum untuk variabel 6 adalah :
0(6) = BP/"(cos @) (E.55)

Dimana P, merupakan fungsi asosiasi Legendre, yang didefinisika sebagai :

|m|

lml| s d
PP(x)=(1—-x2)2 (E) P, (x) (E.56)

Dan P;(x) adalah polinomial Legendre yang didefinisikan dari rumus Rodrigues,

Pi(x) =

1 /dy
i L) D~ )

Sedangkan untuk variabel ¢ yaitu :

1920 "

oapz

92 )

50 = —-m-P (E.58)

Sehingga diperoleh solusi umumnya yaitu :
O(¢p) = Ce™? (E.59)

Fungsi gelombang sudut yang dinormalisasi disebut dengan harmonik bola, yaitu :

21+ 1) (A — |m])!

Yim(6,¢) =€ e'™P P (cos6) (E.60)




Lampiran F. Metode Numerik

r
2; $ Nilai n sesuai dengan \epsilon = -1/n"2
m = 3.2e-42; % Nilai G*M*m

= 2e-83; $ Nilai r

% Menghitung nilai zeta, zeta s, dan zeta 0
zeta = r / a;

zeta s = r s / a;

zeta 0 = r 0 / a;

Fungsli potensial V_s
s = @(zeta, 1) zeta s * (1L * (L + 1) / zeta®3 =4 / zeta™2
+ 1 /fn*2) - 2 /f zeta - 1L ./ 8 - 1 / n*4;

< of

% Fungsi faktor skala R 1
R 1= @(zeta, r s, 1, ul) sqgrt(l - r s/zeta) * zeta .* u 1l
/ x;

¢ Domain \zeta
zeta start = zeta O0;
zeta end = 10;

]

5 Ukuran langkah
delta zeta = 0.,01;

Imisialisasl solusi
_l_ﬂ = (;

L o o
o

-

-

I

et~

L)

% Inisialisasi array untuk menyimpan hasil

zeta values = [];
u 1l values = [];
R 1 values = [];
r values = [];

L)

% Iterasi untuk berbagai nilai 1
for- 1l = [0, 1, 2]

zeta = zeta_ start;

ul =ul 0;

da 1 = au_l_D;

while zeta < zeta end

zeta values = [zeta values, zetal;
u l values = [u 1 values, u 1];
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R 1 values = [R 1 values, R l(zeta, r s, 1, u l)];
r values = [r values, zeta * a];

% Metode Runge—-Kutta

kl = delta zeta * du 1

11 = delta:zeta % {—I
zeta * u l + V_s
u_1);

k2 = delta zeta * (du l + 0.5 * 11) ;

12 = delta zeta * (-1 * (1 + 1) / (zeta + 0.5 *

* (1 + 1) [ seta®™2 * u l - 2 ¢
tzeta, 1) =a L= 1 / %2 *

delta zeta)”2 * (ul + 0.5 * k1) - 2 / (zeta +
0.5 * delta_zeta) * (u 1l + 0.5 * k1) + V s(zeta
+ 0.5 * delta zeta; 1) * (vl +0.5 * k1) =1 /

n*2 * (ul + 0.5 * k1)) ;

k3 = delta zeta * (du 1l + 0.5 * 12);
13 = delta zeta * (-1 * (1 + 1) / (zeta + 0.5 *
delta zeta)”2 * (ul + 0.5 * k2) - 2 / (zeta +
0.5 *_delta_zeta} * (w1l + 0.9 * k2) + 'V s (zeta
* (ul + 0.5 * k2) -1/

+ 0.5 * delta zeta, 1)
n*2 * (ul+ 0.5 * k2));

k4 = delta zeta * (du 1l + 13);
14 = delta zeta * (-1 * (1 + 1) / (zeta +
delta zeta)”2 * (u l + k3) - 2 / (zeta +
delta zeta) * (u 1l + k3) + V_s(zeta +
delta zeta, 1) * (ul + k3) -1/ n*"2 * (ul +
k3)):

% Update nilai u 1 dan turunannya
ul=ul+ (k1 +2 * k2 + 2 * k3 + k4) / 6;
du 1 gl 4+ (11 + 2 ¥ .12 2 * 13 + 14) [} 6

Il

o

% Perbarul nilail zeta
zeta = zeta + delta zeta;

end

end

% Membuat grafik

figure;

subpleti3: 1, 1)

plot (zeta values(l:length(zeta values)/3),

u 1 values(l:length(u 1 values)/3), 'r', 'DisplayName',
r1=U|};

held on;

plot (zeta values (length(zeta values)/3+1:2*length(zeta value
8)/3] ,
u 1 values(length(u 1 values)/3+1:2*length(u 1 values)/
3), 'g', 'DisplayName', 'l = 1');

plot (zeta values (2*length(zeta values)/3+l:end),
u 1 values(2*length(u 1 values)/3+l:end), 'b’,
'DisplayName', 'l = 2');

xlabel ('\zeta');
ylabel (*u_1");
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legend;
grid on;
title('Grafik u 1 terhadap \zeta untuk berbagai 1');

subplot (3, 1, 2);

plot (r values (l:length(zeta values)/3),
R;E_values{l:length{R_I:values)/3], 'r', 'DisplayName',
'L =0");

hold on;

plﬂt{I_values{length{zeta_values}/3+l:2*length{zeta_valuesl/
3),
R 1 values(length(R 1 values)/3+1l:2*1length(R 1 values)/
3), 'g', 'DisplayName', 'l = 1');

plot (r values (2*length(zeta values)/3+l:end),
R 1 values (2*length(R 1 values)/3+1l:end), 'b',
'Eigplayﬁame‘, Vg = 29y

xlabel({'z") ;
ylabel ('R 1");
legend;

grid on;
title('Grafik R 1 terhadap r untuk berbagai 1');
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