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ABSTRAK

Azizah, Ni’'matul. 2023. Keterbatasan Operator Integral Fraksional Menggunakan
Ketaksamaan Young pada Ruang Morrey. Skripsi. Program Studi Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (Il) Evawati Alisah, M.Pd.

Kata kunci: Operator integral fraksional, Ketaksamaan Young, Ruang Morrey

Keterbatasan operator integral fraksional atau Riesz Potensial telah dibuktikan dengan
beragam teorema ketaksaman. Penelitian terbaru dilakukan oleh Saba Mahmood di tahun
2022 sebagai rujukan utama telah membuktikan keterbatasan di ruang Lebesgue
menggunakan ketaksamaan Young. Selanjutnya, dalam penelitian ini akan dibuktikan
dengan cara yang sama pada ruang Morrey. Metode yang digunakan untuk membuktikan
sifat keterbatasan operator integral fraksional menggunakan ketaksamaan Young adalah
kajian teori terkait penelitian sebelumnya dan dikontruksi sebagai penelitian yang berisi
teori-teori dari berbagai sumber terkait. Hasil dari penelitian ini ditunjukkan sifat
keterbatasan operator integral fraksional menggunakan ketaksamaan Young pada ruang
Morrey. Kedepannya penilitian ini dapat menambah khazanah keilmuan di bidang analisis.
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ABSTRACT

Azizah, Ni’matul. 2023. The Boundedness of Fractional Integral Operator with
Young’s Inequality in Morrey Space. Thesis. Departement of Methematics.
Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic
University Malang. Advisors: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II) Evawati Alisah,
M.Pd.

Keywords: Integral fractional operator, Young’s inequality, Morrey Space

The boundedness of the fractional integral operator or Riesz Potential have been proven by
various inequality theorems. The latest research conducted by Saba Mahmood in 2022 as
the main reference has proven the boundedness in the Lebesgue space using Young’s
inequality. Furthermore, in this research it will be proven in the same way in Morrey space.
The method used to prove the bounded nature of fractional integral operators using Young’s
inequality is a theoretical study related to previous research and is constructed as research
containing theories from various related sources. The results of this research have shown
the boundedness of the fractional integral operator using Young’s inequality in Morrey
space. In the future, this research can add to the body of knowledge in the field of analysis.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Operator pada umumnya dikenal sebagai suatu pemetaan atau fungsi pada
pada ruang vektor. Pada bidang kalkulus fungsi diidentikkan dengan bilangan real
dan bilangan yang bernilai real atau R. Sedangkan pada analisis fungsional akan
dibahas suatu operator dalam ruang umum seperti ruang metrik dan ruang vektor.
Pada dasar terminologi pengertian teori operator mendefinisikan suatu 7" dikatakan
sebuah operator dari X ke Y dengan notasi T: X — Y yang artinya bahwa 7T adalah
operator dengan domain X dan range di Y yang kemudian disebut operator linear
(Hutson, 2005).

Pada operator linear juga memiliki contoh penerapan yang memenuhi salah
satunya adalah mengenai integral. Dalam buku Kreyzig dijelaskan suatu operator
linear T dari C|[a, b] injektif terhadap dirinya sendiri. Selain itu juga dijelaskan
mengenai keterbatasan operator linear yang menggunakan norm didalamnya.
Berdasarkan hasil dari keterbatasan tersebut, diberikan contoh dari operator integral
yang berkaitan dengan fungsi kernel dari suatu operator dalam membuktikan
keterbatasannya(Kreyzig, 1978). Sehubungan dengan hal tersebut penelitian ini
akan mengangkat topik salah satu operator integral yang sudah dikaji sejak tahun
1920 oleh Hardy Littlewood, yaitu operator integral fraksional atau riesz
potensial(Gunawan & Sihwaningrum, 2009).

Operator integral fraksional dinotasikan sebagai I, pertama kali dibuktikan
terbatas di ruang LP ke L4. Jika mengikuti definisi operator maka dapat dituliskan
sebagai I,f:LP — L1 . Beberapa penelitian yang dilakukan menggunakan

ketaksamaan dan ruang yang berbeda — beda. Di tahun 1930 pengembangan



ketaksamaan baru oleh Sobolev untuk menyempurnakan hasil Hardy Littlewood
di tahun 1920 untuk membuktikan keterbatasan operator integral fraksional terbatas
di ruang Lebesgue menggunakan ketaksamaan yang dinamakan ketaksamaan
Hardy Littlewood Sobolev(Gunawan & Sihwaningrum, 2009).

Tidak hanya itu, perumuman ruang Lebesgue menjadi ruang Morrrey yang
dilakukan oleh C. Morrey juga menjadikan perluasan topik baru mengenai operator
integral fraksional semakin bertambah. Seperti ketaksamaan Spanne yang

membuktikan operator integral fraksional terbatas dari LP* ke L949/P untuk 1 <

1 a

p < =_— 0 < A <n. Kemudian dibuktikan lagi oleh penelitian Adam —

)

SIS
Q|-
<

Chiarenza Frasca menggunakan syarat yang berbeda (Gunawan & Nakai, 2004).
Menyambung kembali mengenai kernel yang ada pada operator integral
sebelumnya, hal tersebut juga berlaku pada operator integral fraksional.
Menggunakan fungsi kernel tersebut suatu operator integral fraksional dapat
melakukan konvolusi fungsi kernel dan fungsi biasa. Jika dikatakan fungsi kernel
adalah f dan g juga fungsi yang keduanya terdefinisi di R, maka didapatkan
konvolusi dari f dan g akan dilambangkan menjadi f * g. Konvolusi fungsi ini
akan identik dengan suatu ketaksamaan yang juga dapat digunakan sebagai
pembuktian keterbatasan operator integral fraksional (Mehmood et al., 2022).
Pada tahun 2022, Saba, dkk menjelaskan dan membuktikan bahwa dari
konvolusi fungsi dapat dibentuk suatu ketaksamaan Young dengan kasus yang
disederhanakan. Hal itu bertujuan untuk membuktikan keterbatasan Bessel Riesz di
ruang Lebesgue (Mehmood et al., 2021). Meskipun pada artikel yang diterbitkan
menggunakan Bessel Riesz, penulis akan mencobakan bagaimana penerapan yang

dapat dilakukan di Riesz Potensial atau operator integral fraksional. Hal ini



memungkinkan untuk dilakukan, dengan hanya menyesuaikan kernel dan syarat
batas.

Beberapa sifat keterbatasan operator integral fraksional yang dijelaskan
oleh Saba dalam artikelnya adalah sifat khusus dengan mencobakan syarat ruang
Lebesgue ¢ = 1, dan s = p untuk suatu bilangan di ruang fungsi 1 < p,q,s < o
(Mehmood et al., 2021). Selanjutnya untuk membuktikan keterbatasan di ruang
Morrey diperlukan syarat keanggotan menjadi fungsi pada ruang tersebut, yang
kemudian akan dibuktikan keberlakuannya menggunakan ketaksamaan Young.
Dalam pembuktiannya, Saba menggunakan ketaksamaan Holder diawal untuk
dapat memisahkan dual dari ruang Lebesgue. Sifat terakhir dari pembuktian yang
dilakukan adalah preposisi yang didapatkan dari pembuktian yang sudah dilakukan
di ruang Lebesgue dengan 1 < p < oo,

Membahas mengenai keterbatasan operator, ada beberapa kondisi yang
ditentukan untuk dapat membuktikan bahwa keterbatasan suatu ruang, dalam hal
ini ruang Morrey. Sama halnya mengingatkan manusia bahwa tidak ada suatu hal
pun yang tidak memiliki batasan. Segala hal di dunia ini ada aturan yang mengikat
dan memiliki batasan agar semesta dapat berjalan dengan teratur, seperti firman

Allah dalam QS. Ar- Rahman: 33

B 250

V) 3045 ¥ A6 gzj’xig ol e 13AA5 O adalin ) 9,3;3\3 u;\ ey

v — bl
(Kementrian Agama RI, 2019).

Artinya: "Wahai golongan jin dan manusia! Jika kamu sanggup menembus
(melintasi) penjuru langit dan bumi, maka tembuslah. Kamu tidak akan mampu
menembusnya kecuali dengan kekuatan (dari Allah)."” (OS. Ar-Rahman: 33)



Ayat tersebut menerangkan bahwa tidak ada jin dan manusia yang dapat
melewati batas kemampuan yang ditentukan kecuali atas kekuatan dari Allah.
Quraish Shihab dalam bukunya menyebutkan bahwa ayat ini mengarah pada
keterbatasan makhluk Allah dalam mengetahui keilmuan yang Allah miliki.
Bahkan dalam ayat yang lain, Allah memperingati manusia untuk tidak melewati
batas dalam mempertanyakan hal yang sudah menjadi ketentuan Allah.

Segala sesuatu yang ada di dunia ini memiliki keterbatasan, termasuk pada
topik yang akan dibahas yaitu operator integral fraksional. Berdasarkan fakta
tersebut, para peneliti akhirnya secara bertahap untuk menguji coba sampai
manakah operator tersebut terbatas di berbagai ruang. Semua pembuktian yang
dilakukan pada keterbatasan operator tidak terlepas pada definisi awal operator
linear yang kurang dari sama dengan suatu bilangan real, hal ini menunjukkan
bahwa manusia tidak akan pernah sampai batas tersebut sampai mencoba dengan
usaha semaksimal mungkin untuk mencapainya. Apabila peneliti sebelumnya telah
pembuktian keterbatasan operator integral fraksional pada ruang homogen dan
ketaksamaan yang sama, maka penelitian ini akan berfokus pada penjabaran
pembuktian keterbatasan operator integral fraksional menggunakan ketaksamaan
Young. Salah satu upayanya adalah menerapkan perintah Allah untuk selalu
berusaha maksimal dalam belajar ilmu Allah.

1.2 Rumusan Masalah

Dalam penelitian ini permasalahan yang akan dibahas adalah: Bagaimana

pembuktian sifat keterbatasan operator integral fraksional I,f menggunakan

ketaksamaan Young pada ruang Morrey ?



1.3

Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini adalah

mengetahui bagaimana membuktikan sifat keterbatasan operator integral fraksional

I, f menggunakan ketaksamaan Young pada ruang Morrey.

1.4

I.

1.5

Manfaat Penelitian

Manfaat bagi peneliti

Peneliti dapat mempelajari lebih dalam mengenai materi perkuliahan yang
mendukung penelitian ini antara lain analisis real, analisis fungsional, teori
operator, dan teori integral yang sebelumnya belum dipahami dengan baik.
Manfaat bagi instansi

Peminatan bidang analisis dapat dikatakan sangat jarang, sehingga dengan
adanya penelitian ini akan menambah khazanah penelitian di bidang analisis
dalam Program Studi Matematika.

Manfaat bagi pembaca

Penelitian ini memberikan tambahan referensi untuk penjelasan
keterbatasan operator integral fraksional pada ruang Morrey menggunakan
ketaksamaan Young.

Batasan Masalah

Pada penelitian ini berfokus pada fungsi yang bernilai real, terukur, dan

terintegral di R™. Dan untuk pembuktiannya menggunakan metode ketaksamaan

Young’s.



2.1

BAB II
KAJIAN TEORI

Teori Pendukung

Sebelum melanjutkan penelitian, akan dijelaskan beberapa materi

pendukung yang berisikan definisi - definisi dan teorema — teorema yang berkaitan

dengan topik yang akan dijelaskan pada Bab Pembahasan.

2.1.1 Ruang Vektor

Ruang vektor akan menjadi dasar teori pada penelitian ini, karena elemen

yang terdapat pada ruang vektor dapat berupa ruang, barisan, bilangan, maupun

fungsi yang dapat dilakukan penjumlahan dan perkalian dengan suatu skalar.

Definisi mengenai ruang vektor akan digeneralisasikan dengan lapangan L. Pada

analisis fungsional, L dapat menjadi suatu ruang bernilai R atau C.

Definisi 2.1 Ruang Vektor

Suatu himpunan tak kosong X dengan dua operasi + dan . dikatakan suatu ruang

vektor atas lapangan L bila memenuhi 10 aksioma berikut, yakni untuk setiap

vektor x,y,z € X dan untuk setiap skalar o, € L

1.

2.

x+yeX

xX+y=y+x

x+(y+z)=(x+y)+z

3!0 € X, sehinggax+0=x+0=x

3! —x € X,sehinggax + (—x) = (—x)+x =0
ax € X

alx+y)=ax+ay

(@ + B)x = ax + Bx



9. a(fx) = (af)x
10. 1x = x
(Kreyzig, 1978).
Contoh 2.1.1
Diberikan suatu vektor x = (x1,%,), ¥ = (y1,¥2), 2 = (21, 2,), %, ¥, Z € R? dan
@, B € L. Tunjukkan bahwa R? adalah ruang vektor atas lapangan L.
Bukti:
Akan dibuktikan bahwa R? memenuhi sifat — sifat ruang vektor
L x+y=(00+x)+ O +y2) =0 +y,x +y,) €R?
2. x+y=(0,x)+ W, y2) = 0, ¥2) + (x,x) =y +x
3. (x+y)+z=1[0x,x)+ ¥+ (21,25) = (x1,x2) + [(y1,¥2) +
(z1,22)] =x+ (y + 2)
4. 3!0 = (0,0) € R?, sehingga
0+ x = (0,0) + (x4, x3) = (x1,x,) + (0,0)
= (x1,x2)
5. 3! —x = (—x;, —x,) € R?, sehingga
x+ (—x) = (xq,x,) + (—xq, —x1)

= (=21, —x1) + (x1, %)

= (0,0

=0
6. a(x;,x,) €R?
7. alx+y) =a((xy,x)+ (1, y2)

= a(xy, x2) + a(y,, y2)

=ax+ay



8. (a+p)x= (a+p)(x1,x)
= a(xq,x) + B(xq, x3)
=ax + fx

9. a(Bx) = a(Blxy, X))

= (aB) (x4, x2)

= (ap)x
10. 1x = 1(xq,x5) = (%1, %) = x
2.1.2 Ruang Metrik
Definisi 2.2 Ruang Metrik
Sebuah ruang metrik adalah suatu pasangan (X,d), di mana X adalah sebuah
himpunan dan d adalah sebuah metrik di X (atau jarak fungsi di X), sehingga
suatu fungsi didefinisikan di X X X sedemikian sehingga untuk setiap x,y,z €
X didapatkan aksioma sebagai berikut:
MDd(x,y) >0
(M2)d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x =y
(M3)d(x,y) = d(y,x)
M4 d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (Ketaksamaan segitiga)
(Kreyzig, 1978)
Contoh 2.2.1
Diberikan d(x,y) = |x — y| untuk setiap x, y € R? adalah ruang metrik.
M) d(x,y) >0
d(x,y) = |x; — y1| + |x, + y,| keduanya positif
M2)d(x,y) =0, ox=y

Akan dibuktikan d(x,y) = 0,2 x =y



dx,y)=0
lx1 —y11 =2 0,1 = y4
lx; =21 2 0,x, =y,
Sehingga didapatkan x = y
Selanjutnya akan dibuktikan x = y = d(x,y) = 0,
x=y=>x—-y=0
dx,y) = lx1 = y1l + [xz + yal
=0+0
=0
Terbukti
(M3)d(x,y) = d(y,x)
Ambil sembarang x,y € R?
dx,y) =[x — y1l + [x2 + ¥,
= -1y — x)| + |-1(y, — x;)|
=d(y,x)
M4)d(x,y) < d(x,z) + (z,y)
Ambil sembarang x,y z € R"
dx,y) = |x; —y1l + |xz — yal
=|xy —z1 + 2z —yi| + |x; — 25 + 7, — y5
< |xg = 21l + 21 = y1l + [x2 — 22| + |2, =yl
< Ixy = 21| Hlxg — zo| + 21 — y1] + |22 — y5l
<d(x,z)+(z,y)
Sehingga didapatkan d(x,y) = |x; — y,| + |x, + y,| (R?, d) merupakan ruang

metrik.
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2.1.3 Ruang Bernorma

Definisi 2.3 Ruang Bernorma

Diberikan suatu ruang vektor X didefinisikan ||.|| : X - R. Suatu nilai di vektor
x € X dinotasikan dengan ||x|| yang memenuhi

(ND) [lx|l = 0

(N2) [[xll=0,x=10

(N3) lleex]l = el x|

(N4 llx + yll < llx|l + [yl

sehingga (X.||.]|) dikatakan sebagai ruang bernorma.
Contoh 2.3.1

R™, x = {x1, X3, .., X}

a.  |lxlly = Xitalx|
2\1/2
b llxlly = (Zfeqlxl?)

1/p
c. lixll, = (TrqlxI?)

) X||o = max]|x|™
d. lxlleo = maxlxl

Ruang fungsi C[a, b]

Cla,b] = {f:[a,b] - R fungsi kontinu}, suatu f € C[a, b]

a. lflly = L 1FG)Idy

b lIfll, = (FIFOIP Y
c. Nfllw = supllfG)I, f € [a, b}

(Kreyzig, 1978)
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Contoh 2.3.2
Untuk setiap x, y € X dan skalar a. Suatu norm di X mendefinisikan metrik d di
X yang didapatkan dengan
dx,y) =llx -yl (x,y € X)

Bukti:
Akan dibuktikan bahwa norm di atas adalah metrik.

M1  dxy)=llx—yll =0

M2)  d(xy) =llx—-yll =0,

Ix-yll=0 & x=y

M3)  dy) =llx—yll =1I- -0l = -1y — x|l = d(y, %)

M4)  dxy) =dx,2)+d(y,2) =llx—z|l + lly -zl
Ruang bernorma tersebut dinotasikan dengan (X, ||-||) (Kreyzig, 1978). Dari
metrik yang diinduksi norm, akan dihasilkan bola — bola terbuka yang dinotasikan
sebagai e € X,r > 0 didapatkan B(e,r) = {x € R"||le — x|| < r}.
2.1.4 Ruang Lebesgue
Definisi 2.4 Ruang Lebesgue
Ruang Lebesgue LP (R™) adalah ruang vektor yang beranggotakan semua fungsi

f:R"™ - Runtuk 1 < p < oo didefinisikan sebagai

j F GO IPdx < oo
Rn

Sedangkan untuk p = oo, anggotanya adalah semua fungsi f:R"™ - R

didefinisikan
If: L=l = sup |f(x)| <
x€ERM

Ketika ditambahkan norm untuk 1 < p < oo maka bisa dituliskan sebagai berikut
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1
P

If: PNl = (f If(y)lpdy> < oo
Rn

(Fefferman, 2005)
Konsep penting yang perlu dipahami kemudian adalah dual index ke p (untuk
1 < p < ,). Sering dinotasikan sebagai p’ , tapi kemudian dinotasikan dengan

q pada penelitian ini.

(Lieb & Loss, 2001)
2.1.5 Ruang Morrey

Ruang Morrey merupakan bentuk perumunan dari Ruang Lebesgue
dengan menambahkan ukuran A. Ruang Morrey didefinisikan sebagai berikut;
Definisi 2.5 Ruang Morrey
Untuk 1 <p < oo dan 0 <A <n, ruang Morrey LP*(R™) dengan f:R" —
R didefinisikan oleh

LPAR™) = {f € LP(RM)]|f: LPARM)|| < oo}

Dengan norm
1

If: P2 @®™)] = sup (i f |f()’)|pdy>p<oo
B= ) rt B

B(er
|B(e,r)| menyatakan bola buka di R™ yang berpusat di e € R™ dan berjari-jari
di . Untuk setiap bola B = B(e, ) berdimensi n didapatkan fakta |B| < Cr™ di
mana n adalah dimensi tetap dan C adalah konstanta yang tidak bergantung pada
e dan r. Ruang Morrey identik dengan perluasan ruang Lebesgue untuk kasus

LP0 =[P dan LP™ = L®. Ruang Morrey pertama kali dikenalkan oleh C.B
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Morrey untuk mempelajari perilaku solusi pada persamaan differensial parsial

(Sihwaningrum et al., 2020).

2.1.6 Operator Linear

Suatu pemetaan pada ruang vektor disebut dengan operator. Menariknya

adalah dalam operator tetap mempertahankan 2 operasi aljabar pada ruang vektor.

Sehingga operator linear didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 2.6 Operator Linear

Sebuah operator linear T adalah sebuah pemetaan sedemikian sehingga

a Domain D(T) dari T adalah sebuah ruang vektor dan range R(T) juga ruang
vektor atas pada lapangan yang sama.
b Untuk setiap x,y € D(T) dan skalar a
T(x+y)=T,+T,
T(ax) = aT,
Operator linear dapat dituliskan sebagai berikut
T-X->Y
Contoh 2.6.1
a. Operator Identitas
Suatu operator identitas I,: X — X didefinisikan dengan I, x = x untuk
setiap x € X. Dapat dituliskan I untuk I,; sehingga I, = x
b. Operator Nol

Suatu operator nol 0 : X — Y didefinisikan dengan Ox = 0 untuk setiap x €

X
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c. Turunan
Misalkan X adalah ruang vektor untuk semua polinomial di
la, b] didefinisikan operator linear T di X dengan
T,(t) = x'(t)
Untuk setiap x € X.
d. Integral

Sebuah operator linear T dari C[a, b] didefinisikan sebagai berikut

t
T.(6) j x(D)de t € [a,b]

(Kreyzig, 1978)
2.1.7 Keterbatasan Operator
Definisi 2.7 Keterbatasan Operator Linear
Misalkan X dan Y adalah ruang norm dan T : D(T) — Y adalah sebuah operator
linear, di mana D(T) c X. Operator dikatakan terbatas jika terdapat sebuah
bilangan real ¢ sedemikian sehingga untuk setiap x € D(T),

I Tl < cllx|l

Ketika dilakukan pembagian, sehingga kemungkinan kecil bahwa x €
D(T) bukan nol

Tl _
lxll =~

x#0

Dengan begitu terlihat bahwa ¢ setidaknya lebih besar dari supremum D (T) —
{0}. Sedangkan untuk menjawabnya adalah penggunan supremum yang

dituliskan sebagai ||T ||adalah
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I Tl

xED(T) (B4
x+0

Tl =

IT|| dikatakan sebagai norm dari operator T, jika D(T) = {0}. didefinisikan
IT|| = O dari sini didapatkan T = 0, ketika T.0 = 0. Catat bahwa sebelumnya
¢ = ||T||, maka

Tl < IT1[1lxl
Untuk menguatkan kondisi norm di atas, maka ditambahkan Lemma berikut
(Kreyzig, 1978)
Lemma 2.7.1
Misalkan T adalah operator linear terbatas seperti yang didefinisikan
sebelumnya, maka
a.Sebuah rumus alternatif untuk norm T adalah

ITI| = sup |ITx]|
xeD(T)
llxll=1
b.Norm didefinisikan sebagai ||T|| = su p 1zl

xED(T) ” ”
x#0

, memenuhi syarat ruang

bernorma
Bukti:
a. Tuliskan ||x|| = a dan himpunan y = G) x, di mana x # 0. Kemudian ||y|| =

“z” = 1, dan saat T adalah linear didapatkan

1
7l = sup ~iiTxll = sup |7 (<x)[| = sup iy
xeDp(T) A x€D(T) a yeD(T)
x#0 x#0 lyll=1

Jika x = y, maka didapatkan hasil yang sebelumnya.
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b. (N1) terbukti, jika ||0|| = 0, maka [|T|| = 0 dari Tx = 0 utuk setiap x € D(T)
sehingga T = 0. Sedangkan (N2) jelas. Sedangkan (N3) didapatkan dari

sup |laTx|| = sup |a|||ITx]| = |a|sup ||ITx]|,x € D(T)

llxll=1 llxll=1 llx|l=1
Dan (N4) didapatkan dengan

sup [|(Ty + To)x|| = sup [|Tyx + Tox|| < ”51ﬁp [Tyl + ”Slﬁp IT>x]l,
x[|=1 x||=1

llxll=1 llxll=1
x € D(T)
(Kreyzig, 1978)
2.1.8 Operator integral
Salah satu contoh dari operator linear adalah operator integral dengan
definisi berikut;
Definisi 2.8 Operator Integral
Didefinisikan sebuah operator integral T: C[0,1] — [0,1] dengan
y=Tx

di mana

1
() = j k(t, D)x(2)dr
0

k dikatakan sebagai fungsi kernel T dan diasumsikan kontinu dan tertutup di G =
R X R di tt, di mana R = [0,1] ini adalah operator linear. Untuk membuktikan
T terbatas, ingat bahwa kekontinuan k di bola tertutup berimplikasi bahwa
k terbatas, jika |k(t,7)| < ko untuk (¢t,7) € G dengan k, adalah bilangan real,
maka

|x ()| < maks|x(t)| = ||x]|
teR

Sehingga,
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1
f k(t, D)x(t)dr
0

Iyl = lITx]| = maks

1
< maksf |k(t, D) |x(7)| dT
teR J,

< kollx]|
Hasilnya ||Tx|| < kol|x||, dengan ky = c. Sehingga T terbatas.
(Kreyzig, 1978)
2.1.9 Operator Integral Fraksional
Definisi 2.9 Operator Integral Fraksional
Misalkan f adalah fungsi terukur bernilai real di R*, n>1,dan 0 < a < n.
Integral fraksional dari f dari order a didefinisikan dengan

1
|x _yln—a

Lfx)=1 fQ) dy, x € R"
RTL

apabila terdapat suatu integral. Untuk f bervariasi, pemetaan didefinisikan
dengan I, : f - I,f, yaitu suatu konvolusi operator dengan kernel |x|*™"
dikatakan sebagai operator integral fraksional dengan order @ (Evans & Gariepy,
1992).

Sebagai implementasi definisi di atas, dapat disederhanakan dengan contoh

operator di R. Suatu fungsi kontinu f terdefinisi di interval [a, b] € R memenuhi
X
F0 =10 = [ £, xyelab)
y

Biasanya, setelah didapatkan nilai dan integral di y, suatu rumus lapangan

““didapatkan

b b
— [ @ -y [ 11, xelab

Sehingga,
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1 (P 1 (P
£~ g | 1P~ F0ldy = g [ 10 = FOldy

diperoleh keataksamaan

b
sf f'l, x€lab]

1 b
Fo0) -5 | fay

dari proses diatas dapat dilihat bahwa terjadi konvolusi pada operator integral
fraksional.
(Wheeden & Zygmund, 2015)
2.1.10 Ketaksamaan Young

Sebelum membahas mengenai ketaksamaan Young, akan dijelaskan
terkait konvolusi fungsi yang menjadi definisi awal terbentuknya ketaksamaan
Young.
Definisi 2.10 Konvolusi Fungsi
Untuk beberapa fungsi terukur f: R™ — R dan g: R" - R, konvolusi dua fungsi

(f * g)(x) didefinisikan

Fxg)x)=| flx—y)g(y)dy, x € R"
Rn

apabila terdapat suatu integral didalamnya (Wheeden & Zygmund, 2015).

Dari definisi sebelumnya, didapatkan beberapa teori salah satunya adalah sebagai

berikut;
Teorema 2.11 Konvolusi Fungsi
Misalkan 1 < p < oo, f € LP(R™) dan g € L'(R™). Sehingga f * g € LP(R™)

If =gl < lIfliyligll
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Bukti:

Misalkan bahwa 1 < p < oo, adalah ketika p = 1, dibuktikan hasil dari f dan g

adalah nonnegatif. Kemudian f * g nonnegatif dan terukur di R" jika p = co.

(f *9)(0) Sf 1fllog(x — y)dy = ”f”oof gx =y)dy = lIfllellglly
]Rn ]Rn

Untuk itu dinyatakan [|f * gl| < [Ifllellgll:- Jika 1 <p < oo, dituliskan

1 1/p’ 1 1
@ = [ [foge-r|oa-» d  S+—=1
R p b
Menggunakan Ketaksamaan Holder dengan eksponen p dan p’

1

1
5 7
(f * 9)() s( FOIPglx—y) dy) ( I g(x_y)dy>”
Rn Rn

1
= (fP ) )Y?|IglI?",

Sehingga didapatkan

If « gl2 < IFIENG I @) = 1 F 1z gl?

Terbukti jika f dan g adalah nonnegatif dan f * g nonnegatif dan terukur di R"

jika p = oo (Wheeden & Zygmund, 2015).

Teorema 2.11 Ketaksamaan Young
Misalkan p dan g memenuhi 1 <p,q < o dan %+% > 1, dan misalkan

s didefinisikan dengan i = % + % —1. Jika f € LP(R™) dan g € L(R"),

sehingga f * g € L°(R™) dan
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If *glls < llfllllgllg
Perhatikan bahwa ketika g = 1, akan membentuk sesuai dengan teorema
konvolusi sebelumnya.
(Mehmood et al., 2022)
2.2 Usaha Maksimal Manusia dalam Keterbatasan
Manusia diberikan stimulus untuk dapat dapat berpikir secara logika. Secara
etimologi logika adalah salah satu pertimbangan akal pikiran yang diutarakan lewat
kata dan dinyatakan dalam bahasa. Menurut Aristoteles logika adalah ajaran
berpikir secara ilmiah membicarakan bentuk pikiran itu sendiri dan hukum-hukum
yang menguasai pikiran. Dari sini juga suatu ilmu pengetahuan manusia juga
berkembang.
Dalam islam, orang yang berilmu memiliki derajat yang tinggi seperti pada

Q.S Al Mujadillah: 11
1506 1531 g 15 180 2 ey 132236 i) i K0 g s i 0

it O3laxs G s Eags (Ll s B gl g

(Kementrian Agama RI, 2019).

Artinya:

11. Wahai orang-orang yang beriman, apabila dikatakan kepadamu “Berilah
kelapangan di dalam majelis-majelis,” lapangkanlah, niscaya Allah akan
memberi kelapangan untukmu. Apabila dikatakan, “Berdirilah,” (kamu)
berdirilah. Allah niscaya akan mengangkat orang-orang yang beriman di

antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu beberapa derajat. Allah Maha
Teliti terhadap apa yang kamu kerjakan.

Zubdatut Tafsir Min Fathil Qadir menjelaskan ayat di atas bahwa Allah akan
mengangkat derajat orang yang berilmu di antara kalian dengan kemuliaan di dunia

dan di akhirat. Maka barangsiapa yang beriman dan memiliki ilmu, maka Allah
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akan mengangkat derajatnya dengan keimanannya itu dan mengangkat derajatnya
dengan ilmunya pula (As Syaukani, 2008).
Ketinggian keilmuan disandarkan dengan ketinggian Allah sesuai dengan

yang diungkap dalam Q.S Al-Baqarah: 216 dan Q.S Ali Imran: 167
5308 Y s g D,

(Kementrian Agama RI, 2019).

Artinya : “Allah mengetahui, sedang kamu tidak mengetahui”

Artinya : “Dan Allah lebih mengetahui apa yang mereka sembunyikan.”

Dari kedua ayat di atas, menjelaskan bahwa ketinggian ilmu Allah akan
selalu melebihi keilmuan yang diberikan kepada manusia. Akan selalu ada hal
yang tidak akan diketahui manusia dalam mempelajari ilmu yang ada di dunia,
sehingga ilmu pengetahuan akan berkembang sepanjang waktu. Salah satu rahasia
ilmu Allah yang disebutkan adalah pertanyaan orang — orang israil tentang ruh,
sehingga Allah pun menegaskan dalam Q.S Al-Isra’: 85

(Kementrian Agama RI, 2019).
S ) e o 3

Artinya : “ Dan mereka bertanya kepadamu (Muhammad) tentang ruh.
Katakanlah, “Ruh itu termasuk urusan Tuhanku, sedangkan kamu diberi
pengetahuan hanya sedikit. ”

Berdasarkan tafsir as-Saadi oleh Syaikh Abdurrahman bin Nashir as-Sa’di,

ayat ini mengandung cara untuk membumkam orang-orang yang suka bertanya -

tanya tentang permasalahan yang dimaksudkan melainkan menentang. Sehingga
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dalam konteks pembahasan keterbatasan yang ada pada operator integral fraksional
membuktikan bahwa ketetapan Allah dalam membatasi setiap hal yang ada di dunia
agar manusia terus berusaha memperbaiki diri. Selain itu penggunaan operator
maksimal dalam pembuktian keterbatasan operator juga menggambarkan bahwa
usaha maksimal dari manusia mengembangkan diri hingga mencapai batasnya.
Salah satu dari pembuktian keterbatasan operator integral fraksional adalah
Ketaksamaan Young yang nantinya akan dibahas dalam penelitian ini.

23 Keterbatasan Operator Integral Fraksional pada Morrey Klasik
Menggunakan Ketaksamaan Young

Pada penelitian ini, operator integral fraksional H,: (0,) — (0, ),
dengan mengikuti definisi

0<a<n

Hd(lxl) = |x|n_a )

Selanjutnya, akan didefinisikan fungsi yang berada pada ruang Morrey

Definisi 4.1 Ruang Morrey
Untuk 1<p <o, dan ukuran 0 < A <n ruang Morrey LP* = LPA(R")

didefinisikan sebagai ruang semua fungsi f € Llloo (R™)

1/p
1
If: 1P| = sup <7 f If(y)lpdy> < oo
B=B(e,;r) \T" JB(e,)

di mana, B (e, r) menyatakan bola buka yang berpusat di e € R™ dan berjari-jari di
r > 0.

Berdasarkan definisi konvolusi pada definisi 2.10, didapatkan suatu
konvolusi pada operator integral fraksional dengan diberikan H,: (0, 0) — (0, o),

dan H,: f — I,f sehingga didapatkan

lef () = f Ho(lx — yDF () dy

Rn
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Definisi 2.3.2 Konvolusi Fungsi

Untuk beberapa fungsi f: R" — R dan g: R™ = R, didefinisikan

Fxgx)=| gkk=y)f(y)dy, x eR"
Rn

anggaplah f * g adalah sebagai implementasi pada H,. Sehingga hasil di atas dapat
dituliskan sebagai berikut;
Torema 2.3.1 (Ketaksamaan Young’s)

Jika f€LP dan H, € L7, maka terdapat C,,s >0 sedemikian sehingga
Maf: 21 < CHH LA LP), === 1
al -+ —_— ar . ) S —_ q p

Teorema 2.3.2 (Special Case)
Asumsikan p,q,s € [1, o]
1
s

11
=—+--1
P q

Jika f € LP dan g € LP, kemudian f * g terdapat di mana — mana dan termasuk L°
sehingga

If *glls < lIfllyllgllq
Menggunakan kasus spesial teorema Young’s terjadi ketika g = 1, sehingga s =
p dan teorema menjadi

If = gll, < lIflipllglly
Bukti pada Teorema 2.1 dan teorema yang akan dibuktikan adalah sebagai berikut
Teorema 2.3.2

Terdapat C > 0 sedemikian sehingga untuk setiap f € L'(u)

Mof: 1P GOIl < CllHG (D= P GO LGl 1 < p < ——
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Akan dibuktikan untuk memperoleh keterbatasan yang akan dibuktikan pada bab

pembahasan

1/p
Illaf:LpI|=<J IHa(Ix—yl)f(x)I”du(x)> < [af:LP]|
RTL

D 1/p
- ( f du(x)>
Rn

1
14
= [ ([ et =000t auco) ) auc
R" R™

[ Hellx = yDr @)
Rn

1

P
- [ (f |Ha<|x—y|>|pdﬂ<x)) FO)lduy)
re \JRn

< CllHg (xD: LP @)l f: LY @)
(Mehmood et al., 2022)

Operator integral fraksional akan dibuktikan terbatas di ruang Morrey

menggunakan pembuktian cara ketaksamaan Young.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif. Penelitian
kualitatif dapat diartikan sebagai metode yang tingkat perkembangan dan
kematangan masing-masing metode ditentukan juga oleh bidang keilmuan yang
memiliki sejarah perkembangannya. Berkaitan dengan penelitian ini, penulis
mencoba untuk mengembangkan pembuktian melalui penjabaran setiap langkah
yang dilakukan untuk membuktikan topik yang diambil. Tentunya dengan kajian
penelitian yang sudah dilakukan sebelumnya. Salah satu ciri dari penelitian
kualitatif menurut Sugiyono, adalah verifikasi dengan mengadakan analisis sejak
awal penelitian dan dianalisa untuk mencapai hasil yang memadai (Sugiyono,
2014). Hal tersebut sesuai dengan materi yang dikaji dalam Bab 2, di mana
keseluruhan dari teori yang disebutkan akan dibuktikan dengan teorema yang akan

dibahas pada Bab Pembahasan.

3.2 Pra Penelitian

Pada pra penelitian diawali dengan melakukan beberapa persiapan dengan
mencari beberapa literatur berupa buku, artikel, jurnal, dan referensi lainnya yang
berkaitan dengan topik yang diangkat. Selanjutnya melakukan pengajuan topik
beserta dengan pembimbing yang sesuai dengan topik yang akan diteliti sehingga
penelitian ini dapat dilaksanakan sesuai dengan arahan pembimbing yang sudah
ditentukan oleh program studi.
33 Tahapan Penelitian

Adapun tahapan untuk mencapai tujuan penelitian adalah sebagai berikut.

1. Studi Literatur.
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Mengidentifikasi keanggotaan fungsi di ruang Morrey.
Mengidentifikasi konvolusi fungsi pada operator integral fraksional.
Membentuk ketaksamaan Young berdasarkan konvolusi fungsi.

Membuktikan keterbatasan operator integral fraksional pada ruang Morrey.



BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Keanggotaan Fungsi di Ruang Morrey
Pada penelitian ini, operator integral fraksional H,: (0, ) — (0,c0),

dengan mengikuti definisi

0<a<n

H(X(le) = |x|n_a )

Selanjutnya, akan didefinisikan fungsi yang berada pada ruang Morrey
Definisi 4.1 Ruang Morrey
Untuk 1 < p < o0, dan ukuran 0 < A < n ruang Morrey LP# := LP4(R™)

didefinisikan sebagai ruang semua fungsi f € L?OC(R")

1/p
1
|f: 1P| = sup <7f |f(Y)|pd)’) <
B=B(e,r) \T" JB(er)

er
di mana, B(e, ) menyatakan bola buka yang berpusat di e € R"™ dan berjari-jari di
r > 0.

Berdasarkan definisi konvolusi pada definisi 2.10, didapatkan suatu
konvolusi pada operator integral fraksional dengan diberikan H,: (0, 0) — (0, o),

dan pemetaan H,: f — I,f sehingga didapatkan

lf () = f He(lx — yDF)dy

Rn
Definisi 4.2 (Growth Condition)
Misalkan u adalah sebarang ukuran di R™. Didefinisikan u € (GC), jika dan hanya

jika terdapat € > 0 sedemikian sehingga

u(Ble,m)) < Crm

27
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untuk setiap bola terbuka B(e,7) := {x € R™: |x —e| < r} di R". Selanjutnya
seluruh ruang yang dijelaskan kedapannya akan dikenakan ukuran p antara lain
L*(w), LP (), dan LP*(p).

Lemma 4.3

Untuk menunjukkan bahwa kernel dari operator integral fraksional adalah bagian

dari ruang Lebesgue adalah jika u(B(e, 1)) ~ r™, maka didapatkan

f Ho(1xD)du(x) < oo
Rn

Di mana
Hoc(lxl): n—a
|x|
Bukti:
Misalkan
jHaudeu(x): j Ho (1D du(e) + j He(1xD)du(x) (1)
R" |x|<R |x|=R

dengan menyederhanakan

H,,(Ix]du(x) = H.(1x])d
flm (IxDdp(x) ;L—k—le|x|<sz (xDdux)

-3 e |

o x|<2k+1R

He(IxDdu(x) < €1 ) @4R)% " (nyes ()
k=1

= clz(sz)“ < C,R% <
k=1

dan
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H, d = H, P
J|X|2R (lxl) u(x) ;)-LkRs|x|<2k+1R (lxl) ,LL(X)

(0] 1 oo
= G2 ), Grgya < G2 ) (R = GRY < combdga
k=0 k=0
untuk setiap x € R™, dan R > 0 persamaan (1) diimplikasikan sebagai berikut

_[ H,(xdu(x) = C(R* + R*™)
Rn

terdapat suatu bilangan C > 0 sedemikian sehingga

j Ho(1xDdu(o) < C
R'n

dituliskan suatu fungsi H,

1o I = [ Ho(xDduG) < €, = H € 120
Rn
untuk 1 < p < oo, didefinisikan H, € LP (u), jika dan hanya jika

1

p
|wmmn=(f|mxumww@ﬁ < o
R

kemudian untuk 1 <p < oo, dengan 0 <A <n didefinisikan H, € LP* |

mengikuti (1) jika dan hanya jika

1
yl 1 P
|Hg: L7 ||=<r7 j |Ha(|x|>|pdu(x)> <o
RTL
berdasarkan definisi di atas, didapatkan
Hy: P2l <0 ©@1<p<
I @] < 0 12 p <

sehingga untuk menyelidiki keanggotaannya adalah sebagai berikut
Teorema 4.4

Untuk setiap R > 0 didapatkan
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1 1
|Ho: P2~ ) i am 159 <
kezZ

r4 (2kR)(a-np n—a

Bukti:

Untuk setiap R > 0 didapatkan,

1 1
[, srtbrduco = | iHoeDPaut

DY NS O T S S
W YCYT T pu(x
2kR<|x|<2k+1R o= ZTA (ZkR)(a n)p 2kR<|x|<2k+1R

Z 1 1
~ Ak (a—n)p
i (2kR)

4.2 Konvolusi Fungsi dan Keterbatasan Operator Integral Fraksional di
Ruang Morrey

Untuk membentuk ketaksamaan Young sebagai ketaksamaan yang
menunjukkan operator integral fraksional terbatas di ruang Morrey, dibutuhkan
konvolusi sebagai berikut.
Definisi 2.3.2 Konvolusi Fungsi

Untuk beberapa fungsi f: R® - R dan g: R® - R, didefinisikan

Fxgx)=| gk—=y)f(y)dy, x eR"
Rn

anggap f * g adalah sebagai implementasi pada H,. Sehingga hasil di atas dapat
dituliskan sebagai berikut;
Torema 2.3.1 (Ketaksamaan Young’s)

Jika f€LP dan H, € L7, maka terdapat C,,s >0 sedemikian sehingga

1 1 1
Lf: LS| <Cl|lH,: L% (LP||, —=—+4+—-—1
o f:L3]| < CllHg: LN LP | S q+p
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Teorema 2.3.2 (Special Case)

Asumsikan p, q, s € [1, ]

11
=—+--1
P q

1
S
Jika f € LP dan g € LP, kemudian f * g terdapat di mana — mana dan termasuk L°
sehingga
If *glls < llflipllgllg
Menggunakan kasus spesial teorema Young’s terjadi ketika g = 1, sehingga s =
p dan teorema menjadi
Ilf = gll, < lIflipllglls
Bukti dapat dilihat di Teorema 2.1
Selanjutnya, ketaksamaan Young pada teorema 2.3.1 akan dibuktikan oleh teorema
berikut.

Teorema 4.4

Terdapat C > 0 sedemikian sehingga untuk setiap f € L*(u)

n

af: 172G < CllHa (xD: LPAGONIf: L I 1 < p < —

Bukti:

1/p 2
of: LP (W)l = < jRnllaf(X)Ipdu(x)> < (u(B(e, r))ﬁ> | laf: LPA(w)||

1 p 1/p
af Hy(Ix —yDf )du(y) d,u(x))
]Rn

- (.

14
-/ (% [ |Ha(|x—y|)|f(y)||pdﬂ(X)> du(y)
n R™
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1

]
=] (r% IHa(lx—yI)Ipdu(x)> If W lduly)
R R

< C||Ha(xD): LPA @Il f: L )
Teorema 4.5

5—1 , 1 Sp<£, dan 0 < A < n. Jika untuk beberapa

Diberikan = = %+
¢, > 0,u(B(e,r)) < Cr™, f € LP*(w), dan H, € L9*(u), maka terdapat suatu
C, > 0 sedemikian sehingga

Tef: L2 < Col|HaUxD: L2 |1 f: LPA @

Bukti:

Dalam membuktikan mengikuti

1 1 1

—==4=-1

s p q

menggunakan ketaksamaan Holder, kemudian untuk setiap x € R™, dengan p’ dan

q' didapatkan

L f ()l < f F O HL (% — YD F O T Ha(x — Y1) 5 du(y)
[Rn

1 1
S a7

S 1—p 12 q
s(f Ha(lx—yl)"lf(y)l”du(y)>< F o 5 du(y)>
R" R"

1-q 1/p!
S

X (fn HaClx = YD )

1

1 7
5 q

s<f Ha(lx—yl)qlf(y)lpdu(y)> f FOIP du(y)
R™ R™

1/p!
X (J Hy(|x — yl)"du(y)>
]Rn

lakukan perluasan dengan suatu ukuran A
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1/p

i ol @ | <l
(u(B(e, ) BEn

disisi lain, didapatkan

[ Holx=yhraue) =Y = | du(y)
xX=y uy) = - uly
R @ kEZ(ZkR)(n a)q szslx_y|<2k+1R

menggunakan ukuran u(B(e, 7)) < C;r™, kemudian

1
|| HaUx=yD%u0) = €1 ). s~ IHo (= YD LGOI
R kez

diperluas dengan suatu ukuran A sehingga didapatkan suatu norm

1

A
| Ho: L)l = RnIHa(Ix—yI)I"du(y) < (u(B(e,n))"||Ha: L2 () |

didapatkan hasil

1/q

1
|Ho(Ix —yDI9 du(y) | < C||He: L9 () ||

(u(B(e,r))r "B

sehingga, untuk setiap x € R", akan didapatkan

1/s

P qa
OO < Gy||f: LPAWI| || Hg U ): LEA ) || (f Hq(lx — yl)"lf(y)lpdu(y)>
[Rn

atau dapat dituliskan

sp sq
I f (IS < 61||f=Lp"l(#)llq'IIHa(IxI):Lq"l(u)IIP'f H,(Jx — yDUf)IPduly)
Rn

Mari dibuktikan sisi yang lain menggunakan ketaksamaan Young sebelumnya

| (j Ha(lx—yl)qlf(y)l”du(y)>dx= | (j Ha(lx—yl)qu>lf(y)lpdu(Y)
R" R" R" R"

didapatkan hasil dengan menambahkan perluasan dengan ukuran A
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4
1 Ho (UxD): LIGNILf: LP11P < (u(B e, )™ || Ha (e D: LA || £ 22|
atau dapat dituliskan
1He ClcD: LIG@NI9NF: LP11P < Gy || Ho (D) 192 Q)| 72 222

maka didapatkan hasil akhirnya adalah

q+sq p+sp
l1af: A < ColHaUxD: LPAGD| #" || f:PAGo)|| @
atau
laf: LA < Cal|Ha UxD: L2 @ [|[If: LPA ()|
Sesuai dengan yang didapatkan menggunakan akibat dari hasil Teorema 2
sebelumnya dengan menambahkan semua syarat kasus khusus g =1 danp = s
didapatkan akibat berikut

Akibat 4.6

Apabila dimiliki < = %+ i —1,1<p < Misalkan q = 1, sehingga s = p.

Jika suatu C; > O,M(B(e, r)) < C;r™ f € LPA(w), dan H, € L*(u), kemudian
terdapat suatu C, > 0 sedemikian sehingga hasilnya dapat dituliskan sebagai
berikut

lTef: LA < CollHa(xD: L* @I F: 274 (o) |
Contoh 4.7
Didefinisikan By = {x € R, ||x|| < 1}
Tunjukkan apakah fyp (x) terbatas di ruang Morrey dengan konvolusi fungsi H, *
f = lof
Penyelesaian

By ={x €R,|Ix|l <1}



_ 1, x€B,
fXBO(x) _{ 0' x € B()

Akan dibuktikan: H, * f = I, f terbatas
Ditunjukkan bahwa H,, € L' dan f € LP*, I, f € LP*, sehingga didapatkan
pemetaan ruang L! x LP* — P4
Bukti:
Langkah pertama akan ditunjukkan
o fELPfllpp<oo

Buktikan ketika 0 < A < n,untuk A = 0

1

11l = f (FG0)” dx
Rn

S

f(f(x))p dx + f(f(x))p dx
By B§

1
p

= flpdx+f0pdx

By B§

1

1
= flp dx :|B0|5

By

Selanjutnya akan dibuktikan pada 0 < A <n

1
P

1
Iz = sup| 3 f (FG0) dx
Bo

35
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= sup —A.prdx
By A
1
1 P
=sup| — | CP|B,]|
Bop rléf 0
0
1
= sup 7] C1=Cp|Bo|
G
= sup—
BOpT)L

Sehingga didapatkan bahwa ||f[,,, = sup ;1 <

Hy € L', |Holly < C

He () = f Ha(1x]) dx
Rn

[T
= — dx
Ixl<1 X = y["7¢

= j |x — y|*™™ dx
llxll<1

=f [ dxf ly|*~™ dx
llxll<1 Ixll<1

— ly|*™"|B]
=C—C ly|*™
Karena ||y|| = 0 dan @ — n < 0 maka
|Hell; < C = Cily|*™

Terbukti ||H,||; < C

36
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o I f €L’ & |lof: 1P| < 0
1

1 p
g4 = sup (5 [ G v
B r*Jg
Buktikan I, f (y) < o

lef () = f LG,

n 1 — y[ne@

By (U (RPN g RS

, lx—ylne ¢ |x —y|ne

j Ly +j 0 4
= —_ax —aX
By | x _yln—a BS |x _yln—a

J, =
= ——dx

By |x_y|n—a

[t
= ——dx
Ixll<1 |2 = yI"7®

Misal |x| =t = dx = dt

Jika y = 0, maka

1

I,f(0)=C j t" e dt

=C<
Karena I, f (y) < oo untuk y = 0, maka
1

1 p
”Iaf”p,l = Ssup (7 |Haf(x)|pdx)
B, r By

0
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1
P

CW%O

1

14
C1> ;0 = Cp|Bo|

Sehingga didapatkan hasil
C;
i = — <
IUNM.Sgﬂ 0

Dari contoh di atas, terlihat bahwa pemetaan operator integral fraksional terbatas
L} X LP* — [P,
4.3 Integrasi Keterbatasan Operator Integral Fraksional dengan Cara
Menanggapi Keterbatasan sebagai Manusia Bersyukur

Dalam penciptaan manusia, Allah sudah memberikan informasi dalam Al-
Quran secara lengkap mengenai bagaimana proses diciptakan, sifat-sifat apa yang
dilekatkan kepada manusia. Salah satu sifatnya adalah terbatas. Manusia memiliki
keterbatasan untuk memahami keseluruhan penciptaan yang Allah lakukan.
Segala hal yang diberikan pengetahuan yang dimiliki manusia semata-mata
adalah pemberian dari Allah. Juga Allah yang memberikan batasan atas apa yang
1a ketahui seperti dalam surat Al —Isra’: 85

(Kementrian Agama RI, 2019).
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Artinya : “ Dan mereka bertanya kepadamu (Muhammad) tentang ruh.
Katakanlah, “Ruh itu termasuk urusan Tuhanku, sedangkan kamu diberi
pengetahuan hanya sedikit.”

Jika berbicara keterbatasan, banyak sekali yang menganggap bahwa
keterbatasan dapat menjadi alasan untuk tidak berusaha karena tidak ada fasilitas
yang mendukung untuk mencapai sesuatu. Berapa banyak yang ditemui bagaimana
keterbatasan adalah cara Allah untuk menguji manusia untuk terus berjuang dalam
hidupnya. Seperti pada Q.S. Al Baqarah: 216

45 B i 1 Leg S e 5 B S0 01 Lag a0 58 g Jd 1K o

S

L
DTN PR PP N G B Y

(Kementrian Agama RI, 2019).

Artinya : “Diwajibkan atas kamu berperang, padahal itu tidak
menyenangkan bagimu. Tetapi bolejh jadi kamu tidak menyenangi sesuatu,
padahal itu baik bagimu, dan boleh jadi jika kamu menyukai sesuatu, padahal itu
tidak baik bagimu. Allah mengetahui, sedang kamu tidak mengetahui.”

Betapa Allah menegaskan bagaimana pengetahuan yang Allah miliki begitu
luas dan tidak akan pernah dicapai oleh manusia. Menurut tafsir Al — Muyassar,
ayat ini menerangkan bagaimana Allah memberikan perintah untuk memerangi
orang kafir dengan dalam hal ini orang-orang yang ingin menjatuhkan islam. Secara
naluriah, perang sendiri adalah perkaran yang tidak disukai, lantaran berat dan
penuh ancaman. Namun, terkadang pada saat membenci suatu perkara, padahal itu

baik kedepannya. Sebaliknya pada saat menyukai sesuatu sedang itu buruk bagi

manusia di kemudian hari. Begitulah Allah mengatur takdir bagi hambanya.

Selain keterbatasan dalam mengetahui takdir Allah, manusia juga memiliki
keterbatasan dalam mengetahui keilmuan Allah yang begitu luas, seperti pada Q.S

surat Ar Rahman: 32
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g < ’“"°’ 1 }’376 qﬂj/‘g\j 5;)‘ V& S\ ))022’\ :J’f \512.:3 :)’\ of;o/) o \ 91 q":‘}j‘j ;r,i‘ % 97
ry — Skl

(Kementrian Agama RI, 2019)

Artinya: "Wahai golongan jin dan manusia! Jika kamu sanggup menembus
(melintasi) penjuru langit dan bumi, maka tembuslah. Kamu tidak akan mampu
menembusnya kecuali dengan kekuatan (dari Allah).” (QS. Ar-Rahman: 33)
Berdasarkan tafsir yang dikemukakan oleh Quraish Shihab, ayat ini merujuk
pada perkembangan keilmuan dan teknologi yang semakin berkembang dari masa-
ke masa. Sampai saat ini terbukti betapa besarnya upaya dan tenaga yang
dibutuhkan untuk menembus lingkup gravitasi bumi, perjalanan luar angkasa,
hingga upaya menembus langit dan bumi yang mustahil untuk dilakukan oleh jin
maupun manusia. Namun, apakah manusia diminta menerima saja atas apa yang
telah Allah berikan? Tentu tidak. Allah tetap memberikan kedaulatan bagi manusia
untuk menjadikan dirinya sebagai versi terbaik dan mengeksplorasi ciptaanNya.

Hingga Allah menurunkan ayat bagi manusia untuk berjuang mengubah nasibnya

pada Q.S Ar Ra’du: 11

w PRI /,il"‘? & of o ’.}.40 W4 o . o7, o, w 1
Lo\j"fg‘éa-c}e;b’”f"ﬁw\dggg»\f\w,i\.@b_a.é f"i‘L"u'f 4.3,\;93.31 Elkss

(Kementrian Agama RI, 2019).

Artinya: "Bagi manusia ada malaikat-malaikat yang selalu mengikutinya
bergiliran, di muka dan dibelakangnya, mereka menjaganya atas peruintah Allah.
Sesungguhnya Allah tidak merubah keadaan suatu kaum sehingga mereka
merubah keadaan yang ada pada mereka sendiri. Dan apabila Allah menghendaki
keburukan terhadap sesuatu kaum, maka tak ada yang dapat menolaknya; dan
sekali-kali tidak ada pelindung bagi mereka selain Dia." (QS. Ar-Rahman: 33)

Ayat ini menunjukkan bahwa keterbatasan sebelumnya semata-mata untuk
menjadikan manusia dapat lebih memaksimalkan usaha dan berlomba-lomba untuk

selalu memperbaiki diri dalam mencapai versi terbaiknya. Karena tidak ada
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manusia yang beriman tidak diuji dengan apa yang ia senangi sebagaimana pada
Q.S Al-Anbiyaa:35. Suatu bilangan yang menjadi syarat keterbatasan pada suatu
operator dapat diibaratkan sebagai suatu kemungkinan kebaikan dari ruang yang
sama, karena ketika melewati suatu ruang baru (dunia) dibutuhkan kematian
sebelum ruang akhirat. Ruang akhirat inilah yang harus dipersiapkan.

Memahami tentang keterbatasan, banyak sekali ayat Al-Quran yang
menerangkan mengenai manusia yang telah melewati batas, larangan melewati
batas, hingga hukuman bagi mereka yang melewati batas. Lalu Apa yang dimaksud
melewati batas? Berdasarkan surat Az zumar ayat 53 diterangkan apabila salah satu
sifat manusia adalah melewati batas. Batas dalam hal ini adalah aturan yang Allah
berikan berupa amar ma’ruf nahi mungkar di mana keduanya adalah cara untuk
mengindari perbuatan dosa. Allah memerintahkan untuk selalu berbuat kebaikan
dan mencegah diri dari keburukan. Secara tidak langsung Allah memberikan batas
bagi manusia untuk berjuang sekuat tenaga untuk selalu berada pada koridor jalan
tuhan yang sudah digariskan. Akan tetapi dalam ayat tersebut juga bahwa manusia
tidak seharusnya berputus asa terhadap rahmat Allah, meskipun kesalahan yang ia
lakukan sangat jauh dari aturan Allah. Karena Allah membuka kesempatan untuk
siapapun untuk kembali kepadaNya.

Allah juga memberikan ketetapan tugas utama bagi manusia adalah
penghambaan yang dilakukan dengan mencontoh nabi muhammad. Ibadah juga
memiliki tingkatan yang berbeda sampai pada tingkat tertingginya adalah beribadah
karena rasa syukur seperti kisah Rasulullah ketika ditanya oleh Aisyah mengapa dia

tetap beribadah hingga kaki beliau bengkak padahal Allah sudah menjamin surga
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baginya. Jawaban Rasulullah adalah “Wahai Aisyah, Bukankah seharusnya aku
harus menjadi hamba yang bersyukur.”

Belajar dari Rasulullah untuk senantiasa menjadikan syukur sebagai kunci
utama untuk memotivasi dalam berjuang menjadi versi terbaik ditengah
keterbatasan, setidaknya ada tiga hal yang dapat dilakukan.

a. Memanfaatkan waktu sebaik mungkin
Ada tiga hal didunia ini yang tidak dapat diulang kembali, yaitu waktu, ucapan,
dan kesempatan. Banyak manusia yang merasa merugi karena tidak
memanfaatkan waktu yang Allah berikan sebaik mungkin. Bahkan di antara
mereka tidak sadar dengan waktu yang mereka sia-siakan. Seperti dalam Q.S
Al Ashr: 1-3 dijelaskan bagaimana semua manusia itu adalah orang yang
merugi kecuali orang — orang yang beriman dan beramal saleh.

b. Berlomba - lomba dalam kebaikan
Selanjutnya adalah bagaimana manusia sebagai hamba yang bersyukur
memaksimalkan kesehatan dan kelapangan yang Allah anugrahkan untuk terus
mengejar kebaikan. Dimulai dari hal yang bisa dilakukan dilingkungan sekitar
atau dari hal terkecil menjadi kebermanfaatan untuk menambah nilai diri
menjadi lebih baik setiap harinya.

c. Berusaha bersungguh — sungguh dalam memperbaiki diri
Sebagaimana Q.S Ar — Ra’du: 11 Allah telah senantiasa memberikan manusia
kebebasan untuk membuat pilihan dalam menentukan arah hidup yang ingin
dicapai. Allah telah memberikan manusia akal dan pikiran untuk membuat
tekad perubahan yang ingin dituju. Namun dengan semua itu Allah juga sangat

mencintai hambanya sehingga bagaimanapun manusia melakukan kesalahan
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selalu ada pintu pengampunan yang Allah buka selagi manusia tidak berputus

asa dari rahmatNya.



BAB YV
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembuktian keterbatasan operator integral fraksional yang
dilakukan menggunakan ketaksamaan Young dengan kasus spesial di mana g =
1 dan p = s, dihasilkan bahwa suatu operator integral fraksional terbatas pada
ruang Morrey dengan 1 < p < oo, dan ukuran 0 < A < n. Selanjutnya diberikan

contoh dan dibuktikan dengan cara yang sama, didapatkan bahwa operator intergral

fraksional dengan 1 < p < ﬁ, 0 < 1 < n, juga terbatas di ruang Morrey.

Dari proses membuktikan keterbatasan yang terjadi pada suatu operator
integral fraksional dapat diintegrasikan pada keterbatasan manusia dalam hal
pengetahuan. Namun bukan berarti keterbatasan menjadi alasan untuk tidak
berusaha menjadi versi terbaik sebagai hamba yang bersyukur.

5.2 Saran

Penelitian yang dilakukan penulis adalah memperluas penelitian Saba
terhadap keterbatasan Bessel-Riesz pada ruang Lebesgue. Namun penulis
menggunakan operator integral fraksional atau Riesz Potensial dengan cara yang
sama dan di ruang yang berbeda yaitu ruang Morrey. Kedepannya bisa dilakukan
di operator yang berbeda, menggunakan ketaksamaan atau pada ruang yang

berbeda.
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