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ABSTRAK 

 
Ulfa, Sabdah Nur. 2023. Analisis Dinamik Model Susceptible, Exposed, Infected, 

Treatment, Recovered Pada Tuberkulosis dengan Pengaruh Vaksin dan 

Pengobatan. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, 

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Juhari, 

M.Si.. (II) Achmad Nasichuddin, M.A.  

 

Kata Kunci: Analisis Dinamik; Model SEITR Tuberkulosis; Routh-Hurwitz 

 
Penelitian ini membahas tentang analisis dinamik model Susceptible, Exposed, 

Infected, Treatment, Recovered (SEITR) yang diberikan pengaruh vaksin dan pengobatan 

pada penularan Tuberkulosis. Vaksin diberikan setiap individu yang rentan tertular TBC. 

Pengobatan tidak hanya diberikan pada populasi infected namun pada populasi exposed 

juga diberikan pengobatan karena sebagai upaya pengendalian kasus aktif TBC. Tujuan 

penelitian ini adalah untuk mengetahui mekanisme penularan TBC menggunakan model 

SEITR dan mengetahui perilaku model. Tahapan penelitian di awali dengan menentukan 

titik kesetimbangan dan menganalisis kestabilannya lalu menentukan bilangan 

𝑅0 .  Kemudian dilakukan simulasi guna mengetahui ilustrasi penyebaran TBC 

menggunakan model SEITR. Hasil dari penelitian yaitu diperoleh dua titik kesetimbangan 

yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik endemik (dengan penyakit). 

Berdasarkan nilai eigen dan kriteria Routh-Hurwitz, kedua titik kesetimbangan bersifat 

stabil yang berarti bahwa populasi dapat menerima dan mempertahankan TBC namun 

dengan seiring berjalannya waktu TBC akan hilang dari populasi. Analisis dinamik pada 

model juga menghasilkan bilangan reproduksi dasar yang bernilai 𝑅0 < 1 yang 

menujukkan bahwa TBC akan menghilang dalam populasi pada waktu tertentu. 

Selanjutnya dilakukan simulasi pada model untuk menujukkan pengaruh pemberian 

vaksin dan pengobatan pada model. Hasil simulasi menunjukkan dengan menggunakan 

nilai 𝒃 = 𝟎. 𝟐, 𝜷 = 𝟎. 𝟑𝟓 , 𝝁 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟕 , 𝝈 = 𝟎. 𝟑 , 𝝆 =  𝟎. 𝟔 maka populasi susceptible 

mengalami peningkatan dari 2 hingga mencapai 11 pada periode 20 tahun. Sedangkan 

untuk pengobatan pada populasi exposed juga berpengaruh pada laju penurunan individu 

exposed. Dengan menggunakan parameter 𝜷 = 𝟎. 𝟑𝟓 , 𝝁 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟕, 𝜺 = 𝟎. 𝟑,𝝍 = 𝟎. 𝟕 
mampu menurunkan populasi exposed dari 3 menjadi 0 pada periode 10. Penelitian ini 

dapat digunakan sebagai upaya untuk menentukan program pengendalian penularan TBC.  
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ABSTRACT 

 

Ulfa, Sabdah Nur. 2023. Dynamic Analysis of Susceptible, Exposed, Infected, 

Treatment, Recovered Models in Tuberculosis with Vaccine and Treatment 

Effects. Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Science and Technology, 

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisors: (I) Juhari, 

M.Si. (II) Achmad Nashichuddin, M.A. 

 

Kata Kunci: Dynamic Analysis; SEITR Tuberculosis Model ; Routh-Hurwitz 

 

 This research discusses the dynamic analysis of the Susceptible, Exposed, Infected, 

Treatment, Recovered (SEITR) model given the effects of vaccines and treatment on 

tuberculosis transmission. The vaccine is given to every individual who is susceptible to 

contracting TB. The treatment is not only given to infected populations, but the treatment 

is also given to exposed populations as an effort to control the active TB cases. The aim 

of this research is to determine the mechanism of TB transmission using the SEITR 

model and determine the behavior of the model. The research stages begin by 

determining the equilibrium point and analyzing its stability then determining the number 

𝑅0 . Then a simulation was carried out to find out an illustration of the spread of TB using 

the SEITR model. The results of the research were that two equilibrium points were 

obtained, namely the disease-free equilibrium point and the endemic point (with disease). 

Based on the eigenvalues and Routh-Hurwitz criteria, both equilibrium points are stable, 

which means that the population can receive and maintain TB, but over time TB will 

disappear from the population. The dynamic analysis of the model also produces a basic 

reproduction number with a value 𝑅0 < 1, which shows that TB will disappear in the 

population at a certain time. The simulation results showed that by using values, the 𝒃 =

𝟎. 𝟐, 𝜷 = 𝟎. 𝟑𝟓 , 𝝁 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟕 , 𝝈 = 𝟎. 𝟑 , 𝝆 =  𝟎. 𝟔, susceptible population increased from 

2 to 11 in 20 year period. As for treatment in exposed populations  also affects the rate of 

decline of exposed individuals. Using parameters 𝜷 = 𝟎. 𝟑𝟓 , 𝝁 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟕, 𝜺 = 𝟎. 𝟑,𝝍 =

𝟎. 𝟕 was able to reduce  the exposed  population from 3 to 0 in 10 period. This study can 

be used as an effort to determine TB transmission control programs. 
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حث خلص البمست
 

الديناميكي للنماذج المعرضة والم .  2023  لفا، صبدة نور.و أ ( SEITR)   عافىوالم  الجةع ة والمصابة والمكشوفالتحليل 
والعلاج  اللقاحات  تأثير  مع  السل  مرض  الجامعي.  اتفي  والتكنولوجيا  قسم .  البحث  العلوم    الرياضيات، كلية 

أحمد   الماجستير. المشرف الثاني:  جوهري،  : الأول  الإسلامية الحكومية مالانج. المشرفامعة مولانا مالك إبراهيم  بج
 اجستير.  المالدين،  صحنا

 

 لمرض السل ؛ روث هورويتز  SEITR تحليل ديناميكي نموذج  : الكلمات المفتاحية

 

البحث    ناقش الديناميكي  هذا  والمللنماذج  التحليل  إلى  SEITR)  عافىوالم  الجةعة والمصابة والمكشوفالمعرضة  ( بالنظر 
تأثير اللقاحات والعلاجات على انتقال السل. يتم إعطاء اللقاحات لكل فرد معرض للإصابة بالسل. لا يتم إعطاء العلاج للسكان 

ن دف مالمصابين فحسب، بل يتم أيضا إعطاء العلاج للسكان المعرضين لأنه جهد للسيطرة على حالات السل النشطة. كان اله
البحث  هذ نموذج    معرفة  هوا  باستخدام  السل  انتقال  نقطة  معرفة  و   SEITRآلية  بتحديد  البحث  مرحلة  تبدأ  النموذج.  سلوك 

. SEITRثم أجريت محاكاة لتحديد الرسم التوضيحي لانتشار السل باستخدام نموذج    . 𝑅0  التوازن وتحليل ثباتها ثم تحديد العدد
ال نتائج  نقطتي  بحث  حصلت  القيم  ال على  إلى  استنادا  المرض(.  )مع  المتوطنة  والنقاط  الأمراض  الخالية من  التوازن  نقاط  توازن، وهما 

ومعيار روث بمرور  -الذاتية  ولكن  عليه  السل ويحافظوا  يتلقوا  أن  يمكن  السكان  أن  يعني  مما  مستقرتان  التوازن  نقطتي  فإن  هورويتز، 
> 𝑅0بقيمة    الوقت سيختفي السل من السكان. كما أسفر التحليل الديناميكي للنموذج عن رقم تكاثر أساسي ، مما يشير إلى 1

علاوة على ذلك ، أجريت عمليات محاكاة على النموذج لإظهار تأثير اللقاح  أن السل سيختفي بين السكان في أي وقت.
𝒃  نتائج المحاكاة أنه باستخدام القيم ،  زاد عدد السكان  والعلاج على النموذج. أظهرت = 𝟎. 𝟐, 𝜷 = 𝟎. 𝟑𝟓 , 𝝁 =

𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟕 , 𝝆 =  𝟎. 𝟔    𝝈 = 𝟎. فترة    11إلى    2من    المعرضين للإصابة  𝟑 للعلاج في  .  عاما  20في  أما بالنسبة 
𝜷  الأفراد المعرضين. كان استخدام المعلمات  المعرضين يؤثر أيضا على معدل انخفاض    السكان   = 𝟎. 𝟑𝟓 , 𝝁 =

𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟕, 𝜺 = 𝟎. 𝟑,    𝝍 = 𝟎. عدد  𝟕 تقليل   على  المعرضين  قادرا  الفترة  0  إلى  3  من  السكان  يمكن   .10  في 
 استخدام هذه الدراسة كمحاولة لتحديد برامج مكافحة انتقال السل. 

  
.  

.  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

Tuberkulosis atau yang lebih dikenal dengan sebutan TB/TBC adalah salah 

satu jenis penyakit menular. Mycobacterium tuberculosis merupakan bakteri 

penyebab seseorang dapat menderita penyakit TBC. Bakteri tersebut dapat 

menginfeksi berbagai populasi manusia. Pada penyebaran TBC populasi manusia 

dapat tercluster menjadi SEITR. Dimana populasi SEITR terdiri dari Susceptible, 

Exposed, Infected, Treatment, dan Recovered. Susceptible adalah populasi 

individu yang rentan terinfeksi bakteri, Exposed adalah populasi individu yang 

terpapar bakteri (laten), Infected adalah populasi individu yang terinfeksi bakteri, 

Treatment adalah populasi individu terinfeksi bakteri menjalani pengobatan, 

Recovered adalah populasi individu yang telah sembuh dari TBC. Penularan 

bakteri TBC pada populasi S dipengaruhi oleh parameter 𝛽 sedangkan proses 

aktivasi bakteri TBC pada populasi E dipengaruhi oleh parameter 𝜀. Arti dari 

parameter 𝛽 adalah peluang individu terinfeksi TBC. Seseorang dapat terinfeksi 

TBC jika melakukan interaksi fisik secara dekat dengan individu terinfeksi TBC. 

Percikan dahak (droplet) dikeluarkan oleh individu terinfeksi TBC ketika 

berbicara, bersin maupun batuk sehingga dapat terhirup oleh individu sehat dan 

dapat menyebabkan infeksi TBC ke individu lain (Pramono, 2021). Sedangkan 

arti dari parameter 𝜀 adalah laju individu laten TBC menjadi individu aktif TBC. 

Individu laten dapat menjadi individu aktif TBC karena bakteri TBC yang 

terdapat di dalam tubuh menjadi bakteri aktif. Hal ini dapat terjadi ketika daya 
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tahan tubuh seseorang rendah (Werdhani, 2002). Meskipun penularannya yang 

cukup mudah namun penyakit TBC merupakan penyakit yang dapat disembuhkan 

dengan cara melakukan pengobatan. Peluang penderita TBC sembuh dipengaruhi 

oleh q yaitu proporsi individu pada kelas T yang sembuh. Hal ini berarti untuk 

sembuh dari TBC maka penderita TBC harus melakukan pengobatan secara 

berkesinambungan dengan kata lain tidak akan putus obat.  

Dalam Al-Qur’an surat al-Anbiya ayat 83, Allah SWT berfirman: 

 

Ingatlah Ayyub ketika berdoa kepada Tuhannya, ”(Ya Tuhanku) sesungguhnya 

aku telah ditimpa penyakit, padahal Engkau Tuhan Yang Maha Penyayang dari 

semua yang penyayang”.  (Al Qur’an dan Terjemahannya, 2019)  

 

Ayat tersebut turun karena Allah mengingatkan Nabi Muhammad dan kaum 

muslimin tentang kisah Nabi Ayyub a.s. yang menghadapi musibah dalam harta, 

anak dan tubuhnya. Menurut tafsir Ibnu Katsir Nabi Ayyub adalah nabi yang 

memiliki kendaraan, binatang ternak dan tanaman yang banyak, anak dan tempat 

tinggal yang menyenangkan. Kemudian beliau ditimpa musibah yaitu dengan 

hilangnya semua yang telah dimiliki. Selain itu musibah juga diberikan pada 

tubuhnya, sehingga tidak ada seorang pun yang mendekatinya kecuali istrinya. 

Menurut suatu pendapat, penyakit yang menyerang seluruh tubuh Nabi Ayyub 

adalah penyakit lepra (Resky, 2020). Sebagai seorang muslim banyak hal yang 

dapat dipelajari dari kisah Nabi Ayyub ketika dihadapkan cobaan berupa penyakit, 

diantaranya adalah sabar. Dengan menanamkan dalam hati dan pikiran bahwa 

penyakit yang diberikan Allah bukan hanya cobaan dan derita melainkan sebuah 

ajakan untuk mendapatkan rahmat dan ridho-Nya melalui kesabaran.  Rasulullah 

juga menganjurkan untuk senantiasa bersabar dalam menghadapi setiap cobaan 

atau ujian dari Allah SWT. selain bersabar sikap yang dapat dilakukan yaitu 
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optimis dan berhusnudzon. Sikap yakin seseorang terhadap sakit dan kesembuhan 

akan membawa dorongan serta doa untuk melawan penyakit. Berprasangka baik 

juga dapat menumbuhkan harapan sehingga meningkatkan kesehatan psikis, fisik 

dan menambah daya imun (Hamidi & Nuryansah, 2021).  

Pada model SEITR individu sehat yang berinteraksi langsung dengan 

penderita TBC kemungkinan dapat tertular bakteri, namun tidak dapat dikatakan 

sebagai individu terinfeksi TBC melainkan individu terpapar TBC sehingga 

masuk ke dalam populasi Exposed. Hal ini karena bakteri TBC yang ditularkan 

membutuhkan waktu dan suatu keadaan tertentu untuk menjadi aktif. Menurut 

buku “Pedoman Diagnosis dan Penatalaksanaan Tuberkulosis di Indonesia” 95% 

individu yang tertular bakteri TBC akan masuk pada masa laten, sedangkan 

sisanya akan menjadi bakteri aktif (Perhimpunan Dokter Paru Indonesia, 2021). 

Individu dengan bakteri TBC yang aktif akan masuk pada populasi Infected, dan 

untuk sembuh dari TBC, individu tersebut harus melakukan pengobatan sehingga 

terdapat populasi Treatment. Pengobatan yang dilakukan harus secara intensif 

maksudnya harus dilakukan secara berkesinambungan. Setelah menjalani 

pengobatan yang sesuai maka individu terinfeksi dapat dikatakan sembuh dari 

TBC dan tidak akan menjadi individu yang rentan tertular kembali karena telah 

mendapatkan kekebalan sehingga berada pada populasi Recovered. Penyebaran 

TBC dapat dikendalikan dengan memperkecil peluang penyebaran dan tingginya 

keberhasilan pengobatan. Oleh karena itu peneliti ingin menambahkan kedua 

faktor tersebut ke dalam model SEITR.  

Penelitian tentang model matematika penyakit TBC telah dilakukan oleh 

beberapa peneliti antara lain penelitian yang dilakukan oleh (Mishra & Srivastava, 
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2014), penelitian ini membahas tentang penyebaran TBC menggunakan model 

epidemik SEIQR yang disertai dengan vaksinasi. Vaksin pada model dinotasikan 

dengan parameter 𝜎. Vaksin menjadi salah satu pengobatan untuk TBC. Hasil 

penelitian menunjukkan bahwa dengan pemberian vaksin pada individu rentan, 

maka dengan seiring berjalannya waktu individu rentan semakin berkurang.  Oleh 

karena itu peneliti mengambil vaksinasi sebagai upaya pengembangan model yang 

akan dilakukan. 

Penelitian tentang model penyebaran TBC juga dilakukan oleh (Side et al., 

2016). Penelitian ini membagi populasi menjadi 4 bagian yaitu Susceptible, 

Infected, Treatment dan Recovered (SITR).  Pada penelitian ini individu terinfeksi 

diasumsikan harus melakukan pengobatan untuk menjadi individu yang sembuh 

dari TBC. Hal ini sesuai dengan buku pedoman diagnosis dan penatalaksanaan 

TBC. Oleh karena itu peneliti mengambil asumsi ini. Namun terdapat sedikit 

perbedaan asumsi yaitu pada penelitian ini individu harus melakukan pengobatan 

untuk sembuh, namun pada penelitian yang akan dilakukan terdapat syarat untuk 

pengobatannya yaitu harus dilakukan secara berkesinambungan selain itu terdapat 

laju kesembuhan alami agar individu terinfeksi sembuh dari TBC. 

Penelitian lain tentang penyebaran TBC adalah penelitian (Ramadhan et al., 

2018). Pada penelitian ini model yang digunakan adalah model SEITR. Model ini 

berfokus pada pengobatan dan penyembuhan penderita TBC. Hal ini dibuktikan 

dengan adanya parameter 𝜓, 𝜔, 𝛾, dan 𝑞. Parameter 𝜓 berarti laju individu laten 

TBC menjalani pengobatan. Hal ini berarti individu yang terpapar bakteri TBC 

langsung diberikan pengobatan yang sesuai tanpa menunggu bakteri tersebut 

menjadi aktif. Hal tersebut cukup baik dilakukan karena dapat mengurangi 
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individu Infected. Selain itu terdapat parameter 𝜔 dan 𝛾 yang berarti laju individu 

terinfeksi TBC menjalani pengobatan dan laju kesembuhan alami. Dalam 

penelitian ini pengobatan yang dilakukan harus dilakukan secara intensif, hal ini 

dibuktikan dengan adanya parameter 𝑞. Hasil simulasi parameter 𝛽 dan 𝜔 

menunjukkan bahwa untuk mengurangi populasi Infected, hal yang harus 

dilakukan yaitu memperkecil nilai 𝛽 dan memperbesar nilai 𝜔. Oleh karena itu 

peneliti mengambil model penelitian yang dilakukan oleh (Ramadhan et al., 2018) 

untuk dilakukan modifikasi model. 

Penelitian (Ramadhan et al., 2018) menunjukkan penyebaran TBC yang 

dimodelkan secara matematika menggunakan model SEITR yang berfokus pada 

pengobatan individu terinfeksi TBC. Hasil penelitian berupa simulasi parameter 𝛽 

dan 𝜔 menunjukkan bahwa semakin kecil peluang individu terinfeksi dan semakin 

besar individu TBC aktif yang menjalani pengobatan maka dapat memperkecil 

populasi individu TBC aktif. Dari penelitian (Mishra & Srivastava, 2014) dapat 

diketahui bahwa vaksinasi dapat memperkecil populasi rentan. Peran vaksin 

adalah mengurangi peluang individu tertular bakteri TBC. Oleh karena itu peneliti 

ingin menambahkan faktor vaksinasi pada model (Ramadhan et al., 2018) karena 

sebagai solusi dari simulasi yang telah dilakukan oleh (Ramadhan et al., 2018)  

yaitu memperkecil peluang individu tertular TBC. Setelah memodifikasi dan 

melakukan analisis dinamik pada model, selanjutnya dilakukan simulasi agar 

diketahui ilustrasi dari penularan TBC dengan menggunakan model Susceptible, 

Exposed, Infected, Treatment dan Recovered. Kemudian diberikan perbandingan 

grafik dinamik dan interpretasi antara model yang diberikan pengaruh vaksin juga 

pengobatan dan model yang tidak diberikan pengaruh vaksin juga pengobatan.  
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1.2  Rumusan Masalah  

Berdasarkan latar belakang, maka rumusan masalah pada penelitian ini yaitu 

sebagai berikut: 

1. Bagaimana analisis dinamik model SEITR dengan pengaruh vaksin dan 

pengobatan pada penyebaran TBC? 

2. Bagaimana simulasi model SEITR dan perbandingan grafik dinamik 

model dengan pengaruh vaksin dan pengobatan pada penyebaran TBC? 

 

1.3 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Untuk mengetahui analisis dinamik model SEITR dengan pengaruh vaksin 

pengobatan pada penyebaran TBC? 

2. Untuk mengetahui simulasi model SEITR dan perbandingan grafik 

dinamik model dengan pengaruh vaksin dan pengobatan pada penyebaran 

TBC? 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan memiliki manfaat di antaranya adalah sebagai 

berikut:  

1. Memberikan penjelasan tentang penyebaran penyakit di antara populasi dan 

mengetahui analisis perilaku dari suatu sistem/ model. 

2. Memberikan penjelasan tentang ilustrasi penularan TBC menggunakan 

model SEITR dan mengetahui seberapa besar pengaruh vaksin dan 

pengobatan dalam penularan TBC. 



7 
 

 

 

 

1.5  Batasan Masalah  

Penelitian ini memiliki batasan masalah agar tidak menyimpang dari tujuan 

penulisan dan tidak memperluas pembahasan. Batasan masalah dalam penelitian 

ini adalah memodifikasi model penelitian (Ramadhan et al., 2018). Modifikasi 

model dilakukan dengan menambah parameter vaksin sesuai dengan penelitian 

(Mishra & Srivastava, 2014) sehingga model penelitian menjadi sebagai berikut:  

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝑏 − 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝑆 − 𝜎𝑆 + 𝜌𝑉 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − (𝜀 + 𝜓 + 𝜇)𝐸 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜀𝐸 + (1 − 𝑞)𝛿𝑇 − (𝜔 + 𝛾 + 𝜇 + 𝜇𝑇)𝐼 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝜓𝐸 + 𝜔𝐼 − (𝛿 + 𝜇)𝑇 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 + 𝑞𝛿𝑇 − 𝜇𝑅 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜎𝑆 − 𝜌𝑉 − 𝜇𝑉 

𝑁(𝑡) = 𝑆(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑇(𝑡) + 𝑅(𝑡) + 𝑉(𝑡) 
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1.6 Definisi Istilah 

1. Populasi Terpapar/Terduga TBC (E) 

Populasi yang terdiri dari individu dengan gejala atau tanda TBC. Gejala 

umumnya yaitu batuk berdahak selama 2 minggu atau lebih (Perhimpunan 

Dokter Paru Indonesia, 2021). Individu terpapar TBC tidak dapat menularkan 

bakteri yang ada di dalam tubuhnya ke individu lain karena bakteri tersebut 

dalam masa inkubasi (laten). 

2. Populasi Terinfeksi TBC (I) 

Populasi yang terdiri dari individu yang ditemukan terdapat bakteri TBC 

pada tubuhnya baik secara klinis maupun bakteriologis (Perhimpunan Dokter 

Paru Indonesia, 2021). Individu terinfeksi TBC dapat menularkan bakteri ke 

individu lain karena bakteri tersebut bersifat aktif. 

3. Laju kematian alami (𝜇)  

Laju kematian atau yang biasa disebut dengan angka kematian kasar (CDR) 

adalah jumlah kematian dalam tahun tertentu per 1000 penduduk pada 

pertengahan tahun. Angka kematian kasar dihitung dengan menggunakan rumus:  

𝐶𝐷𝑅 =
𝐷

𝑃
× 1000 

dengan 𝐷 adalah jumlah kematian dalam 1 tahun, dan 𝑃 jumlah penduduk pada 

pertengahan tahun (Badan Pusat Statistik (BPS)). Laju kematian juga dapat 

diperoleh dengan menggunakan angka harapan hidup masyarakat penduduk 

tersebut (Amri, 2020).  
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4. Laju kelahiran (𝑏)  

Laju kelahiran atau yang biasa disebut angka kelahiran kasar (CBR) adalah 

jumlah kelahiran dalam tahun tertentu per 1000 penduduk pada pertengahan 

tahun. Angka kelahiran kasar dapat dihitung dengan menggunakan rumus : 

𝐶𝐵𝑅 =
𝐵

𝑃
× 1000 

dengan 𝐵 adalah jumlah kelahiran dalam 1 tahun, dan 𝑃 jumlah penduduk pada 

pertengahan tahun (Badan Pusat Statistik (BPS)). 

5. Peluang individu terinfeksi TBC (𝛽)  

Dalam epidemiologi peluang merupakan perhitungan matematika yang 

dijadikan sebagai tolak ukur seberapa besar virus atau penyakit menular dapat 

menyebar. Parameter 𝛽 menunjukkan seberapa besar bakteri TBC dapat menular 

ke individu lain. 

6. Laju individu laten TBC menjadi individu aktif TBC (𝜀) 

Parameter 𝜀 menyatakan perpindahan individu terpapar TBC menjadi 

individu terinfeksi TBC. Perpindahan individu laten TBC menjadi individu TBC 

aktif dipengaruhi oleh kekebalan tubuh. Apabila daya tahan tubuh individu 

rendah maka bakteri TBC yang ada dalam tubuh akan menjadi aktif sehingga 

menyebabkan individu tersebut menjadi TBC aktif atau dengan kata lain 

terinfeksi TBC. 

7. Laju individu laten TBC menjalani pengobatan (𝜓) 

Parameter 𝜓 menunjukkan besarnya individu yang terpapar TBC melakukan 

pengobatan. Pengobatan pada individu terpapar TBC dilakukan untuk 

mengurangi individu terinfeksi TBC. 
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8. Laju kesembuhan alami (𝛾) 

Parameter 𝛾 berfungsi sebagai pelengkap pengobatan medis utama untuk 

mengatasi gejala TBC.  Parameter 𝛾 dapat berupa obat herbal seperti kunyit, 

jahe dan teh hijau. Selain itu dapat berupa makan sehat yang berisi nutrisi yang 

dibutuhkan tubuh sehingga dapat mempercepat kesembuhan (Na’imah, 2023).  

11. Laju individu TBC aktif menjalani pengobatan (𝜔) 

Parameter 𝜔 menyatakan besarnya individu yang terinfeksi TBC atau 

bakteri dalam keadaan aktif  melakukan pengobatan.  

12. Peluang individu sembuh (𝛿) 

Parameter 𝛿 menyatakan besarnya individu terinfeksi TBC yang melakukan 

pengobatan dapat sembuh dari penyakit TBC. 

13. Proporsi individu kelas treatment sembuh (𝑞) 

Parameter 𝑞 menyatakan tolak ukur individu TBC melakukan pengobatan 

agar sembuh. Setiap individu TBC dapat sembuh jika melakukan pengobatan 

yang lengkap yang artinya dilakukan hingga selesai dan tidak adanya putus obat 

dalam proses pengobatan. 

14. Laju pemberian vaksin (𝜎) 

Parameter 𝜎 menyatakan seberapa cepat atau seberapa banyak vaksin yang 

diberikan kepada populasi tertentu pada suatu periode waktu. Parameter 𝜎 dapat 

diukur dengan persentase populasi yang menerima vaksin. 

15. Laju individu tervaksinasi menjadi individu rentan (𝜌) 

Parameter 𝜌 menyatakan perpindahan individu yang telah diberi vaksin 

TBC menjadi individu terinfeksi TBC. Hal ini terjadi karena penurunan 

kekebalan vaksin yang diperoleh dalam periode waktu tertentu. Dengan 
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demikian dapat disimpulkan bahwa meskipun individu telah mendapat 

kekebalan dari TBC terdapat kemungkinan individu tersebut menjadi individu 

rentan.  
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Sistem Persamaan Diferensial 

 Persamaan diferensial adalah suatu konsep dalam matematika yang cukup 

sering digunakan guna mendukung berbagai kebutuhan ilmu pengetahuan terapan 

lainnya melalui konsep dan metode perhitungannya. Persamaan diferensial adalah 

persamaan yang memuat satu atau lebih variabel terikat beserta turunannya 

terhadap satu atau lebih variabel bebas. Terdapat 2 jenis persamaan diferensial 

yaitu persamaan diferensial biasa (PDB) dan persamaan diferensial parsial (PDP) 

(Fitria, 2011). Perbedaan antara keduanya terletak pada jumlah variabel bebasnya. 

Persamaan diferensial biasa hanya bergantung pada satu variabel bebas, 

sedangkan persamaan diferensial parsial bergantung lebih dari satu variabel bebas. 

Berikut contoh persamaan diferensial: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥              (2.1) 

Sistem persamaan diferensial merupakan suatu sistem yang berisi 𝑛-

persamaan diferensial, dengan 𝑛-fungsi yang tidak diketahui dan 𝑛 adalah 

bilangan bulat yang lebih besar dari dua, dengan memiliki sifat saling terkait dan 

konsisten antar persamaan diferensial (Fitria, 2011). Berikut contoh sistem 

persamaan diferensial: 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)  

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)            (2.2) 

⋮ 



13 
 

 

 

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)  

dengan  𝑓𝑖: 𝐸 ⊂ 𝑅𝑛 → 𝑅, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛, dan (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝐸 ⊂ 𝑅𝑛. Lalu 

diberikan kondisi awal yaitu 𝑦𝑖(𝑡0) = 𝑦𝑖0, sehingga sistem (2.2) dapat ditulis 

sebagai  𝑥̇ = 𝑓(𝑥)              (2.3) 

solusi dari sistem (2.3) dinotasikan dengan 𝑥(𝑡). 

 

2.2 Model SEITR dan Model SEIQR-V 

Model SEITR adalah model yang menjelaskan tentang peralihan individu 

rentan tertular menjadi terduga tertular (terpapar), lalu dari terpapar menjadi 

positif terinfeksi, kemudian individu terinfeksi harus menjalani pengobatan 

sehingga dapat sembuh. Pada model ini populasi dibagi menjadi lima antara lain 

kelompok individu rentan tertular (Susceptible), kelompok individu terpapar/laten 

(Exposed), kelompok individu terinfeksi (Infected), kelompok individu terinfeksi 

menjalani pengobatan (Treatment), dan kelompok individu sembuh (Recovered). 

Pada populasi Exposed individu tidak dapat menularkan bakteri  ke individu lain 

karena bakteri tersebut dalam masa inkubasi (laten). Berikut model SEITR pada 

penelitian (Ramadhan et al., 2018): 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝑏 − 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝑆 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − (𝜀 + 𝜇 + 𝜓)𝐸 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜀𝐸 + (1 − 𝑞)𝛿𝑇 − (𝜔 + 𝛾 + 𝜇 + 𝜇𝑇)𝐼           (2.4) 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝜓𝐸 + 𝜔𝐼 − (𝛿 + 𝜇)𝑇 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 + 𝑞𝛿𝑇 − 𝜇𝑅 
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𝑁(𝑡) = 𝑆(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑇(𝑡) + 𝑅(𝑡) 

Model (2.4) menjelaskan tentang rangkaian penularan TBC. Dimulai dari 

individu sehat yang rentan tertular, lalu terpapar, kemudian terinfeksi, dan 

menjalani pengobatan sehingga sembuh dari TBC. Pada model ini faktor yang 

mempengaruhi seseorang tertular bakteri TBC adalah dengan melakukan kontak 

langsung dengan orang yang terinfeksi TBC. Lalu seseorang dapat sembuh dari 

TBC karena adanya pengobatan dan kesembuhan alami. Model ini juga berfokus 

dalam pengobatan dan penyembuhan pasien. Hal ini dibuktikan dengan adanya 

parameter 𝜓,𝜔 dan 𝑞. Setiap individu yang tertular bakteri TBC diberikan 

pengobatan sehingga masuk ke populasi Treatment dan berpeluang sembuh dari 

TBC. Pada model ini parameter 𝑞 diasumsikan bernilai satu yang berarti 

pengobatan dilakukan secara terus-menerus atau berkesinambungan. Berikut 

penjelasan terkait faktor-faktor yang mempengaruhi perubahan jumlah individu 

dalam populasi antara lain: 

1. Susceptible (S) 

Populasi S berisi individu yang masih bebas dari bakteri TBC. Populasi ini 

akan bertambah ketika terdapat kelahiran dengan laju sebesar b dan berkurang 

ketika terdapat kematian alami dengan laju sebesar 𝜇. Pengurangan populasi ini 

juga terjadi jika terdapat interaksi populasi S dan I dengan peluang sebesar 𝛽 

yang dapat berpotensi masuk ke populasi E. Populasi diasumsikan tertutup 

sehingga migrasi dan imigrasi dianggap tidak ada. 

2. Exposed (E) 

Populasi E bertambah ketika terdapat interaksi antara populasi S dan I. 

Pengurangan populasi ini tidak hanya dari kematian alami melainkan munculnya 
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gejala terinfeksi pada individu terpapar sehingga menyebabkan bakteri TBC 

menjadi aktif dengan laju sebesar 𝜀 dan pengobatan yang dilakukan oleh 

individu laten dengan laju sebesar 𝜓. Aktivasi bakteri TBC disebabkan adanya 

penurunan kekebalan tubuh. Pengobatan yang dilakukan individu laten adalah 

sebagai upaya pencegahan dari infeksi TBC. 

3. Infected (I) 

Populasi I akan bertambah jika individu terpapar memiliki gejala infeksi 

oleh bakteri TBC yang menandakan bahwa bakteri TBC mulai aktif. Sedangkan 

pengurangan populasi ini adalah adanya kesembuhan baik secara alami dengan 

laju sebesar 𝛾 maupun pengobatan dengan laju sebesar 𝜔. Kematian juga 

mengurangi populasi ini, termasuk kematian akibat TBC dengan laju sebesar 𝜇𝑇. 

4. Treatment (T) 

Populasi T berasal dari populasi I yang tidak dapat menularkan TBC. 

Pengobatan yang dilakukan tidak boleh berhenti hingga dinyatakan bebas TBC 

oleh petugas kesehatan. Pengobatan individu terpapar dan aktif TBC akan 

menambah populasi ini. Sedangkan pengurangan populasi ini yaitu karena 

adanya kematian alami dan pengobatan yang dinyatakan telah sembuh dengan 

peluang sebesar 𝛿. 

5. Recovered (R) 

Populasi R dapat berasal dari kesembuhan alami dan kesembuhan melalui 

pengobatan. Populasi ini hanya berkurang karena kematian alami. Pada kasus ini 

diasumsikan seseorang yang telah sembuh tidak akan terinfeksi bakteri TBC 

kembali karena adanya kekebalan dalam tubuh. 

Model SEIQR-V adalah model yang terdiri dari populasi Susceptible, 

Exposed, Infected, Quarantine, Recovered dan Vaccinated. Model tersebut 
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menjelaskan tentang peralihan individu rentan tertular menjadi terduga tertular 

(terpapar), lalu dari terpapar menjadi positif terinfeksi, kemudian individu 

terinfeksi harus menjalani pengobatan (karantina) dan menjadi individu sembuh. 

Tetapi dalam model ini individu rentan diberikan vaksin sebagai upaya salah 

satu pengobatan TBC. Pemberian vaksin dinyatakan dalam parameter 𝜎. 

Individu yang tervaksinasi dapat menjadi individu rentan kembali karena adanya 

penurunan kekebalan vaksin sebesar 𝜌. Berikut model SEIQR-V pada penelitian 

(Mishra & Srivastava, 2014): 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= Λ − 𝛽𝑆𝐼 − (𝜎 + 𝑑)𝑆 + 𝜀𝑅 + 𝜌𝑉 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − (𝛾 + 𝑑)𝐸 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛾𝐸 − (𝛼 + 𝜑 + 𝑑 + 𝛿)𝐼 

𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝛼𝐼 − (𝜂 + 𝑑 + 𝛿)𝑄 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜑𝐼 + 𝜂𝑄 − (𝜀 + 𝑑)𝑅 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜎𝑆 − (𝜌 + 𝑑)𝑉 

 

2.3 Analisis Dinamik Model 

2.3.1 Linearisasi 

Linearisasi adalah suatu metode yang untuk mengubah suatu sistem 

persamaan diferensial nonlinear menjadi persamaan diferensial linear. Linearisasi 

dilakukan untuk menentukan perilaku sistem dinamik nonlinear disekitar titik 

kesetimbangan sistem (Lestari & Widodo, 2012). Diberikan sistem: 

(2.5) 
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥, 𝑦)    

dengan titik kesetimbangan (𝑎, 𝑏); 𝑓(𝑎, 𝑏) = 𝑔(𝑎, 𝑏) = 0.  

Pendekatan linear fungsi    𝑓(𝑥, 𝑦)  disekitar (𝑎, 𝑏) diperoleh dengan 

menderetkan fungsi 𝑓(𝑥, 𝑦) sebagai deret Taylor, yaitu 

𝑓(𝑥, 𝑦) ≅ 𝑓(𝑎, 𝑏) +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏)(𝑥 − 𝑎) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)(𝑦 − 𝑏) + Θ𝑓          

sedangkan Deret Taylor untuk 𝑔(𝑥, 𝑦) disekitar (𝑎, 𝑏)adalah sebagai berikut: 

𝑔(𝑥, 𝑦) ≅ 𝑔(𝑎, 𝑏) +
𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏)(𝑥 − 𝑎) +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)(𝑦 − 𝑏) + Θ𝑔 

dengan  Θ𝑓dan Θ𝑔 suku-suku non linear yang kemudian dapat dihilangkan.  

Berdasarkan persamaan (2.6), (2.7) dan (2.8) diperoleh pendekatan linear 

sebagai berikut  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏)(𝑥 − 𝑎) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)(𝑦 − 𝑏) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏)(𝑥 − 𝑎) +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)(𝑦 − 𝑏) 

Persamaan (2.9) dapat dituliskan sebagai matriks 

[

𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑑𝑦

𝑑𝑡

] = [

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)

] [
(𝑥 − 𝑎)
(𝑦 − 𝑏)

]       (2.10) 

Substitusi 𝑢 = 𝑥 − 𝑎 dan 𝑣 = 𝑦 − 𝑏, maka diperoleh: 

[

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑑𝑣

𝑑𝑡

] = [

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)

] [
𝑢
𝑣
]        (2.11) 

   (2.6) 

    (2.9) 

     (2.7) 

   (2.8) 
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dengan 𝐽 = [

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)

] merupakan matriks Jacobian sistem (2.6) pada 

titik (𝑎, 𝑏). Matriks Jacobian merupakan linearisasi sistem disekitar titik 

kesetimbangan (Putra et al., 2016). 

 

2.3.2 Titik Kesetimbangan 

Definisi titik kesetimbangan adalah titik yang tidak terpengaruh oleh waktu 

𝑡, yang artinya ketika 𝑡 = 1, 2, … , 𝑛, nilai titik tersebut akan sama.  

Definisi : 

Titik 𝑥̅  ∈  ℝ𝑛 disebut titik tetap jika memenuhi 𝑓(𝑥̅) = 0 yang artinya ketika titik 

𝑥̅ disubstitusikan ke dalam persamaan maka persamaan tersebut menjadi 0. Titik 

tetap juga dapat disebut sebagai titik kesetimbangan suatu sistem. Titik 

kesetimbangan suatu sistem dikatakan: (Putra et al., 2016) 

1. Stabil jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga untuk 

setiap solusi 𝑥(𝑡) sistem (2.3) yang memenuhi ∥ 𝑥(𝑡0) − 𝑥̅ ∥< 𝛿 berakibat 

∥ 𝑥(𝑡) − 𝑥̅ ∥< 𝜀 untuk setiap 𝑡 ≥ 𝑡0. 

 

2. Stabil asimtotik lokal jika titik kesetimbangan stabil dan terdapat bilangan 

𝛿0 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap solusi 𝑥(𝑡) yang memenuhi  

∥ 𝑥(𝑡0) − 𝑥̅ ∥< 𝛿0 berakibat lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝑥̅. 

3. Tidak stabil jika poin 1 tidak terpenuhi. 

4. Stabil asimtotik global jika untuk sebarang nilai awal yang diberikan, setiap 

solusi sistem 𝑥(𝑡) dengan  𝑡 → ∞ menuju titik kesetimbangan. 
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2.3.3 Bilangan Reproduksi Dasar (R0) 

Bilangan 𝑅0 adalah angka yang mewakili jumlah individu yang rentan 

tertular penyakit oleh individu yang terinfeksi. Tingkat penyebaran penyakit dapat 

diketahui melalui bilangan 𝑅0 (Side et al., 2016). Beberapa kondisi yang 

disebabkan oleh bilangan R0: 

1. Jika 𝑅0 < 1, maka berarti penyakit akan hilang  

2. Jika 𝑅0 = 1, maka berarti penyakit akan menetap 

3. Jika 𝑅0 > 1, maka berarti penyakit akan menjadi suatu wabah (epidemi) 

Bilangan 𝑅0 dapat dicari dengan menggunakan matriks Next-Generation. 

Misalkan 𝑥 menyatakan populasi yang terlibat dalam proses penularan bakteri, 

maka 𝑥 ∈  ℝ𝑛, sehingga diperoleh: 

𝑥̇ = (𝐹 − 𝑉)𝑥            (2.12) 

dimana 𝐹 merupakan matriks 𝑛 × 𝑛, 𝐹 adalah matriks transmisi penyakit yaitu 

bertambahnya individu terinfeksi, sedangkan 𝑉 adalah matriks transisi yaitu 

berkurangnya jumlah individu terifeksi. Selanjutnya 𝐹 dan 𝑉 diliniearisasi pada 

titik kesetimbangan bebas penyakit (𝐸0), sehingga diperoleh: 

𝐹 = [
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝐸0]  dan  𝑉 = [

𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝐸0]  

matriks Next Generation didefinisikan sebagai berikut: 

𝐺 = 𝐹𝑉−1           (2.13) 

selanjutnya bilangan 𝑅0 dinyatakan sebagai radius spektral (nilai eigen dominan) 

dari matriks Next Generation sehingga diperoleh 

𝑅0 = 𝜌(𝐺) = 𝜌(𝐹𝑉−1)         (2.14) 
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2.3.4 Matriks Jacobian  

Matriks Jacobian adalah sebuah matriks dengan komponen fungsi 

𝑓1, 𝑓2, … . , 𝑓𝑛. Entri matriks jacobi merupakan turunan parsial pertama dari 𝑓 

terhadap variabel 𝑡.  

Definisi:  

Diberikan fungsi 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, . . , 𝑓𝑛) pada suatu sistem dengan 𝑓𝑖 ∈ 𝐶′(𝐸,ℝ),  

𝑖 = 1,2, . . , 𝑛). Matriks 𝐽𝑓(𝑥̅) dinamakan matriks Jacobian dari 𝑓 di titik 𝑥̅. 

𝐽𝑓(𝑥̅) =

[
 
 
 
𝜕𝑓1

𝜕𝑡1
(𝑥̅) ⋯

𝜕𝑓1

𝜕𝑡𝑛
(𝑥̅)

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑛

𝜕𝑡1
(𝑥̅) ⋯

𝜕𝑓𝑛

𝜕𝑡𝑛
(𝑥̅)]

 
 
 

          (2.15) 

 

2.3.5 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Misalkan A adalah matriks 𝑛 𝑥 𝑛, maka vektor tak nol 𝑥 pada 𝑅𝑛 disebut 

vektor eigen dari 𝐴 jika memenuhi:  

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥                      (2.16) 

𝜆 merupakan skalar sembarang dan disebut nilai eigen dari 𝐴. Polinomial 

karakteristik dari 𝐴 didefinisikan sebagai: 

𝑃𝐴(𝜆) = 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0                    (2.17) 

Persamaan (2.10) disebut persamaan karakteristik matriks 𝐴 (Putra et al., 2016).  

Nilai eigen matriks dapat digunakan untuk menunjukkan kestabilan suatu 

sistem dengan syarat matriks tersebut matriks jacobian yang sudah dilinearisasi 

pada titik kesetimbangan. Definisi: (Putra et al., 2016) 

Diberikan matriks Jacobian 𝐽𝑓(𝑥̅) dari sistem (2.3) dengan nilai eigen λ 

1. Jika 𝐽𝑓(𝑥̅) mempunyai bagian real negatif atau   𝜆𝑖 < 0 untuk 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛, 

maka titik kesetimbangan 𝑥̅ stabil asimtotik lokal. 
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2. Jika 𝐽𝑓(𝑥̅) mempunyai bagian real positif atau   𝜆𝑖 > 0 untuk 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛, 

maka titik kesetimbangan 𝑥̅ tidak stabil. 

 

2.3.6 Kriteria Routh-Hurtwitz 

Kriteria stabilitas Routh-Hurtwitz adalah metode untuk menunjukkan 

kestabilan suatu sistem dengan memperhatikan koefisien dari persamaan 

karakteristik tanpa langsung menghitung akarnya (Side et al., 2016). Dengan 

menggunakan kriteria ini stabilitas absolut diketahui dari koefisien-koefisien 

persamaan karakteristik. Misalkan persamaan karakteristik orde-𝑛 dapat ditulis 

dalam bentuk sebagai berikut: (Hasnawati et al., 2017) 

𝑃(𝜆) = 𝑎0𝜆
𝑛 + 𝑎1𝜆

𝑛−1 + 𝑎2𝜆
𝑛−2 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛 = 0                (2.18) 

 dengan koefisien adalah besaran real dan 𝑎𝑛 ≠ 0, kemudian buat tabel Routh 

seperti berikut: 

Tabel 2.1 Routh Array 

𝜆𝑛 𝑎0 𝑎2 𝑎4 𝑎6 - 

𝜆𝑛−1 𝑎1 𝑎3 𝑎5 - - 

𝜆𝑛−2 𝑏1 𝑏2 𝑏3 - - 

𝜆𝑛−3 𝑐1 𝑐2 𝑐3 - - 

𝜆𝑛−4 𝑑1 𝑑2 - - - 

 ⋮ ⋮    

𝜆2 𝑒1 𝑎𝑛 - - - 

λ 𝑓1 - - - - 

𝜆0 𝑎𝑛 - - - - 

 

Koefisien pada baris pertama dan kedua diambil dari koefisien persamaan 

karakteristik, sedangkan koefisien pada baris ketiga dan seterusnya dapat 

menggunakan aturan di bawah ini: 

𝑏1 =
𝑎1𝑎2−𝑎0𝑎3

𝑎1
 ; 𝑏2 =

𝑎1𝑎4−𝑎0𝑎5

𝑎1
 ; 𝑏3 =

𝑎1𝑎6−𝑎0𝑎7

𝑎1
 ; 𝑏4 = 0; 
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𝑐1 =
𝑏1𝑎3−𝑎1𝑏2

𝑏1
 ; 𝑐2 =

𝑏1𝑎5−𝑎1𝑏3

𝑏1
 ;  

𝑑1 =
𝑐1𝑏2−𝑏1𝑐2 

𝑐1
; 𝑑2 =

𝑐1𝑏3−𝑏1𝑐3

𝑐1
; 

dan seterusnya hingga semua koefisien diperoleh membentuk matriks setengah 

piramida terbalik. 

Kriteria kestabilan Routh adalah sebagai berikut: 

1. Jika setiap akar polinomial adalah negatif atau memiliki bagian real negatif, 

maka koefisien pada kolom pertama tabel Routh adalah positif. 

2. Jika terdapat satu atau lebih koefisien bernilai negatif, maka sistem tidak 

stabil. 

3. Jumlah perubahan tanda pada kolom pertama menunjukkan jumlah akar 

positif dari persamaan karakteristik. 

Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa jika terdapat 0 atau koefisien 

negatif disamping adanya koefisien positif, maka ini menunjukkan bahwa ada satu 

atau lebih akar imajiner atau bagian real yang positif yang berarti sistem tidak 

stabil. Kondisi perlu (tidak cukup) untuk stabil adalah bahwa semua koefisien 

persamaan karakteristik positif dan lengkap (Side et al., 2016). 

Berikut diberikan contoh menentukan kriteria Routh-Hurwitz dari 

persamaan karakteristik yaitu −𝜆3 − 2.4749𝜆2 − 0.7286𝜆 − 0.02818 = 0. Dari 

persamaan karakteristik dapat dibentuk tabel Routh-Hurwitz yaitu: 

Tabel 2.2 Contoh Routh-Hurwitz 

𝜆3 𝑎0 = −1 𝑎2 = −0.7286 0 

𝜆2 𝑎1 = −2.4749 𝑎3 = −0.02818 0 

𝜆 𝑏1 = −0.7172 0 0 

𝜆0 𝑎3 = −0.02818 0 0 
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Pada kolom pertama tabel 2.2  diketahui bahwa tidak terdapat perubahan tanda, 

sehingga dapat disimpulkan bahwa sistem stabil. 

 

2.4 Tuberkulosis 

Tuberkulosis merupakan jenis penyakit menular yang disebabkan oleh 

Mycobacterium tuberculosis. Penularan bakteri terjadi melalui udara yaitu ketika 

individu aktif TBC bicara, batuk maupun bersin karena individu tersebut akan 

mengeluarkan percikan dahak yang menyebabkan infeksi TBC sehingga dapat 

disimpulkan bahwa bakteri TBC dapat menular jika terdapat kontak langsung 

dengan penderita aktif TBC (Pramono, 2021). Pada model peluang individu 

terinfeksi dinotasikan dalam parameter 𝛽. Bakteri yang ditularkan tidak langsung 

menyebabkan infeksi melainkan terpapar atau dalam kata lain masa laten. 

Menurut buku “Pedoman Diagnosis dan Penatalaksanaan Tuberkulosis di 

Indonesia” 95% individu yang tertular bakteri TBC akan masuk pada masa laten 

(Perhimpunan Dokter Paru Indonesia, 2021). Individu yang laten TBC akan 

berkembang menjadi TBC aktif dalam 1 tahun pertama setelah terpapar 

(Perhimpunan Dokter Paru Indonesia, 2021). Aktivasi bakteri TBC menyebabkan 

individu masuk pada populasi Infected, pada model perpindahan populasi Exposed 

ke populasi Infected dinotasikan dengan parameter 𝜀. Infeksi TBC dapat 

menyebabkan kematian, sehingga pada model individu terinfeksi yang meninggal 

akibat penyakit TBC dinotasikan dengan 𝜇𝑇. 

TBC masuk ke dalam 10 penyakit mematikan di dunia (Pramono, 2021), 

tetapi TBC juga termasuk penyakit yang dapat disembuhkan dengan adanya 

pengobatan. Individu terinfeksi TBC yang menjalani pengobatan dinotasikan 
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dengan parameter 𝜔. Untuk sembuh dari TBC pengobatan yang dilakukan harus 

dilakukan secara intensif yaitu tidak diperkenankan putus dalam berobat, sehingga 

nilai 𝑞 diasumsikan satu. Parameter 𝑞 berarti proporsi individu populasi 

Treatment sembuh. Perpindahan populasi Treatment ke populasi Recovered tidak 

hanya dipengaruhi parameter 𝑞 tetapi juga dengan parameter 𝛿 yaitu peluang 

individu sembuh dengan pengobatan. Individu yang sembuh dari TBC tidak hanya 

dipengaruhi oleh pengobatan melainkan terdapat 𝛾 yang berarti laju kesembuhan 

alami. 

Kasus TBC dapat ditekan dengan mengecilnya peluang penularan dan 

tingginya keberhasilan pengobatan. Peluang penularan dapat berkurang dengan 

semakin kecil interaksi individu rentan dengan individu terinfeksi. Oleh karena itu 

hal yang dapat dilakukan yaitu dengan memberikan kekebalan berupa vaksin pada 

individu sehat. Vaksin TBC dikenal dengan nama vaksin BCG, vaksin ini 

diberikan kepada bayi yang baru lahir. Sedangkan keberhasilan pengobatan juga 

diperlukan karena dapat mencegah adanya resistensi terhadap obat TBC dan 

kematian akibat TBC.  

 

2.5 Vaksin Tuberkulosis (BCG) 

Vaksin Bacille Calmette Guerin (BCG) adalah vaksin yang dirancang guna 

memberikan reaksi kekebalan terhadap bakteri penyebab tuberkulosis yaitu 

Mycobacterium tuberculosis. Vaksin ini mengandung bakteri Mycobacterium 

bovis, namun dalam kondisi telah dilemahkan (Indrawati et al., 2020). Sehingga 

ketika vaksin ini masuk ke dalam tubuh individu yang sehat, tidak menyebabkan 
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sakit TBC melainkan berperan sebagai pelindung dari infeksi TBC. Vaksin BCG 

bekerja paling efektif pada bayi dan anak kecil (Setyawan et al., 2020). 

Pada model vaksin dinotasikan dengan 𝜎. Tujuan pemberian vaksin adalah 

untuk memberikan kekebalan, sehingga individu yang tervaksinasi tidak akan 

tertular bakteri TBC. Namun seiring berjalannya waktu kekebalan vaksin akan 

mengalami penurunan, sehingga individu yang tervaksinasi dapat menjadi 

individu rentan tertular TBC. Perpindahan individu vaksin menjadi individu 

rentan dinyatakan dalam parameter 𝜌. Penggunaan vaksin dalam model ini yaitu 

sebagai upaya pengendalian penularan TBC.  

 

2.6 Pengobatan TBC 

TBC termasuk ke dalam penyakit yang mematikan, namun TBC juga dapat 

disembuhkan. Secara teori penyembuhan TBC melalui pengobatan. Pengobatan 

yang dilakukan yaitu dengan mengonsumsi obat yang dikenal dengan obat anti 

tuberkulosis (OAT). Waktu yang dibutuhkan sekitar 6 bulan. Tujuan pengobatan 

yaitu untuk menyembuhkan, mencegah kematian dan terjadinya resistensi obat 

serta menurunkan risiko penularan (Perhimpunan Dokter Paru Indonesia, 2021). 

Keberhasilan pengobatan TBC dicapai dengan adanya kepatuhan dalam 

mengonsumsi obat, dengan kata lain pengobatan yang dilakukan harus 

berkesinambungan. Akibat dari putusnya berobat yaitu kegagalan dalam berobat 

sehingga menyebabkan adanya resistensi terhadap obat dan waktu yang 

dibutuhkan untuk pengobatan akan cenderung lebih lama. 

Pada model SEITR pengobatan tidak hanya diberikan kepada populasi 

terinfeksi (Infected) melainkan kepada populasi terpapar (Exposed). Hal ini karena 
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pengobatan juga berperan sebagai parameter untuk menurunkan risiko penularan. 

Populasi Exposed yang melakukan pengobatan sebesar 𝜓 akan langsung masuk 

pada populasi Treatment. Sedangkan populasi Infected yang melakukan 

pengobatan sebesar 𝜔 juga masuk ke populasi Treatment. Pada populasi 

Treatment individu dapat sembuh dengan melakukan pengobatan secara intensif 

(𝑞 = 1) sehingga dapat masuk ke populasi Recovered.  

 

2.7 Bersikap terhadap Wabah dalam Pandangan Islam 

Penularan penyakit masih menjadi masalah yang penting untuk 

diperhatikan, karena jika tidak dilakukan upaya pengendalian dapat menyebabkan 

terjadinya suatu wabah. Di mana wabah penyakit atau yang biasa disebut dengan 

istilah Tha’un telah ada sejak zaman nabi Muhammad SAW. Tha’un merupakan 

infeksi penyakit menular yang dapat menyebabkan kematian. Istilah Tha’un 

termaktub dalam hadis nabi yaitu: 

Rasulullah SAW bersabda: “Tha’un (wabah penyakit menular) adalah suatu 

peringatan dari Allah SWT untuk menguji hamba-hamba-Nya dari kalangan 

manusia. Maka apabila kamu mendengar penyakit itu berjangkit di suatu negeri, 

janganlah kamu masuk ke negeri itu. Dan apabila wabah itu berjangkit di negeri 

tempat kamu berada, jangan pula kamu lari daripadanya.” (HR Bukhari dan 

Muslim)(Firdaus, 2020) 

 

Hadis tersebut menjelaskan bahwa adanya suatu wabah penyakit bukanlah 

suatu ancaman bagi kehidupan, melainkan suatu cobaan atau ujian dari Allah. 

Cobaan yang dimaksud merupakan suatu teguran dari Allah untuk membuktikan 

keimanan seorang hamba-Nya (Firdaus, 2020). Rasulullah SAW memerintahkan 

untuk menghindar dari suatu wabah, namun jika dihadapkan dengan suatu wabah 

maka hal yang harus dilakukan yaitu menerimanya dengan ikhlas (Soraya, 2020). 

Berikut cara yang dapat digunakan dalam menghadapi wabah dalam islam:   
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1. Sabar dan Tawakkal 

Bagi setiap muslim sudah seharusnya bersikap tawakkal kepada Allah 

dalam segala hal yang terjadi. Hal ini karena setiap peristiwa yang terjadi 

merupakan kehendak Allah SWT, seperti halnya penyakit menular. Selain 

tawakkal hendaknya kaum muslimin senantiasa bersabar dalam menghadapi 

suatu wabah. Dalam suatu hadis riwayat Bukhari, Rasulullah bersabda: ”Tha’un 

merupakan azab yang ditimpakan kepada siapa saja yang Allah kehendaki. 

Kemudian Allah jadikan rahmat kepada kaum mukminin” (Daim, 2020). Oleh 

karena itu sebagai manusia hendaknya menerima musibah tersebut dengan 

penuh kesabaran dan ikhlas sebagai bentuk keimanan atas kekuasaan Allah dan 

memperoleh rahmat-Nya. 

2. Berupaya Melakukan Pengobatan  

Dalam H.R Muslim Rasulullah bersabda: ”Setiap penyakit ada obatnya. 

Apabila ditemukan obat yang tepat untuk suatu penyakit, maka akan sembuhlah 

penyakit itu dengan izin Allah SWT”. Melalui hadis tersebut dapat disimpulkan 

bahwa Islam mengajarkan untuk melakukan ikhtiar yaitu berobat dalam 

mencapai kesembuhan.  Oleh karena itu meskipun tawakkal dianjurkan dalam 

menghadapi suatu penyakit, tetapi sudah seharusnya melakukan usaha dalam 

mencari obatnya sehingga tidak memperluas terjadinya wabah (Soraya, 2020).  

3. Bersikap Toleransi terhadap Sesama 

Rasulullah menganjurkan untuk selalu menghindar dan menjauh dari wabah. 

Beliau bersabda: “Larilah dari orang yang sakit lepra, sebagaimana kamu lari 

dari singa”. Nabi Muhammad menganjurkan umatnya untuk berlindung dari 

penyakit menular dengan tidak menganggap remeh faktor penyebab penyakit 
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tersebut. Salah satunya menghindari kontak langsung dengan penderita penyakit. 

Namun hal ini bukan berarti sikap menghindar merupakan sikap mengucilkan 

penderita penyakit, melainkan sikap toleransi dan tingginya kepedulian terhadap 

sesama (Daim, 2020).  
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif. Definisi penelitian 

kualitatif menurut  (Albi Anggito, 2018)adalah pengumpulan informasi atau data 

dengan tujuan untuk menginterpretasikan fenomena yang terjadi. Sedangkan 

menurut (Dr. Rukin, 2019) penelitian kualitatif adalah suatu kegiatan yang 

menggunakan metode ilmiah untuk mempelajari suatu masalah secara terencana 

dan sistematis untuk menemukan informasi baru yang benar-benar dapat 

dipercaya. 

 

3.2 Pra Penelitian 

Pra penelitian yang dilakukan penulis antara lain memahami tentang 

mekanisme penyebaran dan parameter-parameter yang dapat mempengaruhi 

terjadinya TBC. Kemudian menelaah dan menentukan model matematika yang 

sesuai dengan penyebaran TBC. Adapun model yang akan digunakan dalam 

penelitian ini adalah modifikasi model penelitian Ramadhan dan kawan-kawan 

(2018). Modifikasi yang dilakukan yaitu dengan menambahkan pengaruh vaksin 

pada model sesuai dengan penelitian (Mishra & Srivastava, 2014). Selanjutnya 

menyiapkan nilai awal dan nilai parameter yang akan digunakan pada simulasi 

sebagai interpretasi dari model. Pada penelitian ini besar nilai yang digunakan 

diambil dari penelitian (Ramadhan et al., 2018) dan (Mishra & Srivastava, 2014). 
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3.3 Tahapan Penelitian 

Tahapan penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Melakukan analisis dinamik pada model 

a. Menentukan titik kesetimbangan model penyebaran penyakit TBC. Titik 

kesetimbangan yang diperoleh berupa titik kesetimbangan bebas penyakit 

dan titik kesetimbangan endemik. 

b. Melakukan analisis kestabilan pada kedua titik kesetimbangan. Analisis 

kestabilan berdasarkan nilai eigen yang diperoleh dari matriks Jacobian. 

Dimana matriks Jacobian merupakan salah satu metode linearisasi.  

c. Menentukan bilangan reproduksi dasar. Bilangan reproduksi dasar 

diperoleh dengan menggunakan metode Next Generation. Populasi yang 

dikonstruksi menjadi matriks F dan V populasi E dan I. Selanjutnya 

dilakukan linearisasi menggunakan matriks Jacobi. Kemudian 

membentuk matriks Next Generation. Bilangan reproduksi dasar 

diperoleh dari nilai eigen dominan matriks Next Generation. 

 

2. Simulasi model SEITR dengan menggunakan  software MAPLE. 

a. Menentukan nilai awal dan nilai parameter untuk dilakukan simulasi. 

b. Melakukan simulasi dengan memasukkan nilai parameter dan nilai awal 

serta model pada software. 

c. Melakukan interpretasi hasil dengan menampilkan grafik yang telah 

diperoleh dan membandingkan grafik dinamik antara model yang 
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diberikan pengaruh vaksin juga pengobatan dan model yang tidak 

diberikan vaksin juga pengobatan. 

d. Melakukan analisis pada grafik yang telah dihasilkan dan membuat 

kesimpulan. 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1  Analisis Dinamik Model SEITR pada Penyebaran TBC dengan 

Pengaruh Vaksin dan Pengobatan 

Model yang digunakan dalam penelitian ini adalah modifikasi model SEITR 

yang dihasilkan dari penelitian (Ramadhan et al., 2018). Modifikasi model 

dilakukan dengan mempertimbangkan pemberian vaksin Bacille Calmette Guerin 

(BCG) sesuai dengan penelitian (Mishra & Srivastava, 2014). Berdasarkan uraian 

tersebut, maka dapat dibentuk model SEITR dengan pengaruh vaksin dan 

pengobatan pada penyebaran penyakit TBC adalah sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan diagram kompartemen, maka model dapat dinyatakan dalam 

persamaan diferensial yaitu sebagai berikut:      

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝑏 − 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝑆 − 𝜎𝑆 + 𝜌𝑉 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − (𝜀 + 𝜓 + 𝜇)𝐸 

V 

S E 

T 

I R 

𝜇 

𝜇 

 

𝜇 

 

𝜇 

 

𝜇 

 

𝜇𝑇 

 

𝜇 

 

𝜎 
𝜌 

𝑏 

𝜓 

𝛾 𝜀 
𝛽𝑆𝐼 

𝑞𝛿 
𝜔 

(1 − 𝑞)𝛿 

Gambar 4.1 Diagram Kompartemen Model SEITR dengan Pengaruh Vaksin 

dan Pengobatan 
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𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜀𝐸 + (1 − 𝑞)𝛿𝑇 − (𝜔 + 𝛾 + 𝜇 + 𝜇𝑇)𝐼         (4.1) 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝜓𝐸 + 𝜔𝐼 − (𝛿 + 𝜇)𝑇 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 + 𝑞𝛿𝑇 − 𝜇𝑅 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜎𝑆 − 𝜌𝑉 − 𝜇𝑉 

𝑁(𝑡) = 𝑆(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑇(𝑡) + 𝑅(𝑡) + 𝑉(𝑡) 

dengan penjelasan variabel dan parameter sebagai berikut: 

 

Tabel 4.1 Nilai Parameter Model SEITR 
Parameter Definisi Nilai Sumber 

𝑏 Laju kelahiran per tahun 0,2 (Ramadhan et al., 

2018) 

𝛽 Peluang individu terinfeksi TBC per 

tahun 

0,35 (Ramadhan et al., 

2018) 

𝜀 Laju individu laten TBC menjadi 

individu aktif TBC per tahun 

0,3 (Ramadhan et al., 

2018) 

𝜓 Laju individu laten TBC menjalani 

pengobatan per tahun 

0,7 (Ramadhan et al., 

2018) 

𝜔 Laju individu aktif TBC menjalani 

pengobatan per tahun 

0,55 (Ramadhan et al., 

2018) 

𝛿 Peluang individu sembuh dengan 

pengobatan per tahun 

0,91 (Ramadhan et al., 

2018) 

𝜇 Laju kematian alami per tahun 0,0167 (Ramadhan et al., 

2018) 

𝜇𝑇 Laju kematian akibat TBC per tahun 0,3 (Ramadhan et al., 

2018) 

𝛾 Laju kesembuhan alami per tahun 0,25 (Ramadhan et al., 

2018) 

𝑞 Proporsi individu kelas treatment 

sembuh 

1 (Ramadhan et al., 

2018) 

𝜎 Tingkat pemberian vaksin per tahun 0,3 (Mishra & 

Srivastava, 2014) 

𝜌 Laju individu tervaksinasi menjadi 

individu rentan per tahun 

0,6 (Mishra & 

Srivastava, 2014) 

 

Berdasarkan model, individu yang menjalani pengobatan diasumsikan tidak 

akan putus obat, yang artinya 𝑞 = 1. Untuk mempermudah analisis model maka 
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misalkan  𝑋 = 𝜀 + 𝜓 + 𝜇;  𝑌 = 𝜔 + 𝛾 + 𝜇 + 𝜇𝑇; 𝑍 = 𝛿 + 𝜇. Sehingga model 

(4.1)  menjadi: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝑏 − 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝑆 − 𝜎𝑆 + 𝜌𝑉 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝑋𝐸 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜀𝐸 − 𝑌𝐼                    (4.2) 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝜓𝐸 + 𝜔𝐼 − 𝑍𝑇 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 + 𝛿𝑇 − 𝜇𝑅 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜎𝑆 − 𝜌𝑉 − 𝜇𝑉 

 

4.1.1 Menentukan titik kesetimbangan 

Titik kesetimbangan diperoleh ketika 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=

𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=

𝑑𝑅

𝑑𝑡
=

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0, 

sehingga diperoleh: 

𝑏 − 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝑆 − 𝜎𝑆 + 𝜌𝑉 = 0 

𝛽𝑆𝐼 − 𝑋𝐸 = 0 

𝜀𝐸 − 𝑌𝐼 = 0 

𝜓𝐸 + 𝜔𝐼 − 𝑍𝑇 = 0 

𝛾𝐼 + 𝑞𝛿𝑇 − 𝜇𝑅 = 0 

𝜎𝑆 − 𝜌𝑉 − 𝜇𝑉 = 0 

1. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit (Kasus 𝑰 = 𝟎)  

Persamaan 1 dari sistem (4.3) 

𝑏 − 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝑆 − 𝜎𝑆 + 𝜌𝑉 = 0 

(4.3) 
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⇔ −(𝜇 + 𝜎)𝑆 = −𝑏 − 𝜌𝑉 

⇔ 𝑆 =
−(𝑏 + 𝜌𝑉)

−(𝜇 + 𝜎)
=

𝑏 + 𝜌𝑉

𝜇 + 𝜎
 

Persamaan 6 dari sistem (4.3) 

𝜎𝑆 − 𝜌𝑉 − 𝜇𝑉 = 0 

⇔ −(𝜌 + 𝜇)𝑉 = −𝜎𝑆 

⇔ 𝑉 =
−𝜎𝑆

−(𝜌 + 𝜇)
=

𝜎𝑆

𝜌 + 𝜇
 

Substitusi 𝑉 =
𝜎𝑆

𝜌+𝜇
 ke 𝑆 =

𝑏+𝜌𝑉

𝜇+𝜎
 

𝑆 =
𝑏 + 𝜌 (

𝜎𝑆
𝜌 + 𝜇)

𝜇 + 𝜎
 

⇔ (𝜇 + 𝜎)𝑆 = 𝑏 + 𝜌 (
𝜎𝑆

𝜌 + 𝜇
) 

⇔ (𝜇 + 𝜎)𝑆 =
𝑏(𝜌 + 𝜇) + 𝜌𝜎𝑆

𝜌 + 𝜇
 

⇔ (𝜇 + 𝜎)(𝜌 + 𝜇)𝑆 = 𝑏(𝜌 + 𝜇) + 𝜌𝜎𝑆 

⇔ [(𝜇 + 𝜎)(𝜌 + 𝜇) − 𝜌𝜎]𝑆 = 𝑏(𝜌 + 𝜇) 

⇔ 𝑆 =
𝑏(𝜌 + 𝜇)

(𝜇 + 𝜎)(𝜌 + 𝜇) − 𝜌𝜎
=

𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇2 + 𝜇𝜌 + 𝜎𝜇 + 𝜌𝜎 − 𝜌𝜎
=

𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇2 + 𝜇𝜌 + 𝜎𝜇
 

⇔ 𝑆 =
𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
 

Dengan demikian diperoleh 

𝑉 =
𝜎𝑆

𝜌 + 𝜇
=

𝜎 (
𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
)

𝜌 + 𝜇
=

𝜎𝑏(𝜌 + 𝜇)
𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)

𝜌 + 𝜇
 

⇔  𝑉 = (
𝜎𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
) (

1

𝜌 + 𝜇
) =

𝜎𝑏

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
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Persamaan 2 dari sistem (4.3) 

𝛽𝑆𝐼 − 𝑋𝐸 = 0 

⇔ 𝛽𝑆(0) = 𝑋𝐸 

⇔  𝐸 = 0 

Persamaan 4 dari sistem (4.3) 

𝜓𝐸 + 𝜔𝐼 − 𝑍𝑇 = 0 

⇔ 𝜓(0) + 𝜔(0) = 𝑍𝑇 

⇔ 𝑇 = 0 

Persamaan 5 dari sistem (4.3) 

𝛾𝐼 + 𝑞𝛿𝑇 − 𝜇𝑅 = 0 

⇔ 𝛾(0) + 𝛿(0) = 𝜇𝑅 

⇔ 𝑅 = 0 

Sehingga diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu  

𝐸0 = (𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑇, 𝑅, 𝑉) = (
𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
, 0,0,0,0,

𝜎𝑏

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
) 

2. Titik kesetimbangan Endemik (Kasus 𝑰 ≠ 𝟎)  

Misalkan 𝐸1 = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑇∗, 𝑅∗, 𝑉∗),  maka sistem (4.3) menjadi  

𝑏 − 𝛽𝑆∗𝐼∗ − 𝜇𝑆∗ − 𝜎𝑆∗ + 𝜌𝑉 = 0 

𝛽𝑆∗𝐼∗ − 𝑋𝐸∗ = 0 

𝜀𝐸∗ − 𝑌𝐼∗ = 0                       (4.4) 

𝜓𝐸∗ + 𝜔𝐼∗ − 𝑍𝑇∗ = 0 

𝛾𝐼∗ + 𝛿𝑇∗ − 𝜇𝑅∗ = 0 

𝜎𝑆∗ − 𝜌𝑉∗ − 𝜇𝑉∗ = 0 
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Persamaan 4 dari sistem (4.4) 

𝜀𝐸∗ − 𝑌𝐼∗ = 0 

⇔ 𝜀𝐸∗ = 𝑌𝐼∗ 

⇔ 𝐸∗ =
𝑌𝐼∗

𝜀
 

Substitusi 𝐸∗ =
𝑌𝐼∗

𝜀
 ke persamaan 2 sistem (4.4) 

𝛽𝑆∗𝐼∗ − 𝑋𝐸∗ = 0 

⇔ 𝛽𝑆∗𝐼∗ − 𝑋 (
𝑌𝐼∗

𝜀
) = 0 

⇔ 𝐼∗ (𝛽𝑆∗ −
𝑋𝑌

𝜀
) = 0 

⇔ 𝐼∗ = 0  ∨  𝛽𝑆∗ =
𝑋𝑌

𝜀
 

⇔ 𝐼∗ = 0  ∨ 𝑆∗ =
𝑋𝑌

 𝛽𝜀
 

Karena 𝐼∗ ≠ 0 maka diperoleh 𝑆∗ =
𝑋𝑌

 𝛽𝜀
 

Persamaan 6 dari sistem (4.4) 

𝜎𝑆∗ − 𝜌𝑉∗ − 𝜇𝑉∗ = 0 

⇔ 𝜎 (
𝑋𝑌

 𝛽𝜀
) − (𝜌 + 𝜇)𝑉∗ = 0 

⇔ 𝑉∗ = (
𝜎𝑋𝑌

 𝛽𝜀
) (

1

𝜌 + 𝜇
) =

𝜎𝑋𝑌

(𝛽𝜀)(𝜌 + 𝜇)
 

Persamaan 1 dari sistem (4.4)  

𝑏 − 𝛽𝑆∗𝐼∗ − 𝜇𝑆∗ − 𝜎𝑆∗ + 𝜌𝑉 = 0 

⇔ 𝑏 − 𝛽 (
𝑋𝑌

 𝛽𝜀
) 𝐼∗ − 𝜇 (

𝑋𝑌

 𝛽𝜀
) − 𝜎 (

𝑋𝑌

 𝛽𝜀
) + 𝜌 (

𝜎𝑋𝑌

(𝛽𝜀)(𝜌 + 𝜇)
) = 0 

⇔ (
𝑋𝑌

 𝜀
) 𝐼∗ = 𝑏 − (

𝑋𝑌

 𝛽𝜀
) (𝜇 + 𝜎 −

𝜌𝜎

𝜌 + 𝜇
) 
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⇔ 𝐼∗ = [𝑏 − (
𝑋𝑌

 𝛽𝜀
) (𝜇 + 𝜎 −

𝜌𝜎

𝜌 + 𝜇
)] (

𝜀

𝑋𝑌
) 

⇔ 𝐼∗ =
𝑏𝜀

𝑋𝑌
−

1

 𝛽
(
(𝜇 + 𝜎)(𝜌 + 𝜇) − 𝜌𝜎

𝜌 + 𝜇
) 

⇔ −
1

 𝛽
(
𝜇2 + 𝜇𝜌 + 𝜎𝜇 + 𝜌𝜎 − 𝜌𝜎

𝜌 + 𝜇
) 

⇔ 𝐼∗ =
𝑏𝜀

𝑋𝑌
−

𝜇2 + 𝜇𝜌 + 𝜎𝜇

𝛽(𝜌 + 𝜇)
 

⇔ 𝐼∗ =
𝑏𝜀𝛽(𝜌 + 𝜇) − (𝜇2 + 𝜇𝜌 + 𝜎𝜇)𝑋𝑌

𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)
 

⇔ 𝐼∗ =
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)

𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)
 

Persamaan 2 dari sistem (4.4) 

𝛽𝑆∗𝐼∗ − 𝑋𝐸∗ = 0 

⇔ 𝛽 (
𝑋𝑌

 𝛽𝜀
) (

𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)

𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)
) = 𝑋𝐸∗ 

⇔ 𝐸∗ = (
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)

𝛽𝜀(𝜌 + 𝜇)
) (

1

𝑋
) 

⇔ 𝐸∗ =
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)

𝑋𝛽𝜀(𝜌 + 𝜇)
 

Persamaan 4 dari sistem (4.4) 

𝜓𝐸∗ + 𝜔𝐼∗ − 𝑍𝑇∗ = 0 

⇔ 𝜓 (
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)

𝑋𝛽𝜀(𝜌 + 𝜇)
)

+ 𝜔 (
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)

𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)
) = 𝑍𝑇∗ 

Samakan penyebut sehingga diperoleh 

𝜓𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)(𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)) + 
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𝜔𝑋𝛽𝜀(𝜌 + 𝜇)(𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)) 

Bagian penyebut diperoleh sebagai berikut 

[𝑋𝛽𝜀(𝜌 + 𝜇)][𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)] 

⇔ (𝑋𝛽𝜀𝜌 + 𝑋𝛽𝜀𝜇)(𝜌𝑋𝑌𝛽 + 𝜇𝑋𝑌𝛽) 

⇔ 𝑋2𝑌𝛽2𝜌2𝜀 + 𝑋2𝑌𝛽2𝜇𝜌𝜀 + 𝑋2𝑌𝛽2𝜇𝜌𝜀 + 𝑋2𝑌𝛽2𝜇2𝜀 

⇔ 𝜀(𝜌2 + 𝜇𝜌 + 𝜇𝜌 + 𝜇2) 

⇔ 𝑋2𝑌𝛽2𝜀(𝜇 + 𝜌)(𝜇 + 𝜌) 

Dengan demikian diperoleh  

𝑇∗ = [
(𝜌 + 𝜇)(𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌))(𝜓𝑋𝑌𝛽 + 𝜔𝑋𝛽𝜀)

𝑋2𝑌𝛽2𝜀(𝜇 + 𝜌)(𝜇 + 𝜌)
]
1

𝑍
 

𝑇∗ =
(𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌))(𝜓𝑌 + 𝜔𝜀)(𝛽𝑋)

𝑋2𝑌𝛽2𝜀(𝜇 + 𝜌)𝑍
 

𝑇∗ =
(𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌))(𝜓𝑌 + 𝜔𝜀)

𝑋𝑌𝛽𝜀(𝜇 + 𝜌)𝑍
 

Persamaan 5 dari sistem (4.4) 

𝛾𝐼∗ + 𝛿𝑇∗ − 𝜇𝑅∗ = 0 

𝛾 (
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)

𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)
)

+ 𝛿 (
(𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌))(𝜓𝑌 + 𝜔𝜀)

𝑋𝑌𝛽𝜀(𝜇 + 𝜌)𝑍
)

= 𝜇𝑅∗ 

Samakan penyebut sehingga diperoleh 

𝛾𝑋𝑌𝛽𝜀(𝜇 + 𝜌)𝑍(𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)) + 

𝛿𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)(𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌))(𝜓𝑌 + 𝜔𝜀)  
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[𝛾𝑋𝑌𝛽𝜀(𝜇 + 𝜌)𝑍 + 𝛿𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)(𝜓𝑌 + 𝜔𝜀)](𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 +

𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)) 

(𝜌 + 𝜇)[𝛾𝑋𝑌𝛽𝜀𝑍 + 𝛿𝑋𝑌𝛽(𝜓𝑌 + 𝜔𝜀)](𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇

− (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)) 

(𝜌 + 𝜇)[𝛾𝑋𝑌𝛽𝜀𝑍 + 𝑋𝑌2𝛿𝛽𝜓 + 𝜔𝑋𝑌𝛿𝛽𝜀](𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇

− (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)) 

(𝜌 + 𝜇)[𝑋𝑌𝛽(𝛾𝜀𝑍 + 𝛿𝑌𝜓 + 𝛿𝜔𝜀)](𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)) 

Bagian penyebut 

[𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)][𝑋𝑌𝛽𝜀(𝜇 + 𝜌)𝑍] 

(𝑋𝑌𝛽𝜌 + 𝑋𝑌𝛽𝜇)(𝑋𝑌𝛽𝜀𝜇𝑍 + 𝑋𝑌𝛽𝜀𝜌𝑍) 

𝑋2𝑌2𝛽2𝜌𝜀𝜇𝑍 + 𝑋2𝑌2𝛽2𝜌2𝜀𝑍 + 𝑋2𝑌2𝛽2𝜇2𝜀𝑍 + 𝑋2𝑌2𝛽2𝜇𝜀𝜌𝑍 

𝑋2𝑌2𝛽2𝜀(𝜌𝜇𝑍 + 𝜌𝑍 + 𝜇2𝑍 + 𝜇𝜌𝑍) 

𝑋2𝑌2𝛽2𝜀(𝜌𝜇 + 𝜌 + 𝜇2 + 𝜇𝜌)𝑍 

𝑋2𝑌2𝛽2𝜀(𝜌 + 𝜇)(𝜌 + 𝜇)𝑍 

Dengan demikian diperoleh  

𝑅∗ =

[
 
 
 
 

(𝜌 + 𝜇)[𝑋𝑌𝛽(𝛾𝜀𝑍 + 𝛿𝑌𝜓 + 𝛿𝜔𝜀)]

(𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌))

𝑋2𝑌2𝛽2𝜀(𝜌 + 𝜇)(𝜌 + 𝜇)𝑍

]
 
 
 
 
1

𝜇
 

𝑅∗ =
(𝛾𝜀𝑍 + 𝛿𝑌𝜓 + 𝛿𝜔𝜀)(𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌))

𝑋𝑌𝛽𝜀(𝜌 + 𝜇))𝑍
 

sehingga diperoleh titik kesetimbangan endemik yaitu 

𝐸1 = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑇∗, 𝑅∗, 𝑉∗) =

(
𝑋𝑌

 𝛽𝜀
,
𝑏𝜀𝛽𝜌+𝑏𝜀𝛽𝜇−𝜃

𝑋𝛽𝜀(𝜌+𝜇)
,
𝑏𝜀𝛽𝜌+𝑏𝜀𝛽𝜇−𝜃

𝑋𝑌𝛽(𝜌+𝜇)
,

𝜃(𝜓𝑌+𝜔𝜀)

𝑋𝑌𝛽𝜀(𝜇+𝜌)𝑍
,
𝜃(𝛾𝜀𝑍+𝛿𝑌𝜓+𝛿𝜔𝜀)

𝑋𝑌𝛽𝜀(𝜌+𝜇))𝑍
)  

dengan    
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𝜃 = (𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)) 

 

4.1.2 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Langkah awal dalam melakukan analisis kestabilan yaitu dengan melakukan 

linearisasi pada titik kesetimbangan dengan membentuk matriks Jacobian. Lalu 

dicari nilai eigen dari matriks Jacobian guna menentukan kestabilan suatu 

model/sistem. Jika persamaan karakteristik yang dihasilkan cukup sulit ditemukan 

nilai eigennya, maka kestabilan titik kesetimbangan dapat ditentukan 

menggunakan kriteria Routh-Hurwitz.  

1. Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

Hasil linearisasi titik kesetimbangan bebas penyakit menggunakan matriks 

Jacobian yaitu sebagai berikut: 

𝐽 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑆

𝑑𝑆

𝑑𝑆

𝑑𝐸

𝑑𝑆

𝑑𝐼
𝑑𝐸

𝑑𝑆

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝐼
𝑑𝐼

𝑑𝑆

𝑑𝐼

𝑑𝐸

𝑑𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝑆

𝑑𝑇

𝑑𝑆

𝑑𝑅

𝑑𝑆

𝑑𝑉
𝑑𝐸

𝑑𝑇

𝑑𝐸

𝑑𝑅

𝑑𝐸

𝑑𝑉
𝑑𝐼

𝑑𝑇

𝑑𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝐼

𝑑𝑉
𝑑𝑇

𝑑𝑆

𝑑𝑇

𝑑𝐸

𝑑𝑇

𝑑𝐼
𝑑𝑅

𝑑𝑆

𝑑𝑅

𝑑𝐸

𝑑𝑅

𝑑𝐼
𝑑𝑉

𝑑𝑆

𝑑𝑉

𝑑𝐸

𝑑𝑉

𝑑𝐼

𝑑𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑅

𝑑𝑇

𝑑𝑉
𝑑𝑅

𝑑𝑇

𝑑𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑉
𝑑𝑉

𝑑𝑇

𝑑𝑉

𝑑𝑅

𝑑𝑉

𝑑𝑉]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

maka diperoleh: 

𝐽 =

[
 
 
 
 
 
−𝛽𝐼 − 𝜇 − 𝜎 0 −𝛽𝑆

𝛽𝐼 −𝑋 𝛽𝑆
0
0
0
𝜎

𝜀
𝜓
0
0

−𝑌
𝜔
𝛾
0

0 0 𝜌
0 0 0
0

−𝑍
𝛿
0

0
0

−𝜇
0

0
0
0

−𝜌 − 𝜇]
 
 
 
 
 

 



42 
 

 

 

lalu substitusi titik kesetimbangan bebas penyakit pada matriks 𝐽 yaitu 

𝐸0 = (
𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)
, 0,0,0,0,

𝜎𝑏

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)
), sehingga diperoleh: 

𝐽(𝐸0) =

[
 
 
 
 
 
 −𝜇 − 𝜎 0 −𝛽 (

𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)
)

0 −𝑋 𝛽 (
𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)
)

0
0
0
𝜎

𝜀
𝜓
0
0

−𝑌
𝜔
𝛾
0

0 0 𝜌
0 0 0
0

−𝑍
𝛿
0

0
0

−𝜇
0

0
0
0

−𝜌 − 𝜇
]
 
 
 
 
 
 

  

selanjutnya menentukan nilai eigen matriks 𝐽(𝐸0). Nilai eigen diperoleh dari 

|𝐽(𝐸0) − 𝜆𝐼| = 0, maka diperoleh: 

|

|

−𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0 −
𝛽𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)

0 −𝑋 − 𝜆
𝛽𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)

0
0
0
𝜎

𝜀
𝜓
0
0

−𝑌 − 𝜆
𝜔
𝛾
0

0 0 𝜌
0 0 0
0

−𝑍 − 𝜆
𝛿
0

0
0

−𝜇 − 𝜆
0

0
0
0

−𝜌 − 𝜇 − 𝜆
|

|

= 0  

Determinan matriks diperoleh menggunakan ekspansi kofaktor, sehingga 

diperoleh: 

(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆)

|

|

−𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0 −
𝛽𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)

0 −𝑋 − 𝜆
𝛽𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)

0
0
0

𝜀
𝜓
0

−𝑌 − 𝜆
𝜔
𝛾

0 0
0 0
0

−𝑍 − 𝜆
𝛿

0
0

−𝜇 − 𝜆
|

|

−

𝜌
|

|

0 −𝑋 − 𝜆
𝛽𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)

0 𝜀 −𝑌 − 𝜆
0
0
𝜎

𝜓
0
0

𝜔
𝛾
0

0 0
0 0

−𝑍 − 𝜆
𝛿
0

0
−𝜇 − 𝜆

0

|

|
= 0  
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(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜆)
|

|

−𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0 −
𝛽𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)

0 −𝑋 − 𝜆
𝛽𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)

0
0

𝜀
𝜓

−𝑌 − 𝜆
𝜔

0
0
0

−𝑍 − 𝜆
|

|
−

𝜌(0) ||

0 −𝑋 − 𝜆
𝛽𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)

0 𝜀 −𝑌 − 𝜆
0
0

𝜓
0

𝜔
𝛾

0
0

−𝑍 − 𝜆
𝛿

|| − (−𝜇 − 𝜆)  

|
|
0 −𝑋 − 𝜆

𝛽𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)

0 𝜀 −𝑌 − 𝜆
0
𝜎

𝜓
0

𝜔
0

0
0

−𝑍 − 𝜆
0

|
| = 0 

(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜆)(−𝑍 − 𝜆) ||

−𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0 −
𝛽𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)

0 −𝑋 − 𝜆
𝛽𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)

0 𝜀 −𝑌 − 𝜆

|| −

(−𝜇 − 𝜆)(0) |
0 −𝑋 − 𝜆

𝛽𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)

0 𝜀 −𝑌 − 𝜆
0 𝜓 𝜔

| = 0  

(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜆)(−𝑍 − 𝜆) [(−𝑌 − 𝜆) |
−𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0

0 −𝑋 − 𝜆
|

− (
𝛽𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
) |

−𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0
0 𝜀

|

+ (−
𝛽𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
) |

0 −𝑋 − 𝜆
0 𝜀

|] = 0 

(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜆)(−𝑍 − 𝜆) [(−𝑌 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜎 − 𝜆)(−𝑋 − 𝜆)

− (
𝛽𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
) (−𝜇 − 𝜎 − 𝜆)𝜀] = 0 
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(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜆)(−𝑍 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜎 − 𝜆) [(−𝑌 − 𝜆)(−𝑋 − 𝜆)

−
𝛽𝑏𝜀(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
] = 0 

dengan demikian diperoleh nilai eigen antara lain: 

𝜆1 = −𝜌 − 𝜇 

𝜆2 = −𝜇 

𝜆3 = −𝑍 

𝜆4 = −𝜇 − 𝜎 

Lalu untuk nilai eigen selanjutnya diperoleh dengan melakukan perhitungan 

persamaan karateristik yang tersisa yaitu 

(−𝑌 − 𝜆)(−𝑋 − 𝜆) −
𝛽𝑏𝜀(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)
= 0  

𝜆2 + (𝑋 + 𝑌)𝜆 + 𝑋𝑌 −
𝛽𝑏𝜀(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)
= 0   

sehingga diperoleh: 

𝑎0𝜆
2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2 = 0 

dengan  

𝑎0 = 1 

𝑎1 = 𝑋 + 𝑌 

𝑎2 = 𝑋𝑌 −
𝛽𝑏𝜀(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)
  

Karena nilai akar-akar persamaan karakteristik di atas sulit diperoleh, maka 

untuk mengetahui sifat kestabilan titik kesetimbangan 𝐸0 dapat dengan 

menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Berdasarkan kriteria tersebut, titik 

kesetimbangan 𝐸0 akan bersifat stabil jika semua koefisien  persamaan 

karakteristik positif dan lengkap. Oleh karena itu dengan mensubstitusikan nilai 
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parameter Tabel 4.2 pada koefisien persamaan karakteristik sehingga diperoleh 

hasil perhitungan yang ditunjukkan pada tabel Routh sebagai berikut: 

Tabel 4. 2 Routh-Hurwitz 𝐸0 

𝜆2 𝑎0 = 1 𝑎2 = 0.28938945  

𝜆 𝑎1 = 2.1334   

𝜆0 𝑎2 = 0.28938945   

 

Karena nilai eigen bernilai negatif dan berdasarkan tabel 4.3 diketahui tidak 

terdapat perubahan tanda pada kolom pertama tabel 4.3, sehingga dapat 

disimpulkan bahwa titik kesetimbangan bebas penyakit (𝐸0) pada model SEITR 

dengan pengaruh vaksin dan pengobatan bersifat stabil asimtotik lokal. 

Kestabilan titik 𝐸0 berarti seiring berjalannya waktu, jumlah individu yang 

rentan tertular TBC akan semakin berkurang hingga penyakit akan hilang dalam 

suatu populasi. 

2. Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik 

Hasil linearisasi titik kesetimbangan bebas penyakit menggunakan matriks 

Jacobian yaitu sebagai berikut: 

𝐽 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑆∗

𝑑𝑆∗

𝑑𝑆∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝑆∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝑆∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝑆∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝑆∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝑆∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝑆∗

𝑑𝑉∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝑉∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝑉∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝑆∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝑆∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝑉∗

𝑑𝑆∗

𝑑𝑉∗

𝑑𝐸∗

𝑑𝑉∗

𝑑𝐼∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝑉∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝑉∗

𝑑𝑉∗

𝑑𝑇∗

𝑑𝑉∗

𝑑𝑅∗

𝑑𝑉∗

𝑑𝑉∗]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

maka diperoleh: 
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𝐽 =

[
 
 
 
 
 
−𝛽𝐼∗ − 𝜇 − 𝜎 0 −𝛽𝑆∗

𝛽𝐼∗ −𝑋 𝛽𝑆∗

0
0
0
𝜎

𝜀
𝜓
0
0

−𝑌
𝜔
𝛾
0

0 0 𝜌
0 0 0
0

−𝑍
𝛿
0

0
0

−𝜇
0

0
0
0

−𝜌 − 𝜇]
 
 
 
 
 

 

Substitusi titik kesetimbangan endemik  𝐸1  pada matriks 𝐽(𝐸1). Lalu 

menentukan nilai eigen matriks 𝐽(𝐸1) yang  diperoleh dari |𝐽(𝐸1) − 𝜆𝐼| = 0 

sehingga  

|

|
−𝛽𝐼∗ − 𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0 −

𝑋𝑌

 𝜀

𝛽𝐼∗ −𝑋 − 𝜆
𝑋𝑌

 𝜀
0
0
0
𝜎

𝜀
𝜓
0
0

−𝑌 − 𝜆
𝜔
𝛾
0

0 0 𝜌
0 0 0
0

−𝑍 − 𝜆
𝛿
0

0
0

−𝜇 − 𝜆
0

0
0
0

−𝜌 − 𝜇 − 𝜆
|

|

= 0 

Determinan matriks diperoleh menggunakan ekspansi kofaktor, sehingga 

diperoleh: 

(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆) 

|

|
−𝛽𝐼∗ − 𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0

𝛽𝐼∗

0
0
0

−𝑋 − 𝜆
𝜀
𝜓
0

−
𝑋𝑌

 𝜀
0 0

𝑋𝑌

 𝜀
−𝑌 − 𝜆

𝜔
𝛾

0
0

−𝑍 − 𝜆
𝛿

0
0
0

−𝜇 − 𝜆

|

|

− 𝜌
|

|
𝛽𝐼∗ −𝑋 − 𝜆

𝑋𝑌

 𝜀
0 𝜀 −𝑌 − 𝜆
0
0
𝜎

𝜓
0
0

𝜔
𝛾
0

0 0
0 0

−𝑍 − 𝜆
𝛿
0

0
−𝜇 − 𝜆

0

|

|
= 0 
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(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜆)
|

|

−𝛽𝐼∗ − 𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0    −
𝑋𝑌

𝜀
         0

𝛽𝐼∗ −𝑋 − 𝜆      
𝑋𝑌

𝜀
        0

0
0

𝜀
𝜓

−𝑌 − 𝜆
𝜔

0
−𝑍 − 𝜆

|

|

− 𝜌(0) |
|
𝛽𝐼∗ −𝑋 − 𝜆

𝑋𝑌

 𝜀
0 𝜀 −𝑌 − 𝜆
0
0

𝜓
0

𝜔
𝛾

0
0

−𝑍 − 𝜆
𝛿

|
|

− (−𝜇 − 𝜆)(0) |
|
𝛽𝐼∗ −𝑋 − 𝜆

𝑋𝑌

 𝜀
0 𝜀 −𝑌 − 𝜆
0
𝜎

𝜓
0

𝜔
0

0
0

−𝑍 − 𝜆
0

|
| = 0 

(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜆)(−𝑍 − 𝜆) |
|
−𝛽𝐼∗ − 𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0 −

𝑋𝑌

 𝜀

𝛽𝐼∗ −𝑋 − 𝜆
𝑋𝑌

 𝜀
0 𝜀 −𝑌 − 𝜆

|
| = 0 

(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜆)(−𝑍 − 𝜆) [(−𝑌 − 𝜆) |
−𝛽𝐼∗ − 𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0

𝛽𝐼∗ −𝑋 − 𝜆
|

−
𝑋𝑌

 𝜀
|
−𝛽𝐼∗ − 𝜇 − 𝜎 − 𝜆 0

0 𝜀
| + (−

𝑋𝑌

 𝜀
) |

𝛽𝐼∗ −𝑋 − 𝜆
0 𝜀

|] = 0 

(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜆)(−𝑍 − 𝜆) [(−𝑌 − 𝜆)(−𝛽𝐼∗ − 𝜇 − 𝜎 − 𝜆)(−𝑋 − 𝜆)

− (
𝑋𝑌

 𝜀
) (𝜀)(−𝛽𝐼∗ − 𝜇 − 𝜎 − 𝜆) − (

𝑋𝑌

 𝜀
) (𝜀)(𝛽𝐼∗)] = 0 

(−𝜌 − 𝜇 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜆)(−𝑍

− 𝜆)[(−𝛽𝐼∗ − 𝜇 − 𝜎 − 𝜆)((−𝑌 − 𝜆)(−𝑋 − 𝜆) − 𝑋𝑌) − 𝑋𝑌𝛽𝐼∗]

= 0 

Maka diperoleh 

 𝜆1 = −𝜌 − 𝜇 

 𝜆2 = −𝜇 
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𝜆3 = −𝑍 

Lalu nilai eigen selanjutnya diperoleh dengan melakukan perhitungan persamaan 

karateristik yang tersisa yaitu 

[−𝛽𝐼∗ − 𝜇 − 𝜎 − 𝜆][(−𝑌 − 𝜆)(−𝑋 − 𝜆) − 𝑋𝑌] − 𝑋𝑌𝛽𝐼∗ = 0 

[−𝛽 (
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − 𝜃

𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)
) − 𝜇 − 𝜎 − 𝜆] [(−𝑌 − 𝜆)(−𝑋 − 𝜆) − 𝑋𝑌]

− 𝑋𝑌𝛽 (
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − 𝜃

𝑋𝑌𝛽(𝜌 + 𝜇)
) = 0 

(
−𝑏𝜀𝛽𝜌 − 𝑏𝜀𝛽𝜇 + 𝜃 

𝑋𝑌(𝜌 + 𝜇)
− 𝜇 − 𝜎 − 𝜆) (𝜆2 + (𝑋 + 𝑌)𝜆 − 𝑋𝑌 − 𝑋𝑌)

− 𝑋𝑌 (
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − 𝜃

𝑋𝑌(𝜌 + 𝜇)
) = 0 

(
 −𝑏𝜀𝛽𝜌 − 𝑏𝜀𝛽𝜇 + 𝜃 

𝑋𝑌(𝜌 + 𝜇)
− 𝜇 − 𝜎 − 𝜆) (𝜆2 + (𝑋 + 𝑌)𝜆)

− 𝑋𝑌 (
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − 𝜃

𝑋𝑌(𝜌 + 𝜇)
) = 0 

(
−𝑏𝜀𝛽𝜌 − 𝑏𝜀𝛽𝜇 + 𝜃  

𝑋𝑌(𝜌 + 𝜇)
− 𝜇 − 𝜎) 𝜆2 + (

−𝑏𝜀𝛽𝜌 − 𝑏𝜀𝛽𝜇 + 𝜃  

𝑋𝑌(𝜌 + 𝜇)
− 𝜇 − 𝜎) (𝑋 + 𝑌)𝜆

− 𝜆3 − (𝑋 + 𝑌)𝜆2 − 𝑋𝑌 (
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − 𝜃

𝑋𝑌(𝜌 + 𝜇)
) = 0 

−𝜆3 + (
−𝑏𝜀𝛽𝜌 − 𝑏𝜀𝛽𝜇 + 𝜃  

𝑋𝑌(𝜌 + 𝜇)
− 𝜇 − 𝜎 − 𝑋 − 𝑌) 𝜆2

+ (
−𝑏𝜀𝛽𝜌 − 𝑏𝜀𝛽𝜇 + 𝜃  

𝑋𝑌(𝜌 + 𝜇)
− 𝜇 − 𝜎) (𝑋 + 𝑌)𝜆

− 𝑋𝑌 (
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − 𝜃

𝑋𝑌(𝜌 + 𝜇)
) = 0 

sehingga diperoleh 

𝑎0𝜆
3 + 𝑎1𝜆

2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3 = 0  

dengan  
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𝑎0 = −1 

𝑎1 =
−𝑏𝜀𝛽𝜌−𝑏𝜀𝛽𝜇+𝜃  

𝑋𝑌(𝜌+𝜇)
− 𝜇 − 𝜎 − 𝑋 − 𝑌  

𝑎2 = (
−𝑏𝜀𝛽𝜌−𝑏𝜀𝛽𝜇+𝜃  

𝑋𝑌(𝜌+𝜇)
− 𝜇 − 𝜎) (𝑋 + 𝑌)  

𝑎3 = −𝑋𝑌 (
𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − 𝜃

𝑋𝑌(𝜌 + 𝜇)
) 

Karena nilai akar-akar persamaan karakteristik di atas sulit diperoleh, maka 

untuk mengetahui sifat kestabilan titik kesetimbangan 𝐸1 dapat dengan 

menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Berdasarkan kriteria tersebut, titik 

kesetimbangan 𝐸1 akan bersifat stabil jika  semua koefisien  persamaan 

karakteristik positif dan lengkap. Oleh karena itu dengan mensubstitusikan nilai 

parameter Tabel 4.2 pada koefisien persamaan karakteristik sehingga diperoleh 

hasil perhitungan yang ditunjukkan pada tabel Routh sebagai berikut: 

Tabel 4.3 Routh-Hurwitz 𝑬𝟏 

𝜆3 𝑎0 = −1 𝑎2 = −0.728607056 
 

 

𝜆2 𝑎1 = −2.474923885 
 

𝑎3 = −0.02818377  

𝜆 𝑏1 = −0.7172193241   

𝜆0 𝑎3 = −0.02818377   

 

Berdasarkan perhitungan yang telah dilakukan dapat disimpulkan bahwa nilai 

eigen bernilai negatif, dan tidak terdapat perubahan tanda pada tabel 4.4 maka 

dapat disimpulkan bahwa   𝐸1 bersifat stabil. Kestabilan titik 𝐸1 berarti upaya 

pengendalian yang dilakukan telah berhasil dan populasi dapat mempertahankan 

tingkat penyakit yang diterima. Hal ini cukup membantu dalam mengatasi 

penyebaran yang tidak terkendali. 
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4.1.3 Menentukan Bilangan Reproduksi Dasar (𝑹𝟎) 

Bilangan reproduksi dasar (𝑅0) diperoleh dengan menggunakan matriks 

Next-Generation. Berikut langkah memperoleh bilangan (𝑅0): 

1. Mengambil kompartemen yang terlibat dalam penularan penyakit, dimana 

pada model ini yaitu kompartemen E dan I. 

𝑥 = [
𝐸
𝐼
] 

2. Linearisasi pada titik kesetimbangan bebas penyakit menggunakan matriks 

Jacobian. Linearisasi dilakukan dengan membentuk matriks jacobian lalu 

mensubstitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit. 

𝑥̇ = [𝐸̇
𝐼̇
] = [

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝐼
𝑑𝐼

𝑑𝐸

𝑑𝐼

𝑑𝐼

] = [
−𝑋 𝛽𝑆
𝜀 −𝑌

] [
𝐸
𝐼
] 

[𝐸̇
𝐼̇
] = [−𝑋 𝛽 (

𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
)

𝜀 −𝑌

] [
𝐸
𝐼
] 

3. Dekomposisi matriks menjadi matriks F dan V 

Matriks F merupakan transmisi penyakit (bertambahnya individu 

terinfeksi), sedangkan matriks V merupakan transisi penyakit (berkurangnya 

individu terinfeksi). Sehingga diperoleh matriks F dan V sebagai berikut: 

𝐹 = [
0 𝛽𝑆
0 0

] = [0
𝛽𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
0 0

] 

𝑉 = [
𝑋 0
−𝜀 𝑌

] 

4. Menentukan V-1 

Definisi matriks next-generation adalah 𝐺 = 𝐹𝑉−1, sehingga diperoleh 
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𝑉−1 =
1

|𝑉|
𝑎𝑑𝑗 𝑉 =

1

𝑋𝑌
[
𝑌 0
𝜀 𝑋

] = [

1

𝑋
0

𝜀

𝑋𝑌

1

𝑌

] 

𝐹𝑉−1 = [0
𝛽𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
0 0

] [

1

𝑋
0

𝜀

𝑋𝑌

1

𝑌

] 

= [
𝛽𝑏𝜀(𝜌 + 𝜇)

𝜇𝑋𝑌(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)

𝛽𝑏(𝜌 + 𝜇)

𝜇𝑌(𝜇 + 𝜌 + 𝜎)
0 0

] 

Karena bilangan 𝑅0 merupakan radius spektral (nilai eigen dominan) dari 

matriks Next Generation, maka diperoleh 𝑅0 =
𝛽𝑏𝜀(𝜌+𝜇)

𝜇𝑋𝑌(𝜇+𝜌+𝜎)
, dengan 𝑋 = 𝜀 +

𝜓 + 𝜇 dan 𝑌 = 𝜔 + 𝛾 + 𝜇 + 𝜇𝑇 maka dengan mensubstitusikan nilai 𝑏 =

0.2, 𝛽 = 0.35, 𝜀 = 0.3, 𝜇 = 0.0167, 𝜌 = 0.6, 𝜎 = 0.3, 𝑋 = 1.0167, 𝑌 = 1.1167 

yang diperoleh dari Tabel 4.2, dengan demikian diperoleh nilai 𝑅0 =

0.00015935377.  Karena nilai 𝑅0 < 1 maka dapat disimpulkan bahwa jumlah 

kasus TBC akan semakin berkurang dari waktu ke waktu sehingga wabah TBC 

hilang dari populasi. 

 

4.2 Simulasi Model SEITR dan Perbandingan Grafik Dinamik dengan 

Pengaruh Vaksin dan  Pengobatan  

Simulasi dilakukan untuk mengetahui gambaran penyebaran penyakit TBC 

dengan menggunakan model SEITR yang diberikan pengaruh vaksin dan 

pengobatan. Pada simulasi ini nilai parameter sesuai dengan Tabel 4.2. Dengan 

menginput model, nilai awal dan nilai parameter pada software, maka diperoleh 

hasil grafik sebagai berikut:  
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Gambar 4.2 Simulasi Perubahan Populasi S pada Model SEITR tanpa Pengaruh Vaksin 

dan Menggunakan Nilai Parameter  𝒃 = 𝟎. 𝟐, 𝜷 = 𝟎. 𝟑𝟓 , 𝝁 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟕 

 

Gambar 4.2 menunjukkan banyaknya individu rentan pada model SEITR 

yang tidak diberikan pengaruh vaksin pada individu yang rentan. Berdasarkan 

grafik yang diperoleh pada mulanya 𝑡 < 10 individu rentan berkurang lalu 

perlahan meningkat hingga pada 𝑡 = 200 proporsi individu rentan mencapai 

angka sekitar 11. Selanjutnya akan diberikan grafik proporsi populasi S pada 

model SEITR yang diberikan pengaruh vaksin. 

 

Gambar 4.3 Simulasi Perubahan Populasi S pada Model SEITR dengan Pengaruh 

Vaksin dan Menggunakan 𝒃 = 𝟎. 𝟐, 𝜷 = 𝟎. 𝟑𝟓 , 𝝁 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟕 , 𝝈 = 𝟎. 𝟑 , 𝝆 =  𝟎. 𝟔 
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Gambar 4.2 menunjukkan banyaknya individu rentan model SEITR yang 

diberikan pengaruh vaksin pada individu yang rentan. Berdasarkan grafik yang 

diperoleh pada mulanya individu rentan berkurang lalu perlahan meningkat 

hingga pada 𝑡 = 200 proporsi individu rentan mencapai angka sekitar 8. Pada 

penelitian ini juga telah dilakukan simulasi dengan nilai  𝝈 = 𝟎. 8, hasil grafik 

menunjukkan bahwa pada mulanya individu rentan tertular berkurang lalu 

perlahan meningkat hingga mencapai angka 3. Sehingga dapat disimpulkan bahwa 

vaksin dapat memperhambat peningkatan individu rentan dengan berjalannya 

waktu. Dengan meningkatkan pemberian vaksin maka peningkatan individu 

rentan juga memerlukan waktu yang lebih lama. 

 

Gambar 4.4 Simulasi Perubahan Populasi E pada Model SEITR dengan Pengaruh 

Pengobatan dan Menggunakan Nilai Parameter  𝜷 = 𝟎. 𝟑𝟓 , 𝝁 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟕, 𝜺 = 𝟎. 𝟑,𝝍 =
𝟎. 𝟕  

 

Gambar 4.4 menunjukkan banyaknya individu terpapar pada model SEITR 

yang diberikan pengaruh pengobatan pada individu yang terpapar. Berdasarkan 

grafik diperoleh bahwa individu terpapar terus mengalami penurunan hingga 

menjadi 0 pada sekitar 𝑡 = 10. Selanjutnya diberikan grafik proporsi individu 

terpapar yang tanpa diberikan pengobatan. 
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Gambar 4.5 Simulasi Perubahan Populasi E pada Model SEITR dengan Pengaruh 

Pengobatan dan Menggunakan Nilai Parameter  𝜷 = 𝟎. 𝟑𝟓 , 𝝁 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟕, 𝜺 = 𝟎. 𝟑,𝝍 =
𝟎 

 

Gambar 4.5 menunjukkan banyaknya individu terpapar pada model SEITR 

yang tidak diberikan pengaruh pengobatan pada individu yang terpapar. 

Berdasarkan grafik diperoleh bahwa ketika 𝑡 = 1 hingga 𝑡 = 2 banyaknya 

individu terpapar mengalami peningkatan lalu  terus mengalami  penurunan. 

Namun dibandingkan dengan gambar 4.4, grafik pada gambar 4.5 mengalami 

penurunan cenderung lebih lambat. Individu terpapar mencapai angka 0 sekitar 

pada 𝑡 = 30. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa pengobatan pada 

populasi E dapat mengurangi jumlah individu terpapar TBC, sehingga dengan 

berkurangnya individu terpapar dapat mengakibatkan berkurangnya individu 

terinfeksi TBC. 

 

4.3 Pengendalian Penyakit Tuberkulosis (TBC) dalam Kaidah Islam 

TBC merupakan jenis penyakit menular yang disebabkan oleh bakteri 

Mycobacterium tuberculosis. Penularan bakteri yang cukup mudah menjadi salah 

satu penyebab banyaknya penderita TBC, sehingga jika tidak dilakukan upaya 
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pengendalian dapat menjadi suatu wabah atau dalam Islam disebut dengan istilah 

Tha’un. Berdasarkan hadis yang diriwayatkan oleh Bukhari dan Muslim, Tha’un 

merupakan suatu peringatan dari Allah SWT untuk menguji hamba-Nya. Ujian 

tersebut digunakan sebagai bukti keimanan seorang hamba kepada Allah SWT. 

Dalam hadis juga disebutkan bahwa Tha’un sebaiknya dihindari, namun jika 

dihadapkan langsung dengan Tha’un maka hal yang harus dilakukan yaitu 

menerima dengan ikhlas dan sabar.  

Islam mengajarkan beberapa cara dalam menghadapi penyakit menular 

seperti TBC yaitu dengan melakukan pengobatan bagi orang yang sakit. Dalam 

hadis riwayat muslim disebutkan bahwa “setiap penyakit memiliki obat. Jika 

ditemukan obat yang tepat maka penyakit tersebut dapat sembuh dengan izin 

Allah SWT”. Selain pengobatan bagi orang yang sakit, hal lain yang dapat 

dilakukan untuk menghadapi penyakit menular adalah dengan mengurangi 

peluang terjadinya penularan bakteri. Penularan bakteri terjadi karena adanya 

interaksi antara orang yang rentan tertular dan orang yang terinfeksi bakteri. 

Rasulullah telah menganjurkan untuk menghindar dan menjauh dari wabah. 

Dalam hadis riwayat Bukhari dan Muslim juga telah dijelaskan bahwa sikap yang 

dilakukan jika terjadi Tha’un di suatu tempat adalah dengan menghindari Tha’un.  

Berdasarkan analisis perilaku model SEITR dengan pengaruh vaksin dan 

pengobatan yang telah dilakukan, dapat diketahui bahwa dengan seiring 

berjalannya waktu penyakit TBC akan hilang dalam populasi dengan dilakukan 

upaya pengendalian penyebarannya. Pada model ini upaya pengendalian berupa 

vaksinasi dan keberhasilan pengobatan. Pemberian vaksin bertujuan untuk 

memberikan kekebalan pada tubuh sehingga dapat mengurangi jumlah individu 
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rentan tertular bakteri. Dengan kata lain pemberian vaksin dapat mengurangi 

individu terpapar maupun terinfeksi bakteri TBC. Dengan demikian upaya 

vaksinasi merupakan upaya memperkecil peluang penularan bakteri. Upaya 

pengendalian lain yaitu tingginya keberhasilan pengobatan. TBC merupakan 

penyakit yang dapat disembuhkan dengan dilakukan pengobatan yang intensif. 

Oleh karena itu untuk mengurangi jumlah kasus TBC maka keberhasilan 

pengobatan bagi penderita TBC harus tinggi. Hal tersebut dapat dicapai dengan 

lengkapnya pengobatan yang dilakukan bagi penderita. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1    Kesimpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada BAB IV, maka dapat diperoleh 

beberapa kesimpulan sebagai berikut: 

1. Berdasarkan analisis dinamik model matematika penyebaran TBC pada 

populasi Susceptible, Exposed, Infected, Treatment, dan Recovered (SEITR) 

dengan pengaruh vaksin dan pengobatan diperoleh: 

a. Dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit (𝐸0) 

dan titik kesetimbangan endemik (𝐸1) 

𝐸0 = (
𝑏(𝜌+𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)
, 0,0,0,0,

𝜎𝑏

𝜇(𝜇+𝜌+𝜎)
) dan  

𝐸1 = (
𝑋𝑌

 𝛽𝜀
,
𝑏𝜀𝛽𝜌+𝑏𝜀𝛽𝜇−𝜃

𝑋𝛽𝜀(𝜌+𝜇)
,
𝑏𝜀𝛽𝜌+𝑏𝜀𝛽𝜇−𝜃

𝑋𝑌𝛽(𝜌+𝜇)
,

𝜃(𝜓𝑌+𝜔𝜀)

𝑋𝑌𝛽𝜀(𝜇+𝜌)𝑍
,
𝜃(𝛾𝜀𝑍+𝛿𝑌𝜓+𝛿𝜔𝜀)

𝑋𝑌𝛽𝜀(𝜌+𝜇))𝑍
)  

dengan   𝜃 = (𝑏𝜀𝛽𝜌 + 𝑏𝜀𝛽𝜇 − (𝜇2𝑋𝑌 + 𝜇𝜌𝑋𝑌 + 𝜎𝜇𝑋𝑌)) 

  

b. Kestabilan titik kesetimbangan ditentukan oleh nilai eigen yang dan 

berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz. Kedua titik kesetimbangan bersifat 

stabil yang artinya dalam populasi terdapat TBC namun dengan seiring 

berjalannya waktu penyakit TBC akan hilang dalam populasi. Oleh 

karena itu perlu dilakukan upaya pengendalian penularan. 

c. Bilangan reproduksi dasar yang diperoleh yaitu 𝑅0 =
𝛽𝑏𝜀(𝜌+𝜇)

𝜇𝑋𝑌(𝜇+𝜌+𝜎)
 dengan 

mensubstitusikan nilai parameter maka dapat diperoleh nilai  𝑅0  sebesar 
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0.00015935377 dengan kata lain 𝑅0 < 1 yang artinya penyakit TBC 

akan hilang dalam populasi 

2. Berdasarkan grafik yang diperoleh dapat diketahui pengaruh vaksin dan 

pengobatan pada model. Dengan memberikan vaksin pada individu S maka 

laju peningkatan individu rentan menjadi lebih lambat dari pada individu 

rentan yang tidak diberikan vaksin. Semakin tinggi vaksinasi maka laju 

peningkatan individu rentan semakin lambat. Sedangkan untuk pengobatan 

pada populasi E juga memengaruhi laju penurunan individu E. Adanya 

pengobatan yang diberikan pada populasi E, maka laju penurunan proporsi 

individu E semakin cepat. 

  

5.2    Saran 

Pada Penelitian ini telah dibahas model matematika penyebaran penyakit 

TBC pada populasi Susceptible, Exposed, Infected, Treatment dan Recovered 

(SEITR) yang diberikan pengaruh vaksin dan pengobatan. Pada penelitian ini juga 

telah dilakukan analisis perilaku model berupa pencarian titik kesetimbangan, 

analisis kestabilan titik kesetimbangan dan bilangan reproduksi dasar. Pada 

penelitian selanjutnya  diharapkan dapat dilakukan kontrol optimal pada model. 

Kontrol yang diberikan dapat berupa vaksin dan pengobatan atau dapat diberikan 

kontrol yang lain, sehingga dapat diketahui upaya paling efektif dalam 

menurunkan kasus TBC. 
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Lampiran 1 Script Analisis Dinamik Model SEITR dengan Pengaruh Vaksin dan 

Pengobatan 

 

 

 

 

 



63 
 

 

 

 

 

 
 
  



64 
 

 

 

Lampiran 2 Script MAPLE Simulasi Model SEITR dengan Pengaruh Vaksin dan 

Pengobatan 
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