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ABSTRAK

Salsabila H.I, Ainayah Syafirah. 2023. Studi Solusi Persamaan Dirac Pada
Sumur Potensial Bergerak Sebagian. Skripsi. Program Studi Fisika.
Fakultas Sains dan Teknologi. Universitas Islam Negri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Dosen pembimbing (I) Arista Romadani, M.Sc (II)
Muthmainnah, M.Si

Kata Kunci : Persamaan Dirac, sumur potensial, partikel

Persamaan Dirac adalah persamaan gelombang relativistik yang memiliki bentuk
persamaan diferensial, bentuk penyelesaiannya akan menghasilkan suatu fungsi
gelombang. Penelitian ini berfokus pada studi teoritis mengenai persamaan Dirac yang
bergantung waktu dan tidak bergantung waktu dalam konteks sumur potensial bergerak
sebagian. Penelitian ini mengajukan rumusan masalah seputar persamaan Dirac bergantung
waktu dan tidak bergantung waktu untuk sumur potensial bergerak sebagian, serta eigen
states dan eigen value pada persamaan Dirac tersebut. Tujuan penelitian adalah
menentukan persamaan Dirac yang sesuai dengan kasus sumur potensial bergerak
sebagian, serta menemukan eigen states dan eigen value terkait. Metode penelitian
menggunakan pendekatan teoritis yakni solusi umum fungsi gelombang pada persamaan
Dirac, diterapkan pada persamaan energi dan Hamiltonian. Selain itu, penelitian ini juga
menggunakan cara alternatif yang melibatkan  syarat kontinuitas dan konstanta
normalisasi. Hasil penelitian menunjukkan bahwa persamaan Dirac yang bergantung waktu
dan tidak bergantung waktu dapat dihasilkan dengan menggunakan pendekatan yang
diterapkan. Solusi eigen states dan eigen value pada persamaan Dirac untuk sumur
potensial bergerak sebagian ditemukan dengan pendekatan numerik, memberikan
pemahaman mendalam tentang sifat partikel dalam konteks ini.

Xiv



ABSTRACT

Salsabila H.I, Ainayah Syafirah. 2023. Study on Solutions of the Dirac Equation
in a Partially Moving Potential Well. Undergraduate Thesis. Physics
Study Program. Faculty of Science and Technology. State Islamic
University Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Arista Romadani,
M.Sc (11) Muthmainnah, M.Si

Keywords: Dirac equation, potential well, particle

The Dirac equation is a relativistic wave equation that takes the form of a differential
equation, and its solution yields a wave function. This research focuses on theoretical
studies regarding the Dirac equation, both time-dependent and time-independent, in the
context of a partially moving potential well. The study formulates problems related to the
time-dependent and time-independent Dirac equations for a partially moving potential well,
along with eigenstates and eigenvalues in the Dirac equation. The research aims to
determine the appropriate Dirac equation for the case of a partially moving potential well
and to discover the related eigenstates and eigenvalues. The research methodology employs
a theoretical approach, namely the general solution of the wave function in the Dirac
equation, applied to the energy and Hamiltonian equations. Additionally, this study also
utilizes an alternative method involving continuity conditions and normalization constants.
The results indicate that both time-dependent and time-independent Dirac equations can be
obtained using the applied approach. The eigenstates and eigenvalues solutions for the
Dirac equation in a partially moving potential well are found through numerical
approaches, providing a profound understanding of particle behavior in this context.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada awal periode ke-19 merupakan peristiwa perkembangan fisika modern
dan fisika kuantum, hal ini ditandai dengan penemuan Planck tentang konsep
kuantisasi cahaya. Hampir sepanjang periode ini banyak kajian yang dilakukan
terkait dengan gelombang elektromagnetik dan juga terkait dengan benda-benda
berukuran mikroskopik. Pada periode ini juga dijelaskkan perbedaan mengenai
mekanika klasik, mekanika relativitas, dan mekanika kuantum. Perbedaan
ketiganya didasarkan pada perilaku dan ukuran sistem fisika yang dikaji.

Mekanika kuantum atau yang biasa disebut dengan fisika kuantum merupakan
ide yang membahas mengenai perilaku benda-benda berukuran mikroskopis
(sekitar ukuran atom atau lebih kecil lagi). Benda-benda massif atau non-masif
berukuran sekitar diameter atom atau lebih kecil lagi memiliki perilaku ganda
(dualisme), yakni berperilaku sebagai partikel dan seperti gelombang. Dalam
mekanika klasik telah dirumuskan secara sempurna hukum dan persamaan untuk
menjelaskan perilaku partikel atau perilaku gelombang secara terpisah. Namun,
dalam mekanika kuantum suatu sistem fisika (foton, proton, dan elektron)
memperlihatkan dua perilaku pada benda yang sama, tetapi pada waktu yang
berbeda. Kadangkala cahaya menunjukkan perilaku sebagai partikel dan pada
waktu yang lain cahaya menunjukkan perilaku sebagai gelombang. Pada mekanika
klasik belum ada hukum dan persamaan yang menjelaskan perilaku partikel atau

gelombang yang memiliki sifat ganda (dualisme).



Partikel selalu dikaitkan dengan sesuatu benda yang sangat kecil atau dapat
disebut berukuran mikroskopis, di dalam Al-Qur’an terdapat sebuah ayat yang
didalamnya terdapat pembahasan mengenai sesuatu yang berukuran sangat kecil
yakni pada QS. Adz Dzaariyaat (51): ayat 1-6 :

o I B

S5 (8) i Slenili(r) 5 Sl (¥) 1y ool 1 (1) 53 <

() &5 5 85 (o) Bslial byle

“Demi Partikel —partikel yang sangat halus (1). Yang membawa beban berat (2) .

Yang mengalir dengan mudah (3). Yang membagi-bagi urusan (4). Sesungguhnya

yang dijanjikan padamu pasti benar (5). Dan sesungguhnya pembalasan pasti
terjadi (6) ’(Qs. Adz-Dzaariyaat (51):1-6

Dalam Tafsir Fi Zhilalil —Qur’an IX, ayat ini menjelaskan tentang Allah SWT
bersumpah demi angin, awan,kapal-kapal(bahtera) dan malaikat yang merupakan
makhluk-Nya yang dijadikan sebagai sarana bagi kekuasaan-Nya dan pemenuh
kehendak-Nya, Allah menuturkan segala sarana ini untuk mengarahkan kalbu
kepada segala kerahasiaanNya yang terpendam serta memberikan segala bentuk
rezeki kepada makhluk-Nya. Allah bersumpah atas keempat makhluk-Nya berjanju
kepada manusia tentang segala perbuatannya yang baik maupun yang buruk pasti
akan mendapatkan balasan yang sama, kebaikan akan dibalas dengan kebaikan
keburukan akan dibalas dengan keburukan. Apabila Dia menangguhkan hisab di
dunia, bukan berarti hisab akan ditangguhkan pula di akhirat. Janji itu akan terbukti
dan apa yang dijanjikan Allah SWT pasti akan terwujud (Sayyid, 2003)

Pada Qs. Adz Dzariyat secara ekplisit mengandung suatu penafsiran yang dapat
dikaitkan pada dunia sains, terkhusus mengenai mekanika kuantum. Penafsiran ayat

yang merujuk tentang mekaika kuantum yang membahas mengenai partikel-



partikel berukuran mikro juga mengenai sifat dari partikel mikroskopis ini. Pada

kata dzariyat (-4,2) adalah suatu kata yang memiliki bentuk lain dzarra (<) .

Ketika pada Al-Qur’an menggunakan kata dzarrah untuk benda kecil seperti debu
atau semut kecil maka dapat dikaitkan pada keilmuan fisika yang mengarah pada
partikel beserta penyusun-penyusunnya (Mulyono dan Ahmad, 2006). Hal ini
sangat sesuai dengan materi yang akan dikaji pada penelitian ini yakni partikel
dalam persamaan dirac.

Materi yang menjelaskan mengenai sifat dari partikel didefinisikan dalam suatu
postulat yang telah disepakati oleh fisikawan yang mendalami mekanika kuantum
yakni Persamaan Schrodinger, dimana persamaan ini disepakati sebagai postulat
dasar untuk perumusan persamaan gerak. Persamaan Schrodinger yang merupakan
postulat dasar untuk perumusan persamaan gerak, dirumuskan oleh seorang
fisikawan bernama Erwin Schrodinger pada tahun1925. Persamaan ini merupakan
persamaan yang dijabarkan dari persamaan gelombang dan beberapa konsep fisika
modern seperti sifat panjang gelombang de’ Broglie, serta persamaan Schrodinger
ini diberikan untuk perubahan dari fungsi gelombang pada sistem non-relativistik.
Sedangkan pada sistem yang relativistik dijelaskan oleh Persamaan Klein-Gordon
dan Persamaan Dirac

Persamaan Klein-Gordon dirumuskan oleh Oskar Klein, Walter Gordon dan
Vladimir Fock pada tahun 1926. Persamaan ini merupakan modifikasi dari
persamaan Schrodinger, yang digunakan untuk sistem relativistik. Namun,
kelemahannya persamaan Klein-Gordon tidak memenuhi syarat kontinuitas karena
suku waktu (t) merupakan persamaan orde kedua, lalu dari kekurangannya ini

diperbaiki oleh Persamaan Dirac (Afifatul,2021).



Persamaan Dirac dirumuskan oleh fisikawan britania yakni Paul Andrien
Maurice Dirac pada tahun 1928. Persamaan Dirac merupakan bentuk persamaan
untuk menyelesaikan permasalahan yang ada pada persamaan Klein-Gordon
dengan strategi yang berbeda, yakni merumuskan kembali persamaan gelombang
relativistik dalam bentuk persamaan diferensial orde pertama, sebagaimana pada
persamaan Schrodinger (Griffith,2008).

Banyak ilmuwan fisika yang tertarik untuk meneliti mengenai solusi untuk
persamaan gelombang, dengan menggunakan berbagai metode numerik dan
analitik. Salah satu penelitian mengenai persamaan gelombang dengan
memvariasikan potensialnya menggunakan sumur potensial yakni penelitian dari
Michael Koehn “Solution of Klein Gordon Equation In An Infinite Square Well
Potential With A Moving Wall . sistem relativistik dari dinding bergerak pada sisi
lain adalah objek studi yang jarang diteliti meskipun memiliki aplikasi menarik.
Pada penelitiannya membahas mengenai Klein-Gordon satu dimensi. Kemudian
didapat solusi eksak dari persamaan Klein-Gordon dalam domain dengan batas-
batas waktu. Pada penelitiannya mensubstitusikan solusi eksak orthogonal ke
persamaan Klein-Gordon satu dimensi dengan sumur potensial persegi tak hingga
yang memiliki dinding bergerak dengan kecepatan konstan. Solusi ini diperoleh
dengan menerapkan transformasi sederhana ke ruang hiperbolik, lalu meneliti
secara numeric sifat sifat gelombang relativistik tak bermassa yang memantul pada
dinding bergerak datar dan dinding statis dalam ruang sumur potensial tak
berhingga (Koehn,2013).

Selain penelitian pada persamaan Klein-Gordon yang merupakan persamaan

relativistik orde kedua, terdapat penelitian lainnya yang mengkaji untuk orde



pertama dalam persamaan relativistic yakni penelitian pada persamaan Dirac
dengan permodelan potensial yang sama yakni menggunakan sumur Potensial.
Yakni penelitian yang dilakukan oleh Qiuyu Shan, yang telah melakukan penelitian
pada persamaan Dirac dengan menggunakan sumur potensial berhingga bergerak
sebagian pada artikelnya dengan judul “Solution Of The Dirac Equation In One
Fixed And One Moving Wall Well”. Pada penelitiannya didapatkan solusi numerik
untuk persamaan Dirac yang bergantung waktu dan tak bergantung waktu pada
sumur potensial berhingga bergerak sebagian. Operator Hamiltonian dalam
kuantum merupakan hal yang sangat penting. Penelitian ini dimulai dengan
menentukan koordinat partikel yakni koordinat z dan spin up dengan memberikan
potensial pada sumur potensial berhingga yang mana dibagi menjadi tiga daerah,
sehingga menghasilkan tiga solusi. Pada paper ini terdapat solusi dari persamaan
Dirac yang bergantung waktu dan tak bergantung waktu pada sumur potensial
bergerak sebagian, dan solusi untuk persamaan Klein-Gordon yang bergantung
waktu pada sumur potensial bergerak sebagian. Kekurangan pada penelitian yang
dilkukan Qiuyu shan yakni sebagai berikut, yang pertama solusi yang terdapat pada
persamaan dirac tidak bergantung waktu hanya dituliskan secara singkat, yang
mana masih terlihat solusi untuk sumur potensial biasa tanpa ada pergerakan pada
salah satu dinding sumur. Yang kedua pada persamaan dirac yang bergantung
waktu, karena pada persamaan ini untuk mendapatkan solusinya menggunakan
pendekatan fungsi Bessel dan fungsi Mathieu yang terdapat pada solusi untuk
persamaan Klein-Gordon yang bergantung waktu untuk sumur potensial yang mana

hal tersebut jika diaplikasikan pada persamaan Dirac maka persamaan Dirac masih



belum bisa mendeskripsikannya sehingga solusinya tidak sesuai dengan postulat
Einstein dan penyelesaiannya tentu menjadi tidak sederhana (Shan,2021).

Kemudian digunakan suatu cara alternatif untuk menemukan solusi dari
permsalahan pada kasus persamaan dirac yang bergantung waktu pada penelitian
sebelumnya, yakni dengan mengutip solusi fungsi gelombang pada kasus tidak
bergantung waktu dengan diberi tambahan nilai VAt. Dimana VAt ini merupakan
sampel kecil yang digunakan sebagai pendekatan untuk solusi yang diinginkan
yakni solusi eigen state dan eigen value. Untuk mendapatkan penyelesaiannya
diperlukan hasil dari normalisasi konstanta hingga persamaan tersebut
ternormalisasi, lalu dari beberapa persamaan dan hasil dari konstanta normalisasi
di plot pada matlab 2023a yang akan menghasilkan suatu grafik energi. Untuk
referensi acuan yang digunakan ada beberapa buku yakni Introduction to
elementary particle karya Griffith, serta beberapa buku lainnya. Hal ini akan
menjadikan suatu alternatif dari jurnal karya Qiuyu shan.

Permodelan yang digunakan untuk menentukan potensial pada kedua
penelitian diatas ialah Sumur Potensial. Sumur potensial merupakan permodelan
sederhana yang akan menjembatani untuk membahas sistem yang lebih fisis, yakni
osilator harmonik dan atom hydrogen. Sumur potensial digambarkan sebagai suatu
daerah yang dibatasi oleh suatu dinding potensial tak berhingga dengan bagian
dalamnya tidak terdapat potensial eksternal.

Pada penelitian ini memiliki penelitian terdahulu lainnya yakni mengenai kasus
potensial penghalang satu dimendi untuk partikel Dirac dan Klein-Gordon yang
dipengaruhi oleh medan elektromagnetik, yakni dengan memodelkan sistem

potensial periodik satu dimensi yang kemudian dilakukan pemodifikasian terhadap



persamaan Dirac dan Klein-Gordon akibat adanya medan elektromagnetik
(Romadani, 2019). Dan kasus potensial lain yakni penelitian mengenai kasus
penghalang potensial satu dimensi dari suatu partikel fermion yang berada dalam
pengaruh medan elektromagnetik (Romadani, 2020).

Ketertarikan dalam mengkaji kasus pada persamaan Dirac ini karena dapat
diaplikasikan untuk bidang fisika partikel, terlebih pada persamaan gelombang
relativistik yang pada saat ini sedang ramai untuk dikaji. Berdasarkan penelitian
terdahulu mengenai persamaan gelombang non-relativistik dan relativistik pada
sumur potensial dalam menentukan fungsi gelombangnya dan nilai eigennya, dalam
penelitian ini akan dikaji mengenai persamaan Dirac untuk kasus sumur potensial
berhingga dengan dinding bergerak sebagian dengan mengkaji permodelan yang
dilakukan pada penelitian dari Qiuyu Shan. Berdasarkan referensi paper dan buku
buku lainnnya sehingga Penelitian dapat memaparkan kajian mengenai solusi untuk
persamaan Dirac yang bergantung waktu dan tidak bergantung waktu pada kasus
sumur potensial bergerak sebagian, dan dapat mengkaji mengenai solusi fungsi
gelombang (eigen state) juga nilai eigen (eigen value) pada persamaan dirac yang

bergantung waktu maupun tidak bergantung waktu dalam kasus ini.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, dirumuskan beberapa
masalah yang akan diselesaikan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.
1.  Bagaimana persamaan Dirac bergantung waktu dan tak bergantung waktu

untuk sumur potensial bergerak sebagian ?



2.  Bagaimana eigen states dan eigen value sumur potensial berhingga dengan
dinding bergerak sebagian pada persamaan Dirac yang bergantung waktu

dan tak bergantung waktu ?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah yang akan dibahas, maka tujuan dilakukannya
studi teoritik ini adalah sebagai berikut.
1.  Untuk menentukan persamaan Dirac yang bergantung waktu dan tidak
bergantung waktu untuk sumur potensial bergerak sebagian
2. Untuk menentukan eigen states dan eigen value sumur potensial behingga
dengan dinding bergerak sebagian pada persamaan Dirac yang bergantung

waktu dan tak bergantung waktu.

1.4 Manfaat Penelitian
Dari pembahasan secara teoritik ini diharapkan memberikan manfaat sebagai

kajian pengembangan dalam penelitian suatu kasus dalam bidang fisika partikel
mengenai persamaan gelombang relativistik dengan partikel yang memiliki spin % :
atau dapat juga hasil yang didapat pada penelitian ini bisa menjadi rujukan ketika
mengkaji mengenai persamaan Dirac dalam sumur potensial berhingga dengan

dinding yang bergerak sebagian

1.5 Batasan Masalah
Batasan masalah pada penelitian ini adalah kajian teoritik mengenai fungsi

gelombang pada persamaan Dirac yang bergantung waktu dan tak bergantung



waktu, eigen state dan eigen value sumur potensial berhingga yang bergerak
sebagian pada persamaan Dirac yang bergantung waktu dan tak bergantung waktu.

Kemudian untuk penggunaan cara alternatif menggunakan syarat kontinuitas dan

konstanta normalisasi.
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2.1 Sumur Potensial Kuantum

Sumur potensial digambarkan sebagai suatu daerah yang dibatasi dinding
potensial yang tak terbatas tanpa potensi eksternal di dalamnya. Di dalam sumur,
kondisi partikel Dirac dapat ditinjau dalam keadaan bebas (particle free). Karena
dinding potensial memiliki nilai yang sangat besar, jadi efek tunneling tidak akan

muncul.

=0 z=L

Gambar 2. 1 Sumur Potensial tak berhingga (Krane,2012)

Pada gambar 2.1, energi potensial V partikel bernilai tak berhingga di kedua sisi
sumur dan V bernilai konstan (sama dengan nol) di dalam sumur. Sementara itu,
dinding sumur yang dianggap sangat keras dan tak berhingga menyebabkan partikel
hanya dapat bergerak bolak balik di antara dnding sumur. Partikel dapat bergerak
bolak balik dan menumbuk dinding sumur tanpa kehilangan energi, sehingga
energinya konstan. Karena energi partikel yang konstan dan tidak bisa bernilai tak
berhingga, maka partikel tidak mungkin berada di luar sumur. Dalam keadaan

demikian, partikel dikatakan mengalami keadaan terikat (bound state) yang artinya
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partikel terperangkap dalam sumur dengan ¥ =0 untuk x <0 dan x>1L
(Beiser,2003).

Jika suatu energi potensial partikel adalah konstanta, berarti tidak bergantung
pada posisinya, partikel dinyatakan dalam keadaan bebas, dan tidak ada gaya. Jadi
dalam hal ini ada dua kemungkinan keadaan gerak partikel, yakni diam atau
bergerak lurus beraturan. Namun, faktanya tidak ada partikel dengan keadaan
bebas pada semua spasial, akan tetapi partikel itu bebas di ruang yang berhingga.
Hal ini berarti, energi potensial konstan hanya ada pada interval spasial atau ruang
tertentu. Potensial yang merupakan konstanta selama selang waktu tertentu dan
berubah menjadi konstanta lain pada interval lain disebut potensial kotak. Apabila
terjadi perubahan dalam potensial, seperti,

vy untuk x <0
v, untuk x >0

v(x) = {
ini disebut potensial tangga. Jika terjadi dua perubahan pada potensial, maka ada
kemungkinan ada dua jenis potensial, yakni potensial tanggul dan potensial sumur
atau yang kerap disebut sebagai sumur potensial (Sutopo,2005).

Sistem kuantum yang dipertimbangkan merupakan partikel bermassa m yang
terperangkap dalam sumur potensial satu dimensi tak berhingga. Persamaan dirac

harus didapatkan solusi, dengan operator Hamiltonian

=)

Energi potensial dengan fungsi V (x) didefinisikan menjadi nol jika 0 < x < L.

(2.1)

Apabila sumur potensial tidak bergantung pada waktu maka L dapat dituliskan L,

maka, fungsi dan nilai eigen dapat diperoleh dengan rumusan dasar berikut,
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1
2\2  /nmx iEQt (22)
v,(x, t) = (L—O) sin (L—O) exp| — n )
,  hm’n? (2.3)
" 2mi?

Jika sumur bergantung waktu maka, bisa menggunakan prinsip kontinuitas
fungsi gelombang, diekspresikan sebagai jumlah linier di atas himpunan fungsi
ortonormal &,,(x, t), yakni

¥ = a, Pp(x, 1) (2.4)

Sumur potensial merupakan struktur satu dimensi yang dibangun untuk
memudahkan dalam mengekploitasi tingkat energi atau level energi diskrit yang
dimiliki partikel, karena sebuah partikel yang terperangkap dalam sumur potensial
tidak dapat memiliki sembarang energi sebagaimana energi yang dimiliki oleh
partikel bebas. Keadaan partikel yang terperangkap menyebabkan adanya
pembatasan panjang gelombang yang ekuivalen dengan pembatasan pada

momentum sehingga juga mengakibatkan pembatasan pada energi Kinetik.

1 ((mv)2> (2.5)

E, =— =
k=M 2m

Eksistensi partikel dalam sumur potensial dapat dilihat dari sifat fungsi
gelombang W(x, t), meskipun fungsi gelombangnya tidak memiliki makna fisis
secara langsung. Alasannya adalah, berkaitan dengan probabilitas bahwa partikel
berada di titik tertentu pada waktu tertentu mempunyai nilai di antara dua batas,
yaitu 0 dan 1. Sedangkan amplitudo gelombang dapat bernilai negatif, jadi W(x, t)

tidak dapat menjadi kuantitas yang teramati.
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=%k

Gambar 2. 2 Tingkatan Energi Partikel dalam Sumur Potensial (Krane,2012)

Akan tetapi, hal tersebut tidak berlaku untuk kuadrat besaran mutlak fungsi
gelombang |W(x, t)|? yang disebut sebagai rapat probabilitas posisi partikel .
P(x,t) = |¥Y(x, )|? =¥ * (x, )P (x, t). (2.6)
Secara lebih tepat |W(x, t)|2dV menyatakan kemungkinan untuk mendapatkan
partikel yang dideskripsikan oleh W(x, t) dalam elemen volume dV di sekitar posisi
x pada saat t. Dalam kasus satu dimensi, probabilitas untuk menemukan partikel
dalam interval x dan x + dx pada waktu t adalah,

P(x,t)dx = |W(x,t)|%dx = W * (x,)¥(x, t)dx 2.7
karena |'F(x. £ [° berbanding lurus dengan rapat probabilitas P(x, t), maka integral
rapat probabilitas atau #(x,2)1* ke seluruh ruang V harus berhingga untuk

mendapatkan partikel yang diberikan oleh H(x 1% Rumus yang dapat
menyatakan bahwa partikel berada di dalam sumur pada waktu tertentu adalah
(Krane,2012),

FOOP(x, t)dv :f+°° D1 gy = 1 28)

co

Persamaan ini merupakan syarat normalisasi dan fungsi gelombang yang

memenuhi syarat tersebut maka merupakan fungsi ternormalisasi (Purwanto,2005).
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Selain harus ternormalisasi secara tepat, fungsi gelombang juga harus memenuhi
syarat yang lain, yakni turunan pertamanya harus kontinyu di setiap x, berhingga,
dan bernilai tunggal, supaya bisa digunakan untuk semua perhitungan yang
memiliki makna fisis (Krane,2012).

Fungsi gelombang W(x, t) dapat bernilai positif atau negatif, sedangkan rapat

probabilitas % 631* selalu bernilai positif. Sebab sebuah partikel yang berada
dalam sumur potensial hanya dapat ditemukan dengan energi E,,, maka fungsi
gelombang dan rapat probabilitas partikel tersebut berbentuk W, (x,t) dan

|W,, (x, t)|? supaya sesuai dengan E,,(Krane,2012).

2.2 Sumur Potensial Berhingga pada Persamaan Schrodinger

Perhatikan pada gambar sumur potensial berhingga berikut:

-a/2 a/l
[T 15

Gambar 2. 3 Sumur potensial

Dengan,
V(x) = -V, 2 ex<l )|
X) = 0 2 X 2;
a a
Ve =0x< -5 () x=5, ()
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Dengan persamaan Schrodinger yakni:

2m a a 2.9

R BV ¥STpEy 9
VT (E+ V) Zex<z
h2 )Y, 2SS

Untuk E > 0 pada persamaan (2.9) memiliki solusi dalam bentuk e**? yang
mana tidak dapat dinormalisasi tapi dapat dibatasi, sehingga pada daerah E tersebut
sesuai dengan spektrum kontinu. Untuk spektrum kontinu berada diantara

[—V,, oo], dan pada keadaan terikat berada diantara [—V,, 0], yang dirumuskan

v2m(Vo — |E]) V2mlE|

q= » >0, K= n > 0,
Dengan,
2Zm
) vy EY, x el Il
Y= 2m
Y (E+Vy)y, xell
Perhatikan bahwa g dan k memenuhi,
74K = ZTZZVO- (2.10)
Pada daerah 11 solusinya sebagai berikut,
Y, = Asin(gx + 6)
Pada wilayah | dan 1ll, solusinya memiliki bentuk e%*?# dengan
memperhitungkan normalisasinya,
W = Be'*?; Wiy = Ce™ ™

Karena Hamiltonian merupakan invariant dibawah x — —x dan karena
tingkat diskrit satu dimensi adalah non-degenerasi, fungsi eigen energi memiliki

paritas pasti, baik genap maupun ganjil di bawah x. Maka,
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Yy =Acosqx atau Yy =Asing x
pada daerah | atau 111, penyelesaiannya berbentuk e‘*Z jadi,
Itbl ES Bexx atau l/)[[[ == Ce_Kx

Kontinuitas di x =§ menggunakan kondisi Y;; =Yy Wy =Y.
karena fungsinya genap atau ganjil, maka kondisi kontinu pada x = — % yang secara

otomatis akan terpenuhi, untuk fungsi genap (B = C) diperoleh bahwa,

a
q taan =K (2.11)

mudahnya untuk fungsi eigen ganjil pada kondisi ini adalah

a
_q Cotq7 . (2.12)

Pada sumur potensial satu dimensi memiliki setidaknya satu keadaan terikat.
Namun berbeda jika pada kasus sumur poentsial tiga dimensi, dimana potensialnya
harus memiliki lebar atau kedalaman minimum untuk memiliki satu keadaan

terikat.

2.3 Persamaan Klein -Gordon

Mekanika Newtonian yang diperkenalkan oleh Newton, pada dasarnya
merupakan prinsip dari fenomena-fenomena yang ditemukan dalam kehidupan
sehari-hari. Akan tetapi, mekanika Newtonian hanya dapat dioperasikan pada objek
makro yang bergerak dengan kecepatan kecil. Namun pada obbjek makro yang
bergerak dengan kecepatan tinggi (mendekati kecepatan cahaya), telah
diperkenalkan teori baru Einstein pada tahun 1905 yang disebut dengan teori
relativitas khusus. Pada awal abad ke-20, lahir lah pula teori yang menjadi pilar

bagi fisika modern. Teori yang dimaksud adalah teori mekanika kuantum yang
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diberlakukan untuk objek-objek mikro, seperti atom dan partikel penyusunnya.
Mekanika kuantum dirumuskan oleh banyak fisikawan, diantaranya adalah Max
Planck, A. Einstein, A. H. Compton, Louis de Broglie, E. Schrodinger, W.
Heisenberg, dan Neils Bohr. E. Schrodinger dan W. Heisenberg kemudian disebut
sebagai pelopor mekanika kuantum karena berhasil merumuskan solusi dari salah
satu kasus yang ditelaah dalam mekanika kuantum, yakni tentang cara mendapatkan
fungsi gelombang (Griffiths, 1999).

Keberhasilan Schrodinger dalam merumuskan fungsi gelombang belum dapat
dikatakan sebagai puncak kejayaan teori kuantum. Sebab, setlah ditemukan dan
dirumuskannya tiga pilar dasar tersebut, kembali muncul pertanyaan mengenani
bagaimana menjelaskan tentang objek mikro yang bergerak dengan kecepatan
tinggi, mmisalnya seperti elektron yang bergerak dengan kecepatan 250 juta m/s.
Pertanyaan ini kemudian berhasil dipecahkakn oleh O. Klein, V. Fock, dan W.
Gordon melalui upayanya dalam menggabungkan teori mekanika kuantum dari
teori relativitas khusus (Purwanto, 2005). Lalu dilakukan modifikasi terhadap
persamaan gelombang schrodinger agar menjadi persamaan yang relevan untuk
kasus relativistik yang kemudian menghasilkan persamaan gelombang relativistik
yang disebut dengan persamaan Klein-Fock-Gordon atau persamaan Klein-Gordon.

Persamaan Klein-Gordon diturunkan dengan metode yang sama seperti
persamaan Schrodinger karena pada dasarnya persamaan Klein-Gordon merupakan
persamaan Schrodinger yang termodifikasi. Persamaan Schrodinger merupakan
persamaan gelombang non-relativistik yang ditenntukan melalui persamaan
hubungan energi dan momentum. Sehingga, persamaan Klein-Gordon yang

merupakan persamaan gelombang relativistik diturunkan melalui persamaan
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hubungan energi dan momentum yang relativistik. Partikel yang bergerak dengan

kecepatan mendekati kecepatan cahaya (v = c) mempunyai energi total dan

momentum sebesar
E = mc?, p=mv (2.13)

Massa m dalam persamaan (2.13) adalah massa untuk benda yang bergerak,

karena dalam hal ini benda atau partikel yang ditinjau adalah benda yang begerak

Massa untuk partikel yang bergerak besarnya adalah,
m=ym, (2.14)

my

172
-z
dengan m, adalah massa diam benda, sedangkan y diperoleh dari transformasi

Lorentz. Substitusi m ke persamaan (2.13)
(2.15)

myc?
p=mv=

E =mc? =

1__
c? c

Ketika E dan p pada persamaan (2.14) di kuadratkan, kemudian dilakukan

substitusi dan operasi matematis di antara keduanya, maka akan didapatkan

persamaan hubungan energi dan momentum relativistik sebagai berikut,
(2.16)

EZ — pZCZ + m2C4,

untuk energi dan momentum dalam kasus relativistik dituliskan dalam bentuk

operator yakni
(2.17)
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Substitusi operator energi dan operator momentum ke dalam persamaan
(2.16) kemudian mengoperasikan operator tersebut pada suatu fungsi gelombang
Y(x, t), menghasilkan persamaan
E? = p%c? + m?c*, (2.18)

(m%) Wx,t) = (—iAV)2c2W(x, t) + m2ctW(x, t)

0°WY(x,t
—h? a—gz) = (—h%c?V? + m2cHW¥(x, t)
1 0% m?c*
(7~ oo~ oer ) e =0

Persamaan (2.17) ini yang disebut persamaan Klein-Gordon, dengan
Y(x,t) dinyatakan sebagai perkalian dari fungsi posisi ¥(x) dan fungsi waktu
@(t). Di persamaan (2.16) menyatakan operator energi dan momentum. Partikel
bebas dengan hubungan relativistik diterapkan pada persamaan Schrodinger untuk
mendapatkan persamaan gelombang relativistik. Dalam relativitas khusus,
diperkenalkan momentum empat yaitu generalisasi momentum tiga dimensi klasik
menjadi ruang-waktu empat dimensi. Persamaannya dapat ditulis sebagai berikut
(Greiner,2000):

. _E? (2.19)
P"Pu=—z —P-p = mgct,

dimana p* adalah operator momentum empat dimensi kovarian yang didefinisikan:

_“—'ha —{'h 4 +'ﬁa +'ha +'ha}
pr=t axﬂ_La(ct) laxl laxz Lax3

(2.20)

= [(hVH

—{'h d ,ha ,ha _ha}
- a(ct)’ Mo " oy’ "oz
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= ih{%, v} = .5}
dengan demikian, didapat persamaan Klein-Gordon untuk partikel bebas dalam
bentuk momentum empat dimensi:
pFpub = micy (2.21)

untuk nilai m, merupakan massa diam partikel yang didefinisikan sebagai massa
yang diukur dalam kerangka diamnya dan c¢ kecepatan cahaya dalam vakum.
Dengan mensubstitusikan persamaan (2.20) ke persamaan (2.21) didapatkan
(Greiner,2000):

prp P = micy (2.22)

(p*pup —mic®y) =0

2( 02 9% o2 az>¢_m2C2¢:0
c20t?2  9x2 dy? 0z 0

92 0% 02 62+m%cz — 0o
c?dt?> 0x? 0y? 0z? h? V=

Persamaan Klein-Gordon dapat diverivikasi kovariansi lorentznya, seperti

p*p, adalah invarian dalam transformasi Lorentz. Persamaan (2.22) identik dengan

persamaan gelombang klasik dimana suku

menjadi konstanta k. Solusi bebas

mac?
2

berbentuk (Greiner,2000):

J J 2.23
Y = exp (—%pﬂ“) = exp [—%(pox" —Dp.Xx) (223)

= exp [% (p.x — Et)] .
Persamaan (2.23) memberikan solusi persamaan gelombang sebagai fungsi

posisi dan fungsi waktu sekaligus, berbeda dengan persamaan gelombang klaslik
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yang hanya fungsi posisi untuk partikel bebas. Dengan menyisipkan persamaan
(2.23) ke dalam persamaan (2.21) didapatkan (Griffith,2005):
pipuP = mgc?y (2.24)

i i
pHp, exp (— Epux”) = mac? exp (— Ep,pc“)

— 2.2
p*p, = mge

— —p.p = m3c?

E? = (mc* + p?c?)

E =+ [m3c* + pc?

Dengan demikian persamaan (2.24) mempresentasikan dua solusi yakni energi

positif E = (m3c* + pzcz)% dan energi negatif E = —(m3c* + pzcz); Solusi
persamaan (2.24) menghasilkan energi negatif yang menunjukkan adanya
antipartikel (Greiner,2000).

231 Non-relativistik Limit

Untuk mempelajari mengenai non-relativistk limit dari persamaan Klein-
Gordon (2.21). terlebih dahulu dapat ditentukan ansatz

l/)(T, t) = QD(T, t) exp (—% m0C2t>, (225)

dalam batas non-relativistik selisih jika energi total partikel adalah £ dan massa
diam partikel mqc? sangat kecil. Maka dapat didefinisikan

E' = E —myc? (2.26)
pada persamaan diatas menyatakan bahwa E’ merupakan non-relativistik, maka

dapat diartikan E’ < myc?2. Oleh karena itu
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0 2.27
|ih—(p| ~ E'¢ K myc?e (221)
ot
maka, dari persamaan (2.25) didapatkan,
oY (dp  myc? ( i 2t> (2.28)
ot \at  ‘Tn PP \TRM™C
mgc? [ 5
~ i <pexp<—£m0c t)
0% 09 (0p  myc? ( i Zt)
otz oat\at = n 7P \TR™C
_[.moc? 09 mgc? mge? (i Zt)
“I'Th o Ta nz O|FP (pMeC
2myc?dp  mict i 5
= —ll P E-l_ w2 ¢ exp(—Emoc t)
lalu substitusikan hasil pada persamaan (2.21), (Greiner,2000)
(2.29)

_ _ 2
2" n o Twe Mo¢ t)

1[.2mgc?d¢p mac* l i
— ) exp( -

0?2 9% 0% mac? i )
=322 + 3y2 + 32 e (pexp(—ﬁ myc“t)

0@ h? 62+62+62 h?
ot 2my\0x2 dy? 9z2)"

2.3.2 Partikel bebas Spin-0

Sebelumnya Kkita telah menyatakan bahwa dalam teori relativistik konsep
partikel bebas adalah suatu idealisasi. Selanjutnya partikel spin-nol, seperti pion
atau kaon, berinteraksi kuat dengan partikel dan medan lain. Namun demikian kita

dapat menemukan beberapa metode praktis untuk menangani masalah ini dengan
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mempelajari solusi bebas dari (2.21). Berikut merupakan persamaan densitas (2.30)

dan probabilitas (2.31)

o i ) 2.30
i = g (W T0°) 230

ik ay (2.31)
Q_Zmocz (l/) ot 6t>

dari kedua persamaan ini didapatkan persamaan kontinuitas, kemudian

diintegralkan persamaan tersebut,

% 4+ divj=0 (2:32)
at
do 0 (2.33)
— d3x = —fg(x, t)d3x
f,,at at ),
=— fdivj d3x
v
_— j j.dF =0
F

dapat diartikan bahwa

f@ d3x = konstan (2.34)
v

yakni ketetapan waktu pada normalisasi. Kemudian bagaimana untuk menafsirkan
o dan j. Interpretasi probabilitas tidak berlaku, seperti yang terlihat pada persamaan
(2.31). Namun didapat alternatif yang memperoleh empat rapat arus muatan dari

perkalian densitas (2.30) dengan muatan dasar e,

pemlrp e e y-rays] e

=] ieh * * ! . ]
]MZZ_THO (l/) ”l/J—l/)V”l/J)Z{CQ,—]}

dimana o' dan j' sebagai berikut,
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_ ihe (.09 oy 2.36
Q= 2myc? (l/) at l/) at) ( )
; __ ihe *8_1[)_ 6_1[)*
Q= ZmOC(lp at l/) 6t)
, _ ihe « 0P 6_1/)*
e = 2myc? (l/) at l/) at )
, ieh ( oYYy %azp*azp*) (2.37)
)= 2m, dx 0y 0z dx 0y 0z

ieh
J'= Zmy vy —yvyr)

Persamaan (2.36) diperbolehkan positif, negatif atau nol. Hal Ini sama dengan
keberadaan partikel dan antipartikel dalam teori. Dengan menghitung solusi untuk
partikel bebas, dapat ditulis dalam bentuk

(p*p, —mic?)p =0 (2.38)
dan berdasarkan ansatz untuk gelombang bebas
Y = Aexp (—%.pux”) = Aexp [% (p-x-— Et)]
diperoleh sebuah kondisi yang menyatakan, bahwa
prpy — mic? = 0 = p§ — p? — mgc? (2.39)

E
karena p, = p maka

E? = c?(p? + mic?) (2.40)
E 2
(5 e

E 2
(2) =9+ mie?

Akibatnya, terdapat dua kemungkinan solusi yang diberikan oleh momentum

p: satu positif dan satu lainnya adalah negatif energi,
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. 241
E, = ic\/rm(z)cz » Py = A exp [%(p-x? |Ep|t)] .

A4 adalah konstanta normalisasi. Substitusikan ini ada persamaan (2.36),

maka akan didapat

e|E,| (2.42)

Hal ini menunjukkan interpretasi bahwa 1, menentukan partikel dengan
muatan +e dan 1y menentukan partikel dengan massa yang sama, tetapi dengan
muatan -e. Solusi umum persamaan gelombang selalu merupakan kombinasi linier
dari kedua jenis fungsi. Hal ini dapat diperjelas lebih lanjut dengan mendiskritisasi
gelombang bidang kontinu. Maka dengan membatasi gelombang pada kotak kubik
besar (kotak normalisasi) dengan panjang tepi L (lihat Gambar 2.4) dan, diperlukan
kondisi batas periodik pada dinding kotak. Ini menghasilkan dengan cara yang

umum digunakan,

Re==q-====

Gambar 2. 4 Kotak Normalisasi

Wn(x) = An(s) €XP [% (p-x¥ Epnt)] (2.43)

dengan

21
Pn =" n={n,,n,,n}; n €N
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E

244
pn=c/p2+m(2,c25En (2.44)

n merupakan vector diskrit pada celah kisi dengan sumbu n,,n,,n,
Menggunakan persamaan (2.42), normalisasi faktor A, ditentukan dengan syarat

bahwa

oE , (2.45)
+e = L3d3ng_r x) = iﬁlfln(i)l L’

Persamaan tersebut didapat dengan mensubstitusikan nilai dari o pada

persamaan (2.42). Dengan demikian akan didapat persamaan sebagai berikut

= -]- d3XQ(i) (x)=1 (2.46)

+ —f F dix=1
te = Lsmoczll)ll) X =

ek
+e —f s Prd3x
L

3m0C

eE 2
— 2 Mn| L3

I+
®
Il

lalu didapatkan amplitude

e (2.47)
An(i) = 13 Epn

Dengan demikian untuk fungsi gelombangnya adalah

(2.48)
o= B e [{ (o275,

Perhatikan bahwa normalisasi kedua jenis solusi (berhubungan dengan muatan

positif dan muatan negatif) adalah sama. Satu-satunya perbedaan adalah karena
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waktu. Faktor exp (i%) . Solusi paling umum dari persamaan Klein Gordon

untuk partikel spin-0 positif dan negatif dituliskan sebagai berikut

myc? i
1/)(+) = z an¢n(+) = z an |73 €Xp [_ (p "X+ Epnt)]
I3E,,  la
n n
myc? i
Yoy = z anPn-) = z An |73 €Xp [— (p-x- Epnt)]
I3E,,  la
n n

Solusi untuk partikel spin-0 dengan muatan nol juga dapat dibuat. Dengan

(2.49)

mengenali dari bentuk ekspresi untuk kerapatan muatan (2.36) bahwa medan Klein
Gordon tidak nyata untuk partikel netral, pada
Y =9 (2.50)
Melalui (2.49) kita dapat dengan mudah mendeskripsikan bagian awal
gelombang untuk partikel netral,

1 (2.51)

V2
= fzr;";:n {exp [% (p-x- Epnt)] + exp [% (-p-x+ Epnt)]}
= fzr;";:n {exp [% (p-x- Epnt)] + exp [—%(p x+ Epnt)]}

myc?
213E,,

I/Jn(o) (lpa) (pn) + l/)?_) (_pn))

{[COS%(p'x—Et) + isin%(p-x—Ep)]

1 1
+ [cos—g(p-x+Et) —ising(p-x—Ep)]}

myc? Epnt
2 cos ( ‘X —
2L3Epn Pn h

Jadi berlaku z/;{‘o) = z/;?o*) oleh karena itu, berdasarkan persamaan (2.36)
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, _ ihe «  OPn(o) Wn)) _ (2.52)
Q T 2mgc? (lpn(o) ot —¥ ot >_0

Kemudian dapat dilihat bahwa j'(x,t) partikel netral persamaan (2.37) juga
menghilang. Akibatnya dalam hal ini tidak ada hukum konservasi. Maka teori
kuantum relativistik pasti mengarah pada derajat kebebasan baru, yaitu derajat
kebebasan partikel. Dalam teori non-relativistik bebas, partikel tanpa spin dapat

merambat secara bebas dengan momentum p yang terdefinisi dengan baik.

2.4 Persamaan Dirac
Pada tahun 1982, Paul, A.M Dirac berhasil mempublikasikan karyanya yaitu

persamaan relativistik yang invarian untuk elektron. Persamaan ini menjelaskan
tentang partikel berspin % , dan menyelesaikan permasalahan energi negatif pada

persamaan Klein-Gordon. Pada persamaan Klein-Gordon untuk sebuah partikel
pada dasarnya sulit untuk mendapatkan solusinya sebab merupakan turunan waktu
orde kedua, maka diperlukan menemukan persamaan baru pada turunan waktu orde
pertama. Dalam teori relativitas khusus, koordinat waktu dan spasial harus sama
dalam persamaan apapun, sehingga persamaan baru untuk koordinat spasial juga
harus berada pada turunan orde pertama. Kemudian, untuk fungsi gelombang tidak
hanya memenuhi persamaan pada orde pertama namun juga pada persamaan Klein-
Gordon yang terakhir yang menyatakan (Eugene, 2014)
E? = p%c? + m?c* (2.53)

Secara umum, peralihan dari mekanika klasik ke mekanika kuantum dapat

diperoleh dengan mengganti besaran klasik dengan operator yang sesuai. Biasanya

operator ini adalah operator differensial atau perkalian yang bekerja pada fungsi
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gelombang. Khususnya, untuk energi E dan momentum p dari partikel bebas dapat
disubstitusi

0 2.54
E- iha p — —ihV (254)

Diketahui dari teori non-relativistik. Selanjutnya, (2.54) secara umum adalah
invarian Lorentz. Jika diterapkan pada hubungan energi-momen relativistik klasik,

maka

E =/p?c? + m?c* (2.55)

Pada persamaan (2.54) memberikan persamaan Klein-Gordon dari akar kuadrat

ih%lp (t,x) = —\/—szlZA + m264l/J (tx) (2.56)

2

2 2
o+ ;7 + aa? yang merupakan operator laplace. Akar kuadrat dari
2 3

dengan A= a7
operator diferensial dapat ditemukan dengan menggunakan transformasi Fourier,
tetapi karena asimetri ruang dan turunan waktu, tidak mungkin bagi Dirac untuk
memasukkan medan elektromagnetik eksternal dengan cara relativistik invarian.
Kemudian dicari persamaan lain yang dapat dimodifikasi untuk menggambarkan
aksi gaya elektromagnetik. Persamaan baru ini juga harus menggambarkan struktur

internal elektron dan spin. Maka dapat dituliskan persamaan

2
—h? % Y (t,x) = (—c?h*A+ m?c*) P (L, x) (2:57)

Karena persamaan evolusi kuantum mekanik harus orde pertama dalam turunan
waktu. Maka , Dirac menggunakan persamaan (2.54) yang ia liniearisasi
3 (2.58)
E=c Zaipi + pmc? = ca.p + pmc?

i=1
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dimana a@ = a4, a,, a3 dan g ditentukan dengan persamaan (2.55), namun jika
mengasumsikan a dan B sebagai antikomutan dengan direpresentasikan oleh
matriks n x n (matriks Dirac). Membandingkan nilai E? berdasarkan persamaan
(2.58) dan (2.55) , terdapat hubungan yang harus terpenuhi

aay +apa; =261 (i,k=123,) (2.59)

aif+Ba;=0 (i=1,23,)

B =1
dengan §&;, merupakan symbol kroneker (6, = 1 jikai =k ,8; = 0 jikai # k)
1 dan 0 adalah unit n-dimensi dan matriks nol. Matriks n x n dari a dan B harus
hermitian sehingga pada persamaan (2.58) didapatkan self-adjoint. Untuk n-
dimensi matriks Dirac didapatkan dengan mengembangkan persamaan (2.59)
tr a; = trp?a; = —trfa;f = —tr q;f = —tra; =0 (2.60)

tr merupakan trace dari matriks. Di sisi lain, @? = 1 maka nilai eigen untuk
a;adalah +1. Pada persamaan ini menunjukkan n-dimensi harus merupakan
bilangan genap. Untuk n = 2 paling banyak ada tiga linier bebas matriks

antikomutan. Seperti, matriks Pauli

01:((1) (1)) 02:(8 —Oz) 63:<(1) (1)) (2.61)

Bersamaan dengan matriks 1 yang memebentuk basis pada ruang matriks
Hermitian 2 x 2. Sehingga tidak ada tempat untuk matriks “energi diam(rest-

energy)” [ dua-dimensi. Pada empat dimensi (2.59) dapat terpenuhi jika,

/10 (0 o . (2.62)
=0 %) a-( %) imnen
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Ini merupakan representasi sederhana yang diperkenalkan oleh Dirac.
Kemudian untuk mekanika kuantum dari persamaan (2.58) kita bisa menuliskan

persamaan Dirac

0 2.63
iha Y(t,x) = Hy(t, x) (263)

H, secara ekplisit menyatakan ekspresi diferensial dari matriks
Hy = —ihca.V + fmc? (2.64)

_ ( mc?1 —ihc . V)
—ihco.V  —mc?1

H, dapat direpresentasikan menjadi nilai vektor (vector-value) fungsi gelombang,

sebagai berikut,
PY1(t,x) (2.65)
Y(t,x) = 5

¢4(t, x)

Jika m = 0 (neutrino), maka massa pada persamaan (2.58) dihilangkan dan
hanya memerlukan 3 antikomutan «;. Pada kasus ini cukup menggunakan matriks
2 x 2. E = co.p memenuhi syarat E? = ¢?p? yang didefinisikan dengan matriks

Pauli. Dapat dituliskan hubungan dari dua komponen dalam persamaan ,

) ~ (2.66)
= ¥(O) = co.p ()

ih
ini disebut persamaan Weyl. Hal ini tidak invarian dengan refleksi ruang dan karena
itu ditolak hingga ditemukan pelanggaran paritas (parity violation) pada
eksperimen neutrino. Jika dimensi ruangnya adalah 1 atau 2, bisa menggunakan
matriks Pauli sebagai pengganti dari matriks Dirac. Persamaan dirac pada bentuk

(2.63) dengan, (Thaller,1992)

d 2.67
H, = —ihc (01 (267)

—+o0 —) + o,mc?
0x, % 0x, 3
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2.4.1 Partikel bebas Spin %

Spin % ini merupakan salah satu sistem spin yang penting, sebab proton, neutron,
elektron, quark dan lepton memuat spin % . Kemudian, setelah memahami kasus
mengenai spin % dapat lebih sederhana untuk menyelesaikan kasus yang lain. Suatu
partikel yang memuat spin% bisa berada dalam keadaan positif yakni m; = % atau

disebut dengan spin up atau berada dalam keadaan negatif yakni m; = —% yang

disebut sebagai spin down, untuk merepresentasikan kedua keadaan ini dapat
digunakan notasi arah T dan | . Namun terdapat bentuk yang lebih baik untuk

merepresentasikannya yakni spinor atau vector kolom

11, 1 1 1 (0 (2.68)

§E> - (0)’ 2 2> - (1)
Sering menjadi suatu pembicaraan bahwasanya partikel dengan spin % ini hanya
dapat berada pada salah satu keadaan diatas, namun terdapat suatu penelitian yang
menghasilkan bahwa partikel spin % bisa berada pada keduanya, yakni kondisi
kombinasi linier.

ay 1 0 (2.69)
(ﬁ) - “(o) +5 (1)

Operator a dan 8 merupakan suatu bilangan kompleks, hal ini menyatakan bahwa

pengukuran dari S, hanya dapat berada pada salah satu nilai , yakni +% A maupun
pada —%h. Pada hasil yang pertama tidak bisa membuktikan keberadaan partikel

pada keadaan ((1)) sebelum pengukuran dilakukan. Dalam suatu kasus umum (g)

dengan |a|? yang merupakan suatu probabilitas yang dapat menyatakan mengenai
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pengukuran S, mampu menghadilkan nilai +%h, kemudian |3]? juga merupakan

suatu probabilitas yang menghasilkan nilai —%h, maka dapat diurmuskan sebagai
berikut
lal> + 181> =1 (2.70)

Untuk masing-masing dari component S adalah suatu matrks 2 x 2

2

2

5, 7;1(0 1)’ Ay_h(o —i)’ §Z_h(1 0)' (2.71)

2\ o i 0 0 -1
Eigenvalue dari S, adalah ig, yang mana hal tersebut sesuai dengan

eigenvector

\ (2.72)

1|
+
d

Dengan menggunakan spinor (;) sebagai kombinasi linier maka berikut bentuk

G-l

o
A

dari eigenvector nya
/i\ / 1 \ (2.73)
(ﬁ)wﬁkf)
V2 V2
Didapatkan nilai untuk masing masing vector « dan g, yakni a = (%) (a+pB)

dan g = (%) (a—p).

2.4.2 Fungsi gelombang persamaan Dirac
Sebelum memperalajari mengenai fungsi gelombang Dirac i dengan

transformasi Lorentz, kita lihat maksud yang tersirat pada persamaan berikut,
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Jd mc\ 0 (2.74)
(a5 )=

pada elektromagnetik persamaan dirac dapat dituliskan,

9] ie 2 N mec 0 (2.75)
dx, hc* Ve h Y=

Dengan mengasumsikan bahwa A, bergantung waktu, untuk 3 yang bergantung
waktu diberikan oleh

¥ = 9, Olimge (2.76)

(yang berarti bahwa 1 adalah fungsi eigen dari ih% dengan E sebagai nilai eigen

atau eigenvalue). Maka persamaan gabungan untuk komponen spin-up dan spin-

down

eA 1
~|o-(p =) s = = & — edg + meuy
dimana A, = (4,iA,) seperti sebelumnya. Dengan menggunakan persamaan

kedua, dapat dengan mudah untuk mengeliminasi ¥ dalam persamaan pertama

maka didapatkan

o~ Al o= D= -en- @7

mcz)sz

Kita asumsikan bahwa E ~ mc?, |eA,| < mc?, maka dapat menentukan

energi yang diukur dengan EN®) = E 4+ mc?

c2 1 2mc? ] (279)

E—edg+mc2  2m l2mc2+ENR)—eq,

1 [ EWNR _ep, ]
o 2mc?
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2
Hal ini dapat dianggap sebagai perpanjangan dari pangkat (E) disebabkan

[p-(A) o

karena EVR) — e 4, diperkirakan el

utama pada persamaan (2.80) diperoleh

0. (p =) (p - ) s = (B —eag)uy (2.80)

2 eh
[ p__ _z_ma.B+erl¢A:E(NR)¢A

2
Oleh sebab itu pada orde nol di (S) . P, tidak lain merupakan dua

komponen fungsi gelombang Schrodinger-Pauli non reltivistik yang dikalikan

imc?t

dengan e”(— ) Dengan menggunakan persamaan kedua pada (2.78), dapat

A
terlihat bahwa 5 “lebih kecil” dari ¥, dengan factor sekitar % = :—C dengan
ketentuan E =~ mc?, |ed,| <« mc? valid. Untuk ketentuan dengan E~ mc?, y,
dan ¥z masing-masing disebut sebagain komponen besar dan kecil dari fungsi

gelombang Dirac.

2.4.3 Solusi Persamaan Dirac pada kasus Sumur Potensial

Persamaan Dirac adalah persamaan gelombang relativistik yang memiliki
bentuk persamaan diferensial, bentuk penyelesaiannya akan menghasilkan suatu
fungsi gelombang 1 (x). Fungsi gelombang tersebut adalah suatu deskripsi dari
keadaan gerak suatu sistem, sebab dari fungsi gelombang diketahui tentang
distribusi dari probabilitas gerak partikel. Mengingat bahwasanya suatu besaran-
besaran dinamis bisa dinyatakan sebagai fungsi posisi serta momentum sudut. Suatu

besaran besaran dinamis diperkirakan dapat diketahui nilainya berdasarkan suatu
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pengukuran, yang dimaksud dengan pengukuran dalam fisika kuatum yakni
mengerjakan atau mengembangkan operator yang meakili besaran fisika yang
salah satunya ialah fungsi gelombang dengan tujuan untuk menggambarkan suatu
keadaan dari sistem dalam pengukuran tersebut (Sutopo,2005).

Strategi awal yang digunakan dirac untuk mendapatkan solusinya yakni
dengan memfaktorkan rumus pada relasi energi-momentum, yang lebih mudahnya
memisalkan p# adalah p° dengan nilai dari p nya adalah 0, maka didapatkan dua
persamaan berikut (Griffith,2008 )

ptp, —m*c®* =0 2.81
(»®)? —m?c? = (p° + mc)(p® — mc) =0

(% +mc) =0 atau (p° —mc) =0

namun akan menjadi bentuk yang berbeda jika yang di faktorkan pada kasus ini
adalah p*, akan terdapat suatu faktor baru yakni £* dan y* keduanya merupakan
suatu eight coefficient yang harus untuk ditentukan. Karena pada p,. tidak boleh
sesuatu yang linier, maka dapat dipilih salah satunya g* = y*

ptp, —m?c? 2.82

ptpy —m?c? = (B*py +me)(y pa —me)
®"? = ®H? - @»? - @) —m?c? = (B%° - p'p' — p*p* - B°p°
+me)(y°p° —y'p' —y?p? —y’p® - mc
By pepr — me(B* — yIp, — m*c?
Kemudian perlu juga untuk menentukan koefisien y*, maka
PPy = Vv D2 2.83

@)= ®H? - @*)? - @) = "+ ¢H*EeH* + ¢*)*®*)?
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+r2@*)? + vt + vy Opors + (v°y?

+12yO)popz + °v® +v3ypops + (r'v?

+V2y Do + 2 + vy Dos + (Y3
+73v®)p2ps

Dengan menentukan bahwa y° = 1 dan y! = y2 = y3 = i, namun hanya dengan
ini tidak bisa menghilangkan suku silang pada rumus. Maka Dirac memisalkan y
menjadi suatu matriks dengan p # v
@)?=1 @Y= =0>*=-1 y*v'+y'y*=0 2.84
atau dapat lebih singkat seperti berikut, (g#*V merupakan matriks minkowski, dan kurung
kurawalnya menyatakan antikomutator)
. y'} = 29" 2.85
Penyelesaiannya dapat menggunakan matriks 4 x 4, yakni menggunakan himpunan
matriks gamma dengan standar “Bjorken and Drell”, dengan ‘(i = 1,2,3)
menunjukkan matriks pauli. Untuk “1” menunjukkan matriks ordo 2 x 2 dan “0”

menunjukkan matriks ordo 2 x 2 juga.

YO = ((1) _01), )/i _ (_(;i 0(-;) 2.86

karena menggunakan matriks 4 x4 maka relasi energi-momentum dapat
dirumuskan
(p*py —m?c?) = (¥ pic + mc)(y*pa —me) = 0 2.87
Y*p, —mc =0
Kemudian dilakukan substitusi p, — ih d, dan pada fungsi gelombang v,
dihasilkan persamaan Dirac berikut

Y*p,—mc =0 2.88
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y*(ihd, )Y —mcyp = 0

thy*d,p —mcyp =0
Perlu diingat bahwa 1 ini merupakan matriks kolom dengan empat elemen, yang
disebut sebagai “bi-spinor” atau “Dirac spinor” (walaupun spinor ini merupakan 4

komponen tetapi spinor bukan vektor empat)

(12 2.89

| ,
Y=y,
0,

2.4.3.1  Solusi persamaan Dirac yang bergantung waktu

Persamaan Dirac dihasilkan dari pemfaktoran relasi energi momentum
relativistik, yang harapannya dapat menyelesakan permasalahan solusi energi
negatif pada persamaan Klien-Gordon. Pada persamaan umum dirac didefinisikan
oleh persamaan berikut

thyo, —mcp =0 2.90

Solusi pada Persamaan dirac merupakan fungsi (x, t) atau dapat dituliskan
menjadi Y = (x,t). Lalu asumsikan untuk 1 tidak bergantung pada posisi dapat
diartikan bahwa 1 merupakan persamaan time-dependent, dengan kondisi
partikelnya berada pada keadaan diam. Karena pada persamaan umum terdapat

faktor (u = 1,2,3), maka

oW _o_o_, 2901
ox dy 0z
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Untuk persamaan umum Dirac digambarkan dengan p = 0, lalu persamaan tersebut

dapat diubah menjadi bentuk terpisah dengan masing-masing ruasnya dikalikan

dengan % sehingga pada Persamaan umum dirac dapat dirumuskan menjadi,

ih oy 2.92
— 0T _ =
c 4 dat mey
W0 mc?
Vot T ' h

Pada persamaan (2.92) ini juga dapat dirumuskan menggunakan bentuk matriks,

dengan dimisalkan jika v, = (il) dan p = (53) juga pada y° ini menyatakan
2 4

bentuk matriks 4 x 4

o, o, 2.93
ot ot
10 0 0 oY, oY,
01 0 0 |__;m"| ot
00 -1 0 || dy; R | 0Ys
o0 o -1/|73¢ ot
a s
ot ot
M
(1 0) at :_im_CZ(IIJA>
0 —1/\ dyp h \Yp

Jt

Untuk persamaan (2.93) pada faktor 1, dan v dapat dijabarkan sebagai berikut

oY, mc? 2.94
o - LR ¥

lpA(t)a mcz t

I Wa__ ;e [,

wa) WYa hJo
Ya mc?
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mc?

Ya(®) =™ R " Py(0)

Toc PR v
¢B(t)a¢8 mcz t
[t et
pp©) VB hoJy
Y mc?

In F® = t
1/13(0) h

Pp(6) = e 1y (0)

Pada persamaan dirac yang memiliki partikel dengan keadaan diam energinya
adalah E = mc?, yang menyatakan energi partikel berada pada keadaan yang
positif dan untuk energi partikel yang berada pada keadaan negatif dapat dinyatakan
menggunakan E = —mc?. Pada energi positif diartikan dengan partikel dengan
energi positif dan untuk energi negatif diartikan sebagai antipartikel namun
energinya positif, misalnya jika ¥, menjelaskan mengenai elektron maka g
menjelaskan mengenai positron. Kemudian didapat dua persamaan untuk solusi
Persamaan Dirac yang bergantung terhadap waktu yakni,

Ya(t) = e TR 1, (0) 2%

Bt
Ya(t) = e 7 1P, (0)

mc? 2.96
Yp(t) =e" Rk ° Y5(0)

s (0) = 'R 5 (0)
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Dapat dijabarkan untuk masing masing nilai 1 pada elektron spin up dan spin

down ataupun pada positron spin up dan spin down,

. 1 2.97
P = et 8 partikel spin up (elektron spin up)
0
0
2
Y@ = 7wt (1) partikel spin down (elektron spin down)
0
. 0
P® = ot (1) antipartikel spin up (positron spin up)
0

mCZ
Yp® = e n t antipartikel spin down (positron spin down)

|
|

2.4.3.2  Solusi persamaan Dirac yang tidak bergantung waktu

— O O O

Berbeda dengan mencari solusi persamaan Dirac yang bergantung waktu, untuk
langkah awal dari menentukan solusi persamaan dirac yang tidak bergantung waktu
ini ialah menebak solusi plane-wavenya

Y(x) = ae H*ru(k) 2.98
(e« merupakan suatu konstanta normalisasi), dari persamaan (2.98) diharapkan
supaya dapat menemukan nilai dari vector empat k* lalu mengaitkannya dengan
bispinor u(k), sehingga nantinya 1 (x) dapat memenuhi persamaan dirac, dengan
menemukan differensialnya kemudian substitusikan persamaan (2.98) ke

persamaan (2.90)

9, (x) = (—ik, )ae *xu(k) 2.99
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= —ik,
ihyH (—ik#ae‘ikxu(k)) —mc (ae‘”‘-xu(k)) =0 2.100
(hy“k# - mc)u =0
Persamaan (2.100) disebut dengan momentum ruang persamaan dirac, apabila "u"
mampu memenuhi persamaan (2.100) maka fungsi gelombang bisa memenuhi

persamaan dirac. Maka dapat kita rumuskan dalam bentuk matriks,

Yk, =y°k® —y.k 2.101

=@y ) -w(5 0

“Go ")

Ketika persamaan (2.101) disubstitusikan pada persamaan (2.100), maka dapat

dituliskan menjadi (dengan u, = uq, u, dan ug = us, uy,)

(hy*k, —me)u = R (li‘(;_ —’I:-O ?) —me] (1) 2.102
(vt =meu= (M0 ) )

(hy*k, —mc)u = (hk° — mc)u, — (hk.6)ug = 0
(hk® — mc)uy — (hk.o)ug = 0 2.103

(hk® — mc)uy = (hk.o)ug

Uy = r% (k a)uB

(hk .o)uy — (hk® + mc)ug = 0
(hk.o)uy = (—hk® + mc)ug
1

mc

h

Ug = (k.o)uy

kO
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Kemudian dapat disubstitusikan persamaan ug ke persamaan u,, dengan nilai k. o

dan (k. o)? yang sebelumnya dijabarkan

k.o = (kyi+kyj + k,k). (0,0 + 0,f + o3k) 2.104
= (kx0'1 + kyo-z + kZO-3)

k() ) th( D)kl )

ok ky — ik,
“\kp+iky,  —k,

k2 + k2 + k2 0
(k.0)? = y x , , ,
0 k2 + k2 + k2

2.105
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Untuk nilai ¢ = e **u(k) memenuhi persamaan Dirac, maka Ak haruslah

merupakan vector-4,

= (5): v = e ()= 5 o Vo)

(o)

c(p) |
1 = l
u N E + mc?

E + mc?

uy = (2) fup = pf+ :lc (2) - ﬁ(m_—pipy)

0
u(z) =N M

E + mc?
C(_pz)
E + mc?

0= (5) = e () = e o Vi)

C(pz)
E + mc?
p® = N | €(Px +ipy)

E + mc?
1

0
Up = ((1)) fuy = pg)-i.- fnc (2) = ﬁ(l’x:pipy)

cpx — iny)
E + mc?
v@=pN| P

E+mcz|
\ o)
1

2.106

2.107

2.108

2.109
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Pada persamaan (2.106) dan(2.107) merupakan solusi yang didapatkan yakni u!
dan u2 menunjukkan keadaan dari dua spin dari elektron yakni elektron spin up dan
elektron spin down, sedangkan untuk persamaan (2.108) dan (2.109) didapat solusi
yakni v dan v? yang menunjukkan keadaan dari positron yakni positron spin up
dan positron spin down. Untuk nilia u yang harusnya memenuhi persamaan dirac
untuk ruang momentum yakni (y#p, —mc)u = 0, begitu juga dengan v yakni
(ylfp + mc)v = 0, sehingga hasil akhirnya didapatkan dua solusi untuk persamaan

dirac yang tidak bergantung waktu, yakni untuk yang particle dan antiparticle

Y = ae™ v u (partikel) 2.110

Y= ae'nv (antipartikel) 2111

2.5 Partikel dalam Kajian Islam

Dalam suatu dunia Sains khususnya dalam ruang lingkup fisika, terdapat suatu
materi yang bernama partikel. Pada dasarnya sebelum dikemukakan dalam dunia
sains materi mengenai partikel ini sudah adala dalam Al-Quran, seperti yang
dikemukakan oleh Jhon Dalton pada awal abad ke-19 bahwa terdapat suatu partikel
terkecil dari materi yang tidak bisa terbagi lagi yang dikenal dengan sebutan atom
dan ia juga mengemukakan bahwa atom tidak dapat dibuat maupun dihancurkan
(Muchtaridi, 2009).

Seiring berjalannya waktu dunia sains dan fisika terus berkembang mengikuti
era, sehingga seorang ilmuwan fisika kembali mengemukakan teori pembaharuan
dari teori John Dalton. Berawal dari penelitian yang dilakukan oleh JJ Thomson

tentang proses terjadinya suatu sinar positif yang terdapat dalam suatu atom.
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Kemudian seiring dengan ilmu pengetahuan yang semakin berkembang, kemudian
muncul suatu pendapat baru mengenai atom tersebut yang dikemukakan oleh
Rutherford dan Niels Bohr yang menjelaskan tentang posisi dari suatu elektron
dengan sangat detail dan juga menjelaskan tentang adanya suatu inti dari atom
yang memiliki penyusun berupa Proton dan Neutron. Hal ini yang menjadi suatu
bukti mengenai partikel merupakan materi terkecil dalam dunia sains.

Segala sesuatu pada alam semesta ini memiliki unsur-unsur penyusunnya serta
partikel didalamnya, mulai dari partikel yang berukuran makroskopis maupun
mikroskopis. Penjelasan mengenai partikel ini sudah dipaparkan dalam Al-Quran
yang diturunkan oleh Allah SWT kepada Rasulullah pada awal abad ke-7M. Allah

SWT menjelaskan dalam firmannya Qs. Saba’(34) :3

SV onad g8 Jub e O Y o e Kol g o b e wt ¥ g 0 Jg
() G 5 5 ) 315 8l 2 5 s 5

“Orang-orang yang kufur berkata, ’hari Kiamat itu tidak akan datang kepada
kami.” Katakanlah (Nabi Muhammad), “Pasti datang. Demi tuhanku yang
mengetahui yang ghaib, kiamat itu pasti mendatangi kamu. Tidak ada yang
tersembunyi bagi-Nya sekalipun sebesar dzarrah, baik yang dilangit maupun yang
di bumi, yang lebih kecil daripada itu atau yang lebih besar, kecuali semuanya ada
dalam kitab yang jelas (Lauhul Mahfudz).” (Qs. Saba’ (34): 3)

Menurut Tafsir Ibnu Katsir surat merupakan salah satu dari tiga ayat dalam
Al-Qur’an yang Allah SWT wahyukan kepada Rasulullah yang berupa penegasan
dengan memakai sumpah menyebut nama Tuhannya bahwasanya hari kiamat
benar-benar akan terjadi. Mujahid dan Qatadah telah mengatakan sehubungan

dengan makna firman-Nya: Tidak ada tersembunyi dari-Nya. (Saba: 3) Yakni tidak

ada yang gaib dari-Nya. Dengan kata lain, semuanya berada di bawah pengetahuan-
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Nya, maka tiada sesuatu pun yang samar bagi-Nya. Semua tulang itu sekali telah
bercerai-berai dan lenyap serta tercabik-cabik dagingnya, Dia mengetahui ke mana
perginya tulang-tulang itu dan tercerai-berai ke mana. Dia mampu
mengembalikannya sebagaimana Dia menciptakannya pada yang pertama kali.

Sesungguhnya Dia Maha Mengetahui segala sesuatu (Tafsir Ibnu Katsir, 2015).

Berdasarkan Tafsir Al-Ahzar pada ayat 3 dalam Qs. Saba’ ini terungkaplah
hasil penyelidikan terakhir bahwa zarrah atau atom yang dikatakan tidak dapat
dibagi lagi, karena sudah sehabis-habis kecil, adalah perhitungan yang salah.
Ternyata kebenaran dari hasil penyelidikan bahwa atom itu bukanlah yang sehabis-
habis kecil, malahan ada lagi yang lebih kecil dari atom. Atom mempunyai neutron
yang dianggap sebagai intinya dan atom adalah kumpulan di antara neutron itu
dengan satelit-satelitnya, yang diberi nama proton, elektron dan sebagainya.
Semuanya itu telah tercatat dalam kitab yang nyata, tegasnya terdaftar di sisi Allah
SWT, bukan barang yang terjadi sendirinya (Hamka, 2015).

Qs. Saba’ ayat 3 ini dalam Tafsir Jalalain (Dan orang-orang yang kafir
berkata, "Hari terakhir itu tidak akan datang kepada kami") yakni hari kiamat.
(Katakanlah) kepada mereka, (“Pasti datang, demi Rabbku Yang mengetahui yang
gaib, sesungguhnya kiamat itu pasti akan datang kepada kalian) kalau dibaca
‘Aalimil Ghaibi berarti menjadi sifat dari lafal Rabbii. Kalau dibaca 'Aalimul Ghaibi
berarti menjadi Khabar dari Mubtada, sehingga artinya menjadi seperti berikut, Ya,
pasti datang, demi Rabbku, hari kiamat itu pasti akan datang kepada kalian; Dia
mengetahui yang gaib. Bacaan yang kedua ini lebih sesuai dengan kalimat yang
sesudahnya, yaitu, (tidak ada yang tersembunyi) tiada yang tidak tampak (bagi-Nya

seberat) sebesar (zarah pun) zarah artinya semut yang paling kecil (yang ada di
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langit dan yang ada di bumi, dan tidak ada pula yang lebih kecil dari itu dan yang
lebih besar, melainkan semuanya tercatat dalam Kitab yang nyata.) Kitab yang
jelas, yang dimaksud adalah Lauhul mahfuz (Tafsir Jalalain, 2023).

Dalam Qs. Saba’ ayat ke 3 telah dijelaskan tentang suatu materi yang
bernama “dzarrah” dimana dalam bahasa Arab pada umumnya diartikan sebagai
atom, dijelaskan bahwa Allah SWT mengetahui segalanya walau hal tersebut
berukuran sangat kecil dan hampir tidak bisa terlihat dengan penglihatan secara
normal. Hal ini juga menjadi suatu pembuktian jika dalam Al-Qur’an sudah lebih
dahulu mengemukakan materi tentang partikel sebelum dikemukakan oleh ilmuwan
fisika.

Suatu partikel juga memiliki pasangannya, sebagaimana yang dikemukakan
oleh Paul Dirac bahwa setiap materi yang diciptakan memiliki pasangan
(berpasangan) dengan lawan jenisnya yakni antimateri. Materi dan Antimateri
memiliki sifat yang berbeda bahkan berlawanan, dimana Dirac juga memberikan
contoh tentang hal tersebut yakni suatu elektron anti materi memiliki muatan positif
dan proton memilik muatan negatif. Hal tersebut dijelaskan dalam suatu sumber
ilmiah yang mengatakan:

“..setiap partikel memiliki antipartiel yang memiliki muatan
berlawanan...Dan hubungan ketidakpastian mengatakan kepada kita bahwa
penciptaam pasangan dan pemusnahan berpasangan terjadi dalam vakum disetiap
saat disetiap tempat”.

Mengenai segala sesuatu yang berpasangan, hal ini juga dijelaskan dalam

Al-Quran surah Yasin(36) ayat 36, yakni

< To. & (5 . o ‘!°.’a,l.o/oﬂg‘.'.& /@’//Vo///.o'a/loJ
(v71) O3l ¥ g dgnsll s 251 & K S 21530 Gl gol) oot
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“Mahasuci (Allah) yang telah menciptakan semuanya berpasang-pasangan, baik
dari apa yang ditumbuhkan oleh bumi dan dari diri mereka sendiri maupun dari
apa yang tidak mereka ketahui”

Menurut Tafsir Ibnu Katsir penjelasannya yakni, Mahasuci Tuhan yang
telah menciptakan pasangan-pasangan semuanya, baik dari apa yang ditumbuhkan
oleh bumi. Yakni berupa berbagai macam tanaman dan pohon-pohonan yang
berbuah. dan dari diri mereka sendiri. Maka Dia menjadikan mereka ada yang jenis
pria dan ada yang jenis wanita. maupun dari apa yang tidak mereka ketahui. Yaitu
dari berbagai macam makhluk yang beraneka ragam yang tidak mereka ketahui.
Ayat ini semakna dengan apa yang disebutkan oleh Allah SWT dalam ayat lain
melalui firman-Nya: Dan segala sesuatu Kami ciptakan berpasang-pasangan supaya
kamu mengingat akan kebesaran Allah yakni Qs.Az-Zariyat: 49. (Tafsir lbnu
Katsir, 2015).

Berdasarkan Tafsir Al-Ahzar surah ini membahas mengenai kekayaan Allah
SWT dalam Alam. Secara ringkas ditafsirkan bahwa Semuanya diciptakan Allah
berpasang-pasangan. Ada awal dan akhir, ada pangkal ada ujung, ada langit ada
bumi, ada kasar ada halus, dan banyak lagi, semuanya berpasang-pasangan. Segala
tumbuh-tumbuhan yang tumbuh di muka bumi ini pun berpasangan juga. Tiba pada
yang tumbuh dari bumi dan pada binatang-binatang disebut orang ada jantan dan
ada betina. Begitu juga halnya. Pada manusia kita beri nama laki-laki dan
perempuan. Meskipun tadinya tidak tahu, sebagaimana dikatakan dalam ayat
initetapi lama-kelamaan dibukakan Allah SWT juga rahasia itu kepada beberapa
manusia yang terbuka pikiran dan lanjut akalnya. Yaitu tentang asal mula kejadian
atom. Zat paling kecil yang tidak terbagi lagi itu. Menurut penenelitian makanya

atom bisa terjadi ialah karena pergeseran di antara positif dan negatif. Dengan
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pertemuan keduanya itu barulah atom ada, dan atom itu bermuatan positif maupun
negatif juga dengan adanya pertemuan di antara benda dan tenaga. Dari pertemuan
positif negatif jualah timbul suatu energi yang bisa dihasilkan dari keduanya

(Hamka, 2015).

Menurut Kemenag yang secara ringkas menafsirkan ayat ini yakni,
Mahasuci Allah dari sifat yang tidak layak bagi-Nya, Dialah yang telah
menciptakan semuanya berpasang-pasangan, baik dari apa yang ditumbuhkan oleh
bumi dan dari diri mereka sendiri, yaitu keturunan Nabi Adam dari jenis laki-laki
dan perempuan, maupun dari apa yang tidak mereka ketahui dari semua ciptaan
Allah yang terbentang di alam semesta. 37. Dan suatu tanda kebesaran Allah bagi
mereka adalah datangnya waktu malam. Ketika malam tiba, Kami tanggalkan siang
dari malam itu, maka seketika itu mereka berada dalam kegelapan malam (Tafsir

Kemenag, 2023).

Kata berpasang-pasangan biasanya menunjukkan pada suatu pasangan
manusia atau insan, namun pada kalimat “dari apa yang ditumbuhkan oleh bumi”
hal ini bisa menyatakan hal selain manusia. Begitupun dalam kalimat “dari apa yang
tidak mereka ketahui” hal ini merujuk pada hal-hal yang lebih luas lagi cakupannya.
Dapat kita kaitkan dengan keberadaan partikel yang tidak dapat kita lihat secara
jelas, bahkan ada yang tidak mengetahui dari keberadaan partikel tersebut.

25.1 Pengertian Dzarrah

Dzarrah memiliki pengertian secara umum yakni benda yang sangat kecil.

Menurut kamus bahasa arab Almaany kata dzarrah (s33) memiliki beberapa arti

sebagai berikut: atom, partikel, jagung-tepung jagung, bagian terkecil, bagian yang
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terkecil, zarrah. Kata &> merupakan bentuk isim nakiroh, sebab ciri-ciri yang

menunjukkan isim nakiroh yakni dengan adanya tanwin (<-) yang terdapat dalam

kata 35, selain itu kata dzarrah juga menunjukkan isim muannats karena kata yang

di Nash kan dalam Al-Qur’an (Hakim, 2003). Berdasarkan tasrif kata > memiliki

kata awal yakni ;3 dengan (-3 J5) 31 (g )lhas Ju3)cs,8 ,(ae Jo3)cssd dengan arti

dari dzara yakni atom (tasrif reverso).

Pengertian 5 menurut Ibnu jauzi memiliki 5 arti dari para ulama tafsir,

sebagai berikut:

1.

Dzarrah memiliki arti kepala semut merah, yang mana pendapat
tersebut diriwayatkan oleh Ikrimah dari Ibnu Abbas RA.

Dzarrah memiliki arti butiran tanah yang diriwayatkan oleh Yazid bin
Al-Asham daari Ibnu Abbas RA.

Dzarrah memiliki arti semut paling kecil, yang merupakan pendapat
ahli bahasa yakni Ibnu Qutaibah dan Ibnu Faris.

Dzarrah memiliki arti biji khardalah (tanaman mustard), yang mana arti
ini pendapat dari At-Tsalabi.

Dzarrah memiliki arti titik-titik debu yang terlihat di udara ketika
terdapat celah pada dinding yang terkena sinar matahari, hal ini juga

merupakan pendapat dari At-Tsalabi.

Ibnu jauzi juga memberikan suatu kesimpulan yaitu “pahamilah bahwa

penyebutan dzarrah hanyalah ungkapan yang bisa ditangkap oleh logika manusia.

Karena tujuan sebenarnya, bahwa Allah SWT tidak berbuat dzalim baik sedikit
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maupun banyak”. Maka makna dzarrah tidak untuk mendeskripsikan suatu benda
akan tetapi menggambarkan suatu hal yang begitu kecil untuk memberikan
pemahaman kepada manusia pada saat ayat-ayat Al-Qur’an yang merujuk pada kata
dzarrah (Permana, 2020). Menurut ustadz Firanda pengertian dzarrah adalah
ungkapan dari sesuatu yang sangat kecil dalam bahasa arab, serta dzarrah tersebut

merupakan wujud yang sangat ringan dan sangat kecil (Sunnah Reminders, 2021).
Makna dzarrah (553) dalam Qs. Dzariyaat berasal dari kata (<\,.\) pada ayat
pertama yang memiliki bentuk lain yakni (<35) dengan (¢ Las =) @f\; (o2r J2) 55

, dimana pada ayat ini memiliki arti angin, akan tetapi yang digunakan

penafsirannya ialah dzarrah merupakan bentuk jamak dari (<L, yakni (53).
Sedangkan pada kata ('333), dalam ayat ini memiliki arti debu-debu yang juga bentuk

lain yakni (<;5) dengan arti secara spesifik yakni berkenaan dengan atom atau
benda atomik (Almaany.com).
Dzarrah juga dibahas dalam Qs. Saba’ ayat: 3 pada kata (fjé) yang memiliki

arti dzarrah atau bagian terkecil dalam penelitian ini yang disebut dengan partikel
(Almaany.com). Sehingga berdasarkan kedua ayat yang telah dijelaskan dapat
disimpulkan mengenai arti dari kata dzarrah yakni partikel, yang mana hal tersebut

sesuai dengan kajian yang telah dikaji dalam penelitian ini.
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SUMUR POTENSIAL BERGERAK SEBAGIAN

3.1 Persamaan Dirac

3.1.1 Persamaan Dirac yang tidak bergantung Waktu
Persamaan dirac merupakan suatu persamaan gelombang relativistik yang

mana memiliki bentuk persamaan suatu diferensial yang hasilnya akan didapatkan
solusi dengan bentuk fungsi gelombang 1 (x). Suatu fungsi gelombang adalah suatu
bentuk solusi dari keadaan gerak pada sistem yang berisi tentang informasi dari
sistem tersebut. Hal ini disebabkan, dari suatu fungsi gelombang bisa didapatkan
suatu distribusi probabilitas dari partikel pada suatu ruang-waktu tertentu juga
mengenai momentum linier dari suatu partikel yang dimaksud. Meninjau tentang
besaran-besaran dinamis misalnya gaya, energi Kkinetic, energi potensial,
momentum sudut dan lain-lain bisa dinyatakan dengan fungsi posisi serta

momentum sudut (Sutopo, 2005).
Persamaan Dirac merupakan suatu rumusan tentang perilaku partikel

subatomik yang memiliki spin % dalam bidang mekanika kuantum serta teori medan

kuantum. Pada penelitian ini diberikan penurunan dari persamaan Dirac yang akan
digunakan untuk mendapatkan solusi persamaan Dirac di sub materi berikutnya,
untuk mendapatkan persamaan Dirac dengan mengoperasikan persamaan umum

fungsi gelombang,

W = Aeilkz—wt) 3.1

53
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Kemudian dilakukan penurunan terhadap posisi dari persamaan umum fungsi

gelombang diatas (3.1), sebagai berikut

ll} — Aei(kz—a)t) 3.2

oy

L = ik A i(kz—wt)
0z te. e

dengan konstanta k = %, sehingga persamaan (3.2) menjadi

Z_f: i%_Aei(kz—wt) 3.3
haa—fz ipy
—ihg—f= Py

Persamaan (3.3) merupakan persamaan momentum, setelah didapatkan
persamaan momentum kemudian diaplikasikan pada persamaan hubungan

Hamiltonian dan energi EyY = Hy (Sudiarta, 2019),
Ey = Hy 3.4
EY=(ca.p+pmc?+V)y

Dengan a dan 8 merupakan matriks dirac, dan pada penelitian ini @ diganti dengan

a = a5 dikarenakan a pada matriks diac ini dijadikan sebagai persamaan untuk
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satu koordinat saja. Kemudian disubstitusikan persamaan (3.3) sebagai nilai

momentum, sehingga persamaan (3.4) dituliskan sebagai berikut

E) = (c as (—ihaa—f) + pmc? + V>1p 35

EY = (—ihc as Z—f + pmc? + V> Y

Sehingga persamaan (3.5) ini menjadi rumusan untuk persamaan Dirac

yang tidak bergantung waktu.

3.1.2 Persamaan Dirac yang Bergantung Waktu
Persamaan Dirac yang bergantung waktu juga disebut sebagai persamaan

yang bergantung posisi dan waktu, yang mana ketika suatu partikel mengalami
perpindahan posisi maka hal ini berarti juga mengalami perubahan terhadap waktu.
Sama seperti kasus persamaan dirac yang tidak bergantung waktu, untuk
mendapatkan persamaan dirac yang bergantung waktu juga mengoperasikan ansatz

persamaan umum gelombang yang dilakukan turunan terhadap waktu, sebagai

berikut
llj — Aei(kz—wt) 3.6
W _ —iw. Aetlz=wD)
ot
oY .
Fri —lwy

Berikutnya dari persamaan (3.6) yang didapatkan dioperasikan dengan persamaan
hubungan antara energi dari suatu partikel (E") dengan frekuensi angular gelombang

(w), yakni
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E=hw 3.7
EY =hoy
—iEy = —ih wy
—iEY = h(—iwy)
—iEy = hi—lf
_hoy
B="iar
_hioy
e Tiar
Eyp = ih%—l’f

Kemudian setelah didapatkan persamaan (3.7) kemudian disubstitusikan pada
persamaan (3.5) untuk mendapatkan persamaan dirac yang bergantung waktu,

sebagai berikut

EY = (—ihc as (';_1/: + pmc? )1/) 38

0 0
iha—lf = (—ihc aga—lf + pmc? )1/1

Setelah dilakukan substitusi pada persamaan yang tidak bergantung waktu, maka

saat ini persamaan (3.8) merupakan persamaan Dirac yang bergantung waktu.

3.2 Solusi Persamaan Dirac
Pada besaran-besaran dinamis dapat dilakukan pengukuran untuk

mengetahui nilai besaran tersebut. Suatu postulat mengenai pengukuran
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menyatakan jika mengukur pada konteks fisika kuantum merupakan perumusan
dari operator yang mewakili besaran-besaran tersebut dalam pengukuran,
pengukurannya menggunakan fungsi gelombang yang mana fungsi gelombang ini
dapat mendeskripsikan keadaan dari suatu sistem tersebut (Sutopo,2005).
Penelitian dalam skripsi ini menggunakan fungsi gelombang dari persamaan Dirac

dalam sumur potensial bergerak sebagian.

0 Lo

Gambar 3. 1 Sumur potensial dengan dinding bergerak sebagian yang tidak
bergantung waktu

Dari gambar 3.1 ini dapat dieskpresikan pada persamaan dengan bentuk

syarat batas berikut,

Vo, (z<0) I 3.9
V(z) =30 (0<z<Ly) 1
Vo (z=1Ly) 1o

Syarat batas pada persamaan (3.9) ini menjelaskan mengenai bagaimana
V(z) berubah dengan posisi z pada sumur potensial. Sumur potensial merupakan
suatu model matematis yang digunakan untuk memodelkan perubahan energi
potensial dalam sistem fisika. Persamaan (3.9) menunjukkan adanya tiga wilayah

yang berbeda dalam sumur potensial, yakni: wilayah dengan poensial I/, untuk z <
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0, wilayah dengan potensial nol (0) untuk 0 < z < L, , dan wilayah dengan
potensial V, lagi untuk z > L,. Pada titik z = 0 dan z = L, fungsi gelombang
harus kontinu. Artinya, nilai fungsi gelombang pada kedua sisi titik tersebut harus
sama. Dalam hal ini, ini berarti bahwa fungsi gelombang harus memiliki nilai yang

sama pada kedua sisi titik z = 0danz = L,.

Dari ditentukannya potensial dari sumur ini dapat membantu untuk
penyelesaian yang akan dilakukan, dan persamaan Dirac yang akan digunakan
untuk penelitian ini, yakni dengan mengggunakan persamaan dirac untuk partikel
spin-up yang merambat pada koordinat z. Dalam kasus ini akan didapatkan solusi

untuk persamaan dirac yang bergantung waktu dan tidak bergantung waktu,

3.2.1 Solusi Persamaan Dirac yang tidak bergantung waktu

3211 Solusi pada daerah |
Pada solusi untuk persamaan dirac di daerah satu ini diberikan suatu

potensial sumur
V(z) =V, (z<0) Daerah1 3.10

Ketika z < 0, potensial V(z) memiliki nilai konstan Vo. Ini berarti bahwa di
bawah titik z < 0, potensial tidak tergantung pada posisi z dan tetap konstan
sepanjang sumur. Ini dapat diasumsikan sebagai adanya dinding atau penghalang
yang menetapkan potensial Vo di bawah titik tersebut. Untuk daerah | Pada kasus
sumur potensial ini persamaan Dirac dapat didefinisikan oleh persamaan berikut

(Shan, 2022),

By = [—ihc (s :_Z) + ﬁmcz] " 3.11
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Suatu partikel pasti memiliki besaran fisis misalnya posisi, momentum dan
energi, dan dari bersaran fisis ini berkaitan dengan suatu operator. Salah satu dari
operator ini merupakan energi total dari suatu partikel yang disebut dengan
Hamiltonian. Berkaitan dengan hal mengenai operator dari besaran fisis maka
terdapat beberapa istilah yang digunakan, sebagi berikut (Siregar,2010),

a. Nilai dari suatu besaran fisis merupakan eigen value dari operatornya

b. Eigen value berasal dari operator besaran fisis yang berkaitan dengan fungsi
eigen, yang mana eigen value. Maka berlaku persamaan berikut

Ap(x) = Ep(x) 312

Pada poin a dan b, E merupakan suatu energi yang menjadi eigen value dari
operator H, serta 1 (x) merupakan fungsi eigen operator H. E disimpulkan

merupakan suatu energi yang tetap pada suatu partikel, maka y¥(x,t) =

Et
@ (x)e”"rn menggambarkan keadaan yang stasioner dan fungsi ini disebut
dengan eigen state

c. Nilai rata-rata dari besaran fisis pada eigen state memenuhi persamaan
= | v peodx

Dengan A merupakan operator pada suatu besaran fisis, dan (A) merupakan
nilai rata-ratanya dengan menggunakan fungsi gelombang atau eigen state
yang ternormalisasi.
setiap persamaan pasti memiliki bentuk Hamiltonian yang menyesuaikan dengan
sistem yang digunakan, sehingga untuk Hamiltonian pada daerah | dapat dituliskan

(Sudiarta, 2019),
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H=ca.p+pfmct+V 3.13

DenganV =V,

_ 0
H, = [—Lhc <a3 E) + pmc? + VO]
Persamaan Hamiltonian (3.13) menyatakan bentuk persamaan yang hanya
bergantung pada posisi. Berdasarkan Hamiltonian (3.13) dapat dirumuskan energi

untuk persamaan dirac pada persamaan (3.12),

d 3.14
EY = [—ihc <a3 5) + pmc? + VO] Y

Suatu solusi fungsi gelombang ¥(z) dalam persamaan dirac disebut sebagai spinor
Dirac, yang mana spinor ini memiliki dua komponen yakni untuk partikel dan anti

pasrtikell yang masing masing memiliki energi negatif dan energi positif,

v (%)

Pada solusi spinor dimisalkan didalamnya terdiri atas dua komponen besar
vector yakni ¥, dan ¥z yang memberikan gambaran partikel dan antipartikel yang
masing masing memiliki keadaan spin up dan spin down, Dalam pendekatan spinor

yang digunakan pada dapat diasumsikan yakni ¥, = (¥1,¥,) yang mewakili

komponen partikel dari spin% kemudian untuk Yz = (Y3,¥,) yang mewakili

antipartikel dari spin% (Thaller,1992). Sehingga persamaan (3.14) dapat

dirumuskan dalam bentuk matriks, yakni (Romadani, 2019):

() -foe(oD)emmenl(f)
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Kemudian untuk mendapatkan eigen state pada daerah yang tidak

bergantung waktu dapat menggunakan solusi umum pada persamaan gelombang

dengan v yang memenuhi spinor i, = (i;) dan ¢ = (i:) ,

P(2) = Ae*2?%1), + Be 27y, 3.17
() = et () + e (1)

Dalam suatu solusi umum persamaan gelombang terdapat suatu komponen y, dan
g yang merupakan kumpulan bispinor Dirac satu dimensi, yang mana komponen
tersebut harus memenuhi persamaan dirac satu dimensi. Untuk mendapatkan solusi
dari nilai eigen dilakukan pembuktikan pemenuhan persamaan dirac pada ¥, dan
Y. Dengan mengoperasikan persamaan (3.14) yang mana nilai y diberikan ansatz

(et*#p, + e~*k#yy) dihasilkan (Amrulloh, 2021),

. . d
E(e*, + e ko) = [—ihca3 — + Bmc? + Vo] 3.18
dz
(eikzl/)A + e_ikzl/)B)
Kemudian jika diketahui bahwa,
; ; i _ikz 3.19
E (elkzl/)A + e—zkzl/)B) =ik (elkzl/)A +e k lpB)
Sehingga persamaan (3.18) dapat dituliskan
E (e, + e~k2y ) = —ihca, (ik (e, + e k7)) 3.20

+pmc? +V, (eikzl,l)A + e_ikzl/JB)

= hkcas (eikzl/)A + e_ikZIIJB)
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+pmc? +V, (e, +e~th7y )
= (hckaz + pmc? + Vy)ekzy,
—(hckay — pmc? — Vy)e 2y,
Untuk nilai dari konstanta k dapat berupa suatu nilai positif maupun nilai negatif.
dengan konstanta k = i% — hk =p, sehingga konstanta k, ini dapat

didefinisikan sebagai berikut (Shan,2023),

B JE = V)2 —m2c* 3.21

k
2 hc

Pada persamaan (3. 20) untuk (k) yang berupa nilai positif pada suku-suku yang
berada pada komponen bispinor 1, dan bernilai negatif untuk komponen bispinor
Yg. Kemudian dilakukan pemisahan variabel pada persamaan (3.20) untuk

mendapatkan persamaan masing masing ¥, dan .

Eetkzy, = (hkcas + pmc? — V,y)ekzy, 3.22
EY, = (hkcas + pmc? + Vo),
Ee ikzy, = (—hkcas + pmc? — Vy)e ey, 3.23

EYy = —(hkcas + fmc? + Vo)yg
Sebagaimana dalam fungsi gelombang Dirac atau spinor Dirac ¥(z), komponen i
dan Y masing masing terdiri dari dua komponen juga yakni , ¥, = (il) dan
2

Yp = (ii) sehingga persamaan (3.22) yang merupakan komponen i, dapat

dituliskan sebagai berikut,

EY, = (hkcas + pmc® + V)P, 3.24
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Ep)=me @ D)+ G 2me(5) +voly)
F()=Gie ")+ 08" (i) +voly)
() = (e (e Y (o)

Pada persamaan (3.24) dilakukan pemisahan variabel untuk mendapatkan masing

masing dari ¥, dan ¥,

EY, = hkcu, + mc? P, + Vo Yy 3.25
(E — Vo —mc?) i, = —hkc i,
(E —Vy—mc?) P, + hkcp, =0

B hkc
¥ ~ E -V, —mc? W2
E'(l)z = hkc '(l)l - mC2 '(l)z + VO'(I)Z 3.26
(E - VO + mcz) l/)z = _hkC l/)l

(E—V0+mcz)7j)2+hkCl,Dl=0

Lo
V2

Sehingga untuk solusi daerah | bispinor ¢, = ( ) , pada penelitian ini hanya
mengkaji mengenai keadaan partikel atau antipartikel yang spin-up sehingga, jika

nilai partikel spin-up ¥, = ((1)) dari persamaan (3.26) dirumuskan

hkc ) (1) 3.27

lpz:(E—V0+mcz 0
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hkc
Y, = <E -V +mc2>
0

Dengan bentuk bispinor v, sebagai berikut,

1 3.28
0

P, = ( hk,c )
E —Vy +mc?
0

Untuk solusi dari komponen g (antipartikel) dapat menggunakan cara yang sama

seperti pada penentuan solusi ¥, (Lampiran A), yang menghasilkan solusi akhir

/ é \ 3.29

Yp = | (_ hkyc ) |
E —Vy + mc?

\ R
Maka berdasarkan hasil yang diperoleh pada persamaan (3.28) dan (3.29),

kemudian substitusikan pada solusi umum gelombang yang diberikan pada

persamaan (3.17), dihasilkan solusi pada daerah | yakni

1 1 3.30
0 0
Y, (2) = se'ke? ( hk,c ) + be~tkzz ( hk,c )
E —Vy + mc? E —Vy + mc?
0 0

Solusi fungsi gelombang (Eigen State) daerah | untuk persamaan dirac tidak
bergantung waktu dinyatakan oleh persamaan (3.30), dari solusi yang berbentuk

spinor atau dapat dirumuskan menjadi fungsi gelombang sebagai berikut

Y, =sekenp, + be~ke? 3.31
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Setelah mendapatkan suatu fungsi gelombang (eigen state) daerah | yang
dinyatakan oleh persamaan (3.30) dan (3.31), kemudian untuk eigen value dari
daerah ini dapat ditentukan dengan mengoperasikan persamaan (3.24) untuk
persamaan Evy, dan mensubstitusi persamaan 1, (3.26) untuk mengeliminasi pada

suku ¥, (Rizqy,2023),
E; = hcky Y, + mc?y + Voihy 3.32

Ey, = hck, Y, + mc?Py + Voiby

hsz 2
By = hele (g v e + Vo
0
hikyc® 5
P = \Eovgrme )T F 0 )

E. = hk,c? + Emc? — Vymc?® + m?c* Y
Yo = E —Vy+ mc? o |¥

E —Vy+ mc?

hk,c? + (E — Vo + mc*)mc?
Ey, = + Vo | ¥
Elpl = ( hkcz + mCZ + VO)lpl

Pada persamaan (3.32) telah menjadi suatu persamaan yang hanya memiliki suku
1, yang berarti persamaan untuk partikel dengan energi positif, untuk memudahkan
pengkajian dalam bidang teoritis maka untuk suku 1, dapat diganti dengan suku

saja , maka didapatkan persamaan

El/) == (hkzcz + mCZ + Vo)lll 333
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Persamaan (3.33) ini merupakan benttuk hubungan antara eigen valuedan
Hamiltonian (Hy = Ev), sehingga untuk eigen value dari daerah I ini dirumuskan

berdasarkan persamaan (3.33) yakni (Rizqy,2023)
[E — (hkyc® + mc? + V)] =0 3.34

E = (hkzcz + mCZ + Vo)

Persamaan (3.34) ini menyatakan solusi eigen value untuk daerah | pada
persamaan Dirac yang tidak bergantung waktu. Solusi ini hanya berlaku untuk
daerah | dengan posisi daerah kiri pada sumur potensial dengan batas potensial

sesuai dengan persamaan (3.10) adalah V, = z < 0.

3.2.1.2 Solusi pada daerah 11

Pada kasus ini potensial daerah 11 didefinisikan sebagai berikut,

V(z) =0 (0<2z<Ly) Daerah2 3.35

Pada potensial untuk daerah 1l yang ditunjukkan oleh persamaan (3.35) dinyatakan
dalam 0 < z < Lo, potensial V(z). menunjukkan bahwa potensial dalam sumur
potensial tersebut adalah nol ketika koordinat (z) berada di antara dua titik, yaitu 0
dan L,. Hal ini menunjukkan bahwa tidak ada gaya tarik atau dorongan yang
bekerja di dalam wilayah ini, sehingga partikel-partikel dalam sistem memiliki
kebebasan untuk bergerak secara bebas. Untuk persamaan dirac pada daerah Il ini

dapat dinyatakan dengan (Shan, 2023),

Bp = |-ihe ay %) + pme?| 3.36
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Berdasarkan persamaan Dirac pada daerah |1, dapat ditentukan Hamiltoniannya,
karena daerah Il merupakan daerah yang memiliki nilai potensial 0 yang artinya
tidak terpengaruhi oleh potensial. Maka untuk Hamiltonian pada daerah 11

(Sudiarta, 2019),

H=ca.p+pmc*+V 3.37

Dengan V(z) =0

H, = [—ihc (a3 Oa_z) + ﬁmcz]

Setelah mendapat persamaan Hamiltonian pada daerah Il (3.73), dapat
dirumuskan energi pada persamaan Dirac untuk daerah Il, dengan menggunakan

persamaan (3.12)

d 3.38
— | —q _ 2
EY = [ ihc <a3dz)+/3mc ]1/)
Dalam persamaan dirac solusi fungsi gelombangnya (z) disebut sebagai spinor
Dirac, spinor dirac memiliki dua komponen yakni untuk partikel dan antipartikel
yang masing masing memiliki energi negatif dan energi positif seperti pada

persamaan (3.23), lalu subtitusi persamaan (3.23) pada persamaan (3.38) ,
_ d 3.39
B () = [ne (e gg)+ o] (37)

Dengan suatu solusi gelombang ¥ (z) yang terdiri dari komponen ¥, dan yp.

Kemudian untuk mendapatkan eigen state pada daerah Il dapat digunakan solusi

umum fungsi gelombang dengan spinor ¢, = (:/}bl) dan ¢z = (‘53) ,
2 4
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Y(z) = He'* %y, + Je k2 3.40
() = et () 17 (32)

Persamaan diatas diperlukan untuk mengkaji terkait nilai masing masing pada
spinornya. Sehingga dengan mengoperasikan persamaan (3.14) yang diberikan

ansatz (e %y, + e~*#p ) untuk nilai y pada persamaan tersebut (Amrulloh, 2021),

. . d
E(elkzl,bA + e_lkzl,bB) = [—ihca3 — + ﬁmcz] 341
dz
(eikzl,[)A + e_ikzl/JB)
Dengan diketahui bahwa,
d , . . . .
E(elkzl‘[)A + e_lkzll)B) — ik(elkzlllA + e—lkaB) 3.42
Maka persamaan (3.42) dapat dituliskan
E(ekap, + e~ hop incas (ik(e?p, + eh7p,)) 3.43

+Bmcz (eikzwA + e_ikZl/)B)

= hkca3(eikzl/)A + e_ikzl/)B)
+Bmcz (eikzwA + e_ikZl/)B)
= (hkcas + pmc?)etkzy,

—(hkcas + pmc)etkzy

Pada persamaan (3.43) nilai dari konstanta k dapat berupa suatu nilai positif
maupun nilai negatif, dengan konstanta k = i%, untuk solusi pada daerah Il nilai

konstanta k, didefinisikan dengan (Shan, 2023)
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VETme? 3.44

k., =
1 hc

Dari persamaan (3.43) dapat dilakukan pemisahan variabel pada persamaan
ssehingga akan didapatkan persamaan masing masing y, dan Y5 sebagai berikut,
Eetizp , = (hkycaz + pmc?)e’ 1), 3.45
EY, = (hkscaz + pmc* )P,
Ee -tz = (—hk,caz + pmc2)e~F12) 3.46

EYy = (hk,caz + pmc* Y,
Pernyataan pada suatu fungsi gelombang Dirac atau spinor Dirac ¥ (z), di setiap
Y

komponennya memiiki komponen tersendiri juga yakni ¥4 = (J) serta pada
2

Pp = ($3> maka pada persamaan (3.45) yang merupakan komponen iy, atau
4

solusi energi positif didefinisikan sebagai berikut,

EY, = (hkicas + fmc®)yP, 3.47
P ¥ (¥
#un) =G o) n) G S ()
Y 0  hkic\ (¥ 2 Y
F()= e ") (02) (5 e (02)
£ <¢1> _ (hk1c¢z> + me? iy )
Y, hkic Y, —mc? Y,

Pada persamaan (3.47) untuk mendapatkan nilai masing masing dari ¥, dan vy,

maka dapat digunakan pemisahan variabel sebagai berikut,
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El)bl = hklc 1!)2 + mCZ 1!)1 3.48

(E —mc?) ¥, — hkycp, =0

hk,c
Y= E—mc2 ¥?
Elpz = hklc 1!)1 + mCZ lpz 3.49

(E + mcz) l/)z - hklc l/)l =0

_ hkyc
T E+4+me2t

P

V1
V>

mengkaji pada partikel maupun anti partikel dengan keadaan spin up, dengan

Sehingga untuk solusi daerah Il bispinor vy, =< ) dikarenakan hanya

memberikan ¢, = ((1)) maka, dihasikan persamaan

_ hkye 1 3.50
Y2 = E +mc? (0)
hk,c
Y, = (E + mcz)
0

Kemudian setelah mendapatkan nilai y,pada persamaan diatas, maka untuk

bispinor partikel energi positif yakni y dituliskan,

) / é \ 3.51
)

0

Pada komponen antipartikel (y;) juga mengikuti perhitungan yang sama

dengan solusi untuk v (Lampiran A) , sehingga
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1 3.52
0
'(I)] = ( hklc )
E + mc?
0

Sehingga untuk solusi fungsi gelombang (eigen state) pada daerah Il, dapat

dituliskan,
W, (z) = He™i#:p, + Je ™7y 3.53
1

SN DO N W B TN
) \(— ) )

E + mc? E 4+ mc?
0 0

Eigen State atau fungsi gelombang pada daerah Il telah dinyatakan pada
persamaan (3.53), Dalam setiap solusi persamaan pasti memiliki fungsi gelombang
atau eigen state dan nilai eigen atau eigen value yang dinyatakan dengan E. Untuk

mendapatkan eigen value dapat mensubtitusi v, (3.49) pada persamaan Ey;; (3.47)
Elp” = thl 1!12 + mczl/11 354

EY) = hcky P, + mczl[11

hklc
E + mc?

hikyc? X
B = \Fome )7 )

hk,c? + Emc? + m?*c*
E + mc? !

EY; = hcky ( ¢1)mC21/J1

Ey, = <
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hk,c? + (E + mc?)mc?
E + mc? 1

EYy =<

Eyy = (Agkc® + me®)y,

EY, = (hk1c2 + mcz)llﬁ

Pada persamaan (3.54) merupakan persamaan dengan satu suku yakni v,
dengan artian bahwa persamaan tersebut menyatakan partikel dengan energi positif,
kemudian dari persamaan (3.54) didapatkan eigenvalue sebagai berikut (Rizqy,
2023),

[E — (hkc? + mcH)]Y =0 3.55

E = (hkc? + mc?)

dengan batas potensialnya daerah Il yakni 0 < z < V,6(z — vt). Sebab sumur
potensial memiliki tiga daerah maka untuk solusi daerah yang ketiga akan diberikan
pada submateri berikutnya.
3.2.1.3 Solusi pada daerah 111
Berdasarkan persamaan (3.9), daerah Il pada sumur potensial ini memiliki

potensial dengan batas daerah sebagai berikut,
V(Z) = VO VA 2 LO 356

Syarat batas ketiga V(z) = V,, untuk z > L,, menunjukkan bahwa
potensial dalam sumur potensial tersebut kembali menjadi konstan (V) ketika
koordinat (z) berada di atas atau pada titik akhir sumur (z > L,). Hal ini

menunjukkan adanya potensial positif yang kuat di bagian atas sumur, sehingga
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partikel-partikel dalam sistem akan cenderung tertarik ke arah sumur. Kemudian

pada kasus ini di daerah Il persamaan Dirac didefinsikan dengan (Shan,2023),

0 3.57
N _ 2
Ey = [ Lh(a3 az) + fmc ]1/)
Kemudian setelah mendapat persamaan Dirac untuk daerah I11, maka dapat

dihasilkan suatu Hamiltonian Dirac sebagai berikut (sudiarta,2019),

H=ca.p+pmc*+V 3.58

Dengan V =V,

Hy = [—ihc (a3 %) + pmc? + VO] Y

Berdasarkan persamaan Hamiltonian untuk daerah 11l pada persamaan
(3.58), sehingga dapat ditetentukan untuk persamaan energinya dengan

mengoperasikan persamaan (3.12)

3.59

Ey = [—ihc <a3 %) + pmc? + VO] Y

Suatu solusi fungsi gelombang y(z) dalam persamaan dirac disebut sebagai spinor
Dirac, yang mana spinor ini memiliki dua komponen yakni partikel dan antipartikel
yang masing masing memiliki energi negatif dan energi positif seperti pada
persamaan (3.15), kemudian substitusikan persamaan (3.15) pada persamaan (3.59)

sebagai berikut

()b oeomnl()
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Persamaan (3.50) yang merupakan persamaan energi dengan memberikan spinor

(v

daerah 111 yakni dengan megoperasikan ansatz persamaan umum fungsi gelombang

) yang merupakan bagian dari ¥ (z), untuk mendapatkan eigen state pada

dengagn memberikan spinor Y, = (il) dan Yz = (llff) . dihasilkan persamaan
2 4

berikut,

Y(z) = qe™ P, + re "y 3.61
() = e (o) + e ()

Dari persamaan (3.61) untuk mendapatkan hasil dari masing masing spinor, yakni
dengan menggunakan persamaan (3.59) dengan ¥ = (e, + e H7y,)

(Amrulloh, 2021),

E(elkzl,[)A + e—LkzlpB) = [—ihca3 E + ,Bmcz + VO] 3.62

(e ikzl/JA +e _ikzll)B)

Kemudian didefinisikan bahwa,

d ., i o0 ikz 3.63
E(elkzwA +e lksz) — lk(elkzl,DA +e ik l»bB)
Sehingga persamaan (3.63) dapat dituliskan
E(e*?y, + e~k ) = —ihcas (ik(e*#yp, + e77p ) 3.64

+pmc? +V, (eikzl,l)A + e_ikzl/JB)

= hkca3(eikZ¢A + e_ikzl/)B) + Bmc? +V,
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(eikzwA + e—ikzlpB)

= (hkcaz + pmc? + V,0(z — vt) ) e'kZy,

—(hkcaz + pmc? + V,0(z — vt))e‘ikzlpB

Pada persamaan (3.64) terdapat konstanta k dapat berupa suatu nilai positif maupun
nilai negatif. Untuk konstanta k = i% — hk = p, sehingga Kkonstanta
k didefinisikan sebagai berikut (Shan, 2023),

3.65
(E —Vp)? —m?2c*
hc

k2=

Dari persamaan (3.64) terdapat konstanta (hk) yang merupakan nilai positif untuk
suku-suku bispinor pada iy, dan bernilai negatif bispinor pada komponen spinor
. Untuk mendapatkan persamaan pada masinng masing bispinor maka dilakukan

pemisahan variabel pada persamaan (3.64),

Eet*e%), = (hkycaz + fmc? + V) e*2?y, 3.66
EYy, = (hkyas + fmc? + Vo) ¥,
Ee 2%y = —(hkycya3 + fmc? + V,0) e 2%y 3.67

El/)B = _(hkzca3 + ﬁmcz + Vo) l/)B

Dengan spinor ¥, = (il) dan yYg = @3) sehingga persamaan E, (3.66)
2 4

dituliskan dengan,

El/)A = (ﬁk26a3 + ﬁmcz + Vo) lpA 368
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E (i;) = (hkycaz + pmc? +Vy) (il
Y 0 1\ (¥ 1 0 , (¥

E <l/);> = ke (§ o) (z/);) +(o _y)me <¢1
Y1\ (Rkycp mc? Y Vo,

g <l/)2> B (hkzc wi) * (—mcz l;2> + (Vo l/)2>

Pada persamaan (3.68) dilakukan pemisahan variabel untuk mendapatkan masing

masing dari ¥, dan ,, maka
E'(l)l = (hkzc lpz + mczl,l)l + VO lljl) 369

(E — Vo —mc?) iy = hkyc
(E - VOB - mcz) ll)l - hkzc lpz =0

hk,c
V1= P2

E -V, —mc?
El/)z = (hkzc l/)l - mczlpz + VO l/)z) 370

(E — Vo +mc?) ¥, = hkye Py
(E _VO +mC2) ll)z - hkzclljl = 0

_ hk,c
" E—-Vy4+me2 !

V2

Uy

Sehingga untuk solusi daerah Il pada bispinor ¢y, = <1/J
2

) dalam keadaan spin-
up, jika nilai ¥; = (é) maka persamaan (3.70) dihasilkan

hk,c (1) 3.71

lpz:E—V0+mcz 0
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hk,c
Y, = (E -V +mc2>
0

Sehingga bentuk dari ¥4 dituliskan dengan,

1 3.72

P, = ( hk,c )
E —Vy +mc?

Berdasarkan pada persamaan ¥, ( 3.72 ) maka untuk komponen antipartikel
Yy (Lampiran A) dapat dilakukan dengan cara yang sama, dengan hasil akhir

sebagai berikut,

1 3.73
0

Yp = ( hk,c )
E —Vy + mc?
0

Eigen State atau fungsi gelombang pada daerah 11l diperoleh dengan

mensubstitusi persamaan (3.72) dan (3.73) pada persamaan (3.17) yakni,

1 1 3.74
/ 0 0
W, = Qe'ke” ( hk,c ) + Re ikez (_ hk,c >
E—V,+ mc? E—V,+ mc?
0 0

Atau dapat dituliskan sebagai berikut,

Wi = QeikzzlpA + Re_ikzzl/’g

Pada persamaan (3.74) merupakan suatu fungsi gelombang (eigen state) daerah I,

kemudian untuk eigen value dari daerah ini dapat ditentukan dengan
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mengoperasikan persamaan (3.68) untuk persamaan Ei; dan mensubstitusi
persamaan ¥, (3.70) untuk mengeliminasi ¥, pada suku Ey,; yamg menjadi Ey;;;

(Rizqy,2023),
El/)u] ES thz l/)z + mczll)l + Volpl 375

Eyy; = heyk y + me?y + Vg

hkzc
2 ¥y
E—-Vy+mc

(Feme) et +n)
EYy; = ———— |+t mc*+Vy |y

E—Vy+ mc?

EYy = hck, ( >mC21/11 + Vo

hk,c? + Emc? — Vymc? + m?*c*
EYy = V-t me? +Vo | Y
0

hkyc? + (E — Vo + mc*)mc?
EYy = + Vo |1

E —Vy+ mc?
Elp”] = (hkcz + mCZ + VO)lpl

Elp”[ = ( 1 + hkCZ + mCZ + Vo)ll)l

Pada persamaan (3.75) untuk mempermudah pengajian mengenai eigen value

maka suku 1, dapat digantikan dengan menggunakan , sehingga dihasilkan

Ep = (hkc® +mc? + Vo) 3.76

Dari persamaan (3.76) diatas dapat didefinisikan sebagai persamaan hubungan
eigen value dan Hamiltonian (Ey = Hy), maka untuk eigen value pada daerah I11

dirumuskan,



79

[E — (Akc® + mc?2 + V) =0 3.77

E = (hkc* + mc? +V,)

Beberapa persamaan pada daerah 111 ini sama dengan daerah | karena potensialnya
V, persamaan keduanya serupa namun tetap memiliki pembeda pada batas dari
potensial sumurnya dan keadaan dari bagian sumur ini. Pada pada penelitian ini
mengkaji mengenai sumur potensial bergerak sebagian dimana pergerakan
dindingnya memiliki pengaruh pada daerah I11 dan 1l sebab bagian yang bergerak
lalah pada bagian dinding sumur di daerah IIl. Dengan pergerakan dindingnya
bergerak dengan kecepatan konstan yang bergantung pada waktu (t). Sehigga
untuk pembahsan mengenai daerah yang bergerak ini akan dijelaskan pada sub
materi berikutnya yakni solusi persamaan dirac yang bergantung waktu untuk kasus

sumur potensial bergerak sebagian.

3.3 Solusi Persamaan Dirac yang bergantung waktu

Pada pembahasan mengenai persamaan dirac yang bergantung waktu ini
berbeda dengan persamaan yang tidak begantung waktu, sebab pada persamaan ini
akan dikaji tentang solusi yang didapat ketika dinding sumur bergerak, untuk
persamaan Dirac yang digunakan sama seperti solusi sebelumnya yakni persamaan
Dirac untuk partikel dengan keadaaan spin-up yang merambat pada koordinat z.
Dengan pemodelan sumur potensial bergerak sebagian pergerakan yang berubah

terhadap waktu dengan kecepatan konstan, seperti gambar permodelan berikut,
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V@)

>

0 (z+vt)

Gambar 3. 2 Pemodelan sumur potensial dengan dinding bergerak sebagian
bergantung waktu

Untuk potensial yang diberikan pada kasus sumur potensial yang bergantung

waktu sebagai berikut,

_ (0 (0<z<wt) 3.78
V(z) = {VO (z<0, z = vt)

Persamaan Dirac adalah persamaan diferensial yang menggambarkan partikel
dalam medan potensial yang tidak terikat. Dalam kasus ini, kita memiliki sumur
potensial dengan dua daerah yang berbeda. Syarat batas ini menyiratkan bahwa di
daerah di mana V(z) = 0(0 < z < vt), partikel bebas bergerak. Ini berarti
bahwa persamaan Dirac di dalam daerah ini akan memiliki solusi yang
menunjukkan perambatan gelombang bebas. Yakni pada daerah potensial V(z) =
Vo(z < 0danz > wvt), partikel menghadapi penghalang potensial dengan tinggi
V. Syarat batas ini menunjukkan bahwa persamaan Dirac di dalam daerah ini akan
memiliki solusi yang mencerminkan pantulan gelombang dari penghalang

potensial.
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Berdasarkan potensial yang diberikan untuk kasus bergantung waktu (time-
dependent) yang akan dikaji hanya pada daerah Il dan I1l. Sebab untuk daerah |
menyatakan posisi diam(statis). Sedangkan dinding yang mengalami pergerakan
berada pada perbatasan kedua daerah tersebut diatas yakni daerah 1l dan Ill, serta
pada hanya kedua daerah ini saja yang terdapat variabel t atau menyatakan suatu
keadaan yang mana pergerakan dari posisi z nya berdasarkan waktu. Maka untuk

persamaan dirac dalam kasus ini dapat dirumuskan (Shan,2023)

Kemudian diberikan ansatz dengan U,(z,t) = @, + ¢, dan U, = ¢, — @,

maka didapatkan

L, Uy L 09y(z,t) 2 L, 09o(z,t) 2 3.80
Lh¥—<—lhc % +mcpy(z,t) | + | —ihc % + mcp,(z,t)

U, (z,t 0 ,t d ,t
RO (005t 3oz 0)
Jat 0z 0z

+ (mc2@y(z,t) — mc2g,(z,t))

LUz t) L (09a(z,t) | 0go(z,t) .
h—pr = ( 2, T o, ) t™¢ (po(z,t) — 02(2,1))

Uy (z, t U, (z,t
ih—la(tz ) _ L@l

+ mc?U,(z,t)
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3.81

oU,(z,t 0 )t
iR 2(z,t) Y @2(z,t)
ot 0z

+ mc2e,(z, t))

d t
- (—ihc ¢(;(ZZ ) + mclg,(z, t))

oU,(z,t 0 ,t 0 )t
ih 2(z,t) —( —inc ¢, (z )+ ihe @o(z,1)
at 0z

— (mc2gy(z,t) — mc?g,(z,1))

oU,(z, t ] ,t) 0 .t
ih 2(z )= , (_ @2(z )+ ®o(z,t)

2

oU,(z,t oU,(z,t
ih 2(z )= ihe 2(z,t)
at 0z

+ mc?U;(z,t)
Berdasarkan persamaan (3.80) dan (3.81) diberikan pemisahanan variabel untuk
mendapatkan solusi pada masing masing suku U, dan U,, untuk mendapatkan

persamaan untuk U; maka dengan mengoperasikan suku U, pada persamaan (3.80)

sebagai berikut,

3.82

U (z,t Uy (z,t
IACA BN CA))
0z

3t - + mc?U,(z,t)

ih 0U,(zt) N ihc 0U,(z,t)

=U,(zt

mc? at mc? 0z 2(2,1)
in <6U1+ 6U1>_U( 0
mez\acr  Caz) 2V

Kemudian substitusikan hasil dari U, (3.82) pada persamaan (3.81), sehingga

akan didaptkan persamaan umum untuk U,

3.83
ihaUz(Z,t)z % aU,(z,t)

3 the ——— + mc?U,(z,t)
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_ha in (6U1+ 6U1) - i d [ ih <6U1+ 6U1> N 20, (2.6)
Mot\mez\or "8z)) T " az\mez\ar T oz me-tiz,

W (0%, UL\ _ M (oup 0%\ —_—
mez \ a2 T €az0c) = “mez \aroz T €2 ) T Mz

mc? \ 0t2 Cazat mc? \0toz Cazz = meti

e 62U1+h2c2 02U,
mc2 0t?2  mc? 0z2

—mc?U; (z,t) =0

Sehingga untuk mendapatkan persamaan U, juga dilakukan cara yang serupa

seperti pada persamaan U;, yang mana dengan mengoperasikan suku U; pada

persamaan (3.81) yakni,

3.84
.haUz(Z, t) _ .. U(z0)
in——m—= _

o ihe —>~ + mc?U;(z,t)

A I A I
ih Fra ihc P mc-U,(z,t)

ih dU,(z,t) ihc dU,(z,t)
mc2 Ot mc2 0z

=U,(zt)

ih <6U2(z,t) aUz(z,t)> U

mc? at 0z

Setelah didapatkan suku U; pada persamaan (3.84), kemudian substitusikan U,

pada persamaan (3.80) untuk mengasilkan persamaan umum U,

3.85
., 0U,(z,t) ., 0U(z,1) 2
LhT— —lth+ mc?U,(z,t)
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i d ih aUZ(Z, t) 6U2(Z, t) _ ih a ih BUZ(Z, t) aUz(Z, t)
Pot\me2\"ae ¢ oz T\ me2\ T e T oz

+ mc?U,(z,t)

hz <62U2(Z, t) _ aUZ(Z, t)) _ hZC (aUZ(Z, t) _ OZUZ(Z, t)

- 2
otz ozat atoz < 922 >+mc Ua(z,0)

" mc? " me?
B h? 62U2(z,1,“)+hzc2 0%U,(z,t)

277
—mc“U, =0
mc? dt?2 mc? 0z2 2

Setelah mendapatkan persamaan dari U;(z t) pada (3.83) dan U,(z t) pada (3.85),
kemudian dilakukan transformasi koordinat (z,t) pada koordinat (x,y), hal ini
dijukukan untuk mempermudah pengkajian dikarenakan pada langkah berikutnya
akan menggunakan Fungsi Bessel. Dan untuk koordinat (x,y) memiliki definisi

sebagai berikut ,(Shan,2023)

3.86
ct+z
X = ;Y =A/c?t? — 72
ct—z
, ct+z X 3.87
= ; = (ct + z)(ct —
X P y (ct+ z)(ct —z)
yZ
x%y? = (ct + 2)%; ke (ct — 2)?
y
xy = (ct + z); ;=(ct—z)

Pada persamaan (3.86) merupakan kemungkinan pengoperasian yang akan

digunakan untuk x dan y. Jika persamaan (3.83) ditransformasikan pada koordinat

(x,y) dihasilkan persamaan sebagai berikut,
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3.88

0%U,(z,t 92U, (z,t

au, a ax) ) 2 <6U1 d 0y>
dy 9t ot ¢

dx 8z 0z dy 0z0z

oU, 0 ox dau, 0 dy
_ 32 1 _ 32 1 2.2
<6x 6t6t> ( >+hc (

—m?c* Uy (x,y) =0

. dx 0dy 0x 0Oy .
Karena dari persamaan (3.88) terdapat 3030’ 3, (Lampiran B), maka

substitusikan hasil dari penurunan tersebut,

3.89
B2 oU, 9 ( c(x?*-1) 02 oU; 8 [c(x?*+1)
Jdx Ot 2y dy dt 2x
oU; 9 (x*+1 oUu; 9 (—x*+1
2.2 (271 7 202 (222 2
+ R <6x az< 2y )>+hc <6y Bz< 2x

—m?c*U;(x,y) =0

Kemudian untuk % dan % disederhanakan, sehingga menghasilkan nilai berikut

3.90

o[ c(x?*-1) 0 (c(x?+1)
E<_ 2y ) +E< 2x )

0 c(x?-1) c(x?+1)
E(_ 2y * 2x )

d/c

7o) =1

3.91

0 [(x2+1) 0 [—(x?+1)
E( 2y >_&< 2x )

0 (x2+1—x%+1
0z 2yx
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Setelah mendapatkan bentuk penyederhanaan dari turunan terhadap waktu dan
posisi, kemudian substitusikan persamaan (3.90) dan (3.91) pada persamaan (3.89)
, lalu dari persamaan yang dihasilkan dijadikan bentuk persamaan diferensial Bessel

menjadi(Shan, 2023)

3.92

ou U ou ou
—nte (Fr) e (G )+ miet (G )it () —mict laGey) = 0

Dengan persamaan umum diferensial Bessel x2y” + xy’' + (x? — n?)y = 0, maka

persamaan diferensial diatas menghasilkan persamaan berikut,

3.93
au, au, 02U, RIA
_ K2 _ ) K2 _ 2,2 |~ 24,2 _ 2.4 —
hx(ax) hy(ay)+hx <ax2)+hy (ayz) m*c* U;(x,y) =0
Lalu dilakukan pemisahan variabel pada persamaan (3.92) dengan memberikan
persamaan x pada ruas Kiri dan memindahkan persamaan y pada ruas kanan dan

didefinisikan U;(x,y) = f(x)g(y), sehingga dihasilkan persamaan sebagai

berikut,

3.94

9%U, U, 0%U, U,
m <axz )"‘2’“ (Ge) = - (ayz wity (5)+mic i) = a

3.95

R (62f(x))_ h2x <6f(x)>__(h2y2) (azg(y)) Ry (ag(y)>
) \ ax2 fO\ ox ) g dy? g \ ay

+m2ct U(x,y) =a
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Hasil untuk persamaan U, dilakukan dengancara serupa dengan U;
(Lampiran C). Nilai a pada kedua persamaan diats merupakan suatu konstanta.
Kemudian dari pemisahan variabel didapatkan dua solusi persamaan yang mana

persaman ini merupakan persamaan fungsi Bessel, sebagai berikut

3.96
va _Va
fO) =cx " +cx R

1) = (ca1 () + ot (52)
[ h

Solusi f(x)g(y) diatas merupakan solusi untuk U; dan U,, sedangkan
untuk Pada persamaan diatas terdapat c,, ¢y, c3, €4, C5, C¢ Yang merupakan suatu
konstanta, kemudian setelah mendapatkan beberapa persamaan diatas ,maka
didapatkan solusi persamaan Dirac untuk U;(x,y) = f(x)g(y) dan U,(x,y) =

f(x)g(y) dengan mensubstitusikan f (x) dan g(y) sebagai berikut

3.97
B Va mcy mcy
Uy (xy) —Z<01X”><C3]\f ( n )+es o ( n )>
+ <c‘2x$> <c3 ]ﬁ (%) +cy Y_ﬁ (m;Y)>
7 A
3.98
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Kemudian pada persamaan U; dan U, masing masing memiliki komponen spinor
dirac yakni ¢, dan ¢,, maka dari persamaan (3.96) dan (3.97) menghasilkan nilai

@, dan ¢, berikut, (Shan,2023)

. 3.99
Po(x,y) = E(Ul +Uy)

3.100

@,(x,y) = ) {(Qx%) <C3 ]% (mffy) + e Y_% (mffy)>
+ <c2x%> <c3 Jyz ( hy) teY g (m;y))
A h
(o) (61 () rerr g ()
A h
- <czx%> <C3 Juz ( ;y> tal (m;y)>}
7 7

Setelah mendapatkan ¢,(x,y) dan ¢,(x,y) pada persamaan (3.99) dan
(3.100) , untuk menyatakan eigen state untuk pada kasus sumur potensial bergerak

sebagian.diberikan solusi persamaan gelombang yakni (Shan,2023),
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3.101

Yo(x,y)
0

(pZ(x! }’)
0

Yx,y) =

Disamping menggunakan penurunan manual untuk mendapatkan eigen
state dan eigen value maka dapat digunakan cara alternatif, yakni dengan
mengambil sedikit sampai dari bagian dinding yang bergerak. Sebelumnya pada
persamaan dirac yang tidak bergantung waktu diberikan suatu syarat kontinuitas.

Kemudian untuk solusi yang bergantung waktu diberikan syarat kontinuitas berikut,

3.102
( S+b=h+j
kz\/(E—VO)Z — m2c*
s —b= he (h—J)

k  VE?—nict
1 hc

3.103

o V=it
1
q e™(iky(Lo + VoA) — 1 e (iky (Lo + Vohy) = ——  hc he(iky (Lo + VoA,) + j eM(iky (Lo + VoAy)

K V(E =Vp)? — m?c*

2 hc

{ q e"(iky(Lo + VoAy) + 1 en(iky (Lo + VoAy) = her(iky (Lo + VoAy) + j e”(iky (Lo + VoAy)

Kemudian dari syarat kontinuitas pada persamaan (3.102) dan (3.103) karena
terdapat beberapa konstanta seperti (s, b, h,j,q,rv) (Lampiran E), maka akan
digunakan konstanta normalisasi untuk mendapatkan nilai dari masing masing
konstanta. Yang mana konstanta normalisasi ini berfungsi untuk menyatakan
interpretasi dari probabilitas total pada keberadaan suatu partikel yang terdapat
pada masing masing daerah, serta konstanta normalisasi ini juga berperan untuk
menjaga konservasi energi. Sehingga hal tersebut dapat digunakan untuk

mendapatkan nilai eigen-value. Untuk mendapatkan normalisasi konstanta ini
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digunakan persamaan eigen state pada persamaan dirac yang tidak bergantung

waktu pada daerah | (3.30) , sebagai berikut untuk konstanta s dan b

1 1
Y, (z) = setk: ( h?cc w + etk ( gkc \
=+ ( )

E—V0+m62/ \_E—V0+m62/ 3.104
0 0

Dengan,
o)
0
\E +mc/ o T me
hck = pteik: (1 0 _% 0)
TE o V0+mcz E—-Vy+mc

Maka untuk normalisasi konstanta wf Y, didapatkan,

hck / (1) \

| |
Wi, =|stetks (1 0 —— 0) Gpiks hek |
{ E V(] +mc —E—VO+mC2 JI

1

0
. hck :
+ b*elkl <1 0 _T'FZ 0).b€_LkZ _ hck
o T me E —Vy + mc?
0

2
_ 2( —iky)2 ( hck )
[lsl (e ) <1+O+ 7E—V0+mc2 +0 |+

2
2 —ik, 2 (_ hck >
[|b| (e~ikz) <1+0+ Vit me +0
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otz 4 o1 (hck)? 2
- (lsl + | | ) <(E _ Vo + mC2)2>

Dari persamaan (3.104) telah didapatkan konstanta normalisasi untuk s dan b pada
syarat kontinuitas (z = 0), kemudian untuk konstanta h dan j dilakukan cara yang
serupa sehingga menghasilkan persamaan berikut dengan menggunakan solusi

eigen state pada daerah II,

1 1 3.105
W, (2) = he'k: / hgc \ + je ik / gkc \
k(E +mcz)) k(_E + mcz>)

0 0

Dengan,

1
0
hetkz hck = ht e~tkz <1 0
E + mc?
0

hck )
E + mc?

1
. 0 .
" E + mc?
0

hck )
E + mc?

Maka untuk normalisasi konstanta zp,T, Yy, didapatkan,

. (hek)? \*

ARV [(|h|2 +1j1» (m) l
Kemudian untuk syarat kontinuitas pada (z = L,) yang mana syarat tersebut untuk
berlaku pada konstanta g, r, h, j. Maka diberikan ansatz yang menunjukkan sampel

selisis waktu untuk jarak yang kecil lalu diekspansikan,
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3.106
qe@2 Lo (1 4 ik, VAL) + reC-ikaLo) (1 — ik, VAL) =

he@1L0)(1 + iky VAL) + je 1) (1 — ik VAL)

Kemudian dari persamaan (3.106) dilakukan operasi persamaan seperti yang
dilakukan pada solusi persamaan dengan syarat kontinuitas z = 0, dengan
menggunakan solusi eigen state pada daerah 11l (3.74) sehingga untuk g dan r

dihasilkan konstanta normalisasi sebagai berikut,

1
0
Yy = qez10(1 + ik, VAL) | ( hkc ) | + re-ikz(lo+van q
E —Vy + mc?
0

— ik, VAt) / ékc \
k(_ mv

3.107

0

Dengan,

1
o
qe*z10)(1 + ik, VAL) hck
E —Vy + mc?

0

hck )

= qteCikzLo) (1 + ik, VAL (1 0 ——————
ae (1 + ik, VAD) E —Vy + mc?
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1
0
re~tkaLotVAD (1 _ ik VAL) hkc
< E-Vy+ mcz)
0

hck )

= rtetk:(LotVAD (1 — ik, VAE (1 0 ~——r——
re ( 2 VAD) E —Vy + mc?

Maka untuk normalisasi konstanta z/),*,, Yy, didapatkan,

[
! hck
t — | ot o(=ika Lo) i 2 iky L
Y Y —|CI et "2 Lo (1 + ik, VAL) <1 0 E V. 3 me? 0).qe(L 2L0) (1
1
0
+ ik, VA?) hck
E -V, +mc?
0
[
+|rfeikz(Lo+VN>(1—ik VAt)(l 0~k o) re~thaLo+van (1
| 2 E —Vy + mc? '
|
1
0
— ik, VAY) (_ hkc )
E —Vy + mc?
0
hck z
= 112 + ikp vaD)? (1+0 (—> 0
[Iql( + iky VAY) <+ + E— Vot me? +0])|+

hck 2
2 9 2 e
[lrl (1 — ik, VAY) (1 +0+ ( E—V,+ c2> + 0)]

_ 2 2 2 : 232 (hcky)? i
—[(|q| +172) (12 - ik, VA) <m)l

Sehinngga untuk konstanta h dan j pada syarat kontinuitas z = L, maka dilakukan
operasi persamaan serupa dengan persamaan (3.107), namun menggunakan

persamaan eigen state pada daerah I1. Sebagai berikut,
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1

0
Y = he(ikzLO)(l + ik, VAt) ( hkc ) +je—ikz(L0+VAt)(1

E + mc? 3.108
0
1
0
— ik, VAt) (_ hkc )
E + mc?
0
Dengan,
1
. 0
he(kzLo) (1 + ik VAL) hck
E + mc?
0
) hck
= hteCikzLo)(1 + ik VAE (1 0 —— )
( 1 ) E + mc?
1
. 0
jetkLotvaD (1 _ ik yAr) | ( hkc ) |
E + mc?
0
) hck
= jtetkz(LotVAD (1 _ ik VAL (1 0 —— )
J ( z ) E + mc?

Maka untuk normalisasi konstanta zp,T, Y, pada z = L, didapatkan,

Wi i = (17 + 1j17) (1 = (ik, VAE)?)? <%ﬂ
Dari hasil perhitungan eigenstate yang didapatkan dimana terdapat 4 eigenstate
yang masing masing 2 eigenstate untuk posisi z = 0 dan 2 eigenstate untuk posisi
z = Ly. Untuk hasil eigenstate dapat diplot pada matlab untuk menentukan
probabilitas dari partikel yang berada pada wilayah dan kondisi tersebut untuk
waktu tertentu, untuk hasil plot tersebut didapatkan dengan memberikan inputan

persamaan (3.104), (3.105), (3.107) (3.108) dengan menyertakan nilai masing-
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masing konstanta pada persamaan fungsi gelombangnya (Lampiran E) dengan

menggunakan matlab sehingga menghasilkan suatu kode plot (Lampiran D)

Kemudian dari kode plot diatas didapatkan sebuah grafik probabilitas pada
kasus ini yang diambil kondisi energi terendahnya (groundstate) menjabarkan

tentang probabilitas keberadaan partikel pada waktu dan posisi tertentu,

Grafik Probabilitas Partikel

Gambar 3. 3 Grafik Probabilitas untuk kasus persamaan Dirac pada sumur

potensial yang bergantung waktu

Pada gambar grafik 3.3 diatas memiliki sumbu x yang menyatakan posisi
dari pergerakan dinding sumur yang dituliskan sebagai (posisi (z)) dan memiliki
sumbu y yang menyatakan probabilitas partikel dengan nilai maksimum ialah 1,
pada grafik eigenstate memiliki komponen-komponen fungsi gelombang yakni
Y,,P,,dan 5 untuk menyatakan persamaan eigenstate pada masing masing
wilayah sumur potensial dengan batas posisi z = 0 dan z = Ly(diberikan permisalan
nilai 2), berdasarkan gambar (3.3) menghasilkan grafik probabilitas dengan kurva
yang memiliki perbedaan pada setiap daerah namun tetap sesuai dengan teori yakni

probabilitas total adalah 1. Perubahan probabilitas yang bergantung pada waktu
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diakibatkan oleh perubahan lebar yang terjadi pada sumur potensial(Tiandho,

2016).

Setelah mendapatkan probabilitas pada kasus sumur potensial yang
bergantung waktu yang menggunakan beberapa persamaan eigenstate, setiap
persamaan pasti memiliki eigenstate dan eigenvalue. Untuk mendapatkan
eigenvalue pada setiap persamaan normalisasi konstanta (3.104), (3.105), (3.107)
(3.108) digunakan matlab yang akan mengkonversi perhitungan berdasarkan
persamaan normalisasi konstanta, syarat kontinuitas, nilai masing-masing
konstanta (Lampiran E) dan parameter parameter sumur potensial yang digunakan

sehingga dapat menghasilkan nilai E dari setiap persamaan (Lampiran D).

Berdasarkan hasil nilai E (eigenvalue) yang didapatkan pada lampiran D,
kemudian hasil tersebut di plot pada matlab untuk menghasilkan grafik eigenvalue
pada posisi tertentu, dengan kode plot grafik pada lampiran D menghasilkan grafik
sebagai berikut,

Grafik Eigenvalue

=10'%

5 3999936400008

5.3999936400006

5.539999586400004

2.39995586400002

Eigenvalue

5.35999964

5.39999363999585

a0 0.5 1
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Gambar 3. 4 Grafik Eigenvalue untuk kasus persamaan Dirac pada sumur

potensial yang bergantung waktu

Pada gambar grafik (3.4) memiliki sumbu x yang menyatakan pergerakan dari
dinding sumur potensial yang dituliskan dengan (z), lalu untuk sumbu y menyatakan hasil
dari nilai E yang dituliskan dengan (Eigenvalue). Berdasarkan gambar grafik
eigenvalue (3.4) dapat dijabarkan bahwa grafik diatas menunjukkan kenaikan dan
merupakan grafik linier yang lurus, dengan rentang posisi (z) yang diilustraksikan
berada dari titik O hingga titik 1. Pada grafik menunjukkan bahwa semakin lebar
posisi pergerakan dinding maka semakin besar pula nilai E nya. Karena grafik
diatas menunjukkan grafik linier yang mana perubahan setiap titiknya dipengaruhi

oleh dinding dari sumur potensial yang bergerak dengan kecepatan konstan.

3.4 Sumur potensial kuantum dalam kajian Islam

Pengetahuan yang berdasarkan dari Al-Qur’an memang tidak diragukan lagi
keragamannya, dalam Al-Quran telah disuguhkan segala macam hal mengenai
ilmu pengetahuan yang ada di alam semesta ini. Mulai dari benda-benda yang
berukuran makro hingga mikro, juga dari segi penyampaiannya ada yang
disampaikan secara jelas atau eksplisit ada juga yang memelukan beberapa kajian
dan imajinasi dari logika atau secara implisit. Pada penelitian dikaji suatu keilmuan
dalam bidang sains, khususnya dalam dunia fisika kuantum yang berakaitan dengan

partikel.
Persamaan dirac membahas mengenai suatu partikel dengan spin % partikel

merupakan suatu makhluk ciptaanNya yang berukuran sangat kecil atau dalam
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dunia sains disebut dengan benda mikroskopis. Hal ini juga terdapat
pembahasannya dalam Al-Qur’an, yakni dalam Qs. Adz-Dzaariyat(51): ayat 1-6
o o B
L) () b bz tB(r) Bd Sl (1) By ool 6 (1) 1355 oL, 15
() &8P 35 (o) Salal 05le
“Demi (angin) yang menerbangkan debu (1). Dan awan yang mengandung (hujan)
(2) . dan (kapal-kapal) yang berlayar dengan mudah (3). Dan (malaikat-malaikat)
yang membagi-bagi urusan (4). Sungguh apa yang dijanjikan padamu pasti benar
éS)). Dan sungguh (hari) pembalasan pasti terjadi (6) ” (Qs. Adz-Dzaariyaat (51):1-
Berdasarkan Tafsir Ibnu Katsir adz-dzariyat merupakan angin kencang Syu'bah
ibnul Hajjaj telah meriwayatkan dari Sammak, dari Khalid ibnu Ur'urah bahwa ia
pernah mendengar Ali RA Syu'bah juga telah meriwayatkan pula dari Al-Qasim
ibnu Abu Buzzah, dari Abut Tufail bahwa ia pernah mendengar Ali RA dan telah
diriwayatkan pula melalui berbagai alur dari Amirul Mu’minin Ali ibnu Abu Talib
RA Disebutkan bahwa ia menaiki mimbar di Kufah lalu berkata, "Tidaklah kalian
bertanya kepadaku tentang suatu ayat di dalam Kitabullah dan tidak pula dari
sunnah Rasulullah melainkan aku ceritakan kepada kalian tentangnya." Maka
berdirilah Ibnul Kawa, lalu bertanya, "Hai Amirul Mu’minin, apakah makna firman
Allah SWT.: 'Demi (angin) yang menerbangkan debu dengan sekuat-
kuatnya' (Adz-Dzariyat: 1)?" Maka Ali RA menjawab, "Makna yang dimaksud
adalah angin.” lIbnul Kawa menanyakan tentang makna firman selanjutnya: dan
awan yang mengandung hujan. (Adz-Dzariyat: 2) Ali RA menjawab, bahwa yang
dimaksud adalah awan. Lalu Ibnul Kawa bertanya lagi tentang makna firman-

Nya: dan kapal-kapal yang berlayar dengan mudah. (Adz-Dzariyat: 3) Ali RA
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menjawab, bahwa yang dimaksud adalah kapal-kapal. Ibnul Kawa bertanya lagi
mengenai firman-Nya: (malaikat-malaikat) yang membagi-bagi urusan (Adz-
Dzariyat : 4) Maka Ali RA mengatakan bahwa makna yang dimaksud ialah
malaikat-malaikat yang ditugaskan untuk itu. Dimana hal ini telah diriwayatkan

pada suatu hadits yang marfu’ (Tafsir Ibnu Katsir, 2015).

Oleh sebab itu Al-Hafiz Abu Bakar Al-Bazzar mengatakan, telah menceritakan
kepada kami Ibrahim ibnu Hani', telah menceritakan kepada kami Sa'id ibnu Salam
Al-Attar, telah menceritakan kepada kami Abu Bakar ibnu Abu Sabrah, dari Yahya
ibnu Sa'id, dari Sa'id ibnul Musayyab yang mengatakan bahwa Sabig At-Tamimi
datang kepada Umar ibnul Khattab RA, lalu bertanya, "Hai Amirul Mu’minin,
ceritakanlah kepadaku tentang makna az-zariyati zarwa.”" Maka Umar RA
menjawab, "ltu adalah angin yang bertiup kencang. Seandainya aku tidak
mendengar Rasulullah SAW. mengatakannya, tentulah aku tidak akan
mengatakannya." Sabig bertanya, "Maka ceritakanlah kepadaku makna al-
mugassimati amra.” Umar RA menjawab, "Yang dimaksud adalah malaikat-
malaikat. Seandainya aku tidak mendengar Rasulullah SAW. mengatakannya,
tentulah aku tidak akan mengatakannya." Sabig At-Tamimi kembali bertanya,
"Ceritakanlah kepadaku tentang makna al-jariyati yusra." Maka Umar RA
menjawab, "Makna yang dimaksud ialah kapal-kapal. Seandainya aku tidak pernah
mendengar Rasulullah SAW. mengatakannya, tentulah aku tidak berani
mengatakannya." Kemudian Khalifah Umar memerintahkan agar Sabig dihukum
dera. Maka ia didera sebanyak seratus kali, lalu disekap di dalam sebuah rumah.
Setelah sembuh dari luka deranya, ia dipanggil lagi dan dihukum dera lagi, lalu

dinaikkan ke atas unta, dan Umar RA berkirim surat kepada Abu Musa Al-Asy'ari
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RA yang isinya mengatakan, "Laranglah orang-orang duduk bersamanya dalam
suatu majelis.” Sanksi itu terus-menerus diberlakukan atas dirinya. Akhirnya Sabig
datang kepada Abu Musa RA, lalu bersumpah dengan sumpah berat bahwa dia tidak
merasa sakit hati atas apa yang telah dialaminya itu. Maka Abu Musa RA berkirim
surat kepada Umar RA memberitakan hal tersebut. Umar RA membalas suratnya
itu dengan mengatakan, "Menurut hemat saya, tiadalah dia sekarang melainkan
benar dalam pengakuannya. Maka biarkanlah dia bergaul dengan orang-orang
dalam majelis mereka." Abu Bakar Al-Bazzar mengatakan bahwa Abu Bakar ibnu
Abu Sabrah orangnya daif, dan Sa'id ibnu Salam bukan termasuk ahli hadis.
Menurut hemat saya, hadis ini dinilai daif dari segi ke-marfu '-annya, dan yang
paling mendekati kepada kebenaran hadis ini mauquf hanya sampai pada Umar RA
Karena sesungguhnya kisah Sabig ibnu Asal ini cukup terkenal, dan sesungguhnya
Khalifah Umar RA memerintahkan agar Sabig didera karena Sabig dalam
pertanyaannya itu kelihatan seperti orang yang mengingkarinya; hanya Allah-lah

Yang Maha Mengetahui (Tafsir Ibnu Katsir, 2015).

Berdasarkan pendapat yang terkenal dari jumhur ulama menyebutkan seperti
pendapat di atas, yaitu kapal-kapal yang berlayar dengan mudah di atas permukaan
air. Menurut sebagian dari mereka, yang dimaksud adalah bintang-bintang yang
beredar pada garis edarnya masing-masing. Demikian itu agar ungkapan ini
dimaksudkan bertingkat-tingkat dimulai dari yang paling bawah, kemudian
berakhir di yang paling atas. Dengan kata lain, angin di atasnya terdapat awan, dan
bintang-bintang di atas kesemuanya itu, dan yang lebih atas lagi ialah para malaikat
yang ditugaskan untuk membagi-bagi urusan; mereka turun dengan membawa

perintah-perintah Allah, baik yang berupa syariat ataupun yang berupa urusan alam.
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Ungkapan ini merupakan gasam atau sumpah dari Allah SWT. yang menunjukkan
akan kepastian terjadinya hari kembali (hari kiamat), sebagaimana firman Allah

dalam ayat 5 dan ayat 6 pada surah Adz Dzariyat ini (Tafsir Ibnu Katsir, 2015)

Berdasarkan Tafsir Fi Zhilalil -Qur’an XI, ayat ini menjelaskan tentang Allah
SWT bersumpah demi angin, awan, kapal-kapal(bahtera) dan malaikat yang
merupakan makhluk-Nya yang dijadikan sebagai sarana bagi kekuasaan-Nya dan
pemenuh kehendak-Nya, Allah menuturkan segala sarana ini untuk mengarahkan
kalbu kepada segala kerahasiaanNya yang terpendam serta memberikan segala
bentuk rezeki kepada makhluk-Nya. Allah bersumpah atas keempat makhluk-Nya
berjanju kepada manusia tentang segala perbuatannya yang baik maupun yang
buruk pasti akan mendapatkan balasan yang sama, kebaikan akan dibalas dengan
kebaikan keburukan akan dibalas dengan keburukan. Apabila Dia menangguhkan
hisab di dunia, bukan berarti hisab akan ditangguhkan pula di akhirat. Janji itu akan
terbukti dan apa yang dijanjikan Allah SWT pasti akan terwujud (Sayyid, 2003).

Pada Qs. Adz Dzaariyaat secara tersirat mengandung suatu penafsiran yang
dapat dikaitkan pada dunia sains, terkhusus mengenai partikel-partikel berukuran
mikro juga mengenai sifat dari partikel mikroskopis ini. Pada kata dzaariyaat
adalah suatu kata jamak yang asalnya dari dzarrah (semut kecil atau debu). Ketika
pada Al-Qur’an menggunakan kata dzarrah untuk benda kecil seperti debu atau
semut kecil maka dapat dikaitkan pada keilmuan fisika yang mengarah pada
partikel beserta penyusun-penyusunnya (Mulyono dan Ahmad, 2006).

Kemudian untuk permodelan yang digunakan dalam kasus yang diberikan
untuk partikel dirac ini adalah sumur potensial berhingga, dimana sumur ini

dibatasi dengan dua dinding dengan suatu partikel yang terperangkap pada sumur
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ini. Dalam Al-Qur’an terdapat suatu ayat yang membahas mengenai sumur, yakni
Qs.Yasin

Pada setiap keilmuan dan benda yang berada di muka bumi pasti telah tertulis
pada Al-Qur’an, dengan menggunakan penafsiran yang tepat. Seperti salah satunya
pada penelitian ini yang membahas mengenai kasus sumur potensial bergerak
sebagian, terdapat suatu ayat dalam Al-Qur’an yang menjelaskan secara tersirat

mengenai hal tersebut. Berikut Qs. Yasin (36): 9 :

() O3t ¥ PRS0 100 fadls g A0 2l o3 e Ulisg

“Dan Kami jadikan di hadapan mereka sekat (dinding) dan di belakang mereka
juga sekat, dan Kami tutup (mata) mereka sehingga mereka tidak dapat melihat
(Qs. Yasin (36) : 9).

Berdasrkan Tafsir Ibnu Katsir pada yasin ayat 9, menurut mujahid dinding itu
menutupi mereka dari kebenaran sehingga mereka kebingungan, yang menurut
Qatadah disebutkan berada dalam kesesatan. Yang mana mata mereka ditutup dari
kebenaran, sehingga tidak dapat mengambil manfaat dari pada kebaikan tersebut
serta tidak mendapatkan petunjuk dari Allah untuk menempuh jalan kebaikan. bdur
Rahman ibnu Zaid ibnu Aslam mengatakan bahwa Allah SWT. menjadikan
dinding ini antara mereka dan Islam serta iman, karenanya mereka tidak dapat
menembusnya (Tafsir Ibnu Katsir, 2015).

Berdasarkan penjelasan pada Tafsir Jalalain yakni Dan Kami adakan di
hadapan mereka dinding dan di belakang mereka dinding) lafal Saddan dalam dua
tempat tadi boleh dibaca Suddan (dan Kami tutup -mata- mereka sehingga mereka

tidak dapat melihat.) Ini merupakan tamtsil yang menggambarkan tertutupnya

jalan iman bagi mereka (Tafsir Jalalain, 2023).
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Pada kamus bahasa arab almaany kata - memiliki arti rintangan, halangan,
penghalang, benteng, tutup, atau i , .3 ,323 memiliki arti dua tutup. Kata 1
memiliki tasrif sebagai berikut (¥ |as)i. ,(g)las J—U)-\Mu (e J=)is yang

bermakna bendungan atau sumur.

Dalam Tafsir ringkas Kemenag pada ayat ini yakni Dan Kami jadikan di
hadapan mereka sekat, yakni dinding penghalang antara mereka dengan kebenaran
yang dibawa oleh Nabi Muhammad, dan di belakang mereka juga Kami ciptakan
sekat, dan Kami tutup mata mereka sehingga mereka tidak dapat melihat
kebenaran. Itulah perum-pamaan orang-orang yang enggan melakukan kebaikan
dan selalu menolak kebenaran. 10. Itu membuktikan bahwa peringatan apa pun
sama sekali tidak ada pengaruhnya bagi kaum kafir. Dan sama saja bagi mereka,
apakah engkau, wahai Nabi Muhammad, memberi peringatan kepada mereka akan
adanya azab atau engkau tidak memberi peringatan kepada mereka; pada akhirnya
mereka tetap tidak akan beriman juga. Itu semua diakibatkan oleh keengganan
mereka menerima petunjuk Allah yang disampaikan oleh para rasul (Tafsir
Kemenag, 2023).

Kemudian pada Tafsir Al-Ahzar dijelaskan bahwa pada kalimat “Dan telah
Kami jadikan di hadapan mereka suatu sekatan dan di belakang mereka pun suatu
sekatan “ Akan maju ke depan terhambat, akan surut ke belakang terhalang,
sehingga mereka hanya berputar di sana ke sana saja, tidak ada kemajuan dan tidak
pula surut ke belakang, karena putaran hidup bukanlah surut ke belakang melainkan
maju ke muka, namun mereka tidak dapat maju. Terkurung, terbelenggu dan

terhambat. Dan “Lalu Kami selubungilah mereka; maka tidaklah mereka dapat
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melihat." Cobalah gambarkan sekali lagi betapa malang nasib orang itu atau
kebanyakan dari mereka itu karena iman tidak ada. Tangan dialihkan ke belakang
dan dibawa ke kuduk dan kuduk penuh dengan belenggu, sehingga tersundak ke
dagu. Dagu tertengadah sehingga tidak dapat lurus melihat ke muka, melainkan
tertengadah ke atas. Sebab itu gelaplah jalan yang akan ditempuh, terselubung.
Tidak bebas buat melihat dan mempertimbangkan. Diri telah terbatas dari petunjuk
dan kebenaran karena di muka tertutup dan di belakang pun tertutup. Semua jadi
gelap, semua jadi terhalang dan terhambat (Hamka, 2015).

Ayat ini menjelaskan mengenai Abu Jahal yang ingin membunuh Rasulullah
SAW, jika bertemu dengannya. Namun ketika Rasulullah berada di dekatnya maka
Allah SWT menutup mata Abu Jahal sehingga tidak dapat melihat Rasulullah
SAW. Pada penjelasan ini Allah SWT membuat dinding yang berada di depan serta
di belakang sehingga membuat pandangannya terhalang untuk melihat Rasulullah
SAW (Putra, 2019).

Jika penjelasan diatas dipertimbangkan pada pemahaman ilmu fisika mengenai
sumur potensial maka dinding yang menutupi mata Abu Jahal merupakan dinding
dengan sifat tak berhingga pada kedua sisinya sehingga ia tak mampu melihat
Rasulullah SAW. Ketika suatu dinding potensial dengan nilai yang sangat besar
sehingga partikel berada dalam keadaan terikat, atau dapat dikatakan keadan terikat
terjadi ketika potensial dalam dinding bernilai nol jadi partikel akan sulit keluar

untuk melewati dinding tersebut (Putra, 2019).

Dapat disimpulkan bahwa makna serta tafsir dari kata &= ialah sumur yang

digambarkan sebagai suatu wilayah dengan memiliki dua tutup sebagai penyekat

atau penghalangnya. Berdasarkan penelitian ini memiliki hikmah yang dapat
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dijadikan pelajaran serta cara pendekatan untuk lebih dekat dengan Allah SWT,
sebab jika berkaitan dengan dzarrah berarti hal sekecil apapun di duina ini Allah
SWT pasti mellihatnya dan amalan baik ataupun buruk yang telah dilakukan
selama di dunia ini akan dipertimbangkan kelak di hari akhir, tak hanya itu sekecil

apapun amalan baik ataupun buruk pasti ada balasannya.

Sedangkan untuk i yang berarti sumur atau sekat, hal ini berkaitan dengan

keridhoan Allah SWT terhadap apa yang akan diperoleh kepada manusia. Dimana
manusia hanya mampu berencana akan tetapi Allah SWT adalah sebaik-baiknya
perencana. Seperti pada kisah abu jahal yang hendak menyakiti Rasulullah SAW ,
abu jahal hanya berencana akan tetapi Allah SWT tidak meridhoi ia menyakiti
rasulullah maka Allah SWT ciptakanlah sekat diantara mereka untuk melindungi
Rasululllah SAW. Begitupula dengan umat manusia jika kita menginginkan suatu
hal yang menurut Kita baik tapi kurang tepat untuk kita menurut Allah SWT, maka
la akan memberikan sekat kepada kita terhadap tujuan tersebut akan tetapi , la sudah
menyiapkan sesuatu yang kita butuhkan ketika Allah SWT telah membuka sekat

tersebut, maka teruslah untuk berprasangka baik terhadap rencana Allah SWT.



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari penelitian yang telah dilakukan, didapat kesimpulan
sebagai berikut:

1. Persamaan dirac yang bergantung waktu dan tidak bergantung waktu
merupakan solusi yang didapatkan dengan mengoperasikan solusi umum
fungsi gelombang dan diaplikasikan pada persamaan hubungan energi dan
Hamiltonian dirac

2. Solusi eigenstate dan eigenvalue pada persamaan Dirac yang tidak
bergantung waktu untuk kasus sumur potensial bergerak sebagian
didapatkan bentuk eksplisit dari 1 dan E pada masing-masing daerah I, 11,111
dalam sumur potensial dengan menggunakan pendekatan numerik.
Kemudian solusi eigenstate dan eigenvalue pada persamaan Dirac yang
bergantung waktu untuk kasus sumur potensial bergerak sebagian dalam
mendapatkan solusi eigenstate digunakan pendekatan numerik yang
menggunakan syarat kontinuitas dengan menghasilkan nilai dari masing
masing konstanta dari persamaan dan persamaan probabilitas pertikelnya,
sedangkan untuk solusi eigenvalue digunakan pendekatan menggunakan
software Mathlab yang menghasilkan bentuk dari energi partikel dalam
sumur potensial yang divisualisasikan dalam bentuk grafik eigenvalue

terhadap posisi dari pergerakan dinding sumur potensial.
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4.2 Saran

Berdasarkan hasil dan kajian pustaka pada penelitian ini dimana persamaan
yang dikaji menggunakan kajian pada Quantum Relativistic , dimana terdapat
permasalahan yang belum bisa mendekripsikan pada kasus sumur potensial
bergerak sebagian. Sehingga dibutuhkan kajian yang lebih tinggi yakni pada kajian

Quantum Field.
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LAMPIRAN A
Solusi ¥y Pada Daerah 1,11, dan 11l

1. Solusi Yz pada daerah |

Pada persamaan untuk daerah | telah dituliskan hasil untuk ¢4, kemudian untuk ¥z

dapat dilakukan operasi serupa pada ¥,, sehingga untuk solusi daerah | pada

bispinor Yz = (33) yang dalam keadaan spin-up, maka diperlukan mencari solusi
4

untuk 5 dan y,. Dengan mengoperasikan Evy g seperti persamaan (3.16)

El/)B = _( hkca3 + ,BmCZ + Vo) l/)B

E <$i> = (— hkcaz — pmc? — V,) (zz)

()= e D) =G me () =vol(y)

£ (903) _ (hkc 1,04) _ ( me? P ) _ <V0 1113)
Y, hkc Y3 —mc?, Vo,
Kemudian akan mendapatkan persamaan yang merupakan hasill dari pemisahan
variabel berikut,

Eys = (— hkc, — m02¢3 —Vos3)

(E + VO + mCZ) lp3 = ﬁkC l/)4
hkc

Y3 :_—E—Vo—mcz Py

EY, = (= hkc s + mc*y — Vo y)

(E + VO - ‘mCZ) ¢4 = hkC lpg
hkc
2 ¢3

w4=_E—V0+mc

Jika kasus yang diinginkan adalah keadaan spin-up maka , didefinisikan

Y3 = ((1)) substitusikan pada persamaan iy,

hkc 1
Ye =g —Vp + mc? (0)
hkc
1/)4:( E—V0+mcz)
0
Y

Sehingga untuk Y = ( 3) dapat dituliskan sebagai berikut,
4

Y
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2. Solusi ¥y pada daerah 11

Solusi Y5 untuk daerah 1l dapat ditentukan dengan langkah awal yakni
mengoperasikan persamaan Eyg

EYg = (—hkcaz + pmc*)y,

Y Y , (¥
Eye) = e D)6 2me(y)
ll} Cc ll} mc2 l/}
E() =G "9+ 0 ()
Y hkc i, 2,
(wi) ~ (e wg) (e ¢4)

Pada persamaan diatas untuk mendapatkan nilai masing masing dari ¥, dan v,

maka dapat digunakan pemisahan variabel sebagai berikut,

EYs = —hkc, + mc? 5
(E—mc?) P+ hkcp, =0
hkc
V3=—p 5 Vs
EY, = —hkc 3 —mc? i,
(E+mc?) Y, —hkcp; =0
hkc

Ya= - E+m

c2 lp3

V3
Vs

mengkaji pada partikel maupun anti partikel dengan keadaan spin up, dengan

Sehingga untuk solusi daerah Il bispinor g _( ) dikarenakan hanya

memberikan y; = ((1)) maka, dihasikan persamaan
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hkc 1
Y= " E +mc? (0)
hkc
Yy = < E + mcz)
0

Kemudian setelah mendapatkan nilai y,pada persamaan diatas, maka untuk

bispinor ¥ dirumuskan

3. Solusi Yy pada daerah 111

Dengan melakukan operasi serupa seperti proses untuk mendapatkan nilai 4,
Y3
Vs
maka terlebih dahulu mencari solusi untuk 3 dan y,. Dengan mengoperasikan
Eg seperti persamaan (3.60)

sehingga untuk solusi daerah 111 pada bispinor Yz = ( ) dalam keadaan spin-up,

EYg = (hkcaz + fmc? + V) Yg

E (ii) = (hkcaz + pmc? +V,) <$z>

¥, _ 0 1\(¥s 1 0 Vs Vs
() e 9)(5)+ 6 2me(3) ()
Y3\ (hkc i, mc? P Vo,
g (l/’z;) - (hkc ¢3> ¥ (—mcz 1114) " (Vo 1/J4>
Kemudian dari persamaan yang dihasilkan dilakukan pemisahan variabel
Eps = (hkcp, + mc®s + Vo P3)
(E - VO - mCZ) lp3 = hkC 11)4_
(E—Vy0 —mc?) 3 — hkcy, =0

B hkc
l/)3_ E_Vo_mczl/)4
Eyy, = (hkc s — mcipy + Vo 1hy)

(E _VO +mC2) 1/)4 = hkC 1/)3
(E—V0+m62)l/)4—hkCl/)3 =0
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Jika kasus yang diinginkan adalah keadaan spin-up maka , didefinisikan y; =
((1)) substitusikan pada persamaan i,

hk
=== ez (0)

hkc
Y, =( E—V0+mc2>
0

Y

Sehingga untuk Y5 = (¢

3) dapat dituliskan sebagai berikut,
4

1
0

‘(l)B = hkc |
E-V, +mc2/
0



LAMPIRAN B

Penurunan terhadap waktu (t) dan posisi(z)

Karena penurunan ini berawal dari transformasi koordinat (z,t) pada
koordinat (x,y), sehingga Diberikan definisi untuk x dan y sebagai berikut,

ct+z
ct—z

;y =/ c2t? — 22

Kemudian diberikan beberapa kemungkinan operasi perhitungan yang digunakan
pada x dan y,

x2=Ct+Z; y? = (ct + z)(ct — 2)
ct—z y2
x%y? = (ct + 2)% ke (ct — 2)?
xy = (ct + z); %z(ct—z)

Sehingga untuk turunan terhadap waktu dan posisi sebagai berikut,

-1

ox 1 (ct + z>‘% <c(ct —z)—c(ct+ z)) ox 1 (ct + z> 2 (((ct —z)+ (ct + z)))

ct—z (ct — 2)2 2\ct —z (ct — 2)2

a2

9z 2
1 1
3 (ct + Z)‘E zc (ct + Z)‘(i) ct

ct—z) “(ct—2z2)2 ct—z ct — z2
1 y ox _(x*+1)
1 ic(xy—g) 0z 2y
= - 2
x2

(e -9)

2
ox  c(x*=1)

at 2y
dy ¢ 1
ot =3(*3)
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LAMPIRAN C

Solusi Persamaan U,

Sesuai dengan persamaan yang dihasilkan U; pada persamaan (3.84) ,maka untuk
U, juga dilakukan step yang sama. Dengan melakukan transformasi koordinat (z, t)
pada persamaan (3.77) pada koordinat (x,y) yang bertujuan untuk memudahkan

pengkajian. Sehingga,

h? 0%U,(z,t) h2c? 0%U,(zt)

— mc2l., =

ou, 00 me? %z 00 me? aZZBU 6";C e ou, 00
_p2 <_2 __x> _ B2 (_2 __y) 4 B2c2 <_2 __x) 4 h2e2 <_2 __y)
Jdx Ot ot dy 0t ot 0x 0z0z dy 0z 0z

—m2c* U;(x,y) =0

Dengan mensubstitusikan nilai turunan terhadap waktu % dan turunan terhadap

.. 0 .
posisi — maka menghasilkan persamaan

U, 0 [ c(x*—-1 U, 0 [c(x*+1 U, 9 (x*+1
—p2 (22 2 _eGt -1 — B2 0U; 9 (c(x"+1) + R2c2 (22 =
Jdx 0t 2y dy dt 2x dx 0z\ 2y

U, 9 (—x*+1
+ h2c? (—2 —< )) —m?c* Uy(x,y) =0

dy 0z 2x

Dengan mensubstitusikan pemyederhanaan dari % dan %, maka menghasilkan

persamaan U, sebagai berikut

aUu au au au
e () e (1) e (22 e () e v =

Kemudian dari persamaan U, yang merupakan bentuk persamaan diferensial biasa
disubstitusikan pada persamaan diferensial besel, dengan persamaan umum x2y"" +

xy' '+ (x2=n?)y=0

au, U, 92U, 0%U,
—ix ()~ nty (W>+ LS <W HRy? (2 ) = miet UyGoy) =0
Kemudian dari persamaan diferensial Bessel ini dilakukan pemisahan variabel

dengan U,(x,y) = f(x)g(¥)
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B2y ( d a ) —h*x (3_2) = —n?y? ( 2 2 ) +’y (a_z) +m?c Uy(x,y) = a
X X y y

h?x® (02f(x) ) h2y <8f(x)> _ @y (azg(y) ) LY (ag(y)>
fl) \ ox 0x giy) \ dy? gy \ ay

+m2c* Uy(x,y) = a



LAMPIRAN D

1. Berikut merupakan kode plot probabilitas pada kasus sumur potensial

dengan dinding bergeraksebagian yang bergantung waktu

2. Berikut kode plot grafik nilai E berdasarkan hasil iterasi nilai E

% Define the number of iterations

numlterations = 100;

LO=1;

% Initialize arrays to store values

E_values = zeros(numlterations, 1);

Z values = linspace(0, LO, numliterations); % Generate a range of z values based on
numlterations

% Perform the iterations

for i = L:numlterations

eql =1i;
eq2=i*2;
eq3 =i*3;

eq4 = 1799999880000002;

eg5 = 1799999880000002;

eq6 = 1799999880000002;

% Calculate E based on eql, eq2, eq3, eq4, egb, eq6, and z

z = Z values(i); % Get the current z value

E=eql +eq2 +eq3 +eqgd + eqb + eqb + z; % Include z in the calculation
% Store values in the E_values array

E values(i) = E;
end
% Plot the values of E against z
figure;

plot(Z_values, E_values, 'b', 'LineWidth', 2, 'DisplayName’, 'E";
% Add labels and legend

xlabel('z');

ylabel('E");

title(E vs. 2Y;

legend('Location’, 'Best');

grid on;
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LAMPIRAN E

Pada lampiran ini menuliskan secara detail tentang nilai masing-masing konstanta
yang terdapat dalam persamaan fungsi gelombang persamaan dirac pada persamaan
(3.104), (3.105), (3.107) (3.108) dengan menggunakan definisi u*'u =1 =v*v

E%2-m?2c*

(Ashok das), digunakan A=c=1;, E =mc? k,= dan k, =

\/@ sehingga konstantas, b, h, j,q, r sebagai berikut:

1.Konstanta |s| dan |b|

1
0
Se'ks hck, = steiks (1 0 &2 0)
E—V, +me? E—-Vy+mc
0
uu=1
1
0
s's = Ste ik (1 o — ncka 0) Setk hck,
E —V, + mc? —
E—Vy+mc
0

(Acky)?
Is1* () [1+(E Vo + mc?)? ]

]2 (E -V, +mc?)? + (hckz)z]

(E — Vo + mc?)?

2
) (E—VIOS#CZ)2 [(E = Vo +mc?)? + (hck,)?]
|s|? e
~ (E-Vo+me?? [(E — Vo +me?)® + h¥c? < o )}

|s]?
= E Vs + ) [2E? — 3EV,]
|s|2[2E2 — 3EV,]
(E — Vy + mc?)?

_IsI?[2E? = 3EV,] _
 (E-Vy+me?2)?2

= |s|?[2E% — 3EV,] = (E — V, + mc?)?

= |s|?[2E% — 3EV,] = (E? — 2EV, + 2Emc? — V¢ + 2Vymc? + m?c*)
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s|2[2E% — 3EV,] = (E? — 2EV, + 2E2 — V2 + 2EV, + E?)

Is|2[2E2 — 3EV,] = (4E2 — V)

_ s = [4E% — V¢
(2E? — 3EV,)
. o 4E%-V? . o
Sehingga dengan nilai |s|? =ﬁ maka menghasilkan nilai s dalam
- 0

2_y2 . .
konstanta normalisasi |s| = f% . Dengan cara yang sama dihasilkan |b|
- 0
sebagai berikut:

1
0
be_ikz _ thZ = b'l' eikz <1 0 —#ﬁfz )
E -V, + mc? o T me
0
v'v=1
1
0
b*h = pt eikz (1 0 _% O)be—ikz flez
E — Vo +mc? ——
E -V, +mc
0
= |b|? (%) 1+M
(E — Vy + mc?)?

b2 (E = Vy + mc?)? + (hck,)?
(E — Vo + mc?)?

|bJ?
= T v ey [E = Vot me?)? + (heky)?]
0

b2
= m [(E—V0+mcz)2+ﬁzcz <
0

((E = Vp)? —m?c?)
hc
|b]?
= E Ve + ma)? [2E? — 3EV,]
|b|2[2E% — 3EV,]
(E — Vy + mc?)?

|b|2[2E? — 3EV,]
b*b = =1
(E — Vy + mc?)?

= |b|?[2E? — 3EV,] = (E —Vy + mc?)?
= |b|?[2E? — 3EV,] = (E? — 2EV, + 2Emc? — V¢ + 2Vymc? + m2c*)

= |b|?[2E? —3EV,] = (E? — 2EVy + 2E? — V¢ + 2EV, + E?)
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|b|2[2E? — 3EV,] = (4E2 — V2)

2 2
_ pp= ATVl
(2E% —3EV,)
. 5 [4E2-VE] 4; ilai _ | [aE2E]
Sehingga dengan |p|* = TG didapatkan nilai |p| = 2573870

2.Kemudian untuk nilai |h| dan |j| sebagai berikut:

a. Padaposisiz =10

1
, 0 . hck
hetki | heks | =ntesii(1 o )
E+mc? bame
0
uu=1
1
0
h*h — h1‘ e_ikl <1 thl - 0) helkl th]_
E+me E + mc?
0
(hcky)?
= |[h? (%) [1+—"==
IR[* (%) [ (E + mc?)?
P (E + mc?)? + (hck,)?
B (E + mc?)?
|h? 2 2,4
= m [ZE +2mc]=1

|h|? [2E% + 2m?%c*] = (E + mc?)?

|h|? [2E? + 2m?%c*] = (E? + 2Emc? + m%c?)

|h|? [2E? + 2m?%c*] = (E? + 2E? + E?)

|h|? (4E?) = 4E*

|h|? =2z 1

Jadi nilai h adalah |h| = ¥'1 = 1 dan nilai j dengan cara serupa didapat |j| = 1

dengan penjabaran sebagai berikut
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1
0
je~ik1 hek, |=jteik (1 0 — hcky )
TEtme? E + mc?
0
v'v=1
1
0
jii=jte* (1 o __heks 0)je 1 | hck, |
E + mc? —_——
E + mc?
0
(hcky)?
— {12 (00
12 (%) [1+7(E+mcz)2
_ e [EHmed? + ek’
J (E + mc?)?
= P 2E% 4 2m?ct] =1
T (E+mc?2)? mec | =

= |j|? [2E% + 2m?c*] = (E + mc?)?

= |j|* [2E? + 2m?c*] = (E* + 2Emc? + m?c*)
= |jI? [2E% + 2m?c*] = (E? + 2E2 + E?)

= |j|I* (4E?) = 4E?

4E?

= |jI? =m=1

b. Pada posisi z = L,
1

0
i ; i . hck
he(lkl LO)(l + lkl VAt) flel = hTe(_lkl LO)(l + lkl VAt) <1 0 CRry 0)
2 E + mc?
E +mc
0
uu=1

1
0

o) he(k1Lo) (1 + ik, VAL) k hck, /|

hcky

h*h = ht e~Walo)(1 4 ik, VAE (1 0
( ! ) E + mc?

E + mc?
0
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E? —m?c* 2 (hck,)?
= [h? () |1+i ——— VAt 1+——-7-7=
k] (e)< i hc ) [ +(E+mcz)2
E? —m?c* 2 [(E + mc?)? + (heky)?
= |21+ i——" vat ( )" + (hck,)
hc (E + mc?)?

h1?(1 + i(E? — m?cH)VA,)?
_ I (é+mc2)2 VA [2E% + 2m?c*] =1

=[R2 (1 +i((E + mc®)(E — mc®))VAt ) [2E% + 2m2c*] = (E + mc?)?

= |h? (14 2i(E + mc®)(E — mc?)VAt + (i2(E + mc?)*(E — mc?)?VAt?)) (4E?)
= (E% + 2Emc? + m%c*)

= |h|? (1 + 2i(E + mc?)(E — mc?)VAt — (E + mc?)?(E — mc?)?VAt?) (4E?)
= (E? + 2Emc? + m%c*)

= |h|2 (1 + 2i(E + mc?)(E — mc?)VAt — (4E?)(—E?) VAt?) (4E?) = (4E?)
= |h|2 (1 + 2i(E + mc?)(E — mc?)VAt + 4E* VAt?) (4E?) = (4E?)
= |h|? (4E? — (8E(E + mc?)(E — mc?)VAt)? + 8E® VAt?) = (4E2)

= |h|? (E? — (2E(E + mc?)(E — mc?)VAL)? + 2E¢ VAt?) = (E?)

2 EZ
= |nl" = ((E2 — (2E(E + mc?)(E — mc?)VAL)? + 2E6 VAtZ))

EZ
(E2—(2E(E+mc?2)(E-mc2)VAt)2+2E® VAt2)

Sehingga dengan nilai |h|? = ( ) didapatkan

EZ
(E2—(2E(E+mc?)(E—mc?2)VAt)2+2E¢ VAt?)

nilai |h| sebagai berikut |h| = J( ) , berikutnya

untuk |j]
1
- —iky(Lo+VAL) - 0 +(iky Lo) ; heky
je thalko (1 - lk1 VAt) hckl =jTe tky Lo (1 —lkl VAt) (1 0 0)
(_ 2) E + mc?
E +mc
0
viv=1
1
[ flckl . 0
j*j = jtelkilo)(1 — ik, VAL) (1 0 — O)je‘(”‘l Lo (1 — ik, VAL) | hcky |
E+me? " E +mc?
0

E? —m?2c* 2 (hcky)?
= il2 0 1—-i — VA 1 - v
G )< ' hc v t) [ + (E + mc?)?
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_ (1o iE2 —m?c* VAe 2 [(E + mc?)? + (hck,)?
(E + mc?)?

12(1 — i(E? — m2c")VA,)?
_ lj1=( (E('+mcz)2 VA [2E2 + 2m%c*] = 1

= 12 (1 = i((E + mcA(E —mc?))VAt)* [2E2 + 2m2c*] = (E + mc?)?

= |jI? (1 = 2i(E + mc®)(E — mc?)VAt + (i*(E + mc?)?(E — mc?)?VAt?)) (4E?)
= (E% + 2Emc? + m%c*)

= |jI? (1 = 2i(E + mc®)(E — mc?)VAt — (E + mc?)?(E — mc?)?VAt?) (4E?)
= (E? + 2Emc? + m%c*)

= |jI2 (1 = 2i(E + mc2)(E — mc®)VAt — (4E2)(—E2) VAt?) (4E2) = (4E%)
= |jI2 (1 = 2i(E + mc2)(E — mc®)VAt + 4E* VAt?) (4E%) = (4E?)
= |j|? (4E2 + (8E(E + mc2)(E — mc2)VAL)? + 8E® VAt?) = (4E2)

= |jI2 (E?* + (2E(E + mc?®)(E — mc®)VAL)? + 2E VAt?) = (E?)

E2
= ] 2 =
i ((EZ + (E(E + mc?)(E — mc2)VAL)? + 2E6 VAtZ))

EZ
(E2+(2E(E+mc2)(E—mc2)VAt)2+2E® VAt2)

Sehingga dengan nilai |j1* = ( ) didapatkan nilai

K i =
untuk [j|= \/((EZ+(2E(E+mc2)(E—mcz)VAt)2+256 VAtZ))

c. Nilai konstanta |g| dan |r| :

1
, 0 : hck,
gek2Lo) (1 + ik, VAL) hck, = gteikaLo) (1 4 ik, VAL) (1 0 TV T me )
E —Vy+ mc? o me
0
uu=1
1
. hck, , 0
q'q = qf eCik20(1 + ik, VAL) (1 0 ———— 0) qe21)(1 + ik, VAE) hck,
E —V, 4+ mc? T —V +me2
E—-V,+mc
0

. (E = V)% — m2c* 2 (hck,)?
lal* (e ><1 i he V“) [1 ’ W]

o (14 (E = Vy)? —m?ct VAc 2 [(E = Vo + mc?)? + (hck,)?
hc (E —Vy + mc?)?
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|q1>(1 + i(—2EV, + Vy)VA,)?

2E? -3V, =1
(E —Vy + mc?)? [ o]

lq12 (1 — i(2EV, + V,)VA, )? [2E2 — 3V,] = (E — Vy + mc?)?

Iq? (1 —i(2EV, + Vo)VA, — 4E2VZVAL? — AEVEVAL? — VoVAL? ) [2E? — 3V,]
= (4E2 — 4EV, — V?)

lq|? (2E% — 3V, — 2iEV2VA t — (EVAt — 8E2VZVAL? — 8EVEVAL? + 3iV,VAt?)
= (4E2 — 4EV, — V?)

= |q|? (2E2 — 3V, — (2iEVZVAt + iEVAt) — (8E2VEVAL? + 8EVEVAL?)
+ 3iV,VAt?) = (4E2 — 4EV, — V?)

lq|? (2E% — 3V, + 2EVZVAt + EVAt — 8EVZVAt2(a + 1) + 3V,VAt?)
= (4E2 — 4EV, — V?)

= 4E? — AEV, — V¢
- v =\gez = 3V, + 2EVZVAt + EVAt — 8EVZVAt2(a + 1) + 3V, VAt?)

Sehingga |q| = J

2
4E2—4EV(-V§

(2E2 -3V +2EVAVAt+EVAt—8EVAVAL2 (a+1)+3VoVALZ)

1

0
re~ikellotVAD (1 — ik, VAL) (_ fkc ) = rietkalotVA0(1 — ik, VAL) (1 O — v me ;wf 5 )
E —Vy +mc? o T me
0
viv=1
1
, hck, . 0
rr = ot elkalo)(1 — ik, VA?) (1 0 s O)re(‘”‘z W(1—ik, VAL) | hek,
o T me E —Vy + mc?
0

(E — V,)? — m?c* VAt>2 [1 s (hcky)? ]

= <e°><1 TR @ +mcy?

E —Vy)? —m?c* 2 [(E = Vy + mc?)? + (hck,)?
B 1—i( 0) VA ( 0 )* + (hck,)
hc (E —Vy + mc?)?
[7|2(1 = (—=i(2EV, + Vo)V A,)?

= 2E? -3V, =1
(E — Vy + mc?)? [ o]

= |r|? A +iREVy + Vo)VA, )? [2E? — 3V,] = (E — Vy + mc?)?

= |r|? (1 +iREVy + Vy)VA, + 4E2VEVAt? + AEVZVAL? + V,VAt? ) [2E? — 3V,]
= (4E? — 4EV, — V)

= |r|? (2E? — 3V, + 2iEVZVA t + iEVAt + 8E2VZVAL? + 8EVZVAL? — 3iV,VAt?)
= (4E% — 4EV, — V2)
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Ir|2 (2E2 — 3V, + (IEVZVA t + iEVAt) + (8E2V2VAL? + 8EV2VAL?) — 3iV,VAt?)
= (4E? — 4EV, — V?)

Ir|2 (2E2 — 3V, + 2EVZVAt + EVAt + 8EVZVAt?(a + 1) + 3V,VAt?)
= (4E2 — 4EV, — V?)

AFE? — 4EV, — V2
|T|2 — 0 0
(2E% — 3V, + 2EVZVAt + EVAt + 8EVEVAt?(a + 1) + 3V,VAt?)

. 4E2—4EV,—V}
Sehingga |r| = T— — -
—3V+2EVEVAt+EVAt+8EVEVAL? (a+1)+3VVAt?)
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