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ABSTRAK

Armeyntan, Tata Sutrafia, 2023. Veerebradiah Lokesha Reciprocal Status Index pada
Komplemen Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo.
Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Prof. Dr. H.
Turmudi, M.Si., Ph.D. (II) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si.

Kata kunci: Veerebradiah Lokesha Reciprocal Status Index, Komplemen Graf Total
Diperumum, Ring Bilangan Bulat Modulo

Misalkan R adalah ring komutatif dan H adalah himpunan bagian dari R. Komplemen graf
total diperumum adalah graf sederhana dengan semua elemen di R sebagai titik dan dua
titik berbeda x dan y terhubung langsung jika dan hanya jika x dan y bukan merupakan
elemen dari H. Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui bentuk umum indeks VLRS pada
komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2p dengan p lebih besar
atau sama dengan 3 merupakan bilangan prima untuk H himpunan pembagi nol dan H
himpunan unit dari ring bilangan bulat modulo 2p. Langkah dalam penelitian ini yaitu
menentukan himpunan pembagi nol dan himpunan unit dari ring bilangan bulat modulo 2p,
menentukan jarak setiap titik di komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat
modulo 2p, menentukan reciprocal status di komplemen graf total diperumum dari ring
bilangan bulat modulo 2p, dan menentukan indeks VLRS di komplemen graf total
diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2p. Hasil penelitian ini terkait dengan bentuk
umum indeks VLRS pada komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat
modulo 2p di mana p merupakan bilangan prima dan p lebih besar atau sama dengan 3
dengan H himpunan pembagi nol dan H himpunan unit dari ring bilangan bulat modulo 2p.
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ABSTRACT

Armeyntan, Tata Sutrafia, 2023. Veerebradiah Lokesha Reciprocal Status Index on the
Complement of the Generalized Total Graph of Ring of Integers Modulo.
Thesis. Mathematics Study program, Faculty of Science and Technology,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisors: (1) Prof.
Dr. H. Turmudi, M.Si., Ph.D. (1) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si.

Keywords: Veerebradiah Lokesha Reciprocal Status Index, Complement of the
Generalized Total Graph, Ring Integers Modulo

Suppose R is a commutative ring and H is a subset of R. The complement of the generalized
total graph is a simple graph with all the elements in R as points and two different points x
and y are directly connected if and only if x and y are not elements of H. This study aims
to determine the general form of the VLRS index in the generalized total graph complement
of the integer ring modulo 2p where p greater than or equal to 3 is the prime number for H
the set of zero divisors and H the set of units of the ring integer modulo 2p. The steps in
this study are to determine the set of zero divisors and the set of units of the integer ring
modulo 2p, determine the distance of each point in the complement of the generalized total
graph of the ring of integers modulo 2p, determine the reciprocal state in the complement
of the generalized total graph of the ring integer modulo 2p, and determine the VLRS index
in the complement of the generalized total graph from the integer ring modulo 2p. The
results of this study are related to the general form of the VLRS index on the complement
of the generalized total graph of the 2p modulo integer ring where p is a prime number
and p is greater than or equal to 3 with H the set of zero divisors and H the set of units of
the 2p modulo integer ring.
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BAB |
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan cabang dari ilmu matematika yang dapat digunakan
dalam kehidupan sehari-hari. Teori graf memiliki beragam pengaplikasian dalam
berbagai bidang seperti biologi, ilmu komputer, ekonomi, teknik, informatika,
linguistik, matematika, kesehatan, dan ilmu-ilmu sosial (Abdussakir et al., 2009).
Pengaplikasian dari ilmu ini sangat relevan digunakan dalam kehidupan sehari-hari
sehingga sampai saat ini masih terus dikembangkan. Hasil penelitian dari ilmu ini
menjadikan teori graf diminati oleh para pakar matematika khususnya pada bidang
aljabar.

Ilmu teori graf pada awalnya diperkenalkan pada tahun 1736 berawal dari
permasalahan yang muncul di kota Konigsberg (sebelah timur negara bagian
Prussia, Jerman) atau saat ini dikenal dengan kota Kaliningrad. Kota tersebut
memiliki tujuh jembatan yang menghubungkan empat daratan dan dipisahkan oleh
sungai Pregal yang mengelilingi pulau Kneiphof. Permasalahan dalam kasus ini
adalah untuk menemukan cara agar tujuh jembatan tersebut dapat dilewati dengan
satu kali jalan dan dapat kembali ke tempat awal pemberangkatan. Pada tahun 1736,
seorang ahli matematika Swiss yaitu Leonhard Euler adalah orang pertama yang
mencoba menemukan solusi dari masalah tersebut dengan mengaplikasikannya ke
dalam graf dengan menyatakan daratan sebagai titik V' (vertex) dan jembatan
sebagai sisi E' (edge) (Munir, 2016).

Suatu graf G memiliki himpunan titik V' dan himpunan sisi E atau dapat

dituliskan secara matematis dengan G = (V, E'). Himpunan titik dan sisi di graf ¢



secara terurut dapat dinotasikan V' sebagai V (G) dan E sebagai E(G). V(G) adalah
himpunan tidak kosong dan berhingga dari suatu objek yang dinamakan titik,
sedangkan E(G) merupakan himpunan (mungkin kosong) dari pasangan titik
berbeda di V yang dinamakan sisi (Chartrand et al., 2011).

Misalkan R adalah ring komutatif dan H adalah himpunan bagian dari R.
Graf total diperumum dari R dinotasikan GTy(R) dengan semua elemen di R
sebagai titik dan dua titik berbeda x dan y terhubung langsung jika dan hanya jika
x +y € H. Komplemen graf total diperumum yang dinotasikan GT(R) adalah
graf sederhana dengan semua elemen di R sebagai titik dan dua titik berbeda x dan
y terhubung langsung jika dan hanya jika x + y € H (Chelvam & Balamurugan,
2019).

Penelitian terkait komplemen graf total diperumum telah dilakukan oleh T.
Tamizh Chelvam dan M. Balamurugan pada tahun 2019 yang membahas
komplemen graf total diperumum dari Z, (Chelvam & Balamurugan, 2019).
Penelitian tersebut membahas sifat dominasi tertentu dari GT;(R) kemudian
diperoleh bilangan dominasi, bilangan independen, dan karakteristik untuk y-sets
di GTp(Z,,) di mana P adalah ideal prima di Z,,. Selanjutnya dibahas pula sifat-sifat
Euler, Hamilton, planaritas, dan toloidaritas dari GTp(Z,,).

Teori graf memiliki keterkaitan dengan indeks topologi dalam bidang kimia.
Indeks topologi adalah nilai numerik yang terkait dengan hukum kimia yang
menunjukkan hubungan antara struktur kimia dan berbagai macam kualitas fisik
yang dapat mengukur reaktivitas kimia atau aktivias biologi (Mahboob et al., 2021).
Pada tahun 2021, Veerebradiah Lokesha dkk., memperkenalkan indeks topologi

yang digunakan dalam pemodelan pada bidang fisika, molekul pada bidang kimia,



dan farmasi. Indeks tersebut disebut sebagai Veerebradiah Lokesha Reciprocal
Status index dan pada artikel dikenal dengan VL Reciprocal Status index sehingga

biasa dikenal sebagai indeks VLRS. Indeks VLRS didefinisikan sebagai
VLR.S'(G)=%Zu1uzeE(G)[rs(u1)+rs(u2)+rs(u1)-rs(u2)] (Lokesha et al.,

2021). Penelitian terkait indeks VLRS masih sedikit mengingat indeks tersebut baru
dikenalkan oleh Veerebradiah Lokesha, dkk., pada tahun 2021 yang membahas
indeks dan koindeks VLRS pada graf dengan hasil dari penelitian tersebut adalah
rumus umum untuk menghitung indeks dan koindeks VLRS pada graf dan juga
diketahui korelasi antara indeks VLRS dan sifat-sifat dari turunan Butana melalui
tabel dan diilustrasikan dengan gambar. Terdapat artikel lain oleh Deepika T. pada
tahun 2021 yang membahas indeks VL dan batas tensor product pada graf F-Sum
dengan hasil dari penelitian tersebut adalah rumus umum yang dapat digunakan
untuk menghitung indeks VL dan batas tensor product pada graf F-Sum (Deepika,
2021).

Di dalam Al-Qur’an terdapat pembelajaran yang dapat diambil yaitu dengan

mengembangkan ilmu pengetahuan dapat membawa kemanfaatan. Allah SWT
berfirman dalam Al-Qur’an surat Al-Jatsilah ayat 13 yang artinya (Al-Qur’an,
2018):
“Dan Dia menundukkan apa yang ada di langit dan apa yang ada di bumi untukmu
semuanya (sebagai rahmat) dari-Nya. Sungguh, dalam hal yang demikian itu
benar-benar terdapat tanda-tanda (kebesaran Allah) bagi orang-orag yang
berpikir.”

Berdasarkan ayat tersebut, Allah menjelaskan bahwa Dia yang Maha Esa
telah menundukkan semua makhluk cipataan-Nya yang ada di langit seperti

bintang-bintang dan planet-planet serta apa yang ada di bumi seperti tanah yang

subur, udara, dan air. Semua yang ada di langit dan di bumi merupakan rahmat yang



bersumber dari-Nya. Sesungguhnya hal itu merupakan tanda-tanda dan bukti yang
sangat jelas tentang kekuasaan Allah bagi kaum yang mau berpikir dan
merenungkan ayat-ayat ini. Penundukkan langit dan bumi dipahami dalam arti
semua bagian-bagian alam yang terjangkau dan berjalan atas dasar satu sistem yang
pasti dan saling berkaitan serta konsisten. Allah menetapkan hal tersebut dari waktu
ke waktu dengan mengilhami manusia tentang pengetahuan fenomena alam yang
dapat mereka manfaatkan untuk kemaslahatan dan kenyamanan hidup manusia.
Semua ciptaan Allah yang ada di langit dan di bumi masing-masing memiliki
manfaat yang banyak di berbagai bidang kehidupan manusia. Sehingga dengan
mengembangkan ilmu pengetahuan dapat membawa kemanfaatan bagi umat
manusia.

Salah satu bidang keilmuan yang memanfaatkan perkembangan ilmu teori
graf adalah bidang kimia. Penelitian terkait indeks topologi pada suatu graf
memiliki korelasi dengan bidang kimia. Tujuan diciptakannya suatu indeks
topologi adalah untuk memperoleh sifat-sifat senyawa tanpa usaha besar sehingga
dapat menghemat waktu dan uang. Pada penelitian ini membahas tentang salah satu
indeks topologi yaitu indeks VLRS. Indeks topologi tersebut memiliki korelasi
dengan sifat fisik tegangan permukaan, kompleksitas, dan jumlah atom berat.
Berdasarkan penelitian terkait indeks VLRS pada suatu graf maka diketahui
korelasi antara indeks VLRS dan sifat-sifat dari turunan Butana.

Berdasarkan penelitian terdahulu, penelitian terkait indeks VLRS dapat
diperluas dan digabungkan dengan graf sederhana. Dengan demikian, untuk
membedakan dengan penelitian sebelumnya peneliti melakukan penelitian terkait

indeks VLRS pada komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat



modulo 2p dengan p adalah bilangan prima dan p > 3. Komplemen graf total
diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2p dinotasikan sebagai GTy(Z,,).
Pada penelitian terdahulu, graf total diperumum dengan himpunan bagian dari R
yaitu himpunan pembagi nol dan himpunan unit dari Z,,, dikombinasikan dengan
indeks omega. Sehingga untuk membedakan dengan penelitian terdahulu, pada
penelitian ini peneliti mengambil topik terkait komplemen graf total diperumum
dengan himpunan bagian dari R yaitu himpunan pembagi nol dan himpunan unit
dari Z,, yang dikombinasikan dengan indeks VLRS. Sehingga berdasarkan
beberapa uraian dan pengintegrasian yang telah dijelaskan, maka peneliti
termotivasi untuk melakukan penelitian dengan mengangkat judul “Veerebradiah
Lokesha Reciprocal Status Index pada Komplemen Graf Total Diperumum dari

Ring Bilangan Bulat Modulo”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang penelitian yang telah diuraikan sebelumnya,
maka rumusan masalah dari penelitian ini adalah bagaimana bentuk umum indeks

VLRS pada komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah yang telah dipaparkan sebelumnya, maka
tujuan dari penelitian ini adalah mengetahui bentuk umum indeks VLRS pada

komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo.



1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat:
1. Teoritis

Penelitian ini dapat bermanfaat dalam pengembangan teori-teori yang

terkait dengan teori graf dan penelitian ini dapat dimanfaatkan dalam

bidang fisika, kimia, maupun farmasi.
2. Praktis

a. Bagi peneliti yaitu dapat mengetahui proses pembuktian pola bentuk
umum dari indeks VLRS pada komplemen graf total diperumum dari
ring bilangan bulat modulo.

b. Bagi pembaca yaitu sebagai informasi dalam melakukan kajian lebih
lanjut topik yang berhubungan dengan teori graf khususnya terkait
indeks VLRS pada komplemen graf total diperumum dari ring bilangan
bulat modulo.

c. Bagi instansi yaitu sebagai tambahan bahan pustaka terkait teori graf.

1.5 Batasan Masalah

Permasalahan yang dibahas pada penelitian ini fokus pada komplemen graf
total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2p yang dapat dinotasikan sebagai
m di mana p adalah bilangan prima dan p > 3 untuk H himpunan pembagi
nol dan H himpunan unit dari Z,,,. Pada penelitian ini nilai p tidak dimulai dari 2
dikarenakan pada GTy(Z,) di mana H merupakan himpunan unit dari Z, memuat
dua sisi yang tidak saling terhubung sehingga nilai reciprocal status dari GTy(Z,)

tidak dapat dihitung.
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KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung

2.1.1 Ring

2.1.1.1 Definisi Ring

1. Ring R merupakan himpunan tidak kosong dengan dua operasi biner

yaitu operasi penjumlahan yang dinotasikan dengan (+) dan operasi

perkalian yang dinotasikan dengan (-), sedemikian sehingga untuk setiap

a, b, c € R berlaku sifat sebagai berikut:

a.

Operasi penjumlahan di R bersifat komutatif.

Untuk setiap a, b € R maka berlaku a + b = b + a.

Operasi penjumlahan di R bersifat asosiatif.

Untuk setiap a, b, c € R maka berlaku (a + b) + c =a+ (b + ¢).
Terdapat elemen identitas penjumlahan yaitu nol (0).

Terdapat 0 € R, sedemikian sehingga untuk setiap a € R maka
berlakua+0=0+a = a.

Terdapat elemen invers pada operasi penjumlahan, yaitu —a di R.
Untuk setiap —a € R sedemikian sehingga a + (—a) = 0.

Operasi perkalian di R bersifat asosiatif.

Untuk setiap a, b,c € R maka berlaku (a-b)-c =a- (b-c).
Operasi perkalian bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan

di R.



Untuk setiap a,b,c € R berlaku sifat distributif Kiri yaitu
a-(b+c)=(-b)+(a-c) dan distributif kanan yaitu
(a+b)-c=(a-c)+(b-c).

(Gallian, 2013).

2. Ring R disebut ring komutatif jika dan hanya R bersifat komutatif
terhadap operasi perkalian, sedemikian sehingga untuk setiap a,b € R
maka berlaku a - b = b - a (Gilbert & Gilbert, 2015).

3. Ring R disebut ring dengan unsur kesatuan jika dan hanya jika R
mempunyai elemen identitas terhadap operasi perkalian yaitu 1,
sedemikian sehingga untuk setiap a € R maka berlakua-1=1-a =a
(Gilbert & Gilbert, 2015).

4. Suatu ring R disebut ring komutatif dengan unsur kesatuan jika dan
hanya jika R merupakan ring komutatif dan mempunyai unsur kesatuan

terhadap operasi perkalian (Wahyuni et al., 2016).

2.1.1.2 Ring Bilangan Bulat Modulo

Misalkan m adalah bilangan bulat positif di mana m > 1. Himpunan
bilangan bulat modulo m dinotasikan dengan Z,,, adalah himpunan kelas-kelas
ekivalen dari kongruensi modulo m atau Z,, = {0, 1,2, ..., m — 1} (Menezes,

1996).



2.1.1.3 Pembagi Nol dari Suatu Ring

Suatu elemen x dari ring R disebut pembagi nol apabila memenuhi
x-y=0atauy-x = 0untuk suatu y # 0, y € R. Himpunan pembagi nol dari
ring R dinotasikan dengan Z(R) (Joshi, 1989).

Contoh:

Misalkan R =7Z,, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Selanjutnya pada
Tabel 2.1 ditunjukkan perhitungan operasi perkalian Z,, dengan menggunakan

tabel Cayley.

Tabel 2.1 Tabel Cayley Operasi Perkalian Z,, untuk Pembagi Nol

ull| Q| Ul Ol Ul O Ul | Dl Ul D
WI| O OI| NI Ul Q| = [ 1| 1| O
NI 1| OV Q01| I NI 1| OV C0I|
=11 Wl | U1 OV | NI O01| Ol O

1| COI NI OV | O I QI NI OV | O

OM| NI OOl W1 DI OV NI Q1| Wi O

NI B =1 001 U1 NI Ol | O W | O

QoI OV 1| NI | QI OV 1| N1 O

(=] {e]] )] ]| ]| {e]| ]| ]| ]| ]
OI| Ol 1| OV | Ul oI I N ]| O

Berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh himpunan pembagi nol dari Z,

2.1.1.4 Unit dari Suatu Ring
Suatu elemen x dari ring R disebut unit apabila memenuhi x -y =1
atau y-x = 1 untuk suatu y € R. Himpunan unit dari ring R dinotasikan

dengan U(R) (Abdussakir, 2019).
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Contoh:
Misalkan R =7Z;, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Selanjutnya pada
Tabel 2.2 ditunjukkan perhitungan operasi penjumlahan Z;, dengan

menggunakan tabel Cayley.

Tabel 2.2 Tabel Cayley Operasi Perkalian Z,, untuk Unit

Qlj IOl Ol Ol Ol Q| Q| Ol | Dl
OI| QI NI O Ul o | W NI ]| O
COI[ ONM| W1 NI I Q1| OV | W1 N1 O
NI B =1 001 U NI Ol OV | W O
OM| N[ OOl W1 DI OV NI OOl 1|
ull| Q| Ul Ol Ul Ol Ul | DI Ul | O
1 CO1 NI OV | DI 1| QI NI OV | O
WI O OI[ NI Ul OOl = | | NI
NI 1| OV| OO I NI | 1| OV COI| O
1 N1 W [ U1 OV | NI OOl O | Ol

Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh himpunan unit dari Z,, adalah

U(Zy) = {1,3,7,9}.

2.1.2 Keterbagian dan Kongruensi
2.1.2.1 Keterbagian
Definisi 2.1
Misalkan x,y € Z, dengan x # 0, maka x disebut membagi y ditulis sebagai
x|y apabila y = xz, untuk suatu z € Z (Irawan et al., 2014).
Contoh:
3|15, karenaada 5 € Z sehingga 15 =3 -5

3 15, karena tidak ada z € Z sedemikian sehingga 5 = 3z.



11

Definisi 2.2
Bilangan bulat positif x adalah pembagi persekutuan dari y dan z yang tidak
nol jika x|y dan x|z. Selanjutnya bilangan bulat x adalah pembagi persekutuan
terbesar atau greatest common divisor atau GCD dari bilangan bulat tidak nol
y dan z jika x adalah bilangan bulat positif terbesar sehingga x|y dan x|z.
Bilangan bulat x disebut pembagi persekuan terbesar dari y dan z, jika berlaku:
1. x>0
2. x|ydanx|z
3. Misalkan p bilangan bulat, jika p|y dan p|z maka p|x
Pembagi persekutuan terbesar dari y dan z dituliskan x = (y,z) dan karena
x > 0makax = (y,z) = 1 (Irawan et al., 2014).
Contoh:
Pembagi persekutuan dari 15 dan 12 adalah 3 dan dapat ditulis (15,12) = 3.

Demikian juga (15,—12) = (—15,12) = (—15,-12) = 3.

2.1.2.2 Kongruensi

Definisi 2.3

Misalkan n merupakan bilangan bulat positif, n > 1 dan x,y € Z. x disebut
kongruen dengan y modulo n jika dan hanya jika x — y adalah kelipatan dari
n. Dapat dituliskan x = y(mod n) (Gilbert & Gilbert, 2015).

Contoh:

52 = 3 (mod 7) karena (52 — 3) dapat dibagi oleh 7

52 # 9 (mod 7) karena (52 — 9) tidak dapat dibagi oleh 7.
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Teorema 2.1
Kongruensi linier ax = b(mod m) dapat diselesaikan hanya jika d = (a, m)
membagi b, dan pada kasus ini memiliki d selesaian. Jika a dan m relatif prima

atau d = 1 maka kongruensi memiliki satu selesaian (Irawan et al., 2014).

2.1.3 Graf

2.1.3.1 Definisi Graf

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V (), E(G)) yang
terdiri atas himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang
disebut titik (vertex) dinotasikan V(G) dan himpunan (mungkin kosong)
pasangan tidak berurutan dari titik-titik berbeda di V(G) yang disebut sisi
(edge) dinotasikan E(G). Banyaknya elemen di V(G) disebut order dari G
dinotasikan p(G) dan banyaknya elemen di E(G) disebut ukuran dari G
dinotasikan q(G) (Abdussakir et al., 2009).

Contoh:

V1 V2

€1
€2

€3
Vi V3

Gambar 2.1 Graf G Berorde 4

Berdasarkan Gambar 2.1, graf G mempunyai empat titik
V(G) = {vy,v,,v3,v,}, maka order dari graf G adalah 4. Graf G memiliki sisi
sebanyak tiga yang terhimpunan dalam E(G) = {ey, e,, e3} sehingga ukuran

dari graf G adalah 3.



13

2.1.3.2 Adjacent dan Incident

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jikae = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v
dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan v disebut ujung dari
e. Dua sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung jika terkait langsung
pada satu titik yang sama. Selanjutnya, sisi e = (u,v) dinotasikan dengan
e = uv (Abdussakir et al., 2009).

Contoh:

Berdasarkan Gambar 2.1, maka titik v; dan v, terhubung langsung,
demikian juga dengan v, dan vs, serta v dan v,. Sisi e, terkait langsung
dengan titik v; dan v,. Sisi e, terkait langsung dengan titik v, dan vs. Sisi e,
tidak terkait langsung dengan titik v; dan v,. Perlu diperhatikan bahwa satu
sisi hanya dapat terkait langsung dengan dua titik berbeda. Hal ini terjadi
karena satu sisi hanya menghubungkan dua titik berbeda. Sisi e; dan e,
terhubung langsung karena terkait langsung pada satu titik yang sama, yaitu
v,. Sisi e; dan e5 tidak terhubung langsung karena tidak terkait langsung pada

titik yang sama.

2.1.3.3 Jarak

Misalkan graf G dengan u dan v merupakan titik di G. Jika titik u dan
titik v terhubung, maka jarak dari titik u ke titik v dinotasikan dengan d (u, v).
d(u,v) adalah jarak terpendek yang menghubungkan titik u dan v di G

(Chartrand et al., 2011).
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Contoh:
Berdasarkan Gambar 2.1 jarak tiap pasangan titiknya, yaitu:
d(wy,v) =1  d(vy,v3) =2 d(vy,v,) =3

d(vy,v3) =1 d(vy,v,) =2 d(vz,vy) =1

2.1.3.4 Graf Total Diperumum

Ring komutatif R dengan H adalah himpunan bagian dari R sedemikian
sehingga untuk H adalah himpunan bagian yang tertutup terhadap operasi
perkalian dari R. Graf total diperumum dari R dinotasikan dengan GTy(R)
untuk semua elemen dari R sebagai titik. Dua titik berbeda x dan y dikatakan
terhubung langsung jika dan hanya jika x + y € H (Anderson, 2013).

Contoh:

Misalkan R =Z;,=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dan H merupakan
himpunan bagian yang tertutup terhadap operasi perkalian di Z,,. Dua titik
berbeda x,y € Z,, dikatakan terhubung langsung jika dan hanya jika
x +y € H. Sehingga untuk H himpunan pembagi nol dari Z;, berdasarkan
Tabel 2.1 maka diperoleh H = {0,2,4,5,6,8} € Z4,.

Selanjutnya pada Tabel 2.3 ditunjukkan tabel Cayley operasi

penjumlahan pada Z,.
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Tabel 2.3 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan Z,, untuk Pembagi Nol

0/1/2|3]/4|5/6|7|8]|9
1/2|3|4|5]/6/7|8]9]|0
2|3 |4|5/6[/7|8|9]0]|1
3/ 4|5/6/7|8|9]|0|1]|2
4/5|6|/7/8|9|0[1|2]|3
5/6|7|8[(9|0|/1]2|3|4
6|7 18|9/0]|1|2|3|4]|5
7/8|9|/0][1|2|3|4|5]|6
8/9|0/1]/2|3]|4|5|6]|7
9/ 0|1]2[3]|4|5|/6|7]|8

Berdasarkan Tabel 2.3 diperoleh titik graf total diperumum
dan hanya jika dua titik berbeda x, y anggota dari ring dengan x +y
merupakan anggota dari H, di mana H adalah himpunan pembagi nol dari ring

sehingga diperoleh gambar dari GTy (Z,,).

0

P\

6 \\// 4

5

Gambar 2.2 Graf Total Diperumum dari Z4
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2.1.3.5 Komplemen Suatu Graf

Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi
E(G). Komplemen dari graf G dinotasikan dengan G adalah graf dengan
himpunan titik VV(G) sedemikian sehingga dua titik terhubung langsung di G
jika dan hanya jika dua titik tersebut tidak terhubung langsung di G. Sehingga
diperoleh V(G) = V(G) dan uv € E(G) jika dan hanya jika uv € E(G)
(Abdussakir et al., 2009).

Contoh:

Gambar 2.3 dan Gambar 2.4 merupakan contoh dari dua graf yang

saling berkomplemen.

N\,
\_/

Gambar 2.3 Graf 4 Gambar 2.4 Graf B

2.1.3.6 Komplemen Graf Total Diperumum
Misalkan R adalah ring komutatif dan H adalah himpunan bagian dari
R. Komplemen graf total diperumum yang dinotasikan GTy(R) adalah graf

sederhana dengan semua elemen di R sebagai titik dan dua titik berbeda x dan
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y terhubung langsung jika dan hanya jika x+y & H (Chelvam &
Balamurugan, 2019).

Contoh:

Misalkan R = Z;, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dan H merupakan
himpunan bagian yang tertutup terhadap operasi perkalian di Z,,. Dua titik
berbeda x,y € Z,, dikatakan terhubung langsung jika dan hanya jika
x +y & H. Sehingga untuk H himpunan pembagi nol dari Z,, berdasarkan
Tabel 2.1 maka diperoleh H = {0, 2, 4,5, 6,8} € Z,,. Selanjutnya pada Tabel
2.3 ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan pada Z,.

Berdasarkan Tabel 2.3 diperoleh titik komplemen graf total diperumum
dan hanya jika dua titik berbeda x, y anggota dari ring dengan x + y bukan
merupakan anggota dari H, di mana H adalah himpunan pembagi nol dari ring

sehingga diperoleh gambar dari GTy(Z4,).

0 2 4 6 8

1 3 3 7 9
Gambar 2.5 Komplemen Graf Total Diperumum dari Z,
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2.1.3.6 Graf Bipartit

Suatu graf sederhana G disebut sebagai graf bipartit jika himpunan
simpulnya dapat dipartisi menjadi dua bagian V; dan V, sedemikian setiap sisi
mempunyai satu ujung di V; dan satu ujung di V, (Soleha, 2014).

Contoh:

Gambar 2.6 merupakan contoh graf bipartit dengan partisi V; =
{0,2,4}dan v, = {1,3,5}.

0 2 4

Gambar 2.6 Graf Bipartit Berorde 6

2.1.3.7 Reciprocal Status

Reciprocal status dari titik u pada graf G dinotasikan dengan rs(u).
Reciprocal status didefinisikan dengan penjumlahan reciprocal jarak di antara
u ke semua titik di graf G. Reciprocal Status dari u; € V(G) ditentukan oleh

jumlah reciprocal jarak u; ke titik di G, dinotasikan dengan rs(u;) =

1
Zuzev(a) m (Ramane et aI., 2019).
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Contoh:

1. Berdasarkan Gambar 2.1 reciprocal status jarak tiap pasangan titiknya,

yaitu:
1 1 1 11
) =7ta+3=%
1 1 1 5
T'S(UZ):I-}_I-}_E:E
( )_1+1 1_5
W) =TI TIT2
1 1 1 11
T'S(U4)=§+§+I=?

2. Selanjutnya ditunjukkan nilai reciprocal status pada GTy(Z,) di mana

H merupakan himpunan unit dari Z,.

Gambar 2.7 Graf GTy (Z,)

Berdasarkan Gambar 2.7 diketahui bahwa GTy(Z,) adalah graf tidak
terhubung. Karena 0 dan 1 tidak terhubung, maka d(0,1) tidak bisa
ditentukan, demikian juga dengan d(0, 3), d(1,2), dan d(2, 3). Dengan
demikian, nilai reciprocal status pada GTy(Z,) di mana H merupakan

himpunan unit dari Z, tidak dapat dihitung.
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2.1.4 Veerebradiah Lokesha Reciprocal Status Index (Indeks VLRS)
Misalkan graf G dengan m dan n adalah order dan ukuran dari G.
Himpunan titik dan himpunan sisi dinotasikan dengan V' (G) dan E(G). Masing-
masing sisi yang menghubungkan titik u; dan u, dinotasikan dengan u,u,, dan
derajat d,, di mana u € E(G) adalah jumlah sisi yang bersisian dengan u.
Sedangkan d(u,,u,) menyatakan jarak antara dua titik u; dan u, yang

merupakan jarak dari u; ke wu,. Indeks VL dinotasikan dengan
VL(G) = 3 Tuves(o)[de + dy + 41, di mana d, = d(u) +d(u) —2 dan
dr = d(uy) - d(uy) — 2, sedemikian sehingga d(u;) dan d(u,) adalah derajat

titik dari u; dan u, di G. Sehingga Indeks VL dapat dituliskan sebagai

VL(G) = 3 Tuyusenld) + d(uz) + d(uy) - d(uy)].

Reciprocal status dari titik u pada graf G dinotasikan dengan rs(u).
Reciprocal status didefinisikan dengan penjumlahan reciprocal jarak di antara u
ke semua titik di graf G (Ramane et al., 2019). Reciprocal status dari u; € V(G)

ditentukan oleh jumlah reciprocal jarak u,; ke titik di G, dinotasikan dengan

rs(u1)=ZuZEV(G)m- Rumus indeks VLRS diformulasikan menjadi

VLRS(G) = %ZuluzeE(G)[rs(ul) + rs(uy) + rs(uy) - rs(u,)] (Lokesha et al.,

2021).

Contoh:

Misalkan graf G yang memuat himpunan V(G) = {0, 1, 2, 3,4}.
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Gambar 2.8 Graf G Berorde 5

Berdasarkan Gambar 2.8 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu :

21

Berdasarkan perolehan jarak sebelumnya, diperoleh reciprocal status

jaraknya, yaitu:
syol,1,1,1 7
rs@=3+1t3%173

_ 1 1 1 1 7
rs(1)=I+I+§+I=E

_ 1 1 1 1 4
TS(2)=I+I+I+I=I
Hol,1, 1,16
rs® =gt t1v1T3
_ 1 1 1 1 4
T'S(4)=I+I+I+I=I

Indeks VLRS dari graf G pada Gambar 2.8 sebagai berikut:



VLRS(G)

Jadi,

22

—_— 1 "
-2 u;(m[rs(ul) +r5(up) +rs(uy) - rs(uy)]

= % [rs(0) + rs(1) + rs(0) - rs(1)

+r5(0) + s2) + r5(0) - 5 (2)
+r5(0) + rs(@) + rs(0) - rs(3)
+rs(D) +rs@) +rs@) - rs2)
+rs(D) +rs@) +rs(1) - rs(@)
+rs@) +15B3) +152) - 15(3)
+rs(@) +rs@) +7r52) - r5(®)

+75(3) +r5(@) + r5(3) rs(@)]

==|ls+s+ss+5+

17 7 77 7 4
212 2 22 2 1

+

+
SIS

N

+
Rl N
+
s

+
SN

77 43 43 43 43
- |

—+—+19+24+19
+ o H 19424+

diperolen nilai indeks VLRS dari graf G pada

669

Gambar 2.8 adalah e
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2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Qur’an

Al-Qur’an terdiri dari dua bahasa simbol yaitu bahasa tulisan yang berupa
huruf-huruf atau disebut verbal dan bahasa angka atau disebut sebagai numerik
(Abdussakir, 2009). Ayat Al-Qur’an memiliki hubungan dengan alam semesta
beserta isinya. Salah satunya adalah ilmu matematika memiliki hubungan dengan
ayat-ayat Al-Qur’an sehingga tidak jarang dilakukan penelitian terkait integrasi
matematika dan Al-Qur’an. Beberapa pemahaman dan pengamalan Al-Qur’an
secara baik dan benar membutuhkan matematika (Abdussakir, 2006). Segala
sesuatu yang Allah ciptakan dapat dipelajari sehingga mempunyai banyak manfaat.
Allah berfirman dalam Al-Qur’an surat Qaf ayat 9 yang artinya (Al-Qur’an, 2018):

“Dan dari langit Kami turunkan air yang memberi berkah lalu Kami tumbuhkan
dengan (air) itu pepohonan yang rindang dan biji-bijian yang dapat dipanen.”

Ayat tersebut menerangkan tentang pemaparan bukti-bukti kuasa Allah.
Uraian dari ayat tersebut adalah tentang beberapa dampak yang diperoleh dari
penciptaan langit dan bumi. Dampak pertama yang disebutkan adalah apa yang
dihasilkan oleh langit dan bumi yakni air hujan yang bersumber dari laut dan sungai
yang terhampar di bumi, lalu air tersebut menguap ke angkasa akibat panas yang
memancar dari matahari yang berada di langit. Karunia Allah ditunjukkan dengan
turunnya air yang merupakan sumber kehidupan manusia di bumi.

Interpretasi dari ayat tersebut adalah Allah menjadikan air sebagai sumber
kehidupan bagi makhluk-makhluk-Nya. Proses turunnya air ke bumi sebagian besar
ditampung di sungai, danau, maupun laut. Dengan demikian bumi terdiri dari dua
pertiga perairan mempunyai cadangan atau simpanan air yang berlimpah untuk
dimanfaatkan makhluk-makhluk-Nya. Manusia dapat minum dan bekerja, tanah

menjadi subur, hewan tidak kehausan, dan tumbuh-tumbuhan tumbuh subur untuk
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buahnya dapat dipanen oleh manusia. Apabila Allah menghendaki tanah untuk
menyerap semua air yang ada di bumi, maka semua makhluk yang ada di bumi
mengalami kekeringan. Dengan demikian, terdapat pembelajaran yang Allah
berikan untuk orang-orang yang berpikir yaitu tentang proses turunnya hujan. Oleh
sebab itu, dapat diambil pembelajaran dari nikmat yang Allah turunkan berupa air
yaitu dari proses air diturunkan, kandungan yang ada pada air, dan manfaat dari air.
Maka dalam mempelajari suatu hal maka dibutuhkan bidang keilmuan lain
sehingga dapat diterapkan pada kajian ilmu yang bersangkutan.

Pada penelitian ini peneliti mengambil tema terkait teori graf. Teori graf
memiliki keterkaitan dengan indeks topologi dalam bidang kimia. Penelitian terkait
indeks topologi pada suatu graf dapat digunakan untuk memperoleh sifat-sifat
senyawa dalam bidang kimia. oleh sebab itu, sejalan dengan Al-Qur’an surat Qaf
ayat 9, dengan mempelajari indeks VLRS pada komplemen graf total diperumum
di mana penelitian ini merupakan penelitian pada bidang matematika khususnya
pada bidang keilmuan aljabar akan tetapi hasil dari penelitian dapat dimanfaatkan
dalam berbagai bidang keilmuan lain seperti bidang fisika, kimia, maupun farmasi.
Indeks topologi tersebut memiliki korelasi dengan sifat fisik tegangan permukaan,
kompleksitas, dan jumlah atom berat. Berdasarkan penelitian terkait indeks VLRS
pada suatu graf maka diketahui korelasi antara indeks VLRS dan sifat-sifat dari

turunan Butana.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung
Teori utama dalam penelitian ini membahas terkait indeks VLRS pada

GTy(Z,p). Pada penelitian menggunakan ring komutatif Z,, di mana p adalah
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bilangan prima dan p > 3 untuk memunculkan dugaan. Komplemen graf total
diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2p yang dinotasikan dengan GTy; ( Z,,,)
di mana H adalah himpunan pembagi nol dan H adalah himpunan unit dari Z,,
kemudian digambarkan dalam bentuk graf. Berdasarkan gambar sebagai
interpretasi diperoleh data berupa jarak antartitik kemudian dapat dicari reciprocal
status jaraknya. Selanjutnya dapat dicari nilai dari indeks VLRS pada GTy(Z,,)

yang kemudian disusun teorema untuk mendukung pembuktian indeks VLRS pada

GTy(Zyp)-



BAB Il
METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Metode yang digunakan pada penelitian ini menggunakan pendekatan
kualitatif yang merujuk pada metode penelitian kepustakaan atau studi literatur.
Kegiatan yang dilakukan pada penelitian ini yaitu untuk memperoleh informasi
dengan mengkaji berbagai macam sumber literatur seperti jurnal, buku, artikel, dan
lain sebagainya yang menjelaskan terkait teori graf dan aljabar abstrak yang
berhubungan dengan topik penelitian dan selanjutnya digunakan sebagai dasar
penelitian. Penelitian ini bersifat mengembangkan suatu kajian dari sumber yang
telah dikumpulkan dan kemudian dirujuk ke suatu kasus tertentu yang dibahas pada

penelitian ini.

3.2 Pra Penelitian

Proses penelitian diawali dengan mencari literatur dari berbagai sumber
yang berkaitan dengan topik yang diteliti. Literatur utama yang digunakan dalam
penelitian ini adalah artikel oleh VVeerebradiah Lokesha dkk. pada tahun 2021 yang
membahas indeks dan koindeks VLRS pada graf. Selain artikel yang membahas
indeks VLRS, literatur utama juga berupa artikel oleh T. Tamizh Chelvam dan M.
Balamurugan tahun 2019 yang membahas komplemen graf total diperumum dari
Z,,.

Pada penelitian ini juga diperlukan literatur pendukung untuk
mengembangkan materi yang berkaitan dengan topik penelitian, seperti definisi

graf, ring, serta memilih beberapa ayat dalam Al-Qur’an yang dapat diintegrasikan
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dengan topik pada penelitian ini. Literatur pendukung berupa artikel oleh T.
Deepika tahun 2021 yang membahas indeks VL dan batas tensor product pada graf
F-Sum. Literatur pendukung lainnya berupa buku “Graphs and Digraphs (Fifth
Edition) oleh Gary Chartrand dkk., “Teori Ring dan Modul” oleh Sri Wahyuni dkk.,
“Matematika Diskrit” oleh Rinaldi Munir, dan literatur pendukung lainnya yang
berhubungan dengan topik pada penelitian ini.

Penelitian dimulai dari pembahasan yang bersifat khusus yaitu membahas
topik berdasarkan rumus dari rujukan-rujukan yang telah diperoleh sebelumnya.
Kemudian dilanjutkan dengan menentukan elemen dari GTy(Z,,) dengan
p € {3,5,7,11} untuk membantu proses memunculkan dugaan-dugaan. Sehingga

melalui dugaan-dugaan tersebut diperoleh rumus indeks VLRS pada GTy (Z;,).

3.3 Tahapan Penelitian
Tahapan yang digunakan dalam penelitian ini untuk mengetahui indeks
VLRS pada GTy(Z,,) adalah sebagai berikut:
1. Menentukan indeks VLRS pada GTy(Z,,) dengan p € {3,5,7,11}, untuk
memunculkan dugaan.
2. Menentukan himpunan H & Z,,, dari GTy(Z,) untuk H himpunan pembagi
nol dan H himpunan unit dengan H tertutup terhadap operasi perkalian di
.
3. Menentukan jarak setiap titik pada GTy (Zo,).
4. Menentukan reciprocal status dari jarak setiap titik pada GTy (Z,,).

5. Menentukan indeks VLRS pada GTy (Zy,).



BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini membahas terkait indeks VLRS pada GTy(Z,,) di mana H

merupakan himpunan pembagi nol dan H merupakan himpunan unit dengan p

merupakan bilangan prima dan p > 3 dari Z,,.

4.1 Indeks VLRS pada GT y(Z,,) dengan H Himpunan Pembagi Nol dari Z,,,
4.1.1 Indeks VLRS pada GTy(Zg) dengan H Himpunan Pembagi Nol dari
Zg
Ring bilangan bulat modulo 6 atau dinotasikan dengan Z, memiliki
operasi perkalian Z, dengan menggunakan tabel Cayley.

Tabel 4.1 Tabel Cayley Operasi Perkalian Zg untuk Pembagi Nol

(]| [l [e]]{e]| ]| {es]
U 1| W1 NI | = O
BN O NI O
WISl WI| Dlf Wi Dl
NI Ol NI ] O
=N Wl U O

Misalkan H merupakan himpunan pembagi nol dari Zg, maka

berdasarkan Tabel 4.1 H = {0,2,3,4}. GT4(Z) adalah graf yang himpunan
titiknya terdiri dari semua anggota Zg dan dua titik berbeda x, y € Z4 dikatakan
terhubung langsung di GTy(Ze) jika dan hanya jika x + y ¢ H. Pada Tabel 4.2

ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan Zg.
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Tabel 4.2 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan Z, untuk Pembagi Nol

2
3
4
5
0
1

NI =1 Ol U | ]| I
WI NI | DI U] >
B WL NI| =IOl Uil

Ull| W I NI = O
O Ul 1| W NI =

Berdasarkan Tabel 4.2 diperoleh gambar GT (Zs).

0 2 4

1 3 5
Gambar 4.1 Graf GTy (Ze) dengan H Pembagi Nol

Berdasarkan Gambar 4.1 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu:
d0,)=1 d0,2)=2 d©0,3)=3 dO0,dH=2 d(0,5)=1
d(1,2) = d(1,3) = d(1,4) = d(1,5)=2 d23) =1
d2,4 =2 d(25=1 dBdH=1 d(35)=2 d(45) =3

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada
GTy(Zg) sebanyak 6 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada GTy (Zg)

sebanyak 9. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu:

(6)—1+1+1+1+1—20—10
) =TT T3 T 1T T3
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_ 1 1 20 10
rs(D=g+gtotyts=F=+
@ lpl 11,1 20 10
TS =2 T3 TITTIT e T 3
G lpl 11,1 20 10
TS =3 Ty TITIT2T 6 T3
OIEE TN S
S =TTy TIT3T 8 T
(3)_1+1+1+1+1_20_10
TSO) =12 TIT2T3T e T3

Indeks VLRS pada GTy(Ze) sebagai berikut:

VLRS(GTH (ZG)) [rs(uqy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(uy)]
uu,€E(GTy(Ze))

1 _ _ _ _

=3 [rs(0) + rs(1) + rs(0) - rs(1)

+7s(0) + rs(5) + rs(0) - s(5)

+rs(1) + rs(4) + rs(1) - rs(4)

+rs(2) + rs(3) + rs(2) - rs(3)

+rs(2) + rs(5) + rs(2) - rs(5)

+rs(3) + rs(4) + rs(3) - rs(4)]

_1 10+10+10 +10 10+10

2013 3 3 3 3 3

+10+10+10 10 10+10+10 10
3 3 3 3 3 3 3 3
10 10 10 10 10 10 10 10]

3 3 3 3 3 3 3

3
2

[10+ 10 4 10
3 3 3

&l
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[ 160
2
1320
2 3
_ 160
3

160

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada GTy (Z) adalah —

4.1.2 Indeks VLRS pada GT 4(Z,o) dengan H Himpunan Pembagi Nol dari
A

Ring bilangan bulat modulo 10 atau dinotasikan dengan Z;, memiliki
elemen 0,1,2,3,4,5,6,7,8, dan 9. Selanjutnya, pada Tabel 2.1 ditunjukkan
perhitungan operasi perkalian Z,, dengan menggunakan tabel Cayley.

Misalkan H merupakan himpunan pembagi nol dari Z;,, maka
berdasarkan Tabel 2.1 H ={0,2,4,5,6,8}. GTy(Z,,) adalah graf yang
himpunan titiknya terdiri dari semua anggota Z,, dan dua titik berbeda
x,y € Z,, dikatakan terhubung langsung di GTy(Z,,) jika dan hanya jika
x +y & H. Pada Tabel 2.3 ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan Z,.

Berdasarkan Tabel 2.3 diperoleh gambar GT (Z,,).



1

3

3

7

9

Gambar 4.2 Graf GTy(Z4,) dengan H Pembagi Nol

Berdasarkan Gambar 4.2 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu:

d(0,T) =
d(0,6) =

d(1,3) =

d(0,4) =2
d(0,9) =
d(1,6) =
dZ,%) =
d(2,9) =

d(3,8) =1

d(0,5) =3
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Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada

GTy(Z,,) sebanyak 20 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada

GTy(Z4,) sebanyak 25. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu:
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_ 19 — 19 - 19 — 19 _ 19
rs(0) = 3 rs(1) = 3 rs(2) = 3 rs(3) = 3 rs(4) = 3

_ 19 _ 19 _ 19 _ 19 _ 19
rs(S) =3 rs(6) = 3 rs(7) = 3 rs(8) = 3 rs(9) = 3

Indeks VLRS pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

VLRS(GTy(Z1o)) [rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - s (uy)]

UqiUy EE(GTH (ZIO))

_1'20 [19+19+19 19]
2] 3 3 3 3
_1-20 475

21 9

1 9500

B 9

4750

9

4750

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada GTy(%Z,,) adalah —5

4.1.3 Indeks VLRS pada GTy(Z414) dengan H Himpunan Pembagi Nol dari

Z14

Ring bilangan bulat modulo 14 atau dinotasikan dengan Z,, memiliki

ditunjukkan perhitungan operasi perkalian Z,, dengan menggunakan tabel

Cayley.
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Tabel 4.3 Tabel Cayley Operasi Perkalian Z,, untuk Pembagi Nol

0/ 0|0|/0|0|O0O|0O|JO|O|O|]O|O|O]|O
0| 1/2|3|4|5|6|7|8|9|10]|11|12|13
0| 2468|1012/ 0|2|4|6|8]|10]|12
0 3|6/9]12|1|4|7]|10|13|2|5|8]|11
0| 48|12 2|6 |10/ 0|4 |8|12|2 |6 |10
0| 5(10| 1|6 |11 2|7 |12|3 |8 [13|4]|9
0| 6[12| 4|10/ 2 | 8|0 |6 |12| 4|10 2| 8
0/ 7]0|7]0]|7|0|7|]0|7]0]|7]|0]7
0| 8[2|10| 4|12 6 |0 |8 |2 |10]| 4 |12]| 6
094|138 |3 |12|7 |2 |11|6 |1 |10]|5
0|10/ 6|2 (12| 8| 4|0 |10| 6 |2 |12|8 | 4
0 |11(8|5|2|13]|10|7 |4 |1|12|9 |6 |3
012|108 | 6 | 4|2 |0 |12|10|8 |6 | 4|2
0 |13]12)11]10| 9 |8 |7 |6 |54 |3 |21

Misalkan H merupakan himpunan pembagi nol dari Z;,, maka
himpunan titiknya terdiri dari semua anggota Z,, dan dua titik berbeda
X,y € Z,, dikatakan terhubung langsung di GTy(Z,,) jika dan hanya jika

x +y ¢ H.Pada Tabel 4.4 ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan Z,.

Tabel 4.4 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan Z,, untuk Pembagi Nol

0| 1/2|3|4|5|6|7|8[]9]|10[/11]12|13
1/2|3|4|5|6|7|8|9|10(11|12]|13|0
2|3|4|5|6|7|8[9]10]11|12]13]0 |1
3/4|5|6|7 /8|9 |10(11|12|13|0 |1 |2
4|5|6|7|8|9|10]11|12|13| 0|1 |2 |3
5|67 |8]9]|10/11]12|13|0 |1 |2 |3 |4
6|7 /8[9]10|11/12(13| 0|1 |2 |3 |45
7891011 ]|12|13| 0|1 |2 |3 |4 |5 |6
8|9 |10|/11|12|13|0 |1 |2 |3 |4 |5|6]|7
91011 |12|13| 0 |1 |2 |3 |4 |56 |78
10|/11/12 13| 0 |1 |2 |3 |4 |5|6 7|89
1112|130 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8]9] 10
12|13/ 0| 1|2 |3 |4|5|6|7|8]9]|10|11
13/ 0|1]2[3|4|5|]6|7|8|9]10]11)|12




Berdasarkan Tabel 4.4 diperoleh gambar GTy (Z14).
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1 3 2 7 ) 11 13

0SS

Gambar 4.3 Graf GTy (Z,4) dengan H Pembagi Nol

Berdasarkan Gambar 4.3 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu:

d(0,1) = d(0,2) = d(0,3) =1 d(0,%) =
d(0,5) =1 d(0,6) = 2 d(0,7) = d(0,8) =
d(0,9) = d(0,10) =2 d(0,11) =1 d(0,12) =2
d(0,13) =1 d(1,2) =1 d(1,3) =2 d(1,9) =1
d(1,5) =2 d(1,6) = d(1,7) = d(1,8) =
d(1,9) =2 d(1,10) =1 d(1,11) =2 d(1,12) =1
d(1,13) = 2 d2,3)=1 d(2,4) =2 d(2,5) =
d(2,6) = d2,7) =1 d(2,8) =2 d(2,9) =1
d(2,10) =2 d2,11) =1 d(2,12) =2 d(2,13) =1
d(3,4) = d(3,5) =2 d(3,6) = d(3,7) =
d(3,8) =1 d(3,9) =2 d(3,10) = 1 d(3,11) =2
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d(4,7) = d(4,8) = d(4,9) = d(4,10) = 2
d(4,11) =1 d(4,12) =2 d(4,13) =1 d(5,6) =
d(5,7) = d(5,8) = d(5,9) = d(5,10) =
d(511) = d(512)=1 d(5,13) = d(6,7) =
d(6,8) =2 d(6,9) =1 d(6,10) = 2 d6,11) =1
d(6,12) =2 d(6,13) =1 d(7,8) =1 d(7,9) =
d(7,10) =1 d(7,11) =2 d(7,12) =1 d(7,13) =2
d(8,9) = d(8,10) = 2 d(8,11) =1 d(8,12) = 2
d(8,13) = 3 d(9,10) =1 d(9,11) =2 d(9,12) =3

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada
GTy(Z,,) sebanyak 42 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada
GTy(Z,4) sebanyak 49. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu:

__ 28 _. 28 . 28 _. 28 _. 28
rs(0) = 3 rs(1) = 3 rs(2) = 3 rs(3) = 3 rs(4) = 3

_ 28 _ 28 - 28 _ 28 _ 28
rs(S) =3 rs(6) = 3 rs(7) = 3 rs(8) = 3 rs(9) = 3

_ 28 - 28 _ 28 _ 28
rs(10) = 3 rs(11) = 3 rs(12) = 3 rs(13) = 3
Indeks VLRS pada GTy(Z,,4) sebagai berikut:

[rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(u,)]

U U€E(GTH(Z14))

VLRS(GTH (214)) — 1
2

_142 [28+28+28 28]
2 3 3 3 3
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952
9
1 13328
273

_ 6664

3

—1F2
2

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada GTy(Z,,) adalah 663£.

4.1.4 Indeks VLRS pada GTy(Z,,) dengan H Himpunan Pembagi Nol dari
Lz,
Ring bilangan bulat modulo 22 atau dinotasikan dengan Z,, memiliki
Selanjutnya, pada Tabel 4.5 ditunjukkan perhitungan operasi perkalian Z,,
dengan menggunakan Cayley.

Tabel 4.5 Tabel Cayley Operasi Perkalian Z,, untuk Pembagi Nol

0j]0|0|0O|0O|0O|]0O]0O|0O|0O]O|0O|0O|O|O|O|O|O|O|[O|O]|D
0/1]|2|3|4|5|6]|7]|8]|9]|10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21
0/ 2|4]|6|8|10| 12| 14| 16|18/ 20|/ 0 |2 | 4 | 6 | 8 | 10| 12| 14| 16| 18| 20
0/3|6|9|12|15|/ 18| 21| 2 | 5|8 | 11| 14| 17|20 1 |4 | 7 | 10| 13| 16| 19
0| 48|12/ 16/ 20| 2 | 6| 10| 14| 18| 0 | 4 | 8 | 12| 16| 20| 2 | 6 | 10| 14| 18
0| 5|10/ 15/ 20/ 3 |8 |13| 18| 1|6 |11|16| 21| 4 |9 |14| 19| 2 | 7 | 12| 17
0| 6| 12| 18|/ 2 | 8| 14| 20| 4 |10/ 16| 0 | 6 | 12| 18| 2 | 8 | 14| 20| 4 | 10| 16
0|7 | 14| 21| 6 | 13| 20| 5| 12| 19| 4 | 11|18/ 3 |10/ 17| 2 | 9 | 16| 1 | 8 | 15
0| 8|16| 2|10\ 18| 4 | 12| 20| 6 | 14| 0 | 8 | 16| 2 | 10| 18| 4 | 12| 20| 6 | 14
09|18/ 5|14/ 1|10{19| 6 |15( 2 |11|20| 7 |16] 3 | 12| 21| 8 | 17| 4 | 13
0|10/ 20| 8 | 18| 6 | 16| 4 | 14| 2 | 12| 0 | 10| 20| 8 | 18| 6 | 16| 4 | 14| 2 | 12
0| 11| 0 | 11| 0| 11| 0 | 11| 0 | 11| 0 |11 0 | 11| 0 |11/ 0 |11| 0 [11| 0 |11
0| 12| 2 | 14| 4 | 16| 6 | 18| 8 | 20| 10| 0 | 12| 2 | 14| 4 | 16| 6 | 18| 8 | 20| 10
0| 13| 4| 17| 8| 21| 12| 3 | 16| 7 | 20| 11| 2 |15/ 6 |19/ 10| 1 | 14| 5 | 18| 9
0| 14| 6| 20| 12| 4 | 18| 10| 2 | 16| 8 | 0 | 14| 6 | 20| 12| 4 | 18| 10| 2 | 16| 8
0|15/ 8| 1|16/ 9| 2|17| 10| 3 | 18| 11| 4 | 19| 12| 5 | 20| 13| 6 | 21| 14| 7
0| 16| 10| 4 | 20| 14| 8 | 2 | 18| 12| 6 | 0 | 16| 10| 4 | 20| 14| 8 | 2 | 18| 12| 6
0|17/ 12| 7 | 2 |19| 14| 9 | 4 | 21| 16| 11| 6 | 1 | 18] 13| 8 | 3 | 20| 15| 10| 5
0| 18| 14| 10| 6 | 2 | 20| 16| 12| 8 | 4 | 0 | 18| 14| 10| 6 | 2 | 20| 16| 12| 8 | 4
0|19/ 16| 13| 10| 7 | 4 | 1| 20| 17| 14| 11| 8 | 5| 2 | 21|18/ 15/ 12| 9 | 6 | 3
0| 20| 18| 16| 14| 12| 10|/ 8 | 6 | 4 | 2 | 0 | 20| 18| 16| 14| 12/ 10| 8 | 6 | 4 | 2
0| 21| 20| 19| 18| 17| 16| 15| 14| 13| 12| 11|10/ 9 |8 |7 |6 |5 |4 [3 |2 |1
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Misalkan H merupakan himpunan pembagi nol dari Z,,, maka
berdasarkan Tabel 4.5 H = {0,2,4,6,8,10,11,12,14,16,18,20}. GTy(Z,,)
adalah graf yang himpunan titiknya terdiri dari semua anggota Z,, dan dua titik
berbeda x,y € Z,, dikatakan terhubung langsung di GTy(Z,,) jika dan hanya
jika x + y ¢ H. Pada Tabel 4.6 ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan

ZZZ.

Tabel 4.6 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan Z,, untuk Pembagi Nol

0|/1|2|3|4|5|6]|7|8]|9]|10|11 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21
12 |3|4|5|6|7|8]|9]|10|11 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18/ 19| 20| 21| 0
2|3|4|5|6|7|8|9]10]11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18/ 19| 20| 21| 0 | 1
3|/4|5|6|7 |89 |10 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19/ 20| 21| 0 | 1 | 2
4|5|6|7|8]|9]|10]11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18/ 19| 20/ 21| 0 |1 |2 | 3
5|/6|7|8|9|10|11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18/ 19| 20{ 21| 0 |1 |2 |3 | 4
6|7 |89 |10 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18/ 19/ 20/ 21| 0 [ 1|2 |3 |4 |5
7 | 8|9 |10 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19|20/ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6
8 |9 |10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17|18/ 19| 20| 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 | 7
9 | 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17|18/ 19/ 20| 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 | 8
10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17|18/ 19/ 20/ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5|6 |7 | 8|9
11| 12| 13| 14| 15| 16| 17|18/ 19|20/ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 [ 8|9 |10
12| 13| 14| 15| 16| 17| 18/ 19| 20| 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5|6 |7 |8 |9 | 10| 11
13| 14| 15/ 16| 17|18/ 19|20/ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 | 10| 11| 12
14| 15| 16| 17|18/ 19| 20{ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 | 10| 11| 12| 13
15/ 16| 17| 18/ 19|20/ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 | 7 | 8|9 | 10| 11| 12| 13| 14
16| 17{ 18/ 19/ 20{ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8|9|10]11] 12| 13| 14| 15
17| 18|19/ 20 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8]|9|10| 11 12| 13| 14| 15| 16
18/ 19/ 20|21/ 0 | 1|2 |3 |4|5|6|7|8]|9|10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17
19| 20| 21| 0 (1|2 |3 |4|5|6|7|8]9]|10|11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18
20021/ 0 |1|2|3|4|5|6]|7]|8]|9]|10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19
2110 | 1|2 |3|4|5|6|7]|8]9]|10]11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18] 19| 20

Berdasarkan Tabel 4.6 diperoleh gambar GTy (Z,,).
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Gambar 4.4 Graf GTy(Z,,) dengan H Pembagi Nol

Berdasarkan Gambar 4.4 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu:

d©,1) = d(0,2) = d©,3)=1 d(0,4) =
d(0,5) =1 d(0,6) = d(0,7) = d(0,8) =
d(0,9) =1 d(0,10) = 2 d(0,11) = 3 d(0,12) = 2
d(0,13) =1 d(0,14) = d(0,15) =1 d(0,16) = 2
d0,17) =1 d(0,18) =2 d(,19) =1 d(0,20) =2
d(0,21) = 1 d(1,2) = d(1,3) = d(1,%) =
d(1,5)=2 d(1,6) = d(1,7) =2 d(1,8) =
d(1,9) = 2 d(1,10) = 3 d(1,11) = 2 d(1,12) = 1
d(1,13) =2 d(1,14) = d(1,15) = d(1,16) =1
d(1,17) =2 d(1,18) =1 d(1,19) =2 d(1,20) =1
d(1,21) =2 d(2,3) = d(2,4) = d(2,5) =
d(2,6) = 2 d2,7) =1 d(2,8) = 2 d(2,9) =3
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d(8,9) =
d@g,13) =1
d@g,17) =1
d@g,21) =1
d(9,13) =2
d9,17) =2
d(9,21) =2
d(10,14) = 2
d(10,18) = 2
d(11,12) =1
d(11,16) = 1
d(11,20) =1
d(12,15) =1
d(12,19) =1
d(13,15) =
d(13,19) =2
d(14,16) = 2
d(14,20) =2
d(15,18) = 3
d(16,17) =3
d(16,21) =1

d(8,10) = 2
d(8,14) = 2
d(8,18) =2
d(9,10) =1
d(9,14) =

d(9,18) =1
d(10,11) =1
d(10,15) =1
d(10,19) =1
d(11,13) =2
d(11,17) =2
d(11,21) =2
d(12,16) =2
d(12,20) =2
d(13,16) =1
d(13,20) =3
d(14,17) =1
d(14,21) =1
d(15,19) =

d(16,18) = 2
d(17,18) =1
d(18,19) =1

d@,11) =1
d(8,15) =1
d(8,19) =1
d,11) =2
d(9,15) =2
d©,19) =2
d(10,12) = 2
d(10,16) = 2
d(10,20) = 2
d(11,14) =

d(11,18) =1
d(12,13) =1
d(12,17) =1
d(12,21) =3
d(13,17) =2
d(13,21) =2
d(14,18) =2
d(15,16) =

d(15,20) =1
d(16,19) =1
d(17,19) = 2
d(18,20) =2

d(8,12) =2
d(8,16) = 2
d(8,20) = 2
d(9,12) =1
d(9,16) =1
d(9,20) =1
d(10,13) =1
d(10,17) = 1
d(10,21) =1
d(11,15) =

d(11,19) = 2
d(12,14) = 2
d(12,18) =2
d(13,14) =1
d(13,18) =1
d(14,15) =1
d(14,19) = 3
d(15,17) =

d(15,21) =2
d(16,20) = 2
d(17,20) =1
d(18,21) =1

41
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d(19,20) =1 d(19,21) =2 d(20,2D) =1
Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada
GTy(Z,,) sebanyak 110 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada

GTy(Z,,) sebanyak 121. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu:
) = 46 ) = 46 ) = 46 3) = 46 @) = 46
rs = 3 rs = 3 rs = 3 rs = 3 rs = 3

_ 46 _ 46 _ 46 _ 46 _ 46
rs(S) =3 rs(6) = 3 rs(7) = 3 rs(8) = 3 rs(9) = 3

rs(10) =— rs(11) =— rs(12) =— rs(13) =— rs(14) = ?
_ 46 — 46
rs(15) =3 rs(16) = — rs(17) =— rs(18) = 3 rs(19) = 3

46 —. 46
T'S(ZO) = ? TS(Zl) = ?

Indeks VLRS pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

VLRS(GTy(Zy;)) _ % [rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(uy)]

u u,€E(GTy(Zy7))

3
1 2392]

1 46 46 46 46
2[110 —+—= ”

=_—|110-—=
2 9

1 2631120

i
131560

~ T 9

131560

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada GTy(Z,,) adalah
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4.1.5 Indeks VLRS pada GTy(Z,p) dengan H Himpunan Pembagi Nol dari

Ly

Hasil dari perhitungan sebelumnya, diperoleh data yang berkaitan dengan

GTy(Z,p) dan indeks VLRS pada GTy(Z,,) dengan p € {3,5,7,11}. Data

tersebut ditunjukkan dalam Tabel 4.7 dan Tabel 4.8.

Tabel 4.7 Tabulasi Z(Z,,,) dan rs(u)
P Z(Zyp) rs(u)
L rs(0) =rs(1) = = rs(g)
3 0,2,3,8 3y 7_10
27 6 3
B rs(0) =rs(1) = =1rs(9)
5 {0,2,4,5,6,8} 3 7 10
=2(5)—-=_—
) (_) 63
_______ L rs(0) =rs(1) = - =rs(13)
7 {0,2,4,6,7,8,10,12} _§(7)_Z_§
2" 6 3
____________ rs(0) =rs(1) = --- = rs(21)
11 | {0,2,4,6,8,10,11,12,14,16,18,20} 3 7 46
=UV"g=7

Tabel 4.8 Tabulasi GTy (Z,,) dengan H Himpunan Pembagi Nol dari Z,,,

p

GTy(Zzp)

) 2
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Berdasarkan Tabel 4.7 dan Tabel 4.8 diperoleh dugaan yang mendukung
pembuktian rumus indeks VLRS pada m.

1. Z(Zzp) adalah semua elemen genap dari Z,,, dan p untuk suatu bilangan

prima p.

2. GTy(Z,,) adalah graf bipartit.

3. rs(u) = %p — % Vu€evVv (m) untuk suatu bilangan prima p.

4. Ada sebanyak p? — p sisi di GTy (Z,,).
Untuk mempermudah pembuktian akan didefinisikan A = {2m|m =
0,1,2,..,p—1}dan B={2n+ 1|n=0,1,2,..,p — 1} di mana p merupakan
bilangan prima dan p > 3.
Lemma4.l

Misalkan p merupakan bilangan prima dan p > 3. Himpunan pembagi nol dari

Z,, adalah
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Z(Z,,) = {2mlm =0,1,2,...,p — 1} U {p}.
Bukti:
Jelas bahwa 0 € Z(Z,,) karena 0 - y = 0(mod 2p), Vy € Z,,.
Akan dibuktikan bahwa 2m dengan m = 1,2, ...,p — 1 merupakan pembagi nol.
Perhatikan bahwa terdapat p € Z,, di mana 2m-p = 2p - m = 0(mod 2p)
sehingga jelas bahwa 2m dengan m = 1,2, ...,p — 1 merupakan pembagi nol.
Akibatnya, p merupakan pembagi nol karena 2m - p = p - 2m = 0(mod 2p).
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa semua bilangan ganjil kecuali p bukan
merupakan pembagi nol. Misalkan y #p dan y bernilai ganjil maka
FPB(y,2p) = 1. Dengan demikian, terdapat x € Z,, sedemikian sehingga
x -y = 0 dan dapat dituliskan x - y = 0(mod 2p) hanya memiliki satu selesaian,
yaitu x = 0. Sehingga y bukan merupakan pembagi nol.
Dengan demikian terbukti bahwa Z(Z,,) = {2m|m = 0,1,2, ...,p — 1} U {p}.
Lemma 4.2
Misalkan p > 3 merupakan bilangan prima dan H adalah himpunan pembagi nol
dari Z,,,, maka m merupakan graf bipartit.
Bukti:
Akan dibuktikan bahwa semua elemen A tidak terhubung langsung dengan
elemen A dan semua elemen B tidak terhubung langsung dengan elemen B.
Misalkan x,y € A dan dapat dituliskan x = 2a, y = 2b, untuk suatu a, b € Z,

maka x + y = 2a + 2b = 2(a + b) merupakan pembagi nol.
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Misalkan s,t € B dan dapat dituliskan s = 2a + 1, t = 2b + 1, untuk suatu
a,b€Z, maka s+t=2a+1)+@@b+1)=2(a+b+1) merupakan
pembagi nol.

Jadi, m merupakan graf bipartit dengan partisi A dan B.

Lemma 4.3

Misalkan p > 3 merupakan bilangan prima dan H adalah himpunan pembagi nol
dari Z,,,. Reciprocal status dari u € V (M) adalah

3 7
rs(u) ==-p —-.

2 6
Bukti:
Berdasarkan Lemma 4.2, m merupakan graf bipartit dengan partisi A dan
B. Maka semua elemen A tidak terhubung langsung dengan elemen A sehingga
dapat dituliskan d(x,y) = 2, Vx,y € A dan semua elemen B tidak terhubung
langsung dengan elemen B sehingga dapat dituliskan d(s,t) = 2, Vs, t € B.

Akan dibuktikan bahwa d(x,y) = 2, Vx,y € A. Pertama, d(x,y) = 2, Vx,y €

A\{p — 1} karena terdapat lintasan x —1—1y, Vx,y € A\{p — 1}. {x,1} €

E (GTH(ZZP)) karena x+ 1 bernilai ganjil dan x+1=#p. {1,y}€

E(m) karena 1+ y bernilai ganjil dan 1+ y # p. Kedua, d(p —
1,y) =2, Vy € A\{p — 3} karena terdapat lintasan (p —1) -3 —y, Vy€
A\{p—-3}. {p—1,3}€E (m) karena p—1+3 =p+ 2 bernilai
ganjildanp+2 #p. {3,y} €EE (m) karena 3 + y bernilai ganjil dan
3+y #p.Ketiga, d(p — 1,p — 3) = 2 karena terdapat lintasan (p — 1) — 5 —

p—3).{p—1,5}€E (GTH(ZZI,)) karena p — 1+ 5 = p + 4 bernilai ganjil
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danp+4#p. {5,p—3}€E (GTH(ZZP)) karena 5+ p — 3 = p + 2 bemilai
ganjil dan p + 2 # p. Dengan demikian d(x,y) =2, Vx,y € A, x # y dan
dengan cara yang sama diperoleh d(s,t) = 2, Vs,t € B, s # t.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa semua elemen A terhubung langsung
dengan elemen B kecuali tepat satu elemen di B. Misalkan v € A dan w € B.
Karena v bernilai genap dan w bernilai ganjil, maka v + w adalah bernilai ganjil.
v+ w = p jika dan hanya jika w = p — v sedemikian sehingga v terhubung

langsung dengan w jika dan hanya jika w # p — v. Dengan demikian diperoleh
{v,w}€E (GTH(Zzp)), VveEA weEB,w#p—vataud(v,w) =1,Vv € 4,

wEB,w+p—v.

Karena v dan p — v tidak terhubung langsung dan tidak ada satu titik yang
terhubung langsung dengan v sekaligus p — v, maka d(v,p — v) = 3. Karena
terdapat lintasanv—(p —v+1)—(v+1) — (p —v), maka d(v,p — v) = 3.

Dengan demikian d(v,p — v) = 3, Vv € A.

Berdasarkan definisi, reciprocal status dari u; € V (GTH(ZZP)) adalah

1
rs(uy) = Z —d(ul,uz)'

ur€V(6TH(Zzp))

Karena pasangan titik yang berjarak 2 ada sebanyak p — 1, pasangan titik yang

berjarak 1 ada sebanyak p — 1, dan pasangan titik yang berjarak 3 ada 1, maka

1 3 7

1 1
Ts(ul)=(P_1)'E+(p—1)-1+1-§ >

Il
I
=
I
I

Sehingga diperoleh reciprocal status dari u € V (GTH(ZZP)) adalah

3 7
rs(u) = SP—¢
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Lemma 4.4

Misalkan p > 3 merupakan bilangan prima dan H adalah himpunan pembagi nol
dari Z,,. Pasangan titik yang terhubung langsung pada GT}(Z,, ) ada sebanyak
p> —p.

Bukti:

Diketahui bahwa pada Z,, terdapat sebanyak p elemen genap. Berdasarkan
Lemma 4.3 terdapat sebanyak p — 1 pasangan titik tiap elemen genap yang

terhubung langsung dengan semua elemen ganjil pada m. Maka
pasangan titik yang terhubung langsung pada m ada sebanyak
p-(p—1 =p”-p.

Teorema 4.1

Misalkan p = 3 merupakan bilangan prima dan H adalah himpunan pembagi nol
dari Z,,. Indeks VLRS pada m adalah

9, 11, 17 , 35
VLRS (6Ty(Zp)) = 29 = 5 ° = 02 + .
Bukti:

Berdasarkan definisi, persamaan indeks VLRS pada GTy(Z,,) adalah

VLRS (GTH(Zzp)) = % z [rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(u,)].

uluZEE(GTH(Zzp))
Berdasarkan Lemma 4.3 reciprocal status dari uEV(GTH(Zzp)) adalah
rs(u) = zp —%, dan berdasarkan Lemma 4.4 pasangan titik yang terhubung

langsung pada GTH(Zzp) ada sebanyak p? — p. Sehingga diperoleh
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s @) =3[ G-+ D) 6o D)

1 35
[p —p][4p ——p—%]

l\.)lb—\

9 11
iy 36p p]

l\JIb—\

9, 11, 17, 35
=gl —g P Pt P

4.2 Indeks VLRS pada GT 4 (Z,,) dengan H Himpunan Unit dari Z,,,

4.2.1 Indeks VLRS pada GTy(Zg) dengan H Himpunan Unit dari Zg
Ring bilangan bulat modulo 6 atau dinotasikan dengan Z, memiliki
elemen 0,1,2,3,4 dan 5. Selanjutnya, pada Tabel 4.9 ditunjukkan perhitungan

operasi perkalian Z, dengan menggunakan tabel Cayley.

Tabel 4.9 Tabel Cayley Operasi Perkalian Z¢ untuk Unit

0
0
0
0
0
0

BN O ] NI O
WI| Dl WI| Dl WI| Dl
=1 N1 W ]| U] Ol

NI | DI N ]| O

Ul DI WL NI =1 O

Misalkan H merupakan himpunan unit dari Z¢, maka berdasarkan Tabel
4.9 H = {1,5}. GTy(Z,) adalah graf yang himpunan titiknya terdiri dari semua
anggota Z, dan dua titik berbeda x,y € Z, dikatakan terhubung langsung di
GTy(Ze) jika dan hanya jika x +y ¢ H. Pada Tabel 4.10 ditunjukkan tabel

Cayley operasi penjumlahan Zg.
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Tabel 4.10 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan Z¢ untuk Unit

2
3
4
5
0
1

DNI| =1 Ol U | W[ WII
WI NI | DI U] W]
B I NI =1 Ol Ul

Ul B I NI =1 DI
Ol U 1| I DN =1

Berdasarkan Tabel 4.10 diperoleh gambar GTy (Zg).

3
Gambar 4.5 Graf GTy (Zg) dengan H Unit

Berdasarkan Gambar 4.5 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu:
d0,1)=2 d0,2)=1 d(0,3)=1 d{O0H=1 d(0,5) =2
d1,2)=1 d1,3)=1 d@,H=2 d(1,5)=1 d23)=2
d2,4 =1 d(25)=2 d@BdH=2 4d(3B5=1 d[45=1

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada
GTy(Zg) sebanyak 9 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada GTy (Zg)
sebanyak 6. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu:

1_8
2

_ 1 1 1 1
T'S(O)=§+I+I+I+—=

=4
2



) = MR
)= 1-2°
1 8

2) = — — — — —=—=4
rs(2) AR

B)=-4-+=+ P
rsie) = 1-2°

Indeks VLRS pada GTy(Ze) sebagai berikut:

VLRS(GTy(Ze)) _ % [rs(uy) + rs(up) + rs(uy) - rs(uy)]

u1,€E(GT (Zo))

= 2[5 + @) +r5(@) @)
+rs(0) + rs(3) + rs(0) - rs(3)
+7r5(0) + rs(4) + rs(0) - rs(4)
+rs(D) +r5@2) + rs(D) - rs(2)
+rs(D) +rs(3) + rs(D) - rs3)
+rs(1) +rs(5) +rs(1) - rs(5)
+rs(2) + rs(@) + rs(2) - rs (@)
+rs(3) +rs(5) + rs(3) - rs(5)

+75(4) +rs(5) + rs(4) - rs(5)]

N| =

[4+4+4-44+4+4+4-4+4+4+4-4

F44+44+4-44+4+4+4-4+4+444-4

+4+4+4-4+44+44+4-44+4+4+4-4]
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1
=§[9-[4+4+4-4]]

—1924
=>[9-24]

_1 216
2

=108

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada GTy(Z¢) adalah 108.

4.2.2 Indeks VLRS pada GTx(Z,0) dengan H Himpunan Unit dari Z,

Ring bilangan bulat modulo 10 atau dinotasikan dengan Z;, memiliki
elemen 0,1,2,3,4,5,6,7,8, dan 9. Selanjutnya, pada Tabel 2.2 ditunjukkan
perhitungan operasi perkalian Z,, dengan menggunakan tabel Cayley.

Misalkan H merupakan himpunan unit dari Z,,, maka berdasarkan Tabel
22 H={1,3,7,9}. GTy(Z,,) adalah graf yang himpunan titiknya terdiri dari
semua anggota Z,, dan dua titik berbeda x,y € Z,, dikatakan terhubung
langsung di GTy(Z,,) jika dan hanya jika x +vy & H. Pada Tabel 4.11

ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan Z.

Tabel 4.11 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan Z;, untuk Unit
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Berdasarkan Tabel 4.11 diperoleh gambar GTy (Z,,).
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Gambar 4.6 Graf GTy(Z4,) dengan H Unit

Berdasarkan Gambar 4.6 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu:

d(0,1) = 2
d(0,6) = 1

d(1,3) =

d,2) =1
d(0,7) =2
d(1,%) =
d(1,9) =
d2,7) =2

d(3,6) =

d(,3) =2

d0,4) =1
d(0,9) =2
d(1,6) =
d(2,%) =
d(2,9) =2

d(3,8) =

d(0,5) = 1

d(1,2) =2
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Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada

GTy(Z,,) sebanyak 25 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada

GTy(Z4,) sebanyak 20. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu:
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rs(0) =7 rs(1) =7 rs(2) =7 rs(3) =7 rs(4) =7
rs(5) =7 rs(6) =7 rs(7) =7 rs(8) =7 rs(9) =7
Indeks VLRS pada GTy(Z4,) sebagai berikut:

VLRS(GTH(Zlo)) [rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(u,)]

UqiuUy EE(GTH (ZIO))

=%[25-[7+7+7-7]]

—1[25 63]
2

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada GTy(Z,,) adalah 152—75

4.2.3 Indeks VLRS pada GTy(Z14) dengan H Himpunan Unit dari Z4
Ring bilangan bulat modulo 14 atau dinotasikan dengan Z,, memiliki

ditunjukkan perhitungan operasi perkalian Z,, dengan menggunakan tabel

Cayley.
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Tabel 4.12 Tabel Cayley Operasi Perkalian Z,, untuk Unit
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Misalkan H merupakan himpunan unit dari Z, ,, maka berdasarkan Tabel
terdiri dari semua anggota Z,, dan dua titik berbeda x,y € Z,, dikatakan
terhubung langsung di GTy (Z,,) jika dan hanya jika x + y € H. Pada Tabel 4.13

ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan Z,,.

Tabel 4.13 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan Z,, untuk Unit

0| 1/2|3|4|5|6|7|8[9]|10[/11]12|13
1/2|3|4|5|6|7|8[9|10[11|12]|13|0
2|3|/4|5|6|7|8|9]10]11|12(13]0 |1
3/4|5|6|7|8|9|10(11|12|13|0 |1 |2
4|/5|6|7|8|9|10[11|12|13|0 |1 |23
5|67 |8]9|10/11(12]|13|0 |1 |2 |3 |4
6|7 /8|9]10|11/12(13] 0| 1|2 |3 |45
718|910 11]|12|13| 0|1 |2 |3 |4 |5]|6
819/10(11|12|13| 0 | 1|2 |3 |4 |5|6 |7
91011 |12|13| 0 |1 |2 |3 |4 |56 |78
10/11/12 13| 0 |1 |2 |3 |4 |5|6|7|8]|09
11|12|13] 0|1 |2 |3 |4 |5|6|7|8]9] 10
12|13| 0 | 1|2 |3 |4 |5|6|7|8]9]|10]11
13/0|1]2[3|4|5|]6|7|8|9]10]11|12




Berdasarkan Tabel 4.13 diperoleh gambar GTy (Z,4).
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Gambar 4.7 Graf GTy(Z44) dengan H Unit

Berdasarkan Gambar 4.7 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu:

d(0,1) = d(0,2) = d(0,3) =2 d(0,%) =

d(0,5) =2 d(0,6) = d(0,7) = d(0,8) =

d(0,9) = d(0,70) = 1 d(0,11) = 2 d(0,12) = 1
d(0,13) = 2 d(1,2) =2 d(1,3) =1 d(1,%) =2
d(1,5)=1 d(1,6) = d(1,7) = d(1,8) =

d(1,9) =1 d(1,10) = 2 d(1,11) =1 d(1,12) = 2
d(1,13) =1 d2,3) =2 d2,4) =1 d(2,5)=1
d(2,6) = d(2,7) =2 d(2,8) =1 d(2,9) =2
d(2,10) =1 d(2,11) =2 d2,12) =1 d(2,13) =2
dB3,49) =1 d(3,5)=1 d(3,6) =2 dB3,7) =1
d(3,8) =2 d(3,9) =1 d(3,10) = 2 d(3,11) =1

56
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d(4,7) = d(4,8) = d(4,9) = d(4,10) = 1
d(4,11) =2 d(4,12) =1 d(4,13) =2 d(5,6) =
d(5,7) = d(5,8) = d(5,9) = d(5,10) =
d(511) = d(512)=2 d(5,13) = d(6,7) =
d(6,8) =1 d(6,9) =2 d(6,10) =1 d(6,11) = 2
d(6,12) =1 d(6,13) =2 d(7,8) =2 d(7,9) =
d(7,10) = 2 d(7,11) =1 d(7,12) =2 d(7,13) =1
d(8,9) = d(8,10) = 1 d(8,11) = 2 d(812) =1
d(813) =1 d(9,10) = 2 d(9,11) = 1 d(6,12) = 1

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada
GTy(Z,,) sebanyak 49 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada
GTy(Z,4) sebanyak 42. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu:
rs(0)=10 rs(1)=10 rs(2)=10 1rs(3) =10 7rs(4) =10
rs(5) =10 rs(6) =10 rs(7)=10 rs(8) =10 rs(9) =10
rs(10) =10 rs(11) =10 rs(12) =10 7rs(13) =10

Indeks VLRS pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

[rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(u,)]

Uqiuy EE(GTH(Z]_4))

VLRS(GTH (Z14)) — 1
2

1
==[49-[10 + 10 + 10 - 10]
2
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[25 - 120]

N| =

_1 5880
2

= 2940

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada GTy(Z,,) adalah 2940.

4.2.4 Indeks VLRS pada GT y(Z,,) dengan H Himpunan Unit dari Z,,

Ring bilangan bulat modulo 22 atau dinotasikan dengan Z,, memiliki
Selanjutnya, pada Tabel 4.14 ditunjukkan perhitungan operasi perkalian Z,,
dengan menggunakan tabel Cayley.

Tabel 4.14 Tabel Cayley Operasi Perkalian Z,, untuk Unit

sl
sl

S
| Sl| S
S|

o

0j]0|0|0|0|J0]J0]J0O]|0O]|O 0/0|0|0|0|0|0O|0]|0O]O]ODO
0/]1]|2|3|4|5]|6|7|8]|9 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21
0/2|4]|6]|8]|10| 12| 14| 16| 18 0|2 |4 ]|6|8]|10|12| 14| 16| 18| 20
03|69 |12/15/18[ 21| 2 |5 |8 |11| 14| 17| 20| 1 |4 |7 | 10| 13| 16| 19
0| 48|12/ 16/ 20| 2 | 6| 10| 14| 18| 0 | 4 | 8 | 12| 16| 20| 2 | 6 | 10| 14| 18
0|5 /10)/ 15/ 20/ 3 |8 |13/ 18| 1|6 |11|16| 21| 4 |9 | 14| 19| 2 | 7 | 12| 17
0| 6|12| 18| 2 | 8| 14| 20| 4 | 10| 16| 0 | 6 | 12| 18| 2 | 8 | 14| 20| 4 | 10| 16
0|7 |14 21| 6 | 13| 20| 5| 12| 19| 4 | 11|18/ 3 |10/ 17| 2 | 9 | 16| 1 | 8 | 15
0/ 8|16] 2| 10| 18| 4 | 12| 20| 6 | 14| 0 | 8 | 16| 2 | 10| 18| 4 | 12| 20| 6 | 14
0/9 |18/ 5| 14| 1|10/ 19| 6 |15/ 2 | 11| 20| 7 | 16| 3 | 12| 21| 8 | 17| 4 | 13
0|10/ 20| 8 | 18| 6 | 16| 4 | 14| 2 | 12| 0 | 10|/ 20| 8 | 18| 6 | 16| 4 | 14| 2 | 12
0| 11| 0| 11| 0| 11| 0| 11| 0 |11 0 |11) 0 |11 0 | 11| 0 | 11| 0 [11| 0 |11
0| 12| 2 | 14| 4 | 16| 6 | 18| 8 | 20| 10| 0 | 12| 2 | 14| 4 | 16| 6 | 18| 8 | 20| 10
0|13| 4 | 17| 8 | 21| 12| 3 | 16| 7 | 20| 11| 2 | 15| 6 | 19| 10| 1 | 14| 5 | 18| 9
0| 14| 6 | 20| 12| 4 | 18| 10| 2 | 16| 8 | 0 | 14| 6 | 20| 12| 4 | 18| 10| 2 | 16| 8
0|15/ 8| 1|16/ 9|2 |17|/ 10| 3 | 18| 11| 4 | 19| 12| 5 | 20| 13| 6 | 21| 14| 7
0| 16| 10| 4 | 20| 14| 8 | 2 | 18| 12| 6 | 0 | 16| 10| 4 | 20| 14| 8 | 2 | 18| 12| 6
0|17\ 12| 7 |2 | 19| 14| 9 | 4 | 21| 16| 11| 6 | 1 | 18| 13| 8 | 3 | 20| 15| 10| 5
0| 18| 14| 10| 6 | 2 | 20| 16| 12| 8 0 |18/ 14| 10| 6 | 2 16| 12| 8 | 4
0| 19| 16| 13| 10| 7 | 4 | 1 | 20| 17 11| 8 | 5| 2| 21|18 12|96 |3
0| 20| 18| 16| 14| 12| 10| 8 | 6 | 4 0 | 20| 18] 16| 14| 12 86|42
0| 21| 20| 19| 18| 17| 16| 15| 14| 13 1110/ 9 | 8|7 | 6 43|21

vlf=

Misalkan H merupakan himpunan unit dari Z,,, maka berdasarkan Tabel

414 H ={1,3,5,7,9,13,15,17,19, 21}. GTy(Z,,) adalah graf yang himpunan
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titiknya terdiri dari semua anggota Z,, dan dua titik berbeda x, y € Z,, dikatakan
terhubung langsung di GTy(Z,,) jika dan hanya jika x + y € H. Pada Tabel 4.15
ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan Z,,.

Tabel 4.15 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan Z,, untuk Unit

0|1|2|3|4|5|6/|7]|8]|9]|10|11 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21
1/2|3|4|5|6|7|8]09]10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21| 0
2|3|4|5|6|7|8]|9]|10]11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18/ 19| 20| 21| 0 | 1
3/4|5|6|7 |89 |10 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19/ 20| 21| 0 | 1 | 2
4|5|6|7|8]|9]|10]11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18/ 19| 20/ 21| 0 | 1 |2 | 3
5|6|7|8|9 |10 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18/ 19|20/ 21| 0 |1 |2 |3 | 4
6|7 |89 |10 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5
7 8|9 |10 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19|20/ 21| 0 |1 |2 [3 |4 |5 |6
8 |9 | 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18{ 19/ 20| 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7
9 | 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17|18/ 19/ 20|/ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5|6 |7 | 8
10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19/ 20|/ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 [8 |9
11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18/ 19| 20{ 21| 0 |1 |2 |3 |4 | 5|6 |7 |8 |9 |10
12| 13| 14| 15/ 16| 17| 18{ 19/ 20| 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5|6 |7 | 8|9 | 10| 11
13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20{ 21| 0 |1 |2 |3 |4 | 5|6 |7 | 8 |9 | 10| 11| 12
14|15/ 16| 17|/ 18/ 19/ 20| 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 | 10| 11| 12| 13
15/ 16| 17|18/ 19| 20{ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5|6 |7 |89 |10 11| 12| 13| 14
16| 17|18/ 19/ 20|/ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |89 |10 11| 12| 13| 14| 15
17|18/ 19|20/ 21| 0 |1 |2 |3 |4 |5|6|7|8]|9|10| 11| 12| 13| 14| 15| 16
18/ 19| 20{ 21| 0 |1 |2 |3 | 4|5 |6 |7]|8]9|10|11 12| 13| 14| 15| 16| 17
19/20(21| 0| 1|23 |4|5|6|7|8]|9]|10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18
20/21)/0|1|2|3|4|5|6]|7|8]|9|10|11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19
21| 0|1 |2|3|4|5|6|7|8]|9]|10]11] 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20

Berdasarkan Tabel 4.15 diperoleh gambar GTy (Z,,).
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Gambar 4.8 Graf GTy (Z,,) dengan H Unit



Berdasarkan Gambar 4.8 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu:

d(0,1) =2 d(0,2) =1 d(0,3) =2 d0,%4) =1
d(0,5) =2 d(0,6) = d(0,7) = d(0,8) =

d(0,9) = d(0,10) = 1 d(0,11) = 1 d(0,12) = 1
d(0,13) =2 d(0,14) = d(0,15) = d(0,16) = 1
d(0,17) =2 d(0,18) =1 d(0,19) =2 d(0,20) =1
d(0,21) =2 d(1,2) =2 d(1,3) =1 d(1,4) =2
d(1,5) = d(1,6) = d(1,7) =1 d(1,8) =

d(1,9) = d(1,10) = 1 d(1,11) = 1 d(1,12) = 2
d(1,13) =1 d(1,14) = d(1,15) = d(1,16) = 2
d(1,17) =1 d(1,18) =2 d(1,19) =1 d(1,20) =2
d(1,21) =1 d2,3) =2 d2,4) =1 d(2,5)=2
d(2,6) = d(2,7) =2 d(2,8) = d(2,9) =

d(2,10) =1 d(2,11) =2 d2,12) =1 d(2,13) =2
d(2,14) = d(2,15) = d(2,16) =1 d2,17) =2
d(2,18) =1 d(2,19) =2 d(2,20) =1 d(2,21) =2
d3,4) =2 d(3,5)=1 d(3,6) =2 d(3,7) =1
d(3,8) = d(3,9) = d(3,10) = 2 d(3,11) = 1
d(3,12) =2 d(3,13) =1 d(3,14) =2 d(3,15) =

d(3,16) =2 d(3,17) =1 d(3,18) =2 d(3,19) =1
d(3,20) =2 d(3,2D) =1 d(4,5) = d(4,6) =1
d(4,7) =1 d(4,8) =1 d(4,9) = 2 d(4,10) = 1
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d(11,12) =2
d(11,16) = 2
d(11,20) = 2
d(12,15) = 2
d(12,19) =2
d(13,15) =1
d(13,19) =1
d(14,16) =1
d(14,20) =1
d(15,18) =

d(16,17) =1
d(16,21) =2
d(17,21) =1
d(19,20) = 2

d(11,13) =1
d(1,17) =1
d(11,21) =1
d(12,16) = 1
d(12,20) =1
d(13,16) = 2
d(13,20) = 1
d(14,17) = 2
d(14,21) = 2
d(15,19) =

d(16,18) = 1
d(17,18) = 2
d(18,19) =2
d(19,21) =1

d(11,14) =2
d(11,18) =2
d(12,13) =2
d(12,17) =2
d(12,21) =1
d(13,17) = 1
d(13,21) =1
d(14,18) =1
d(15,16) =

d(15,20) =

d(16,19) =2
d(17,19) =1
d(18,20) =

d(20,21) =2

d(11,15) =1
d(11,19) =1
d(12,14) =1
d(12,18) =1
d(13,14) =2
d(13,18) = 2
d(14,15) = 2
d(14,19) =1
d(15,17) =1
d(15,21) =1
d(16,20) = 1
d(17,20) = 2
d(18,21) =2

62

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada

GTy(Z,,) sebanyak 121 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada

GTy(Z,,) sebanyak 110. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu:

rs(0) = 16
rs(5) =16
rs(10) = 16

rs(15) =16 rs(16) =16 rs(17)=16 rs(18) =16 rs(19) =16

rs(20) = 16

rs(1) =16

rs(21) = 16

rs(2) =16
rs(6) =16 rs(7)=16 1rs(8) =16
rs(11) =16 rs(12) =16 rs(13) =16

Indeks VLRS pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

rs(3) =16

rs(4) = 16
rs(9) = 16
rs(14) = 16



VLRS(GTy(Z,y))

UqiUp EE(GTH (Zzz))

1
Z[121-[16 + 16 + 16 - 16]
2

1
5 [121 - 1288]

_1 34848
2

= 17424
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[rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(u,)]

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada GTy(Z,,) adalah 17424.

4.2.5 Indeks VLRS pada GT y(Z,,) dengan H Himpunan Unit dari Z,

Hasil dari perhitungan sebelumnya, diperoleh data yang berkaitan dengan

GTy(Z,p) dan indeks VLRS pada GTy(Z,,) dengan p € {3,5,7,11}. Data

tersebut ditunjukkan dalam Tabel 4.16 dan Tabel 4.17.

Tabel 4.16 Tabulasi U(Z,,,) dan rs(w)
p U(Z,p) rs(u)
o rs(0) =rs(1) = - =rs(5)
3 (1,5} 3.1
_—® 737
rs(0) =rs(1) = =7rs(9)
5 {1,3,7,9} 3 1
_=p® 7377
~ rs(0) =rs(1) = - =rs(13)
7 (1,3,5,9,71, 13} 301
I S
~ rs(0) =rs(1) = - =rs(21)
11 {1,3,5,7,9,13,15,17,19,21} 3 1
=-(1D) > =16




Tabel 4.17 Tabulasi GTy (Z,,) dengan H Himpunan Unit dari Z,,,

p

GTy(Zzp)

]

N
S

11
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Berdasarkan Tabel 4.16 dan Tabel 4.17 diperoleh dugaan yang mendukung

pembuktian rumus indeks VLRS pada GTy (Zzp).

1. U(Zzp) adalah semua elemen ganjil dari Z,, kecuali p untuk suatu

bilangan prima p.

2. rs(u) = %p - % Yu eV (GTH(ZZp)) untuk suatu bilangan prima p.
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3. Ada sebanyak p? sisi di GTy(Za,).
Untuk mempermudah pembuktian akan didefinisikan A = {2m|m =
0,1,2,..,p—1}dan B={2n+1|n=0,1,2,...,p — 1} di mana p merupakan
bilangan prima dan p > 3.
Lemma 4.5
Misalkan p merupakan bilangan prima dan p = 3. Himpunan unit dari Z,,, adalah

U(Z,,) ={nln & 2m|lm =0,1,2,..,p — 1} U {p}}.

Bukti:
Jelas bahwa 0 & U(Z,,) karena 0 -y =y - 0 % 1(mod 2p), Vy € Zy,.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 2m dengan m = 0,1,2,...,p — 1 bukan
merupakan unit. Perhatikan bahwa terdapat p € Z,, dimana2m-p =p-2m #
1(mod 2p) sehingga jelas bahwa 2m dengan m = 1,2,..,p — 1 bukan
merupakan unit.
Akibatnya, p bukan merupakan unit karena 2m - p = p - 2m % 1(mod 2p).
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa semua bilangan ganjil kecuali p merupakan
unit. Misalkan n € Z,, dengan n ¢ {filn & {2m|m = 0,1,2,...,p — 1} U {p}}
maka FPB(n,2p) = 1. Dengan demikian, n € U(Zzp) jika dan hanya jika
terdapat x € Z,, sedemikian sehingga x -n = 1 dan dapat dituliskan x-n =
1(mod 2p) memiliki selesaian.
Dengan demikian terbukti bahwa

U(Z,,) ={nln & {2mlm =0,1,2,..,p — 1} U {p}}.
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Lemma 4.6

Misalkan p = 3 merupakan bilangan prima dan H himpunan unit dari Z,,.

Reciprocal status dari u € V (GTH (Zzp)) adalah

(W) = 3 1
rs(u) = 2p >
Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa semua elemen A terhubung langsung dengan elemen A

dan semua elemen B terhubung langsung dengan elemen B.

Misalkan x,y € A, maka x + y bernilai genap. Dengan demikian x terhubung
langsung dengan y. Sehingga diperoleh {x,y} € E (m), Vx,y € A atau
dlx,y) =1,Vx,y €A, x #y.

Misalkan s,t € B, maka s + t bernilai genap. Dengan demikian s terhubung
langsung dengan t. Sehingga diperoleh {s,t} € E (m) Vs,t € A atau
d(s,t) =1,Vs,t €A, s # t.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa semua elemen A terhubung langsung
dengan tepat satu elemen di B. Misalkan v € A dan w € B. Karena v bernilai
genap dan w bernilai ganjil, maka v + w adalah bernilai ganjil. v + w = p jika
dan hanya jika w = p — v sedemikian sehingga v terhubung langsung dengan w
jika dan hanya jika w =p —v. Dengan demikian diperoleh {v,w} €
E(m),VUEA,WEB,WZP—U.

Akibatnya, d(v,w) = 2, Vv € A, w € B, w # p — v. Karena terdapat lintasan

v—-(pp—-v)—w, VVEA WEB, w#p—v. {v,p—v}EE(GTH(Zzp))

karenav+p—v=p. {p—v,w}€E (GTH(ZZP)) karena p — v + w bernilai
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genap. Dengan demikian diperoleh d(v,w) = 2, Vv € A,w € B,w # p — v dan

dlv,p—v)=1,Vv € A.

Berdasarkan definisi, reciprocal status dari u, € V (GTH(ZZP)) adalah

1
rs(uy) = Z —d(ul,uz)'

uZEV(GTH(Zzp))

Karena pasangan titik yang berjarak 1 ada sebanyak p—1+ 1 =p, dan

pasangan titik yang berjarak 2 ada sebanyak p—1, maka

1 1 3 1
rs(u1)Z(P)'I‘*‘(P—l)'E:Ep—E.

Sehingga diperoleh reciprocal status dari uEV(GTH(Zzp)) adalah

3 1
rs(u) = P75
Proposisi 4.6
Himpunan unit merupakan komplemen dari pembagi nol dalam Z,,,.

Bukti dari Proposisi 4.6 langsung diturunkan dari Lemma 4.3 dan Lemma 4.6.

Lemma 4.7

Misalkan p = 3 merupakan bilangan prima dan H himpunan unit dari Z,),.
Pasangan titik yang terhubung langsung pada m ada sebanyak p?2.
Bukti:

Berdasarkan Proposisi 4.6 unit merupakan komplemen dari pembagi nol dalam
Z,,. Sehingga diperoleh pasangan titik yang terhubung langsung pada m

ada sebanyak

Zp (2p)!
(2)—(P2—P)=W—PZ+P=PZ-
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Teorema 4.2

Misalkan p = 3 merupakan bilangan prima dan H himpunan unit dari Z,,.

Indeks VLRS pada GTy(Z,, ) adalah

. 9, 3. 3
VLRS(GTH(ZMJ)::§p44—2p3——§p?
Bukti:

Berdasarkan definisi, persamaan indeks VLRS pada GTy (Zzp) adalah

VLRS (GTH(ZZP)) = % Z [rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(uy)].

uluZEE(GTH(Zzp))
Berdasarkan Lemma 4.6 reciprocal status dari ueV(GTH(Zzp)) adalah
rs(u) = %p —%, dan berdasarkan Lemma 4.7 pasangan titik yang terhubung

langsung pada GTH(Zzp) ada sebanyak p?. Sehingga diperoleh
— 1] 3 1 3 1 3 1, /3 1
viRs (6Tu(Z20)) =5|* (37 -2) + Gr—3) + (Gp—2) - (27 ‘z)”
b3
119 3 3

:__4-_3__2
2|2P t32P 4p]

9 3 3
— a4 _ a3 a2
4.3 Integrasi Agama
Berdasarkan kajian integrasi topik yang telah dijelaskan dalam Bab II, QS.
Qaf ayat 9 tentang bukti-bukti kuasa Allah. Pembelajaran yang dapat diambil dari

ayat tersebut yaitu dalam mempelajari suatu hal maka dibutuhkan bidang keilmuan

lain sehingga dapat diterapkan pada kajian ilmu yang bersangkutan. Begitu juga
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dengan hasil dari satu bidang keilmuan dapat dikaji untuk memperoleh suatu
kesimpulan yang dapat memberikan manfaat bagi orang yang mempelajarinya dan
apabila terus dikembangkan dapat bermanfaat dalam berbagai bidang keilmuan.
Hal tersebut selaras dengan penelitian indeks VLRS pada komplemen graf total
diperumum di mana penelitian ini merupakan penelitian pada keilmuan aljabar akan
tetapi hasil dari penelitian ini dapat dimanfaatkan dalam bidang fisika, kimia,
maupun farmasi. Oleh karena itu, menjadi orang berilmu yang senantiasa belajar
dan dapat menjadikan pembelajaran dari yang telah ditekuninya merupakan salah

satu upaya untuk meningkatkan keimanan dan ketakwaan kepada Allah.



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan maka bentuk umum indeks VLRS pada GTy (Z,,)

di mana p bilangan prima dan p = 3 dengan H himpunan pembagi nol dari Z,,

9 11 3 17 5

adalah VLRS (GTH(ZZP)) =-pt-TpP - pit j—zp dan H himpunan unit dari

Zyp adalah VLRS (GTy (Zz,) ) = 2p* + 2p% = 2p?.

5.2 Saran
Penelitian ini membahas indeks VLRS pada GTy (Z,,) di mana p bilangan
prima dan p = 3 dengan H himpunan pembagi nol dan H himpunan unit dari Z,,.

Penelitian selanjutnya diharapkan meneliti indeks VLRS pada graf lain dan dari

ring yang berbeda.
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LAMPIRAN

Lampiran 1 Indeks VLRS pada GTy (Z,,) di mana H himpunan pembagi nol dari

Loy

Reciprocal status pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

Gl 1 1111 1.1 1 38 19
rs@ =gt titatytatiteti= =3
111 11111 1 38 19

s =gH+1tat3tatitItiTIT e T3
111 11111 1 38 19
rs@)=gtytytytytytityti= =3
11111111 1 3 19
s =1t t3 Itttz ItIT e T3
111 11111 1 38 19

rs) =gzttt ytatityti=g S
111 1 1 1 1 1 38 19
sB) =3ttt tititItitiT e T3
1 111 1 1 1 1 38 19
rs@ =g+ttt Ittt 3T T3
11111111 1 3 19
s =gttty ity T T3
111 11111 1 38 19
rS(S):E+I+E+I+§+I+E+§+T:?:?
1111111 1 1 38 19
rs(9)——+2+1+2+1+2+3+2+T=?=?

Indeks VLRS pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

VLRS(GTy(Z1)) _1

2
UqUy EE(GTH (Zlﬂ))

[rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(u,)]
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= %[rs(ﬁ) +rs(1) + rs(0) - rs(1)

+7s(0) + rs(3) + rs(0) -
+rs(0) + rs(7) + rs(0)
+7s(0) + rs(9) + rs(0)
+rs(1) +rs(2) + rs(1)
+7rs(1) + rs(6) + rs(1)
+rs(1) + rs(8) + rs(1)
+r5(2) + rs(5) + rs(2)
+7rs(2) + rs(7) + rs(2)
+7rs(2) + rs(9) + rs(2)
+rs(3) + rs(4) + rs(3)
+75(3) +75(6) + 75(3)
+rs(3) + rs(8) + rs(3)
+rs(4) + rs(5) + rs(4)
+rs(4) + rs(7) + rs(4)
+rs(4) + rs(9) + rs(4)
+rs(5) +1s(6) +rs(5) -
+7s(5) +rs(8) +rs(5) -
+rs(6) + rs(7) + rs(6) -
+rs(8) + rs(9) + rs(8) -
1119 19 22

19 19 19 19 19

+—t+t o+ttt

3 3 3 3 3
19 19 19 19 19

tytgy gty t

19 19 19 19 19

t5+t5 5 5t 5+

3 3 3 3 3
19 19 19 19 19

t——t s+ttt

3 3 3 3 3
19 19 19 19 19

3+3 3 3 3

rs(3)

1rs(7)
-15(9)
rs(2)
- 15(6)
-1r5(8)
-rs(5)
1rs(7)
r5(9)
rs(4)
- 15(6)
-15(8)
-rs(5)
1rs(7)
r5(9)

rs(6)
rs(8)
rs(7)

rs(9)]
19 19

373"

19

<+
19

5+
19

—+
3
19

—+
3
19

3

19

3
19

3
19

3
19

3
19

3

19
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19 19 19 19 19 19 19 19

HEE I T T T N T T
19 19 19 19 19 19 19 19
T3tz ity ozttt ity
19 19 19 19 19 19 19 19
R I T
19 19 19 19 19 19 19 19
I T T ?+??]
1 19 19 9 9
=§[2°'?+?+? ?l
475
=3[0
1 9500
~2 79
4750
9
Reciprocal status pada GTy(Z,4) sebagai berikut:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
TS(O)__+§+I+§+I+§+§+E+I+E+I
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
rs()=g+1+s+THotgtotoraroro+ot
_ 11 1 1 1 1 1 1 1 1
rs@) =gHqHTHo st ro T Eo RS
_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
rs()=gHsHgHgtotTro TR
1 1 1 1 1 1 1 1 1
rs@ =sHTHoHsHTHotTro T Eo RS
_ 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
TS(S)_I+E+§+E+T+I+E+I+E+I+E+
_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
TS(6)=E+§+E+I+E+I+T+E+I+E+I+
_ 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
rs(N=g+s+gtotgtotororyri+o+
_ 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
TS(8)=E+I+§+I+E+I+E+I+I+E+T+
_ 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
rs(g)=I+E+I+E+T+§+T+E+I+I+E+

75



.1 111 11 1 11 1 1 1 1 28
rs(lo):§+T+§+T+§+T+E+I+E+T+§+E =3
.1 111 11 1 11 1 1 1 1 28
rs(D) =g 4+s+ s+t rotototototo=—
. 1111 11 1 11 1 1 1 1 28
rS(lZ):E+I+E+I+§+I+E+I+E+§+E+I+I:?

111 1 1 1 1 1 1 1 1 28

Indeks VLRS pada GTy(Z,,) sebagai berikut:
VLRS(GTy(Z,,)) _1

2

U U €E(GTY(Z14))
= % [rs(0) + rs(1) +7rs(0) - rs(1)

+75(0) + rs(3) + rs(0) - rs(3)
+75(0) + rs(5) + rs(0) - rs(5)
+75(0) + rs(9) + rs(0) - rs(9)
+7s(0) + rs(11) + rs(0) - rs(11)
+75(0) + rs(13) + rs(0) - rs(13)
+rs(1) + rs(2) + rs(1) - rs(2)
+rs(1) + rs(4) + rs(1) - rs(4)
+rs(1) + rs(8) + rs(1) - rs(8)
+7s(1) + rs(10) + rs(1) - rs(10)
+rs(1) + rs(12) + rs(1) - rs(12)
+75(2) + rs(3) + rs(2) - rs(3)
+rs(2) + rs(7) + rs(2) - rs(7)
+75(2) + rs(9) + rs(2) - rs(9)
+rs(2) + rs(11) + rs(2) - rs(11)
+7s(2) + rs(13) + rs(2) - rs(13)
+75(3) + rs(6) + rs(3) - rs(6)
+7s(3) + rs(8) + rs(3) - rs(8)
+7s(3) + rs(10) + rs(3) - rs(10)
+rs(3) + rs(12) + rs(3) - rs(12)
+rs(4) + rs(5) + rs(@) - rs(5)

[rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(u,)]
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+rs(4) + rs(7) + rs(4) - rs(7)

+rs(4) + rs(9) + rs(4) - rs(9)

+rs(4) + rs(11) + rs(4) - rs(11)

+rs(4) + rs(13) + rs(4) - rs(13)

+7r5(5) + rs(6) + rs(5) - s(6)

+75(5) + rs(8) + rs(5) - rs(8)

+7s(5) + rs(10) + rs(5) - rs(10)

+7rs(5) + rs(12) +rs(5) - rs(12)

+15(6) + rs(7) + rs(6) - rs(7)

+75(6) +rs(9) + rs(6) - rs(9)

+7s(6) + rs(11) + rs(6) - rs(11)

+7s(6) + rs(13) + rs(6) - rs(13)

+1s(7) + rs(8) + rs(7) - rs(8)

+rs(7) + rs(10) + rs(7) - rs(10)

+rs(7) + rs(12) + rs(7) - rs(12)

+75(8) + rs(9) + rs(8) - rs(9)

+7s(8) + rs(11) + rs(8) - rs(11)

+7s(9) + rs(10) + rs(9) - rs(10)

+7s(10) + rs(13) + rs(10) - rs(13)

+rs(11) + rs(12) + rs(11) - rs(12)

+rs(12) + rs(13) + rs(12) - rs(13)]

_ 128 28 28 28 28 28 28 28
213 3 3 3 3 3 3 3
@ E @@ 28 28 28 28

R I T
28 28 28 28 28 28 28 28

T3tz ty Tzttt
28 28 28 28 28 28 28 28

T3tz tyz Tttty
28 28 28 28 28 28 28 28

stz T3 3 t3t3 33
28 28 28 28 28 28 28 28

+3+3+3 3+3 3 3 3



28 28 28
HEREE)
28 28 28
37373
28 28 28
T3tz
28 28 28
3733
28 28 28
HEREE)
28 28 28
HEREE
28 28 28
HEREE)
28 28 28
3733
28 28 28
HEREE
28 28 28
HEREE)
28 28 28
373t 3
28 28 28
333
28 28 28
333
28 28 28
R
28 28 28
ERERER
1 28
=§P2“?+
1 952
=325
1 13328
=273

_ 6664

3

28 28 28
3tz s
28 28 28
3t3ty
28 28 28
3t3ty
28 28 28
3tz s
28 28 28
3tz s
28 28 28
3tz s
28 28 28
3tz s
28 28 28
3733
28 28 28
3tz s
28 28 28
3tz s
28 28 28
3tz s
28 28 28
3tz s
28 28 28
3tz s
28 28 28
3tz s
28 28 28
3tz s
28 28 28
?+?7ﬂ

"3

T3

"3

"3

"3

"3

28

28

28

"3

28

28

28

"3

28

28

3
28

"3

28

28

3
28

3
28

3
28

3
28

3
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Reciprocal status pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

@)—1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
) Ty T I Ty T T T I Ty T T3 Ty T I TI T

1 1 1 1 46
f2t1t2t1iT3
1111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
rS(l):I+I+§+I+E+I+§+I+§+§+§+I+E+I+E+I+E
1 1 1 1 46
ittt

1111111 11 11 1 11 1 1 1

TS(2)=§+I+I+E+I+§ I+E+§+E+I+E+I+E+I+E+I
1 1 1 46
+—+I+E+I=—3

- 1111111 1 111 1 1 1 1 1 1

rS(B):I+§+I+I+§+I+E+§+E+I+E+I+E+I+E+I+E
1 1 1 1 46
it t1it T

1111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

s =gttty tyta gty ity ta it titaty
1 1 1 1 46
f2titatiT

1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
6

111 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Gy lyl i 11111111111
) STy T I Ty T3 Ty T I I T TITITITITI T,

fr
2'1° 121212121
6
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111 1111111 1 1 1 1 1 1 1
O =qtgtgztytytytitetititatitatite it

1 1 1 1 46

1ttt Ty

111 11 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T'S(].O):E §+§+I+§+I+§+I+E+I+I+E+I+E+I+E+I

1 1 1 1 46

T2titztiTs

1 1 1 1 46
T1t2t1tI T3
.11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1
T'S(12)=§ I+§+I+§+I+§+I+§+I+E+I+I+E+I+E+I
1 1 1 1 46
T2titz 3T
1 11111111 1 1 1 1 1 1 1 1
TS(13):I+§+I+E+I+§+I+E+I+E+I+§+I+I+E+I+E
1 1 1 46
Tit2t3t T

1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+
2 1 2 1 2 1 2 1 1 2
6

=

@5—1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
S A T R I R R R T S T R S S T S B T

1 1 1 1 46
T3t tit =3
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T'S(16)=§+I+§+I+E+T+E+T+§+I+E+I+§+I+§+T+§
1 1 1 1 46
ittty
— 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
TS(17)=T+E+T+E+I+E+I+E+T+E+I+E+T+E+T+E+§

+1+ +1+1_46
1 1 2
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fr L nr
2'1'2'1°'2°1 21 2 3 2
6

111 1 1 1 1 1 1 1 1 1

(ﬁ)_1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
R R T R L S T R L S T R T S T R L

1 1 1 1 46
1t2titiT3
_ 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
rS(21):I+§+I+E+I+§+I+E+I+§+I+E+§+E+I+E+I
1 1 1 1 46
tatitztiT

Indeks VLRS pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

VLRS(GTy(Z3)) _1

2 —
u Uz €E(GTy(Zy7))

[rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(u,)]

= % [rs(0) 4+ rs(1) + rs(0) - rs(1)

+75(0) + rs(3) + rs(0) - rs(3)
+75(0) + rs(5) + rs(0) - rs(5)
+1s(0) + rs(7) + rs(0) - rs(7)
+7s(0) + rs(9) + rs(0) - rs(9)
+7s(0) + rs(13) + rs(0) - rs(13)
+7s(0) + rs(15) + rs(0) - rs(15)
+7s(0) + rs(17) + rs(0) - rs(17)
+7s(0) + rs(19) + rs(0) - rs(19)
+7s(0) + rs(21) + rs(0) - rs(21)
+rs(1) + rs(2) + rs(1) - rs(2)
+rs(1) + rs(4) + rs(1) - rs(4)
+rs(1) + rs(6) + rs(1) - rs(6)
+rs(1) + rs(8) + rs(1) - rs(8)



+rs(1) + rs(12) + rs(1) - rs(12)
+rs(1) + rs(14) + rs(1) - rs(14)
+rs(1) + rs(16) + rs(1) - rs(16)
+rs(1) + rs(18) + rs(1) - rs(18)
+rs(1) + rs(20) + rs(1) - rs(20)
+75(2) +rs(3) + rs(2) - rs(3)

+7s(2) + rs(5) + rs(2) - rs(5)

+rs5(2) + rs(7) + rs(2) - rs(7)

+rs(2) + rs(11) + rs(2) - rs(11)
+rs(2) + rs(13) + rs(2) - rs(13)
+r5(2) + rs(15) + rs(2) - rs(15)
+rs(2) + rs(17) + rs(2) - rs(17)
+rs(2) + rs(19) + rs(2) - rs(19)
+rs(2) +rs(21) + rs(2) - rs(21)
+rs(3) + rs(4) + rs(3) - rs(4)

+7s(3) + rs(6) + rs(3) - rs(6)

+7s(3) + rs(10) + rs(3) - rs(10)
+rs(3) + rs(12) + rs(3) - rs(12)
+rs(3) + rs(14) + rs(3) - rs(14)
+rs(3) + rs(16) + rs(3) - rs(16)
+7s(3) + rs(18) + rs(3) - rs(18)
+7s(3) +rs(20) + rs(3) - rs(20)
+rs(4) +rs(5) + rs(4) - rs(5)

+rs(4) + rs(9) + rs(4) - rs(9)

+rs(4) + rs(11) + rs(4) - rs(11)
+rs(4) + rs(13) + rs(4) - rs(13)
+rs(4) + rs(15) + rs(4) - rs(15)
+rs(4) + rs(17) + rs(4) - rs(17)
+rs(4) + rs(19) + rs(4) - rs(19)
+rs(4) +rs(21) + rs(4) - rs(21)

82



+7s(5) + rs(8) + rs(5) - rs(8)

+75(5) + rs(10) + rs(5) - rs(10)
+rs(5) +rs(12) + rs(5) - rs(12)
+rs(5) +rs(14) + rs(5) - rs(14)
+rs(5) + rs(16) + rs(5) - rs(16)
+rs(5) + rs(18) + rs(5) - rs(18)
+7s(5) + rs(20) + rs(5) - rs(20)
+75(6) +rs(7) + rs(6) - rs(7)

+r5(6) +rs(9) +rs(6) - rs(9)

+7s(6) + rs(11) + rs(6) - rs(11)
+7r5(6) + rs(13) + rs(6) - rs(13)
+75(6) + rs(15) + rs(6) - rs(15)
+7s(6) + rs(17) + rs(6) - rs(17)
+7s(6) + rs(19) + rs(6) - rs(19)
+7s(6) + rs(21) + rs(6) - rs(21)
+7s(7) + rs(8) + rs(7) - rs(8)

+7s(7) + rs(10) + rs(7) - rs(10)
+rs(7) + rs(12) + rs(7) - rs(12)
+rs(7) + rs(14) + rs(7) - rs(14)
+7s(7) + rs(16) + rs(7) - rs(16)
+rs(7) + rs(18) + rs(7) - rs(18)
+7s(7) + rs(20) + rs(7) - rs(20)
+7s(8) + rs(9) + rs(8) - rs(9)

+rs(8) + rs(11) + rs(8) - rs(11)
+7s(8) + rs(13) + rs(8) - rs(13)
+7s(8) + rs(15) + rs(8) - rs(15)
+7s(8) + rs(17) + rs(8) - rs(17)
+75(8) + rs(19) + rs(8) - rs(19)
+7s(8) + rs(21) + rs(8) - rs(21)
+75(9) + rs(10) + rs(9) - rs(10)
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+7s(9) + rs(12) + rs(9) - rs(12)
+75(9) + rs(14) + rs(9) - rs(14)
+7s(9) + rs(16) + rs(9) - rs(16)
+7s(9) + rs(18) + rs(9) - rs(18)
+7rs(9) + rs(20) + rs(9) - rs(20)

+rs(10) + rs(11) + rs(10)
+rs(10) + rs(13) + rs(10)
+7s(10) + rs(15) + rs(10)
+7s(10) + rs(17) + rs(10)
+7s(10) + rs(19) + rs(10)
+rs(10) + rs(21) + rs(10)
+rs(11) + rs(12) + rs(11)
+rs(11) + rs(14) + rs(11)
+rs(11) + rs(16) + rs(11)
+rs(11) + rs(18) + rs(11)
+rs(11) + rs(20) + rs(11)
+rs(12) + rs(13) + rs(12)
+rs(12) + rs(15) + rs(12)
+rs(12) + rs(17) + rs(12)
+rs(12) + rs(19) + rs(12)
+rs(13) + rs(14) + rs(13)
+rs(13) + rs(16) + rs(13)
+rs(13) + rs(18) + rs(13)
+rs(14) + rs(15) + rs(14)
+rs(14) + rs(17) + rs(14)
+rs(14) + rs(21) + rs(14)
+7s(15) + rs(16) + rs(15) -
+7s(15) + rs(20) + rs(15) -
+rs(16) + rs(19) + rs(16) -
+rs(16) + rs(21) + rs(16) -

-rs(11)
-rs(13)
-rs(15)
-rs(17)
-rs(19)
-rs(21)
-rs(12)
-rs(14)
-rs(16)
-rs(18)
-rs(20)
-rs(13)
-rs(15)
-rs(17)
-rs(19)
-rs(14)
-r5(16)
-rs(18)
-rs(15)
-rs(17)
-rs(21)

rs(16)
rs(20)
rs(19)
rs(21)
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+rs(17) + rs(18) + rs(17) - rs(18)
+rs(17) + rs(20) + rs(16) - rs(20)
+7s(18) + rs(19) + rs(19) - rs(19)
+rs(18) + rs(21) + rs(18) - rs(21)
+7rs(19) + rs(20) + rs(19) - rs(20)
+75(20) + rs(21) + rs(20) - rs(21)

tio 4o 4o 46 6 6 46 46

2 3+3+3 3+3+3+3 3
46 46 46 46 46 46 46 46

T3ty tyztztytyn
46 46 46 46 46 46 46 46

3 * 3 * 33 3 3 3 3

+46+46+46 46 46 46 46 46
3 3 3 3 3 3 3 3

46 46 46 46 46 46 46 46

3 * 3 * 3 3 3 3 3 3
46 46 46 46 46 46 46 46

3 * 3 * 3 3 3 3 3 3
46 46 46 46 46 46 46 46

* 3 * 3 * 3 3 3 3 3 3
46 46 46 46 46 46 46 46

3 * 3 * 3 3 3 3 3 3
46 46 46 46 46 46 46 46

3 * 3 * 3 3 3 3 3 3

+46+46+46 46 46 46 46 46
3 3 3 3 3 3 3 3

46 46 46 46 46 46 46 46

3 * 3 * 3 3 3 3 3 3
46 46 46 46 46 46 46 46

T3ttty izttt ity
46 46 46 46 46 46 46 46

T3ty ity izttt ity
46 46 46 46 46 46 46 46

R I T N
46 46 46 46 46 46 46 46

3 * 3 * 3 3 3 3 3 3
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46 46 46

46 46 46 46

+ 3 + 3 + 33 +

1 46 46
=§[110[—+—

1 2392
=3[110-=57]
1 2631120
-3

131560
~ T 9

Ja0, 46 40 %0,
3 3 3 3

88

46 46 46 46

373733

46 46 46 46
3

4646”

Lampiran 2 Indeks VLRS pada GTy(Z,,) di mana H himpunan unit dari Z,,,

Reciprocal status pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

_ 1 1 1 1 1 1 14
mm)=5 Tttty titstits=5=7
- 1 1 1 1,11 14

1 1 1 1 1 1.1, 1_14
1 1 1 1 1 1 1 14
1 1 1 1 1 1 1 1 14
r5(4)—1+1+1+2+1+ titoty=0=7
.1 1 1 1 1 1 1 1 14
rS(S)—I+1+2+1+2+ tItst=5=7
1 1 1 1 1 1 1 1 14
TS(6)=T+§+T+§+T+_+E I+I_7=7
1 1 1 1 1 1 1 1 14
7"5(7)—§+1+2+1+2+ totstr=0=7
1 1 1 1 1 1. 1.1 14
1 1 1 1 1 1 1 1 14



Indeks VLRS pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

VLRS(GTy(Z40))

1
2

Uqiuy EE(GTH (ZIO))

= % [rs(ﬁ) + T‘S(?) + ’I’S(G) : TS(Z)

+7s(0) + rs(4) + rs(0)
+7s(0) + rs(5) + rs(0)
+75(0) + rs(6) + rs(0)
+7s(0) + rs(8) + rs(0)
+rs(1) + rs(3) + rs(1)
+rs(1) + rs(4) + rs(1)
+rs(1) + rs(5) + rs(1)
+rs(1) + rs(7) + rs(1)
+rs(1) + rs(9) + rs(1)
+rs5(2) +rs(3) + rs(2)
+rs(2) + rs(4) + rs(2)
+75(2) + rs(6) + rs(2)
+75(2) + rs(8) + rs(2)
+rs(3) + rs(5) + rs(3)
+rs(3) + rs(7) + rs(3)
+rs(3) +rs(9) + rs(3)
+rs(4) + rs(6) + rs(4)
+rs(4) + rs(8) + rs(4)
+75(5) + rs(7) + rs(5)
+75(5) + rs(9) + rs(5)
+7s(6) + rs(8) + rs(6)
+rs(6) + rs(9) + rs(6)
+rs(7) + rs(8) + rs(7)
+rs(7) + rs(9) + rs(7) -

2

-rs(4)
-7s(5)
-1rs(6)
-r5(8)
-rs(3)
-rs(4)
-7s(5)
-rs(7)
-rs5(9)
-rs(3)
-rs(4)
-1rs(6)
-rs(8)
-rs(5)
-rs(7)
-rs(9)
-1r5(6)
-rs(8)
rs(7)
-rs(9)
-rs(8)
-rs(9)
-rs(8)

rs(9)]

1
= [7+74+7 - 7+7+7+7-7+7+7+7-7

89

[rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(u,)]



+7+T+ 7
+7+T+ 7
+7TH+THT
+7TH+THT
+7T+T+ T
+7TH+THT
+7+T+ 7
+7+T+ 7
+7+T7+ 7

1p5{7

1575

2
1
2
1
2
1

575

2

7]

+747-7]]

[25 - 63]

Reciprocal status pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

_ 1 1 1 1 1
TS(O)=E+I+E+I+E
1 1 1 1 1
rs(l)—§+2+1+2+1+
_ 1 1 1 1 1
TS(2)=I+E+E+I+I+—
_ 1 1 1 1 1
rS(3)=E+I+E+I+I
1 1 1 1 1
rs(4)—I+2+1+1+2+
_ 1 1 1 1 1
m@)—5+1+1+1+2+
1 1 1 1 1
rs(6)—I+1+1+2+1+
_ 1 1 1 1 1
‘I"S(7)=I+I+E+I+§+—
_ 1 1 1 1 1
rS(8)=T+E+T+E+I

+_

+_

+_

1 1 1
+_

+ —

+

1
1
1
1
1
1
2
1
1
1
1
1
2+
1

1

1

2

7+7+7+7-
7+7+7+7-
7+7+7+7:
7+7+7+7-
7+7+7+7-
7+7+7+7-
7+7+7+7-
7+7+7+7-

7+74+7+7-7
7+74+7+7-7
7+74+7+7-7
7+74+7+7-7
7+74+7+7-7
7+74+7+7-7
7+74+7+7-7
7+74+7+7-7
1+1+1+1_20_10
1 2 1 2 2
1+1+1 1_20_10
21 21 2
1+1 1 1_20_10
1 2 1 2_2"
1+1+1+1_20_10
21 2 1 2
1+1+1+1_20_10
1212 2
1+1+1+1_20_10
21 21 2
1+1+1 1_20_10
1212 2
1+1 1 1_20_10
2 1 2 1_2"
1+1+1+1_20_10
1 2 1 1 2
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— 1 1

— 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 20
rS(g):§+I+E+I+§+I+E+I+E+E+I+I 127210
— 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 20
’I’S(lO)=I+§+I+§+T+E+I+§+I+E+I+I+E=7=10
— 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 20
T'S(l].)=§+I+§+I+§+I+E+I+E+I+I+§+I:7:10
V) P S R R ST

1 21 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2
111 1 1 1 1 1 1 1 1 20
rs(1 ):E+I+§+I+§+I+E+I+I+I+E+I+E_7210

Indeks VLRS pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

VLRS(GTy(Z,4))

= % [rs(uy) + rs(uy) + rs(uy) - rs(uy)]

u Uz €E(GTy(Z14))
= % [rs(0) + rs(2) + rs(0) - rs(2)

+7s(0) + rs(4) + rs(0) - rs(4)
+75(0) + rs(6) + rs(0) - rs(6)
+75(0) + rs(7) + rs(0) - rs(7)
+rs(0) + rs(8) + rs(0) - rs(8)
+7s(0) + rs(10) + rs(0) - rs(10)
+7s(0) + rs(12) + rs(0) - rs(12)
+rs(1) + rs(3) + rs(1) - rs(3)
+rs(1) + rs(5) + rs(1) - rs(5)
+rs(1) + rs(6) + rs(1) - rs(6)
+rs(1) +rs(7) + rs(1) - rs(7)
+rs(1) + rs(9) + rs(1) - rs(9)
+rs(1) + rs(11) + rs(1) - rs(11)
+rs(1) + rs(13) + rs(1) - rs(13)
+rs(2) + rs(4) + rs(2) - rs(4)
+rs(2) + rs(5) + rs(2) - rs(5)
+75(2) + rs(6) + rs(2) - rs(6)
+rs(2) + rs(8) + rs(2) - rs(8)
+7s(2) + rs(10) + rs(2) - rs(10)
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+rs(2) + rs(12) + rs(3) - rs(12)
+rs(3) + rs(4) + rs(3) - rs(4)
+rs(3) + rs(5) + rs(3) - rs(5)
+rs(3) + rs(7) + rs(3) - rs(7)
+rs(3) +rs(9) + rs(3) - rs(9)
+rs(3) + rs(11) + rs(3) - rs(11)
+7s(3) + rs(13) + rs(3) - rs(13)
+rs(4) + rs(6) + rs(4) - rs(6)
+rs(4) +rs(8) + rs(4) - rs(8)
+rs(4) + rs(10) + rs(4) - rs(10)
+rs(4) + rs(12) + rs(4) - rs(12)
+7s(5) +rs(7) + rs(5) - rs(7)
+75(5) +rs(9) + rs(5) - rs(9)
+75(5) + rs(I11) + rs(5) - rs(11)
+75(5) + rs(13) + rs(5) - rs(13)
+75(6) + rs(8) + rs(6) - rs(8)
+7s(6) + rs(10) + rs(6) - rs(10)
+7s(6) + rs(12) + rs(6) - rs(12)
+rs(7) + rs(9) + rs(7) - rs(9)
+rs(7) + rs(11) + rs(7) - rs(11)
+rs(7) + rs(13) + rs(7) - rs(13)
+7s(8) + rs(10) + rs(8) - rs(10)
+7rs(8) + rs(12) + rs(8) - rs(12)
+7s(8) + rs(13) + rs(8) - rs(13)
+7s(9) + rs(11) + rs(9) - rs(11)
+7s(9) + rs(12) + rs(9) - rs(12)
+75(9) + rs(13) + rs(9) - rs(13)
+7s(10) + rs(11) + rs(10) - rs(11)
+7s(10) + rs(12) + rs(10) - rs(12)
+rs(11) + rs(13) + rs(11) - rs(13)]



1
=§[10+10+10-10+10+10+10-10

+10+ 10+ 10-
+10+ 10+ 10 -
+10+ 10+ 10"
+10+ 10+ 10-
+10+ 10+ 10-
+10+ 10+ 10 -
+10+ 10+ 10 -
+10+ 10+ 10"
+10+ 10+ 10"
+10+ 10+ 10"
+10+ 10+ 10"
+10+ 10+ 10"
+10+ 10+ 10"
+10+ 10+ 10"
+10+ 10+ 10"
+10+ 10+ 10-
+10+ 10+ 10-
+10+ 10+ 10-
+10+ 10+ 10-
+10+ 10+ 10 -
+10+ 10+ 10 -
+10+ 10+ 10"
+10+ 10+ 10"
+10+ 10+ 10"

[25 - 120]

Ul
o0]
(o]
o

N N~ N~ N -

O
NS
(o)

10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+10+10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-
10+10+ 10+ 10-

[49-[10 + 10 + 10 - 10]]

10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10]
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94

Reciprocal status pada GTy(Z,,) sebagai berikut:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

_ 1 1
1) T T e S S B s N R S S Nt N R R S
rs(0) 2+1-1-2-1-1+2+1+2+1+2+1+1+1+2-|-1-l—2+1+2

111111 11 1 1 1 1 1 11

1 1 1 1 32
tetiteti=7 =1
-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
@ =qtgtytytytyty ittt titatitr ity
1 1 1 1 32
titgtytg=5 =16

1111111 11 1 1 1 1 1

@)_1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
S Ty Ty Ty Ty T I T I T I TI T2 TIT2TIT2TI,

G)—1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
R e R T T T T R T U T S T R

@)_1 11,1111 1111111111
R B R R T T R T R T S T S T L T

ﬁ)—1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
R I R T T R R T R T T L S T R

+1+1+1+1—32—16
2 1 2 1 2

@)_1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
T Ty T I T I T I T T I Ty T I Ty TITITITITI T,

16
2

PR
121 2
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@_1+1+1+1+1+1+1+1+1 1,1,1.1.1.1.1 1
T T T I T Ty T I T Ty I Ty TIT I T

111 1 11 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 32
titatitaT T
1 11 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T‘S(ll)=I+I+E+I+E+I+§+I+§+I+E+E+I+E+I §+T
1 1 1 1 32
tptytyty=5 =16
1 1111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1
TS(12)=I+E+I+E+I+E+I+E+I+E+I+E+E+I+E+I+E
1 1 1 1 32
titgtyty=5 =16

111 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 32
tptititi=7 =16
_ 1T 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
rS(14)=T+§+I+E+I+E+I+§+T+§+T+E+I+E+E I+§
1 1 1 1 32
titititz=7 =16

1 1 1 1 32

ittty = 710
-~ 111 1 1 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1
r5(17):E+I+E+I+§+I+E+I+§+I+E+I+E+I+E+I+I

+1+1+1+1—32—16
2 1 2 1 2
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1 11 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 32
ittty =o =16
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
rS(ZO):I+E+I+E+I+E+I+E+T+E+I+E+I+I+I §+T
1 1 1 1 32
tatytyty=5 =16

(ﬁ)_1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
R R I R T R I R L R R R L T T R L

1 1 1 1 32

titgtity=5 =16

Indeks VLRS pada GTy(Z,,) sebagai berikut:

VLRS(GTH (Zzz)) _ l
2

UiUy EE(GTH (Zzz))

[rs(uy) + rs(uy) + rs(uq) - rs(u,)]

= %[rs((_)) +75(2) +rs(0) - rs(2)

+7s(0) + rs(4) + rs(0) - rs(4)
+rs(0) + rs(6) + rs(0) - rs(6)
+75(0) + rs(8) + rs(0) - rs(8)
+7s(0) + rs(10) + rs(0) - rs(10)
+rs(0) + rs(11) + rs(0) - rs(11)
+7s(0) + rs(12) + rs(0) - rs(12)
+7s(0) + rs(14) + rs(0) - rs(14)
+7s(0) + rs(16) + rs(0) - rs(16)
+rs(0) + rs(18) + rs(0) - rs(18)
+7s(0) + rs(20) + rs(0) - rs(20)
+rs(1) + rs(3) + rs(1) - rs(3)
+rs(1) + rs(5) + rs(1) - rs(5)
+rs(1) + rs(7) + rs(1) - rs(7)



+rs(1) + rs(9) + rs(1) - rs(9)
+rs(1) + rs(10) + rs(1) - rs(10)
+rs(1) + rs(11) + rs(1) - rs(11)
+rs(1) + rs(13) + rs(1) - rs(13)
+rs(1) + rs(15) + rs(1) - rs(15)
+rs(1) + rs(17) + rs(1) - rs(17)
+rs(1) + rs(19) + rs(1) - rs(19)
+rs(1) + rs(21) + rs(1) - rs(21)
+rs5(2) + rs(4) + rs(2) - rs(4)
+7s(2) + rs(6) + rs(2) - rs(6)
+rs(2) + rs(8) + rs(2) - rs(8)
+rs5(2) + rs(9) + rs(2) - rs(9)
+7s(2) + rs(10) + rs(2) - rs(10)
+rs(2) + rs(12) + rs(2) - rs(12)
+rs(2) + rs(14) + rs(2) - rs(14)
+rs(2) + rs(16) + rs(2) - rs(16)
+rs(2) + rs(18) + rs(2) - rs(18)
+7s(2) + rs(20) + rs(2) - rs(20)
+15(3) +rs(5) + rs(3) - rs(5)
+rs(3) + rs(7) + rs(3) - rs(7)
+rs(3) + rs(8) + rs(3) - rs(8)
+rs(3) + rs(9) + rs(3) - rs(9)
+rs(3) + rs(11) + rs(3) - rs(11)
+rs(3) + rs(13) + rs(3) - rs(13)
+rs(3) + rs(15) + rs(3) - rs(15)
+rs(3) + rs(17) + rs(3) - rs(17)
+rs(3) + rs(19) + rs(3) - rs(19)
+rs(3) + rs(21) + rs(3) - rs(21)
+rs(4) + rs(6) + rs(4) - rs(6)
+rs(4) + rs(7) + rs(4) - rs(7)
+rs(4) + rs(8) + rs(4) - rs(8)

97



+rs(4) + rs(10) + rs(4) - rs(10)
+rs(4) + rs(12) + rs(4) - rs(12)
+rs(4) + rs(14) + rs(4) - rs(14)
+rs(4) + rs(16) + rs(4) - rs(16)
+rs(4) + rs(18) + rs(4) - rs(18)
+rs(4) + rs(20) + rs(4) - rs(20)
+7s(5) + rs(6) + rs(5) - rs(6)

+rs(5) +rs(7) + rs(5) - rs(7)

+7s(5) +rs(9) + rs(5) - rs(9)

+rs(5) + rs(11) + rs(5) - rs(11)
+75(5) + rs(13) + rs(5) - rs(13)
+rs(§) + rs(ﬁ) + rs(g) . rs(ﬁ)
+rs(5) + rs(17) + rs(5) - rs(17)
+rs(5) +rs(19) + rs(5) - rs(19)
+75(5) + rs(21) + rs(5) - rs(21)
+7s(6) + rs(8) + rs(6) - rs(8)

+7s(6) + rs(10) + rs(6) - rs(10)
+7s(6) + rs(12) + rs(6) - rs(12)
+7s(6) + rs(14) + rs(6) - rs(14)
+7s(6) + rs(16) + rs(6) - rs(16)
+75(6) + rs(18) + rs(6) - rs(18)
+rs(6) + rs(20) + rs(6) - rs(20)
+rs(7) + rs(9) + rs(7) - rs(9)

+rs(7) + rs(11) + rs(7) - rs(11)
+rs(7) + rs(13) + rs(7) - rs(13)
+rs(7) + rs(15) + rs(7) - rs(15)
+rs(7) + rs(17) + rs(7) - rs(17)
+rs(7) + rs(19) + rs(7) - rs(19)
+rs(7) + rs(21) + rs(7) - rs(21)
+7s(8) + rs(10) + rs(8) - rs(10)
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+rs(8) + rs(12) + rs(8) - rs(12)
+7s(8) + rs(14) + rs(8) - rs(14)
+7s(8) + rs(16) + rs(8) - rs(16)
+7s(8) + rs(18) + rs(8) - rs(18)
+7s(8) + rs(20) + rs(8) - rs(20)
+rs(9) + rs(11) + rs(9) - rs(11)
+7s(9) + rs(13) + rs(9) - rs(13)
+rs(9) 4+ rs(15) + rs(9) - rs(15)
+rs(9) + rs(17) + rs(9) - rs(17)
+75(9) + rs(19) + rs(9) - rs(19)
+rs(9) + rs(21) + rs(9) - rs(21)

+rs(10) + rs(12) + rs(10) -
-rs(14)
-rs(16)
-rs(18)
-rs(20)
-rs(13)
-rs(15)
-rs(17)
-rs(19)
-rs(21)
-rs(14)
-rs(16)
-rs(18)
-rs(20)
-rs(21)
-rs(15)
-rs(17)
-rs(19)
-rs(20)
-rs(21)

+rs(10) + rs(14) + rs(10)
+rs(10) + rs(16) + rs(10)
+rs(10) + rs(18) + rs(10)
+rs(10) + rs(20) + rs(10)
+rs(11) + rs(13) + rs(11)
+rs(11) + rs(15) + rs(11)
+rs(11) + rs(17) + rs(11)
+rs(11) + rs(19) + rs(11)
+rs(11) + rs(21) + rs(11)
+rs(12) + rs(14) + rs(12)
+rs(12) + rs(16) + rs(12)
+rs(12) + rs(18) + rs(12)
+rs(12) + rs(20) + rs(12)
+rs(12) + rs(21) + rs(12)
+rs(13) + rs(15) + rs(13)
+rs(13) + rs(17) + rs(13)
+rs(13) + rs(19) + rs(13)
+rs(13) + rs(20) + rs(13)
+rs(13) + rs(21) + rs(13)

rs(12)
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+rs(14) + rs(16) + rs(14)
+rs(14) + rs(18) + rs(14)
+rs(14) + rs(19) + rs(14)
+rs(14) + rs(20) + rs(14)
+rs(15) + rs(17) + rs(15)
+7s(15) + rs(18) + rs(15)
+7s(15) + rs(19) + rs(15)
+rs(15) + rs(21) + rs(15)
+rs(16) + rs(17) + rs(16)
+7s(16) + rs(18) + rs(16)
+rs(16) + rs(20) + rs(16)
+rs(17) + rs(19) + rs(17)
+rs(17) + rs(21) + rs(17)
+rs(18) + rs(20) + rs(18)
+rs(19) + rs(21) + rs(19)

2

-rs(16)
-rs(18)
-rs(19)
-rs(20)
-rs(17)
-rs(18)
-75(19)
-rs(21)
-rs(17)
-rs(18)
-r5(20)
-rs(19)
-rs(21)
-rs(20)
-rs(21)

+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16

16 +16+16 + 16
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16+ 16 + 16

1
=-[16+16+16-16+ 16+ 16+ 1616

16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
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+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16

16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16+16 + 16
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16+16 + 16
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16+ 16 + 16

16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
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+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16
+16 + 16 + 16

16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16+ 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16+16 + 16
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16 -
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16
16 +16 + 16 + 16

1
=-|121-[16 + 16 + 16 - 16]
2

34848

_ N R N e

7424

[121 - 1288]

16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16
16]
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