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ABSTRAK 

 

Armeyntan, Tata Sutrafia, 2023. Veerebradiah Lokesha Reciprocal Status Index pada 

Komplemen Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat Modulo. 

Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Prof. Dr. H. 

Turmudi, M.Si., Ph.D. (II) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si. 

 

Kata kunci: Veerebradiah Lokesha Reciprocal Status Index, Komplemen Graf Total 

Diperumum, Ring Bilangan Bulat Modulo 

 

Misalkan R adalah ring komutatif dan H adalah himpunan bagian dari R. Komplemen graf 

total diperumum adalah graf sederhana dengan semua elemen di R sebagai titik dan dua 

titik berbeda x dan y terhubung langsung jika dan hanya jika x dan y bukan merupakan 

elemen dari H. Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui bentuk umum indeks VLRS pada 

komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2p dengan p lebih besar 

atau sama dengan 3 merupakan bilangan prima untuk H himpunan pembagi nol dan H 

himpunan unit dari ring bilangan bulat modulo 2p. Langkah dalam penelitian ini yaitu 

menentukan himpunan pembagi nol dan himpunan unit dari ring bilangan bulat modulo 2p, 

menentukan jarak setiap titik di komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat 

modulo 2p, menentukan reciprocal status di komplemen graf total diperumum dari ring 

bilangan bulat modulo 2p, dan menentukan indeks VLRS di komplemen graf total 

diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2p. Hasil penelitian ini terkait dengan bentuk 

umum indeks VLRS pada komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat 

modulo 2p di mana p merupakan bilangan prima dan p lebih besar atau sama dengan 3 

dengan H himpunan pembagi nol dan H himpunan unit dari ring bilangan bulat modulo 2p. 
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ABSTRACT 

 

Armeyntan, Tata Sutrafia, 2023. Veerebradiah Lokesha Reciprocal Status Index on the 

Complement of the Generalized Total Graph of Ring of Integers Modulo. 

Thesis. Mathematics Study program, Faculty of Science and Technology, 

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisors: (I) Prof. 

Dr. H. Turmudi, M.Si., Ph.D. (II) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si. 

 

Keywords: Veerebradiah Lokesha Reciprocal Status Index, Complement of the 

Generalized Total Graph, Ring Integers Modulo 

 

Suppose R is a commutative ring  and H is a subset of R. The complement of the generalized 

total graph is a simple graph with all the elements in R as points and two different points x 

and y are directly connected if and only if x and  y are not elements of H. This study aims 

to determine the general form of the VLRS index in the generalized total graph complement 

of the integer ring modulo 2p where p greater than or equal to 3 is the prime number for H 

the set of zero divisors and H the set of units of the ring integer modulo 2p. The steps in 

this study are to determine the set of zero divisors and the set of units of the integer ring 

modulo 2p, determine the distance of each point in the complement of the generalized total 

graph of the ring of integers modulo 2p, determine the reciprocal state in the complement 

of the generalized total graph of the ring integer modulo 2p, and determine the VLRS index 

in the complement of the generalized total graph from the integer ring modulo 2p. The 

results of this study are related to the general form of the VLRS index on  the complement 

of the generalized total graph of the 2p modulo integer ring  where p is  a prime number   

and p is greater than or equal to 3 with H the set of zero divisors and H the set of units of 

the 2p modulo integer ring. 
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 مستخلص البحث 

 

على   (Veerebradiah lokesha)عند فيريبرادياه لوكيشا    مؤشر الحالة المتبادلة .  ٢٠٢٣نتان، تاتا سوترافيا،  إأرم
.  البحث الجامعي  . (modulo)مودولو    ة د الصحيحاعدال   لقة البياني الكلي المعمم لحتكملة الرسم  

  امعة مولانا مالك إبراهيم الإسلامية الحكومية مالانج. المشرف بج  الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا  قسم
 الماجستير. محمد نافع جوهري،  . الحاج ترمذي، الماجستير. المشرف الثاني:د. : أالأول

 
ال المتبادلة  :رئيسية الكلمات  الحالة  لوكيشا  مؤشر  المعمم،  فيريبرادياه  الكلي  البياني  الرسم  تكملة  الأ،  د اعدحلقة 

 مودولو  ةالصحيح
 

إن تكملة الرسم البياني الإجمالي المعمم عبارة عن  .  Rهي مجموعة فرعية من    Hهي حلقة تبادلية و     Rافترض أن 
متصلتين مباشرة إذا وفقط إذا كان   yو  xكنقاط ونقطتين مختلفتين    Rرسم بياني بسيط يحتوي على جميع العناصر في  

x  وy    ليست عناصر منH  تهدف هذه الدراسة إلى تحديد الشكل العام لمؤشر .VLRS   في تكملة الرسم البياني
مجموعة المقسومات    Hهو الرقم الأولي لـ    3أكبر من أو يساوي    pحيث     2pمودولوالإجمالي المعمم للحلقة الصحيحة  

. تتمثل الخطوات في هذه الدراسة في تحديد مجموعة  2pمودولو مجموعة وحدات الحلقة الصحيحة    Hالصفرية و  
الصفرية ومجموعة وحدات حلقة الأعداد الصحيحة   ، وتحديد مسافة كل نقطة في تكملة  2pمودولوالمقسومات 

، وتحديد المقلوب الحالة في تكملة الرسم البياني   2pمودولوالرسم البياني الإجمالي المعمم لحلقة الأعداد الصحيحة  
في تكملة الرسم البياني الإجمالي المعمم    VLRS، وتحديد مؤشر  2pالإجمالي المعمم لوحدة العدد الصحيح للحلقة  

على تكملة الرسم   VLRS. ترتبط نتائج هذه الدراسة بالشكل العام لمؤشر  2pمن وحدة العدد الصحيح للحلقة  
مجموعة   Hمع    3أكبر من أو يساوي    pهو رقم أولي و  pحيث     2pمودولوالبياني الإجمالي المعمم للحلقة الصحيحة  

 عدد صحيح.   2pمودولومجموعة وحدات الحلقة  Hالصفر المقسومات و 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Teori graf merupakan cabang dari ilmu matematika yang dapat digunakan 

dalam kehidupan sehari-hari. Teori graf memiliki beragam pengaplikasian dalam 

berbagai bidang seperti biologi, ilmu komputer, ekonomi, teknik, informatika, 

linguistik, matematika, kesehatan, dan ilmu-ilmu sosial (Abdussakir et al., 2009). 

Pengaplikasian dari ilmu ini sangat relevan digunakan dalam kehidupan sehari-hari 

sehingga sampai saat ini masih terus dikembangkan. Hasil penelitian dari ilmu ini 

menjadikan teori graf diminati oleh para pakar matematika khususnya pada bidang 

aljabar.  

Ilmu teori graf pada awalnya diperkenalkan pada tahun 1736 berawal dari 

permasalahan yang muncul di kota K𝑜̈nigsberg (sebelah timur negara bagian 

Prussia, Jerman) atau saat ini dikenal dengan kota Kaliningrad. Kota tersebut 

memiliki tujuh jembatan yang menghubungkan empat daratan dan dipisahkan oleh 

sungai Pregal yang mengelilingi pulau Kneiphof. Permasalahan dalam kasus ini 

adalah untuk menemukan cara agar tujuh jembatan tersebut dapat dilewati dengan 

satu kali jalan dan dapat kembali ke tempat awal pemberangkatan. Pada tahun 1736, 

seorang ahli matematika Swiss yaitu Leonhard Euler adalah orang pertama yang 

mencoba menemukan solusi dari masalah tersebut dengan mengaplikasikannya ke 

dalam graf dengan menyatakan daratan sebagai titik 𝑉 (vertex) dan jembatan 

sebagai sisi 𝐸 (edge) (Munir, 2016). 

Suatu graf 𝐺 memiliki himpunan titik 𝑉 dan himpunan sisi 𝐸 atau dapat 

dituliskan secara matematis dengan 𝐺 = (𝑉, 𝐸). Himpunan titik dan sisi di graf 𝐺 
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secara terurut dapat dinotasikan 𝑉 sebagai 𝑉(𝐺) dan 𝐸 sebagai 𝐸(𝐺). 𝑉(𝐺) adalah 

himpunan tidak kosong dan berhingga dari suatu objek yang dinamakan titik, 

sedangkan 𝐸(𝐺) merupakan himpunan (mungkin kosong) dari pasangan titik 

berbeda di 𝑉 yang dinamakan sisi (Chartrand et al., 2011). 

Misalkan 𝑅 adalah ring komutatif dan 𝐻 adalah himpunan bagian dari 𝑅. 

Graf total diperumum dari 𝑅 dinotasikan 𝐺𝑇𝐻(𝑅) dengan semua elemen di 𝑅 

sebagai titik dan dua titik berbeda 𝑥 dan 𝑦 terhubung langsung jika dan hanya jika 

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐻. Komplemen graf total diperumum yang dinotasikan 𝐺𝑇𝐻(𝑅)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah  

graf sederhana dengan semua elemen di 𝑅 sebagai titik dan dua titik berbeda 𝑥 dan 

𝑦 terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐻 (Chelvam & Balamurugan, 

2019).  

Penelitian terkait komplemen graf total diperumum telah dilakukan oleh T. 

Tamizh Chelvam dan M. Balamurugan pada tahun 2019 yang membahas 

komplemen graf total diperumum dari ℤ𝑛 (Chelvam & Balamurugan, 2019). 

Penelitian tersebut membahas sifat dominasi tertentu dari 𝐺𝑇𝐻(𝑅)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  kemudian 

diperoleh bilangan dominasi, bilangan independen, dan karakteristik untuk 𝛾-sets 

di 𝐺𝑇𝑃(ℤ𝑛)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ di mana 𝑃 adalah ideal prima di ℤ𝑛. Selanjutnya dibahas pula sifat-sifat 

Euler, Hamilton, planaritas, dan toloidaritas dari 𝐺𝑇𝑃(ℤ𝑛)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

Teori graf memiliki keterkaitan dengan indeks topologi dalam bidang kimia. 

Indeks topologi adalah nilai numerik yang terkait dengan hukum kimia yang 

menunjukkan hubungan antara struktur kimia dan berbagai macam kualitas fisik 

yang dapat mengukur reaktivitas kimia atau aktivias biologi (Mahboob et al., 2021). 

Pada tahun 2021, Veerebradiah Lokesha dkk., memperkenalkan indeks topologi 

yang digunakan dalam pemodelan pada bidang fisika, molekul pada bidang kimia, 
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dan farmasi. Indeks tersebut disebut sebagai Veerebradiah Lokesha Reciprocal 

Status index dan pada artikel dikenal dengan VL Reciprocal Status index sehingga 

biasa dikenal sebagai indeks VLRS. Indeks VLRS didefinisikan sebagai  

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺) =
1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺)  (Lokesha et al., 

2021). Penelitian terkait indeks VLRS masih sedikit mengingat indeks tersebut baru 

dikenalkan oleh Veerebradiah Lokesha, dkk., pada tahun 2021 yang membahas 

indeks dan koindeks VLRS pada graf dengan hasil dari penelitian tersebut adalah 

rumus umum untuk menghitung indeks dan koindeks VLRS pada graf dan juga 

diketahui korelasi antara indeks VLRS dan sifat-sifat dari turunan Butana melalui 

tabel dan diilustrasikan dengan gambar. Terdapat artikel lain oleh Deepika T. pada 

tahun 2021 yang membahas indeks VL dan batas tensor product pada graf F-Sum 

dengan hasil dari penelitian tersebut adalah rumus umum yang dapat digunakan 

untuk menghitung indeks VL dan batas tensor product pada graf F-Sum (Deepika, 

2021). 

Di dalam Al-Qur’an terdapat pembelajaran yang dapat diambil yaitu dengan 

mengembangkan ilmu pengetahuan dapat membawa kemanfaatan. Allah SWT 

berfirman dalam Al-Qur’an surat Al-Jatsilah ayat 13 yang artinya (Al-Qur’an, 

2018): 

“Dan Dia menundukkan apa yang ada di langit dan apa yang ada di bumi untukmu 

semuanya (sebagai rahmat) dari-Nya. Sungguh, dalam hal yang demikian itu 

benar-benar terdapat tanda-tanda (kebesaran Allah) bagi orang-orag yang 

berpikir.” 

Berdasarkan ayat tersebut, Allah menjelaskan bahwa Dia yang Maha Esa 

telah menundukkan semua makhluk cipataan-Nya yang ada di langit seperti 

bintang-bintang dan planet-planet serta apa yang ada di bumi seperti tanah yang 

subur, udara, dan air. Semua yang ada di langit dan di bumi merupakan rahmat yang 
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bersumber dari-Nya. Sesungguhnya hal itu merupakan tanda-tanda dan bukti yang 

sangat jelas tentang kekuasaan Allah bagi kaum yang mau berpikir dan 

merenungkan ayat-ayat ini. Penundukkan langit dan bumi dipahami dalam arti 

semua bagian-bagian alam yang terjangkau dan berjalan atas dasar satu sistem yang 

pasti dan saling berkaitan serta konsisten. Allah menetapkan hal tersebut dari waktu 

ke waktu dengan mengilhami manusia tentang pengetahuan fenomena alam yang 

dapat mereka manfaatkan untuk kemaslahatan dan kenyamanan hidup manusia. 

Semua ciptaan Allah yang ada di langit dan di bumi masing-masing memiliki 

manfaat yang banyak di berbagai bidang kehidupan manusia. Sehingga dengan 

mengembangkan ilmu pengetahuan dapat membawa kemanfaatan bagi umat 

manusia. 

Salah satu bidang keilmuan yang memanfaatkan perkembangan ilmu teori 

graf adalah bidang kimia. Penelitian terkait indeks topologi pada suatu graf 

memiliki korelasi dengan bidang kimia. Tujuan diciptakannya suatu indeks 

topologi adalah untuk memperoleh sifat-sifat senyawa tanpa usaha besar sehingga 

dapat menghemat waktu dan uang. Pada penelitian ini membahas tentang salah satu 

indeks topologi yaitu indeks VLRS. Indeks topologi tersebut memiliki korelasi 

dengan sifat fisik tegangan permukaan, kompleksitas, dan jumlah atom berat. 

Berdasarkan penelitian terkait indeks VLRS pada suatu graf maka diketahui 

korelasi antara indeks VLRS dan sifat-sifat dari turunan Butana. 

Berdasarkan penelitian terdahulu, penelitian terkait indeks VLRS dapat 

diperluas dan digabungkan dengan graf sederhana. Dengan demikian, untuk 

membedakan dengan penelitian sebelumnya peneliti melakukan penelitian terkait 

indeks VLRS pada komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat 
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modulo 2𝑝 dengan 𝑝 adalah bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3. Komplemen graf total 

diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝 dinotasikan sebagai 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Pada penelitian terdahulu, graf total diperumum dengan himpunan bagian dari 𝑅 

yaitu himpunan pembagi nol dan himpunan unit dari ℤ2𝑝 dikombinasikan dengan 

indeks omega. Sehingga untuk membedakan dengan penelitian terdahulu, pada 

penelitian ini peneliti mengambil topik terkait komplemen graf total diperumum 

dengan himpunan bagian dari 𝑅 yaitu himpunan pembagi nol dan himpunan unit 

dari ℤ2𝑝 yang dikombinasikan dengan indeks VLRS. Sehingga berdasarkan 

beberapa uraian dan pengintegrasian yang telah dijelaskan, maka peneliti 

termotivasi untuk melakukan penelitian dengan mengangkat judul “Veerebradiah 

Lokesha Reciprocal Status Index pada Komplemen Graf Total Diperumum dari 

Ring Bilangan Bulat Modulo”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang penelitian yang telah diuraikan sebelumnya, 

maka rumusan masalah dari penelitian ini adalah bagaimana bentuk umum indeks 

VLRS pada komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah yang telah dipaparkan sebelumnya, maka 

tujuan dari penelitian ini adalah mengetahui bentuk umum indeks VLRS pada 

komplemen graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo. 
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1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat: 

1. Teoritis 

Penelitian ini dapat bermanfaat dalam pengembangan teori-teori yang 

terkait dengan teori graf dan penelitian ini dapat dimanfaatkan dalam 

bidang fisika, kimia, maupun farmasi. 

2. Praktis 

a. Bagi peneliti yaitu dapat mengetahui proses pembuktian pola bentuk 

umum dari indeks VLRS pada komplemen graf total diperumum dari 

ring bilangan bulat modulo. 

b. Bagi pembaca yaitu sebagai informasi dalam melakukan kajian lebih 

lanjut topik yang berhubungan dengan teori graf khususnya terkait 

indeks VLRS pada komplemen graf total diperumum dari ring bilangan 

bulat modulo. 

c. Bagi instansi yaitu sebagai tambahan bahan pustaka terkait teori graf. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Permasalahan yang dibahas pada penelitian ini fokus pada komplemen graf 

total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝 yang dapat dinotasikan sebagai 

𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  di mana 𝑝 adalah bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3 untuk 𝐻 himpunan pembagi 

nol dan 𝐻 himpunan unit dari ℤ2𝑝. Pada penelitian ini nilai 𝑝 tidak dimulai dari 2 

dikarenakan pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ4)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ di mana 𝐻 merupakan himpunan unit dari ℤ4 memuat 

dua sisi yang tidak saling terhubung sehingga nilai reciprocal status dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ4)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

tidak dapat dihitung. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Teori Pendukung 

2.1.1 Ring 

2.1.1.1 Definisi Ring 

1. Ring 𝑅 merupakan himpunan tidak kosong dengan dua operasi biner 

yaitu operasi penjumlahan yang dinotasikan dengan (+) dan operasi 

perkalian yang dinotasikan dengan (∙), sedemikian sehingga untuk setiap 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 berlaku sifat sebagai berikut: 

a. Operasi penjumlahan di 𝑅 bersifat komutatif. 

Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 maka berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. 

b. Operasi penjumlahan di 𝑅 bersifat asosiatif. 

Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 maka berlaku (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

c. Terdapat elemen identitas penjumlahan yaitu nol (0). 

Terdapat 0 ∈ 𝑅, sedemikian sehingga untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅 maka 

berlaku 𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎. 

d. Terdapat elemen invers pada operasi penjumlahan, yaitu −𝑎 di 𝑅. 

Untuk setiap −𝑎 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 𝑎 + (−𝑎) = 0. 

e. Operasi perkalian di 𝑅 bersifat asosiatif. 

Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 maka berlaku (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐). 

f. Operasi perkalian bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan 

di 𝑅. 
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Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 berlaku sifat distributif kiri yaitu  

𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 ∙ 𝑏) + (𝑎 ∙ 𝑐) dan distributif kanan yaitu  

(𝑎 + 𝑏) ∙ 𝑐 = (𝑎 ∙ 𝑐) + (𝑏 ∙ 𝑐). 

(Gallian, 2013). 

2. Ring 𝑅 disebut ring komutatif jika dan hanya 𝑅 bersifat komutatif 

terhadap operasi perkalian, sedemikian sehingga untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 

maka berlaku 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 ∙ 𝑎 (Gilbert & Gilbert, 2015). 

3. Ring 𝑅 disebut ring dengan unsur kesatuan jika dan hanya jika 𝑅 

mempunyai elemen identitas terhadap operasi perkalian yaitu 1, 

sedemikian sehingga untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅 maka berlaku 𝑎 ∙ 1 = 1 ∙ 𝑎 = 𝑎 

(Gilbert & Gilbert, 2015). 

4. Suatu ring 𝑅 disebut ring komutatif dengan unsur kesatuan jika dan 

hanya jika 𝑅 merupakan ring komutatif dan mempunyai unsur kesatuan 

terhadap operasi perkalian (Wahyuni et al., 2016). 

 

2.1.1.2 Ring Bilangan Bulat Modulo 

Misalkan 𝑚 adalah bilangan bulat positif di mana 𝑚 > 1. Himpunan 

bilangan bulat modulo 𝑚 dinotasikan dengan ℤ𝑚 adalah himpunan kelas-kelas 

ekivalen dari kongruensi modulo 𝑚 atau ℤ𝑚 = {0̅, 1̅, 2̅, … , 𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } (Menezes, 

1996). 
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2.1.1.3 Pembagi Nol dari Suatu Ring 

Suatu elemen 𝑥 dari ring 𝑅 disebut pembagi nol apabila memenuhi  

𝑥 ∙ 𝑦 = 0 atau 𝑦 ∙ 𝑥 = 0 untuk suatu 𝑦 ≠ 0, 𝑦 ∈ 𝑅. Himpunan pembagi nol dari 

ring 𝑅 dinotasikan dengan 𝑍(𝑅) (Joshi, 1989).  

Contoh: 

Misalkan 𝑅 = ℤ10 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅}. Selanjutnya pada  

Tabel 2.1 ditunjukkan perhitungan operasi perkalian ℤ10 dengan menggunakan 

tabel Cayley. 

Tabel 2.1 Tabel Cayley Operasi Perkalian ℤ10 untuk Pembagi Nol 

∙ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

2̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 

3̅ 0̅ 3̅ 6̅ 9̅ 2̅ 5̅ 8̅ 1̅ 4̅ 7̅ 

4̅ 0̅ 4̅ 8̅ 2̅ 6̅ 0̅ 4̅ 8̅ 2̅ 6̅ 

5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 

6̅ 0̅ 6̅ 2̅ 8̅ 4̅ 0̅ 6̅ 2̅ 8̅ 4̅ 

7̅ 0̅ 7̅ 4̅ 1̅ 8̅ 5̅ 2̅ 9̅ 6̅ 3̅ 

8̅ 0̅ 8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 0̅ 8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 

9̅ 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh himpunan pembagi nol dari ℤ10 

adalah 𝑍(ℤ10) = {0̅, 2̅, 4̅, 5̅, 6̅, 8̅} dan himpunan pembagi nol tidak nol dari ℤ10 

adalah 𝑍∗(ℤ10) = 𝑍(ℤ10) − {0̅} = {2̅, 4̅, 5̅, 6̅, 8̅}. 

 

2.1.1.4 Unit dari Suatu Ring 

Suatu elemen 𝑥 dari ring 𝑅 disebut unit apabila memenuhi 𝑥 ∙ 𝑦 = 1 

atau 𝑦 ∙ 𝑥 = 1 untuk suatu 𝑦 ∈ 𝑅. Himpunan unit dari ring 𝑅 dinotasikan 

dengan 𝑈(𝑅) (Abdussakir, 2019). 
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Contoh: 

Misalkan 𝑅 = ℤ10 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅}. Selanjutnya pada  

Tabel 2.2 ditunjukkan perhitungan operasi penjumlahan ℤ10 dengan 

menggunakan tabel Cayley. 

Tabel 2.2 Tabel Cayley Operasi Perkalian ℤ10 untuk Unit 

∙ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

2̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 

3̅ 0̅ 3̅ 6̅ 9̅ 2̅ 5̅ 8̅ 1̅ 4̅ 7̅ 

4̅ 0̅ 4̅ 8̅ 2̅ 6̅ 0̅ 4̅ 8̅ 2̅ 6̅ 

5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 

6̅ 0̅ 6̅ 2̅ 8̅ 4̅ 0̅ 6̅ 2̅ 8̅ 4̅ 

7̅ 0̅ 7̅ 4̅ 1̅ 8̅ 5̅ 2̅ 9̅ 6̅ 3̅ 

8̅ 0̅ 8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 0̅ 8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 

9̅ 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh himpunan unit dari ℤ10 adalah 

𝑈(ℤ10) = {1̅, 3̅, 7̅, 9̅}. 

 

2.1.2 Keterbagian dan Kongruensi 

2.1.2.1 Keterbagian 

Definisi 2.1 

Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, dengan 𝑥 ≠ 0, maka 𝑥 disebut membagi 𝑦 ditulis sebagai 

𝑥|𝑦 apabila 𝑦 = 𝑥𝑧, untuk suatu 𝑧 ∈ ℤ (Irawan et al., 2014). 

Contoh: 

3|15, karena ada 5 ∈ ℤ sehingga 15 = 3 ∙ 5 

3 ∤ 5, karena tidak ada 𝑧 ∈ ℤ sedemikian sehingga 5 = 3𝑧. 
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Definisi 2.2 

Bilangan bulat positif 𝑥 adalah pembagi persekutuan dari 𝑦 dan 𝑧 yang tidak 

nol jika 𝑥|𝑦 dan 𝑥|𝑧. Selanjutnya bilangan bulat 𝑥 adalah pembagi persekutuan 

terbesar atau greatest common divisor atau GCD dari bilangan bulat tidak nol 

𝑦 dan 𝑧 jika 𝑥 adalah bilangan bulat positif terbesar sehingga 𝑥|𝑦 dan 𝑥|𝑧. 

Bilangan bulat 𝑥 disebut pembagi persekuan terbesar dari 𝑦 dan 𝑧, jika berlaku: 

1. 𝑥 > 0 

2. 𝑥|𝑦 dan 𝑥|𝑧 

3. Misalkan 𝑝 bilangan bulat, jika 𝑝|𝑦 dan 𝑝|𝑧 maka 𝑝|𝑥 

Pembagi persekutuan terbesar dari 𝑦 dan 𝑧 dituliskan 𝑥 = (𝑦, 𝑧) dan karena  

𝑥 > 0 maka 𝑥 = (𝑦, 𝑧) ≥ 1 (Irawan et al., 2014). 

Contoh:  

Pembagi persekutuan dari 15 dan 12 adalah 3 dan dapat ditulis (15,12) = 3. 

Demikian juga (15, −12) = (−15,12) = (−15, −12) = 3. 

 

2.1.2.2 Kongruensi  

Definisi 2.3 

Misalkan 𝑛 merupakan bilangan bulat positif, 𝑛 > 1 dan 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ. 𝑥 disebut 

kongruen dengan 𝑦 modulo 𝑛 jika dan hanya jika 𝑥 − 𝑦 adalah kelipatan dari 

𝑛. Dapat dituliskan 𝑥 ≡ 𝑦(𝑚𝑜𝑑 𝑛) (Gilbert & Gilbert, 2015). 

Contoh:  

52 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 7) karena (52 − 3) dapat dibagi oleh 7 

52 ≢ 9 (𝑚𝑜𝑑 7) karena (52 − 9) tidak dapat dibagi oleh 7. 
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Teorema 2.1 

Kongruensi linier 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) dapat diselesaikan hanya jika 𝑑 = (𝑎, 𝑚) 

membagi 𝑏, dan pada kasus ini memiliki 𝑑 selesaian. Jika 𝑎 dan 𝑚 relatif prima 

atau 𝑑 = 1 maka kongruensi memiliki satu selesaian (Irawan et al., 2014). 

 

2.1.3 Graf 

2.1.3.1 Definisi Graf 

Graf 𝐺 didefinisikan sebagai pasangan himpunan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) yang 

terdiri atas himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang 

disebut titik (vertex) dinotasikan 𝑉(𝐺) dan himpunan (mungkin kosong) 

pasangan tidak berurutan dari titik-titik berbeda di 𝑉(𝐺) yang disebut sisi 

(edge) dinotasikan 𝐸(𝐺). Banyaknya elemen di 𝑉(𝐺) disebut order dari 𝐺 

dinotasikan 𝑝(𝐺) dan banyaknya elemen di 𝐸(𝐺) disebut ukuran dari 𝐺 

dinotasikan 𝑞(𝐺) (Abdussakir et al., 2009). 

Contoh: 

 
Gambar 2.1 Graf 𝐺 Berorde 4 

 

Berdasarkan Gambar 2.1, graf 𝐺 mempunyai empat titik  

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}, maka order dari graf 𝐺 adalah 4. Graf 𝐺 memiliki sisi 

sebanyak tiga yang terhimpunan dalam 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} sehingga ukuran 

dari graf 𝐺 adalah 3. 
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2.1.3.2 Adjacent dan Incident 

Sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣) dikatakan menghubungkan titik 𝑢 dan 𝑣. Jika 𝑒 = (𝑢, 𝑣) 

adalah sisi di graf 𝐺, maka 𝑢 dan 𝑣 disebut terhubung langsung (adjacent), 𝑣 

dan 𝑒 disebut terkait langsung (incident), dan titik 𝑢 dan 𝑣 disebut ujung dari 

𝑒. Dua sisi berbeda 𝑒1 dan 𝑒2 disebut terhubung langsung jika terkait langsung 

pada satu titik yang sama. Selanjutnya, sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣) dinotasikan dengan  

𝑒 = 𝑢𝑣 (Abdussakir et al., 2009). 

Contoh: 

Berdasarkan Gambar 2.1, maka titik 𝑣1 dan 𝑣2 terhubung langsung, 

demikian juga dengan 𝑣2 dan 𝑣3, serta 𝑣3 dan 𝑣4. Sisi 𝑒1 terkait langsung 

dengan titik 𝑣1 dan 𝑣2. Sisi 𝑒2 terkait langsung dengan titik 𝑣2 dan 𝑣3. Sisi 𝑒1 

tidak terkait langsung dengan titik 𝑣3 dan 𝑣4. Perlu diperhatikan bahwa satu 

sisi hanya dapat terkait langsung dengan dua titik berbeda. Hal ini terjadi 

karena satu sisi hanya menghubungkan dua titik berbeda. Sisi 𝑒1 dan 𝑒2 

terhubung langsung karena terkait langsung pada satu titik yang sama, yaitu 

𝑣2. Sisi 𝑒1 dan 𝑒3 tidak terhubung langsung karena tidak terkait langsung pada 

titik yang sama. 

 

2.1.3.3 Jarak 

Misalkan graf 𝐺 dengan 𝑢 dan 𝑣 merupakan titik di 𝐺. Jika titik 𝑢 dan 

titik 𝑣 terhubung, maka jarak dari titik 𝑢 ke titik 𝑣 dinotasikan dengan 𝑑(𝑢, 𝑣). 

𝑑(𝑢, 𝑣) adalah jarak terpendek yang menghubungkan titik 𝑢 dan 𝑣 di 𝐺 

(Chartrand et al., 2011). 
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Contoh: 

Berdasarkan Gambar 2.1 jarak tiap pasangan titiknya, yaitu: 

𝑑(𝑣1, 𝑣2) = 1 𝑑(𝑣1, 𝑣3) = 2 𝑑(𝑣1, 𝑣4) = 3 

𝑑(𝑣2, 𝑣3) = 1 𝑑(𝑣2, 𝑣4) = 2 𝑑(𝑣3, 𝑣4) = 1 

 

2.1.3.4 Graf Total Diperumum 

Ring komutatif 𝑅 dengan 𝐻 adalah himpunan bagian dari 𝑅 sedemikian 

sehingga untuk 𝐻 adalah himpunan bagian yang tertutup terhadap operasi 

perkalian dari 𝑅. Graf total diperumum dari 𝑅 dinotasikan dengan 𝐺𝑇𝐻(𝑅) 

untuk semua elemen dari 𝑅 sebagai titik. Dua titik berbeda 𝑥 dan 𝑦 dikatakan 

terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐻 (Anderson, 2013). 

Contoh: 

Misalkan 𝑅 = ℤ10 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅} dan 𝐻 merupakan 

himpunan bagian yang tertutup terhadap operasi perkalian di ℤ10. Dua titik 

berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ10 dikatakan terhubung langsung jika dan hanya jika  

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐻. Sehingga untuk 𝐻 himpunan pembagi nol dari ℤ10 berdasarkan 

Tabel 2.1 maka diperoleh 𝐻 = {0̅, 2̅, 4̅, 5̅, 6̅, 8̅} ⊆ ℤ10. 

Selanjutnya pada Tabel 2.3 ditunjukkan tabel Cayley operasi 

penjumlahan pada ℤ10. 
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Tabel 2.3 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan ℤ10 untuk Pembagi Nol 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

0̅ 0̅ 1 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.3 diperoleh titik graf total diperumum 

𝑉(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅}. 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  terhubung langsung jika 

dan hanya jika dua titik berbeda 𝑥, 𝑦 anggota dari ring dengan 𝑥 + 𝑦 

merupakan anggota dari 𝐻, di mana 𝐻 adalah himpunan pembagi nol dari ring 

sehingga diperoleh gambar dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 

Gambar 2.2 Graf Total Diperumum dari ℤ10 
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2.1.3.5 Komplemen Suatu Graf 

Misalkan 𝐺 adalah graf dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 

𝐸(𝐺). Komplemen dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝐺̅ adalah graf dengan 

himpunan titik 𝑉(𝐺) sedemikian sehingga dua titik terhubung langsung di 𝐺̅ 

jika dan hanya jika dua titik tersebut tidak terhubung langsung di 𝐺. Sehingga 

diperoleh 𝑉(𝐺̅) = 𝑉(𝐺) dan 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺̅) jika dan hanya jika 𝑢𝑣 ∉ 𝐸(𝐺) 

(Abdussakir et al., 2009). 

Contoh: 

Gambar 2.3 dan Gambar 2.4 merupakan contoh dari dua graf yang 

saling berkomplemen. 

 
Gambar 2.3 Graf 𝐴 

 
Gambar 2.4 Graf 𝐵 

 

2.1.3.6 Komplemen Graf Total Diperumum 

Misalkan 𝑅 adalah ring komutatif dan 𝐻 adalah himpunan bagian dari 

𝑅. Komplemen graf total diperumum yang dinotasikan 𝐺𝑇𝐻(𝑅)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah graf 

sederhana dengan semua elemen di 𝑅 sebagai titik dan dua titik berbeda 𝑥 dan 
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𝑦 terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐻 (Chelvam & 

Balamurugan, 2019). 

Contoh: 

Misalkan 𝑅 = ℤ10 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅} dan 𝐻 merupakan 

himpunan bagian yang tertutup terhadap operasi perkalian di ℤ10. Dua titik 

berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ10 dikatakan terhubung langsung jika dan hanya jika  

𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐻. Sehingga untuk 𝐻 himpunan pembagi nol dari ℤ10 berdasarkan 

Tabel 2.1 maka diperoleh 𝐻 = {0̅, 2̅, 4̅, 5̅, 6̅, 8̅} ⊆ ℤ10. Selanjutnya pada Tabel 

2.3 ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan pada ℤ10. 

Berdasarkan Tabel 2.3 diperoleh titik komplemen graf total diperumum 

𝑉(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅}. 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  terhubung langsung jika 

dan hanya jika dua titik berbeda 𝑥, 𝑦 anggota dari ring dengan 𝑥 + 𝑦 bukan 

merupakan anggota dari 𝐻, di mana 𝐻 adalah himpunan pembagi nol dari ring 

sehingga diperoleh gambar dari  𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 
Gambar 2.5 Komplemen Graf Total Diperumum dari ℤ10 
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2.1.3.6 Graf Bipartit 

Suatu graf sederhana 𝐺 disebut sebagai graf bipartit jika himpunan 

simpulnya dapat dipartisi menjadi dua bagian 𝑉1 dan 𝑉2 sedemikian setiap sisi 

mempunyai satu ujung di 𝑉1 dan satu ujung di 𝑉2 (Soleha, 2014). 

Contoh: 

Gambar 2.6 merupakan contoh graf bipartit dengan partisi 𝑉1 =

{0̅, 2̅, 4̅} dan 𝑉1 = {1̅, 3̅, 5̅}. 

 

Gambar 2.6 Graf Bipartit Berorde 6 

 

2.1.3.7 Reciprocal Status 

Reciprocal status dari titik 𝑢 pada graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝑟𝑠(𝑢). 

Reciprocal status didefinisikan dengan penjumlahan reciprocal jarak di antara 

𝑢 ke semua titik di graf 𝐺. Reciprocal Status dari 𝑢1 ∈ 𝑉(𝐺) ditentukan oleh 

jumlah reciprocal jarak 𝑢1 ke titik di 𝐺, dinotasikan dengan 𝑟𝑠(𝑢1) =

∑
1

𝑑(𝑢1,𝑢2)𝑢2∈𝑉(𝐺)  (Ramane et al., 2019). 
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Contoh: 

1. Berdasarkan Gambar 2.1 reciprocal status jarak tiap pasangan titiknya, 

yaitu: 

𝑟𝑠(𝑣1) =
1

1
+

1

2
+

1

3
=

11

6
 

𝑟𝑠(𝑣2) =
1

1
+

1

1
+

1

2
=

5

2
 

𝑟𝑠(𝑣3) =
1

2
+

1

1
+

1

1
=

5

2
 

𝑟𝑠(𝑣4) =
1

3
+

1

2
+

1

1
=

11

6
 

2. Selanjutnya ditunjukkan nilai reciprocal status pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ4)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ di mana 

𝐻 merupakan himpunan unit dari ℤ4.  

 
Gambar 2.7 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ4)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 

Berdasarkan Gambar 2.7 diketahui bahwa 𝐺𝑇𝐻(ℤ4)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ adalah graf tidak 

terhubung. Karena 0̅ dan 1̅ tidak terhubung, maka 𝑑(0̅, 1̅) tidak bisa 

ditentukan, demikian juga dengan 𝑑(0̅, 3̅), 𝑑(1̅, 2̅), dan 𝑑(2̅, 3̅). Dengan 

demikian, nilai reciprocal status pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ4)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ di mana 𝐻 merupakan 

himpunan unit dari ℤ4 tidak dapat dihitung. 
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2.1.4 Veerebradiah Lokesha Reciprocal Status Index (Indeks VLRS) 

Misalkan graf 𝐺 dengan 𝑚 dan 𝑛 adalah order dan ukuran dari 𝐺. 

Himpunan titik dan himpunan sisi dinotasikan dengan 𝑉(𝐺) dan 𝐸(𝐺). Masing-

masing sisi yang menghubungkan titik 𝑢1 dan 𝑢2 dinotasikan dengan 𝑢1𝑢2, dan 

derajat 𝑑𝑢 di mana 𝑢 ∈ 𝐸(𝐺) adalah jumlah sisi yang bersisian dengan 𝑢. 

Sedangkan 𝑑(𝑢1, 𝑢2) menyatakan jarak antara dua titik 𝑢1 dan 𝑢2 yang 

merupakan jarak dari 𝑢1 ke 𝑢2. Indeks VL dinotasikan dengan  

𝑉𝐿(𝐺) =
1

2
∑ [𝑑𝑒 + 𝑑𝑓 + 4]𝑢𝑣∈𝐸(𝐺) , di mana 𝑑𝑒 = 𝑑(𝑢1) + 𝑑(𝑢2) − 2 dan  

𝑑𝑓 = 𝑑(𝑢1) ∙ 𝑑(𝑢2) − 2, sedemikian sehingga 𝑑(𝑢1) dan 𝑑(𝑢2) adalah derajat 

titik dari 𝑢1 dan 𝑢2 di 𝐺. Sehingga Indeks VL dapat dituliskan sebagai  

𝑉𝐿(𝐺) =
1

2
∑ [𝑑(𝑢1) + 𝑑(𝑢2) + 𝑑(𝑢1) ∙ 𝑑(𝑢2)]𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺) . 

Reciprocal status dari titik 𝑢 pada graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝑟𝑠(𝑢). 

Reciprocal status didefinisikan dengan penjumlahan reciprocal jarak di antara 𝑢 

ke semua titik di graf 𝐺 (Ramane et al., 2019). Reciprocal status dari 𝑢1 ∈ 𝑉(𝐺) 

ditentukan oleh jumlah reciprocal jarak 𝑢1 ke titik di 𝐺, dinotasikan dengan  

𝑟𝑠(𝑢1) = ∑
1

𝑑(𝑢1,𝑢2)𝑢2∈𝑉(𝐺) . Rumus indeks VLRS diformulasikan menjadi 

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺) =
1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺)  (Lokesha et al., 

2021). 

Contoh: 

Misalkan graf 𝐺 yang memuat himpunan 𝑉(𝐺) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅}. 
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Gambar 2.8 Graf 𝐺 Berorde 5 

 

Berdasarkan Gambar 2.8 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu : 

𝑑(0̅, 1̅) = 1 𝑑(0̅, 2̅) = 1 𝑑(0̅, 3̅) = 2 𝑑(0̅, 4̅) = 1 𝑑(1̅, 2̅) = 1 

𝑑(1̅, 3̅) = 2 𝑑(1̅, 4̅) = 1 𝑑(2̅, 3̅) = 1 𝑑(2̅, 4̅) = 1 𝑑(3̅, 4̅) = 1 

Berdasarkan perolehan jarak sebelumnya, diperoleh reciprocal status 

jaraknya, yaitu: 

𝑟𝑠(0̅) =
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

7

2
 

𝑟𝑠(1̅) =
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

7

2
 

𝑟𝑠(2̅) =
1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

1
=

4

1
 

𝑟𝑠(3̅) =
1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

1
=

6

2
 

𝑟𝑠(4̅) =
1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

1
=

4

1
 

Indeks VLRS dari graf 𝐺 pada Gambar 2.8 sebagai berikut: 
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𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺)

 

 
=

1

2
[𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(1̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(2̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(2̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅)] 

 
=

1

2
[
7

2
+

7

2
+

7

2
∙

7

2
+

7

2
+

4

1
+

7

2
∙

4

1
+

7

2
+

4

1
+

7

2
∙

4

1
 

+
7

2
+

4

1
+

7

2
∙

4

1
+

7

2
+

4

1
+

7

2
∙

4

1
+

4

1
+

6

2
+

4

1
∙

6

2
 

+
4

1
+

4

1
+

4

1
∙

4

1
+

6

2
+

4

1
+

6

2
∙

4

1
] 

 
=

1

2
[
77

4
+

43

2
+

43

2
+

43

2
+

43

2
+ 19 + 24 + 19] 

=
1

2
∙

669

4
 

=
669

8
 

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS dari graf 𝐺 pada  

Gambar 2.8 adalah 
669

8
. 
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2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Qur’an 

Al-Qur’an terdiri dari dua bahasa simbol yaitu bahasa tulisan yang berupa 

huruf-huruf atau disebut verbal dan bahasa angka atau disebut sebagai numerik 

(Abdussakir, 2009). Ayat Al-Qur’an memiliki hubungan dengan alam semesta 

beserta isinya. Salah satunya adalah ilmu matematika memiliki hubungan dengan 

ayat-ayat Al-Qur’an sehingga tidak jarang dilakukan penelitian terkait integrasi 

matematika dan Al-Qur’an. Beberapa pemahaman dan pengamalan Al-Qur’an 

secara baik dan benar membutuhkan matematika (Abdussakir, 2006). Segala 

sesuatu yang Allah ciptakan dapat dipelajari sehingga mempunyai banyak manfaat. 

Allah berfirman dalam Al-Qur’an surat Qaf ayat 9 yang artinya (Al-Qur’an, 2018): 

“Dan dari langit Kami turunkan air yang memberi berkah lalu Kami tumbuhkan 

dengan (air) itu pepohonan yang rindang dan biji-bijian yang dapat dipanen.” 

Ayat tersebut menerangkan tentang pemaparan bukti-bukti kuasa Allah. 

Uraian dari ayat tersebut adalah tentang beberapa dampak yang diperoleh dari 

penciptaan langit dan bumi. Dampak pertama yang disebutkan adalah apa yang 

dihasilkan oleh langit dan bumi yakni air hujan yang bersumber dari laut dan sungai 

yang terhampar di bumi, lalu air tersebut menguap ke angkasa akibat panas yang 

memancar dari matahari yang berada di langit. Karunia Allah ditunjukkan dengan 

turunnya air yang merupakan sumber kehidupan manusia di bumi. 

Interpretasi dari ayat tersebut adalah Allah menjadikan air sebagai sumber 

kehidupan bagi makhluk-makhluk-Nya. Proses turunnya air ke bumi sebagian besar 

ditampung di sungai, danau, maupun laut. Dengan demikian bumi terdiri dari dua 

pertiga perairan mempunyai cadangan atau simpanan air yang berlimpah untuk 

dimanfaatkan makhluk-makhluk-Nya. Manusia dapat minum dan bekerja, tanah 

menjadi subur, hewan tidak kehausan, dan tumbuh-tumbuhan tumbuh subur untuk 
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buahnya dapat dipanen oleh manusia. Apabila Allah menghendaki tanah untuk 

menyerap semua air yang ada di bumi, maka semua makhluk yang ada di bumi 

mengalami kekeringan. Dengan demikian, terdapat pembelajaran yang Allah 

berikan untuk orang-orang yang berpikir yaitu tentang proses turunnya hujan. Oleh 

sebab itu, dapat diambil pembelajaran dari nikmat yang Allah turunkan berupa air 

yaitu dari proses air diturunkan, kandungan yang ada pada air, dan manfaat dari air. 

Maka dalam mempelajari suatu hal maka dibutuhkan bidang keilmuan lain 

sehingga dapat diterapkan pada kajian ilmu yang bersangkutan.  

Pada penelitian ini peneliti mengambil tema terkait teori graf. Teori graf 

memiliki keterkaitan dengan indeks topologi dalam bidang kimia. Penelitian terkait 

indeks topologi pada suatu graf dapat digunakan untuk memperoleh sifat-sifat 

senyawa dalam bidang kimia. oleh sebab itu, sejalan dengan Al-Qur’an surat Qaf 

ayat 9, dengan mempelajari indeks VLRS pada komplemen graf total diperumum 

di mana penelitian ini merupakan penelitian pada bidang matematika khususnya 

pada bidang keilmuan aljabar akan tetapi hasil dari penelitian dapat dimanfaatkan 

dalam berbagai bidang keilmuan lain seperti bidang fisika, kimia, maupun farmasi. 

Indeks topologi tersebut memiliki korelasi dengan sifat fisik tegangan permukaan, 

kompleksitas, dan jumlah atom berat. Berdasarkan penelitian terkait indeks VLRS 

pada suatu graf maka diketahui korelasi antara indeks VLRS dan sifat-sifat dari 

turunan Butana. 

 

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

Teori utama dalam penelitian ini membahas terkait indeks VLRS pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Pada penelitian menggunakan ring komutatif ℤ2𝑝 di mana 𝑝 adalah 
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bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3 untuk memunculkan dugaan. Komplemen graf total 

diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2𝑝 yang dinotasikan dengan 𝐺𝑇𝐻( ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

di mana 𝐻 adalah himpunan pembagi nol dan 𝐻 adalah himpunan unit dari ℤ2𝑝 

kemudian digambarkan dalam bentuk graf. Berdasarkan gambar sebagai 

interpretasi diperoleh data berupa jarak antartitik kemudian dapat dicari reciprocal 

status jaraknya. Selanjutnya dapat dicari nilai dari indeks VLRS pada  𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

yang kemudian disusun teorema untuk mendukung pembuktian indeks VLRS pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ .  
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Metode yang digunakan pada penelitian ini menggunakan pendekatan 

kualitatif yang merujuk pada metode penelitian kepustakaan atau studi literatur. 

Kegiatan yang dilakukan pada penelitian ini yaitu untuk memperoleh informasi 

dengan mengkaji berbagai macam sumber literatur seperti jurnal, buku, artikel, dan 

lain sebagainya yang menjelaskan terkait teori graf dan aljabar abstrak yang 

berhubungan dengan topik penelitian dan selanjutnya digunakan sebagai dasar 

penelitian. Penelitian ini bersifat mengembangkan suatu kajian dari sumber yang 

telah dikumpulkan dan kemudian dirujuk ke suatu kasus tertentu yang dibahas pada 

penelitian ini. 

 

3.2 Pra Penelitian 

Proses penelitian diawali dengan mencari literatur dari berbagai sumber 

yang berkaitan dengan topik yang diteliti. Literatur utama yang digunakan dalam 

penelitian ini adalah artikel oleh Veerebradiah Lokesha dkk. pada tahun 2021 yang 

membahas indeks dan koindeks VLRS pada graf. Selain artikel yang membahas 

indeks VLRS, literatur utama juga berupa artikel oleh T. Tamizh Chelvam dan M. 

Balamurugan tahun 2019 yang membahas komplemen graf total diperumum dari 

ℤ𝑛.  

Pada penelitian ini juga diperlukan literatur pendukung untuk 

mengembangkan materi yang berkaitan dengan topik penelitian, seperti definisi 

graf, ring, serta memilih beberapa ayat dalam Al-Qur’an yang dapat diintegrasikan 
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dengan topik pada penelitian ini. Literatur pendukung berupa artikel oleh T. 

Deepika tahun 2021 yang membahas indeks VL dan batas tensor product pada graf 

F-Sum. Literatur pendukung lainnya berupa buku “Graphs and Digraphs (Fifth 

Edition) oleh Gary Chartrand dkk., “Teori Ring dan Modul” oleh Sri Wahyuni dkk., 

“Matematika Diskrit” oleh Rinaldi Munir, dan literatur pendukung lainnya yang 

berhubungan dengan topik pada penelitian ini. 

Penelitian dimulai dari pembahasan yang bersifat khusus yaitu membahas 

topik berdasarkan rumus dari rujukan-rujukan yang telah diperoleh sebelumnya. 

Kemudian dilanjutkan dengan menentukan elemen dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan  

𝑝 ∈ {3,5,7,11} untuk membantu proses memunculkan dugaan-dugaan. Sehingga 

melalui dugaan-dugaan tersebut diperoleh rumus indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 

3.3 Tahapan Penelitian 

Tahapan yang digunakan dalam penelitian ini untuk mengetahui indeks 

VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah sebagai berikut: 

1. Menentukan indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝑝 ∈ {3,5,7,11}, untuk 

memunculkan dugaan. 

2. Menentukan himpunan 𝐻 ⊆ ℤ2𝑝 dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  untuk 𝐻 himpunan pembagi 

nol dan 𝐻 himpunan unit dengan 𝐻 tertutup terhadap operasi perkalian di 

ℤ2𝑝. 

3. Menentukan jarak setiap titik pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

4. Menentukan reciprocal status dari jarak setiap titik pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

5. Menentukan indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ .
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini membahas terkait indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  di mana 𝐻 

merupakan himpunan pembagi nol dan 𝐻 merupakan himpunan unit dengan 𝑝 

merupakan bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3 dari ℤ2𝑝. 

 

4.1 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝒑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝑯 Himpunan Pembagi Nol dari ℤ𝟐𝒑 

4.1.1 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟔)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝑯 Himpunan Pembagi Nol dari 

ℤ𝟔 

Ring bilangan bulat modulo 6 atau dinotasikan dengan ℤ6 memiliki 

elemen 0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅ dan 5̅. Selanjutnya, pada Tabel 4.1 ditunjukkan perhitungan 

operasi perkalian ℤ6 dengan menggunakan tabel Cayley. 

Tabel 4.1 Tabel Cayley Operasi Perkalian ℤ6 untuk Pembagi Nol 

∙ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

2̅ 0̅ 2̅ 4̅ 0̅ 2̅ 4̅ 

3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 

4̅ 0̅ 4̅ 2̅ 0̅ 4̅ 2̅ 

5̅ 0̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

 

Misalkan 𝐻 merupakan himpunan pembagi nol dari ℤ6, maka 

berdasarkan Tabel 4.1 𝐻 = {0̅, 2̅, 3̅, 4̅}. 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ adalah graf yang himpunan 

titiknya terdiri dari semua anggota ℤ6 dan dua titik berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ6 dikatakan 

terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐻. Pada Tabel 4.2 

ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan ℤ6. 
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Tabel 4.2 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan ℤ6 untuk Pembagi Nol 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

 

Berdasarkan Tabel 4.2 diperoleh gambar 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

 
Gambar 4.1 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝐻 Pembagi Nol 

 

Berdasarkan Gambar 4.1 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu: 

𝑑(0̅, 1̅) = 1 𝑑(0̅, 2̅) = 2 𝑑(0̅, 3̅) = 3 𝑑(0̅, 4̅) = 2 𝑑(0̅, 5̅) = 1 

𝑑(1̅, 2̅) = 3 𝑑(1̅, 3̅) = 2 𝑑(1̅, 4̅) = 1 𝑑(1̅, 5̅) = 2 𝑑(2̅, 3̅) = 1 

𝑑(2̅, 4̅) = 2 𝑑(2̅, 5̅) = 1 𝑑(3̅, 4̅) = 1 𝑑(3̅, 5̅) = 2 𝑑(4̅, 5̅) = 3 

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebanyak 6 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

sebanyak 9. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu: 

𝑟𝑠(0̅) =
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
=

20

6
=

10

3
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𝑟𝑠(1̅) =
1

1
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

20

6
=

10

3
 

𝑟𝑠(2̅) =
1

2
+

1

3
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

20

6
=

10

3
 

𝑟𝑠(3̅) =
1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
=

20

6
=

10

3
 

𝑟𝑠(4̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

3
=

20

6
=

10

3
 

𝑟𝑠(5̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
=

20

6
=

10

3
 

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai berikut: 

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 
=

1

2
[𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(1̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅)] 

 
=

1

2
[
10

3
+

10

3
+

10

3
∙

10

3
+

10

3
+

10

3
+

10

3
∙

10

3
 

+
10

3
+

10

3
+

10

3
∙

10

3
+

10

3
+

10

3
+

10

3
∙

10

3
 

+
10

3
+

10

3
+

10

3
∙

10

3
+

10

3
+

10

3
+

10

3
∙

10

3
] 

 
=

1

2
[6 ∙ [

10

3
+

10

3
+

10

3
∙

10

3
]] 
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=
1

2
[6 ∙

160

9
] 

=
1

2
∙

320

3
 

 
=

160

3
 

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ adalah 
160

3
. 

 

4.1.2 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟏𝟎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝑯 Himpunan Pembagi Nol dari 

ℤ𝟏𝟎 

Ring bilangan bulat modulo 10 atau dinotasikan dengan ℤ10 memiliki 

elemen 0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, dan 9̅. Selanjutnya, pada Tabel 2.1 ditunjukkan 

perhitungan operasi perkalian ℤ10 dengan menggunakan tabel Cayley. 

Misalkan 𝐻 merupakan himpunan pembagi nol dari ℤ10, maka 

berdasarkan Tabel 2.1 𝐻 = {0̅, 2̅, 4̅, 5̅, 6̅, 8̅}. 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah graf yang 

himpunan titiknya terdiri dari semua anggota ℤ10 dan dua titik berbeda  

𝑥, 𝑦 ∈ ℤ10 dikatakan terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  jika dan hanya jika  

𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐻. Pada Tabel 2.3 ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan ℤ10.  

Berdasarkan Tabel 2.3 diperoleh gambar 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 
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Gambar 4.2 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝐻 Pembagi Nol 

 

Berdasarkan Gambar 4.2 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu: 

𝑑(0̅, 1̅) = 1 𝑑(0̅, 2̅) = 2 𝑑(0̅, 3̅) = 1 𝑑(0̅, 4̅) = 2 𝑑(0̅, 5̅) = 3 

𝑑(0̅, 6̅) = 2 𝑑(0̅, 7̅) = 1 𝑑(0̅, 8̅) = 2 𝑑(0̅, 9̅) = 1 𝑑(1̅, 2̅) = 1 

𝑑(1̅, 3̅) = 2 𝑑(1̅, 4̅) = 3 𝑑(1̅, 5̅) = 2 𝑑(1̅, 6̅) = 1 𝑑(1̅, 7̅) = 2 

𝑑(1̅, 8̅) = 1 𝑑(1̅, 9̅) = 2 𝑑(2̅, 3̅) = 3 𝑑(2̅, 4̅) = 2 𝑑(2̅, 5̅) = 1 

𝑑(2̅, 6̅) = 2 𝑑(2̅, 7̅) = 1 𝑑(2̅, 8̅) = 2 𝑑(2̅, 9̅) = 1 𝑑(3̅, 4̅) = 1 

𝑑(3̅, 5̅) = 2 𝑑(3̅, 6̅) = 1 𝑑(3̅, 7̅) = 2 𝑑(3̅, 8̅) = 1 𝑑(3̅, 9̅) = 2 

𝑑(4̅, 5̅) = 1 𝑑(4̅, 6̅) = 2 𝑑(4̅, 7̅) = 1 𝑑(4̅, 8̅) = 2 𝑑(4̅, 9̅) = 1 

𝑑(5̅, 6̅) = 1 𝑑(5̅, 7̅) = 2 𝑑(5̅, 8̅) = 1 𝑑(5̅, 9̅) = 2 𝑑(6̅, 7̅) = 1 

𝑑(6̅, 8̅) = 2 𝑑(6̅, 9̅) = 3 𝑑(7̅, 8̅) = 3 𝑑(7̅, 9̅) = 2 𝑑(8̅, 9̅) = 1 

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 20 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 25. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu: 
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𝑟𝑠(0̅) =
19

3
 𝑟𝑠(1̅) =

19

3
 𝑟𝑠(2̅) =

19

3
 𝑟𝑠(3̅) =

19

3
 𝑟𝑠(4̅) =

19

3
 

𝑟𝑠(5̅) =
19

3
 𝑟𝑠(6̅) =

19

3
 𝑟𝑠(7̅) =

19

3
 𝑟𝑠(8̅) =

19

3
 𝑟𝑠(9̅) =

19

3
 

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 ⋮ 

=
1

2
[20 ∙ [

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
]] 

=
1

2
[20 ∙

475

9
] 

=
1

2
∙

9500

9
 

=
4750

9
 

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah 
4750

9
. 

 

4.1.3 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟏𝟒)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝑯 Himpunan Pembagi Nol dari 

ℤ𝟏𝟒 

Ring bilangan bulat modulo 14 atau dinotasikan dengan ℤ14 memiliki 

elemen 0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , dan 13̅̅̅̅ . Selanjutnya, pada Tabel 4.3 

ditunjukkan perhitungan operasi perkalian ℤ14 dengan menggunakan tabel 

Cayley. 
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Tabel 4.3 Tabel Cayley Operasi Perkalian ℤ14 untuk Pembagi Nol 

∙ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

2̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 10̅̅̅̅  12̅̅̅̅  0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 10̅̅̅̅  12̅̅̅̅  

3̅ 0̅ 3̅ 6̅ 9̅ 12̅̅̅̅  1̅ 4̅ 7̅ 10̅̅̅̅  13̅̅̅̅  2̅ 5̅ 8̅ 11̅̅̅̅  

4̅ 0̅ 4̅ 8̅ 12̅̅̅̅  2̅ 6̅ 10̅̅̅̅  0̅ 4̅ 8̅ 12̅̅̅̅  2̅ 6̅ 10̅̅̅̅  

5̅ 0̅ 5̅ 10̅̅̅̅  1̅ 6̅ 11̅̅̅̅  2̅ 7̅ 12̅̅̅̅  3̅ 8̅ 13̅̅̅̅  4̅ 9̅ 

6̅ 0̅ 6̅ 12̅̅̅̅  4̅ 10̅̅̅̅  2̅ 8̅ 0̅ 6̅ 12̅̅̅̅  4̅ 10̅̅̅̅  2̅ 8̅ 

7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 

8̅ 0̅ 8̅ 2̅ 10̅̅̅̅  4̅ 12̅̅̅̅  6̅ 0̅ 8̅ 2̅ 10̅̅̅̅  4̅ 12̅̅̅̅  6̅ 

9̅ 0̅ 9̅ 4̅ 13̅̅̅̅  8̅ 3̅ 12̅̅̅̅  7̅ 2̅ 11̅̅̅̅  6̅ 1̅ 10̅̅̅̅  5̅ 

10̅̅̅̅  0̅ 10̅̅̅̅  6̅ 2̅ 12̅̅̅̅  8̅ 4̅ 0̅ 10̅̅̅̅  6̅ 2̅ 12̅̅̅̅  8̅ 4̅ 

11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  8̅ 5̅ 2̅ 13̅̅̅̅  10̅̅̅̅  7̅ 4̅ 1̅ 12̅̅̅̅  9̅ 6̅ 3̅ 

12̅̅̅̅  0̅ 12̅̅̅̅  10̅̅̅̅  8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 0̅ 12̅̅̅̅  10̅̅̅̅  8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 

13̅̅̅̅  0̅ 13̅̅̅̅  12̅̅̅̅  11̅̅̅̅  10̅̅̅̅  9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

 

Misalkan 𝐻 merupakan himpunan pembagi nol dari ℤ14, maka 

berdasarkan Tabel 4.3 𝐻 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 7̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ }. 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah graf yang 

himpunan titiknya terdiri dari semua anggota ℤ14 dan dua titik berbeda  

𝑥, 𝑦 ∈ ℤ14 dikatakan terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  jika dan hanya jika  

𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐻. Pada Tabel 4.4 ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan ℤ14. 

Tabel 4.4 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan ℤ14 untuk Pembagi Nol 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

10̅̅̅̅  10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

11̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  

12̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  

13̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  
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Berdasarkan Tabel 4.4 diperoleh gambar 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 
Gambar 4.3 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝐻 Pembagi Nol 

 

Berdasarkan Gambar 4.3 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu: 

𝑑(0̅, 1̅) = 1 𝑑(0̅, 2̅) = 2 𝑑(0̅, 3̅) = 1 𝑑(0̅, 4̅) = 2 

𝑑(0̅, 5̅) = 1 𝑑(0̅, 6̅) = 2 𝑑(0̅, 7̅) = 3 𝑑(0̅, 8̅) = 2 

𝑑(0̅, 9̅) = 1 𝑑(0̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(0̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(0̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(0̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 2̅) = 1 𝑑(1̅, 3̅) = 2 𝑑(1̅, 4̅) = 1 

𝑑(1̅, 5̅) = 2 𝑑(1̅, 6̅) = 3 𝑑(1̅, 7̅) = 2 𝑑(1̅, 8̅) = 1 

𝑑(1̅, 9̅) = 2 𝑑(1̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(1̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(1̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 3̅) = 1 𝑑(2̅, 4̅) = 2 𝑑(2̅, 5̅) = 3 

𝑑(2̅, 6̅) = 2 𝑑(2̅, 7̅) = 1 𝑑(2̅, 8̅) = 2 𝑑(2̅, 9̅) = 1 

𝑑(2̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(3̅, 4̅) = 3 𝑑(3̅, 5̅) = 2 𝑑(3̅, 6̅) = 1 𝑑(3̅, 7̅) = 2 

𝑑(3̅, 8̅) = 1 𝑑(3̅, 9̅) = 2 𝑑(3̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(3̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(3̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(3̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 5̅) = 1 𝑑(4̅, 6̅) = 2 
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𝑑(4̅, 7̅) = 1 𝑑(4̅, 8̅) = 2 𝑑(4̅, 9̅) = 1 𝑑(4̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(4̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 6̅) = 1 

𝑑(5̅, 7̅) = 2 𝑑(5̅, 8̅) = 1 𝑑(5̅, 9̅) = 2 𝑑(5̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(5̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 7̅) = 1 

𝑑(6̅, 8̅) = 2 𝑑(6̅, 9̅) = 1 𝑑(6̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(6̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 8̅) = 1 𝑑(7̅, 9̅) = 2 

𝑑(7̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(8̅, 9̅) = 1 𝑑(8̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(8̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(8̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(8̅, 13̅̅̅̅ ) = 3 𝑑(9̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(9̅, 12̅̅̅̅ ) = 3 

𝑑(9̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ) = 3 𝑑(10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(10̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(11̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 1  

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 42 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 49. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu: 

𝑟𝑠(0̅) =
28

3
 𝑟𝑠(1̅) =

28

3
 𝑟𝑠(2̅) =

28

3
 𝑟𝑠(3̅) =

28

3
 𝑟𝑠(4̅) =

28

3
 

𝑟𝑠(5̅) =
28

3
 𝑟𝑠(6̅) =

28

3
 𝑟𝑠(7̅) =

28

3
 𝑟𝑠(8̅) =

28

3
 𝑟𝑠(9̅) =

28

3
 

𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) =
28

3
 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) =

28

3
 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) =

28

3
 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) =

28

3
 

 

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 ⋮ 

=
1

2
[42 ∙ [

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
]] 
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=
1

2
[42 ∙

952

9
] 

=
1

2
∙

13328

3
 

=
6664

3
 

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah 
6664

3
. 

 

4.1.4 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝟐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝑯 Himpunan Pembagi Nol dari 

ℤ𝟐𝟐 

Ring bilangan bulat modulo 22 atau dinotasikan dengan ℤ22 memiliki 

elemen 0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ , dan 21̅̅̅̅ . 

Selanjutnya, pada Tabel 4.5 ditunjukkan perhitungan operasi perkalian ℤ22 

dengan menggunakan Cayley. 

Tabel 4.5 Tabel Cayley Operasi Perkalian ℤ22 untuk Pembagi Nol 
∙ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  

2̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 10̅̅̅̅  12̅̅̅̅  14̅̅̅̅  16̅̅̅̅  18̅̅̅̅  20̅̅̅̅  0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 10̅̅̅̅  12̅̅̅̅  14̅̅̅̅  16̅̅̅̅  18̅̅̅̅  20̅̅̅̅  

3̅ 0̅ 3̅ 6̅ 9̅ 12̅̅̅̅  15̅̅̅̅  18̅̅̅̅  21̅̅̅̅  2̅ 5̅ 8̅ 11̅̅̅̅  14̅̅̅̅  17̅̅̅̅  20̅̅̅̅  1̅ 4̅ 7̅ 10̅̅̅̅  13̅̅̅̅  16̅̅̅̅  19̅̅̅̅  

4̅ 0̅ 4̅ 8̅ 12̅̅̅̅  16̅̅̅̅  20̅̅̅̅  2̅ 6̅ 10̅̅̅̅  14̅̅̅̅  18̅̅̅̅  0̅ 4̅ 8̅ 12̅̅̅̅  16̅̅̅̅  20̅̅̅̅  2̅ 6̅ 10̅̅̅̅  14̅̅̅̅  18̅̅̅̅  

5̅ 0̅ 5̅ 10̅̅̅̅  15̅̅̅̅  20̅̅̅̅  3̅ 8̅ 13̅̅̅̅  18̅̅̅̅  1̅ 6̅ 11̅̅̅̅  16̅̅̅̅  21̅̅̅̅  4̅ 9̅ 14̅̅̅̅  19̅̅̅̅  2̅ 7̅ 12̅̅̅̅  17̅̅̅̅  

6̅ 0̅ 6̅ 12̅̅̅̅  18̅̅̅̅  2̅ 8̅ 14̅̅̅̅  20̅̅̅̅  4̅ 10̅̅̅̅  16̅̅̅̅  0̅ 6̅ 12̅̅̅̅  18̅̅̅̅  2̅ 8̅ 14̅̅̅̅  20̅̅̅̅  4̅ 10̅̅̅̅  16̅̅̅̅  

7̅ 0̅ 7̅ 14̅̅̅̅  21̅̅̅̅  6̅ 13̅̅̅̅  20̅̅̅̅  5̅ 12̅̅̅̅  19̅̅̅̅  4̅ 11̅̅̅̅  18̅̅̅̅  3̅ 10̅̅̅̅  17̅̅̅̅  2̅ 9̅ 16̅̅̅̅  1̅ 8̅ 15̅̅̅̅  

8̅ 0̅ 8̅ 16̅̅̅̅  2̅ 10̅̅̅̅  18̅̅̅̅  4̅ 12̅̅̅̅  20̅̅̅̅  6̅ 14̅̅̅̅  0̅ 8̅ 16̅̅̅̅  2̅ 10̅̅̅̅  18̅̅̅̅  4̅ 12̅̅̅̅  20̅̅̅̅  6̅ 14̅̅̅̅  

9̅ 0̅ 9̅ 18̅̅̅̅  5̅ 14̅̅̅̅  1̅ 10̅̅̅̅  19̅̅̅̅  6̅ 15̅̅̅̅  2̅ 11̅̅̅̅  20̅̅̅̅  7̅ 16̅̅̅̅  3̅ 12̅̅̅̅  21̅̅̅̅  8̅ 17̅̅̅̅  4̅ 13̅̅̅̅  

10̅̅̅̅  0̅ 10̅̅̅̅  20̅̅̅̅  8̅ 18̅̅̅̅  6̅ 16̅̅̅̅  4̅ 14̅̅̅̅  2̅ 12̅̅̅̅  0̅ 10̅̅̅̅  20̅̅̅̅  8̅ 18̅̅̅̅  6̅ 16̅̅̅̅  4̅ 14̅̅̅̅  2̅ 12̅̅̅̅  

11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  

12̅̅̅̅  0̅ 12̅̅̅̅  2̅ 14̅̅̅̅  4̅ 16̅̅̅̅  6̅ 18̅̅̅̅  8̅ 20̅̅̅̅  10̅̅̅̅  0̅ 12̅̅̅̅  2̅ 14̅̅̅̅  4̅ 16̅̅̅̅  6̅ 18̅̅̅̅  8̅ 20̅̅̅̅  10̅̅̅̅  

13̅̅̅̅  0̅ 13̅̅̅̅  4̅ 17̅̅̅̅  8̅ 21̅̅̅̅  12̅̅̅̅  3̅ 16̅̅̅̅  7̅ 20̅̅̅̅  11̅̅̅̅  2̅ 15̅̅̅̅  6̅ 19̅̅̅̅  10̅̅̅̅  1̅ 14̅̅̅̅  5̅ 18̅̅̅̅  9̅ 

14̅̅̅̅  0̅ 14̅̅̅̅  6̅ 20̅̅̅̅  12̅̅̅̅  4̅ 18̅̅̅̅  10̅̅̅̅  2̅ 16̅̅̅̅  8̅ 0̅ 14̅̅̅̅  6̅ 20̅̅̅̅  12̅̅̅̅  4̅ 18̅̅̅̅  10̅̅̅̅  2̅ 16̅̅̅̅  8̅ 

15̅̅̅̅  0̅ 15̅̅̅̅  8̅ 1̅ 16̅̅̅̅  9̅ 2̅ 17̅̅̅̅  10̅̅̅̅  3̅ 18̅̅̅̅  11̅̅̅̅  4̅ 19̅̅̅̅  12̅̅̅̅  5̅ 20̅̅̅̅  13̅̅̅̅  6̅ 21̅̅̅̅  14̅̅̅̅  7̅ 

16̅̅̅̅  0̅ 16̅̅̅̅  10̅̅̅̅  4̅ 20̅̅̅̅  14̅̅̅̅  8̅ 2̅ 18̅̅̅̅  12̅̅̅̅  6̅ 0̅ 16̅̅̅̅  10̅̅̅̅  4̅ 20̅̅̅̅  14̅̅̅̅  8̅ 2̅ 18̅̅̅̅  12̅̅̅̅  6̅ 

17̅̅̅̅  0̅ 17̅̅̅̅  12̅̅̅̅  7̅ 2̅ 19̅̅̅̅  14̅̅̅̅  9̅ 4̅ 21̅̅̅̅  16̅̅̅̅  11̅̅̅̅  6̅ 1̅ 18̅̅̅̅  13̅̅̅̅  8̅ 3̅ 20̅̅̅̅  15̅̅̅̅  10̅̅̅̅  5̅ 

18̅̅̅̅  0̅ 18̅̅̅̅  14̅̅̅̅  10̅̅̅̅  6̅ 2̅ 20̅̅̅̅  16̅̅̅̅  12̅̅̅̅  8̅ 4̅ 0̅ 18̅̅̅̅  14̅̅̅̅  10̅̅̅̅  6̅ 2̅ 20̅̅̅̅  16̅̅̅̅  12̅̅̅̅  8̅ 4̅ 

19̅̅̅̅  0̅ 19̅̅̅̅  16̅̅̅̅  13̅̅̅̅  10̅̅̅̅  7̅ 4̅ 1̅ 20̅̅̅̅  17̅̅̅̅  14̅̅̅̅  11̅̅̅̅  8̅ 5̅ 2̅ 21̅̅̅̅  18̅̅̅̅  15̅̅̅̅  12̅̅̅̅  9̅ 6̅ 3̅ 

20̅̅̅̅  0̅ 20̅̅̅̅  18̅̅̅̅  16̅̅̅̅  14̅̅̅̅  12̅̅̅̅  10̅̅̅̅  8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 0̅ 20̅̅̅̅  18̅̅̅̅  16̅̅̅̅  14̅̅̅̅  12̅̅̅̅  10̅̅̅̅  8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 

21̅̅̅̅  0̅ 21̅̅̅̅  20̅̅̅̅  19̅̅̅̅  18̅̅̅̅  17̅̅̅̅  16̅̅̅̅  15̅̅̅̅  14̅̅̅̅  13̅̅̅̅  12̅̅̅̅  11̅̅̅̅  10̅̅̅̅  9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 
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Misalkan 𝐻 merupakan himpunan pembagi nol dari ℤ22, maka 

berdasarkan Tabel 4.5 𝐻 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ }. 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

adalah graf yang himpunan titiknya terdiri dari semua anggota ℤ22 dan dua titik 

berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ22 dikatakan terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  jika dan hanya 

jika 𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐻. Pada Tabel 4.6 ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan 

ℤ22. 

Tabel 4.6 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan ℤ22 untuk Pembagi Nol 
+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

10̅̅̅̅  10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

11̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  

12̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  

13̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  

14̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

15̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  

16̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  

17̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  

18̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  

19̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  

20̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  

21̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  

 

Berdasarkan Tabel 4.6 diperoleh gambar 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 
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Gambar 4.4 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝐻 Pembagi Nol 

 

Berdasarkan Gambar 4.4 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu: 

𝑑(0̅, 1̅) = 1 𝑑(0̅, 2̅) = 2 𝑑(0̅, 3̅) = 1 𝑑(0̅, 4̅) = 2 

𝑑(0̅, 5̅) = 1 𝑑(0̅, 6̅) = 2 𝑑(0̅, 7̅) = 1 𝑑(0̅, 8̅) = 2 

𝑑(0̅, 9̅) = 1 𝑑(0̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(0̅, 11̅̅̅̅ ) = 3 𝑑(0̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(0̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(0̅, 14̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(0̅, 15̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(0̅, 16̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(0̅, 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(0̅, 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(0̅, 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(0̅, 20̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(0̅, 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 2̅) = 1 𝑑(1̅, 3̅) = 2 𝑑(1̅, 4̅) = 1 

𝑑(1̅, 5̅) = 2 𝑑(1̅, 6̅) = 1 𝑑(1̅, 7̅) = 2 𝑑(1̅, 8̅) = 1 

𝑑(1̅, 9̅) = 2 𝑑(1̅, 10̅̅̅̅ ) = 3 𝑑(1̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(1̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(1̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(1̅, 14̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 15̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(1̅, 16̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(1̅, 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(1̅, 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(1̅, 20̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(1̅, 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 3̅) = 1 𝑑(2̅, 4̅) = 2 𝑑(2̅, 5̅) = 1 

𝑑(2̅, 6̅) = 2 𝑑(2̅, 7̅) = 1 𝑑(2̅, 8̅) = 2 𝑑(2̅, 9̅) = 3 

𝑑(2̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 
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𝑑(2̅, 14̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 15̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 17̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(2̅, 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 21̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(3̅, 4̅) = 1 𝑑(3̅, 5̅) = 2 𝑑(3̅, 6̅) = 1 𝑑(3̅, 7̅) = 2 

𝑑(3̅, 8̅) = 3 𝑑(3̅, 9̅) = 2 𝑑(3̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(3̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(3̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(3̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(3̅, 14̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(3̅, 15̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(3̅, 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(3̅, 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(3̅, 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(3̅, 19̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(3̅, 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(3̅, 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 5̅) = 1 𝑑(4̅, 6̅) = 2 

𝑑(4̅, 7̅) = 3 𝑑(4̅, 8̅) = 2 𝑑(4̅, 9̅) = 1 𝑑(4̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(4̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 14̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(4̅, 15̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 18̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(4̅, 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 6̅) = 3 

𝑑(5̅, 7̅) = 2 𝑑(5̅, 8̅) = 1 𝑑(5̅, 9̅) = 2 𝑑(5̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(5̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 14̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(5̅, 15̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 18̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(5̅, 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 7̅) = 1 

𝑑(6̅, 8̅) = 2 𝑑(6̅, 9̅) = 1 𝑑(6̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(6̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 14̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 15̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(6̅, 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 19̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(6̅, 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 8̅) = 1 𝑑(7̅, 9̅) = 2 

𝑑(7̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(7̅, 14̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 15̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 17̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(7̅, 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 21̅̅̅̅ ) = 2 
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𝑑(8̅, 9̅) = 1 𝑑(8̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(8̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(8̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(8̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(8̅, 14̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(8̅, 15̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(8̅, 16̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(8̅, 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(8̅, 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(8̅, 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(8̅, 20̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(8̅, 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(9̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(9̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(9̅, 14̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 15̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(9̅, 16̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(9̅, 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(9̅, 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(9̅, 20̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(9̅, 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(10̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(10̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(10̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(10̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(10̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(10̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(10̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(11̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(11̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(11̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(11̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(11̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(11̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(11̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(11̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(11̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(12̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(12̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(12̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(12̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(12̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(12̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 3 𝑑(13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(13̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(13̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(13̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(13̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(13̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 3 𝑑(13̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(14̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(14̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(14̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 3 

𝑑(14̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(14̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(15̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 3 𝑑(15̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(15̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(15̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(16̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 3 𝑑(16̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(16̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(16̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(16̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(17̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(17̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(17̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(17̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(18̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(18̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(18̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 1 
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𝑑(19̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(19̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(20̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 1  

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 110 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 121. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu: 

𝑟𝑠(0̅) =
46

3
 𝑟𝑠(1̅) =

46

3
 𝑟𝑠(2̅) =

46

3
 𝑟𝑠(3̅) =

46

3
 𝑟𝑠(4̅) =

46

3
 

𝑟𝑠(5̅) =
46

3
 𝑟𝑠(6̅) =

46

3
 𝑟𝑠(7̅) =

46

3
 𝑟𝑠(8̅) =

46

3
 𝑟𝑠(9̅) =

46

3
 

𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) =
46

3
 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) =

46

3
 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) =

46

3
 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) =

46

3
 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) =

46

3
 

𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) =
46

3
 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) =

46

3
 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) =

46

3
 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) =

46

3
 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) =

46

3
 

𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) =
46

3
 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) =

46

3
 

   

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 ⋮ 

=
1

2
[110 ∙ [

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
]] 

=
1

2
[110 ∙

2392

9
] 

=
1

2
∙

2631120

9
 

=
131560

9
 

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah 
131560

9
. 
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4.1.5 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝒑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝑯 Himpunan Pembagi Nol dari 

ℤ𝟐𝒑 

Hasil dari perhitungan sebelumnya, diperoleh data yang berkaitan dengan 

𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dan indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝑝 ∈ {3,5,7,11}. Data 

tersebut ditunjukkan dalam Tabel 4.7 dan Tabel 4.8. 

Tabel 4.7 Tabulasi 𝛧(ℤ2𝑝) dan 𝑟𝑠(𝑢) 

𝒑 𝜡(ℤ𝟐𝒑) 𝒓𝒔(𝒖) 

3 {0̅, 2̅, 3̅, 4̅} 
𝑟𝑠(0̅) = 𝑟𝑠(1̅) = ⋯ = 𝑟𝑠(5̅) 

=
3

2
(3) −

7

6
=

10

3
 

5 {0̅, 2̅, 4̅, 5̅, 6̅, 8̅} 

𝑟𝑠(0̅) = 𝑟𝑠(1̅) = ⋯ = 𝑟𝑠(9̅) 

=
3

2
(5) −

7

6
=

10

3
 

7 {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 7̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ } 
𝑟𝑠(0̅) = 𝑟𝑠(1̅) = ⋯ = 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

=
3

2
(7) −

7

6
=

28

3
 

11 {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ } 
𝑟𝑠(0̅) = 𝑟𝑠(1̅) = ⋯ = 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

=
3

2
(11) −

7

6
=

46

3
 

 

Tabel 4.8 Tabulasi 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝐻 Himpunan Pembagi Nol dari ℤ2𝑝 

𝒑 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝒑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3 

 

5 
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𝒑 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝒑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

7 

 

11 

 
 

Berdasarkan Tabel 4.7 dan Tabel 4.8 diperoleh dugaan yang mendukung 

pembuktian rumus indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

1. 𝛧(ℤ2𝑝) adalah semua elemen genap dari ℤ2𝑝 dan 𝑝 untuk suatu bilangan 

prima 𝑝. 

2. 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah graf bipartit. 

3. 𝑟𝑠(𝑢) =
3

2
𝑝 −

7

6
, ∀𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk suatu bilangan prima 𝑝. 

4. Ada sebanyak 𝑝2 − 𝑝 sisi di 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Untuk mempermudah pembuktian akan didefinisikan 𝐴 = {2𝑚̅̅ ̅̅ |𝑚 =

0,1,2, … , 𝑝 − 1} dan 𝐵 = {2𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|𝑛 = 0,1,2, … , 𝑝 − 1} di mana 𝑝 merupakan 

bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3. 

Lemma 4.1 

Misalkan 𝑝 merupakan bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3. Himpunan pembagi nol dari 

ℤ2𝑝 adalah  
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𝛧(ℤ2𝑝) = {2𝑚̅̅ ̅̅ |𝑚 = 0,1,2, … , 𝑝 − 1} ∪ {𝑝̅}. 

Bukti: 

Jelas bahwa 0 ∈  𝛧(ℤ2𝑝) karena 0 ∙ 𝑦 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑝), ∀𝑦 ∈ ℤ2𝑝.  

Akan dibuktikan bahwa 2𝑚̅̅ ̅̅  dengan 𝑚 = 1,2, … , 𝑝 − 1 merupakan pembagi nol. 

Perhatikan bahwa terdapat 𝑝 ∈ ℤ2𝑝 di mana 2𝑚 ∙ 𝑝 = 2𝑝 ∙ 𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

sehingga jelas bahwa 2𝑚̅̅ ̅̅  dengan 𝑚 = 1,2, … , 𝑝 − 1 merupakan pembagi nol.  

Akibatnya, 𝑝̅ merupakan pembagi nol karena 2𝑚 ∙ 𝑝 = 𝑝 ∙ 2𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑝).  

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa semua bilangan ganjil kecuali 𝑝 bukan 

merupakan pembagi nol. Misalkan 𝑦 ≠ 𝑝 dan 𝑦 bernilai ganjil maka 

𝐹𝑃𝐵(𝑦, 2𝑝) = 1. Dengan demikian, terdapat 𝑥 ∈ ℤ2𝑝 sedemikian sehingga  

𝑥 ∙ 𝑦 = 0 dan dapat dituliskan 𝑥 ∙ 𝑦 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑝) hanya memiliki satu selesaian, 

yaitu 𝑥 = 0. Sehingga 𝑦 bukan merupakan pembagi nol.  

Dengan demikian terbukti bahwa 𝛧(ℤ2𝑝) = {2𝑚̅̅ ̅̅ |𝑚 = 0,1,2, … , 𝑝 − 1} ∪ {𝑝̅}. 

Lemma 4.2 

Misalkan 𝑝 ≥ 3 merupakan bilangan prima dan 𝐻 adalah himpunan pembagi nol 

dari ℤ2𝑝, maka 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ merupakan graf bipartit. 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa semua elemen 𝐴 tidak terhubung langsung dengan 

elemen 𝐴 dan semua elemen 𝐵 tidak terhubung langsung dengan elemen 𝐵. 

Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 dan dapat dituliskan 𝑥 = 2𝑎, 𝑦 = 2𝑏, untuk suatu 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 

maka 𝑥 + 𝑦 = 2𝑎 + 2𝑏 = 2(𝑎 + 𝑏) merupakan pembagi nol.  
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Misalkan 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐵 dan dapat dituliskan 𝑠 = 2𝑎 + 1, 𝑡 = 2𝑏 + 1, untuk suatu 

𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, maka 𝑠 + 𝑡 = (2𝑎 + 1) + (2𝑏 + 1) = 2(𝑎 + 𝑏 + 1) merupakan 

pembagi nol.  

Jadi, 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ merupakan graf bipartit dengan partisi 𝐴 dan 𝐵.   

Lemma 4.3 

Misalkan 𝑝 ≥ 3 merupakan bilangan prima dan 𝐻 adalah himpunan pembagi nol 

dari ℤ2𝑝. Reciprocal status dari 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah  

𝑟𝑠(𝑢) =
3

2
𝑝 −

7

6
. 

Bukti: 

Berdasarkan Lemma 4.2, 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ merupakan graf bipartit dengan partisi 𝐴 dan 

𝐵. Maka semua elemen 𝐴 tidak terhubung langsung dengan elemen 𝐴 sehingga 

dapat dituliskan 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 2, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 dan semua elemen 𝐵 tidak terhubung 

langsung dengan elemen 𝐵 sehingga dapat dituliskan 𝑑(𝑠, 𝑡) ≥ 2, ∀𝑠, 𝑡 ∈ 𝐵.  

Akan dibuktikan bahwa 𝑑(𝑥, 𝑦) = 2, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. Pertama, 𝑑(𝑥, 𝑦) = 2, ∀𝑥, 𝑦 ∈

𝐴\{𝑝 − 1} karena terdapat lintasan 𝑥 − 1 − 𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴\{𝑝 − 1}. {𝑥, 1} ∈

𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) karena 𝑥 + 1 bernilai ganjil dan 𝑥 + 1 ≠ 𝑝. {1, 𝑦} ∈

𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) karena 1 + 𝑦 bernilai ganjil dan 1 + 𝑦 ≠ 𝑝. Kedua, 𝑑(𝑝 −

1, 𝑦) = 2, ∀𝑦 ∈ 𝐴\{𝑝 − 3} karena terdapat lintasan (𝑝 − 1) − 3 − 𝑦, ∀𝑦 ∈

𝐴\{𝑝 − 3}. {𝑝 − 1, 3} ∈ 𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) karena 𝑝 − 1 + 3 = 𝑝 + 2 bernilai 

ganjil dan 𝑝 + 2 ≠ 𝑝. {3, 𝑦} ∈ 𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) karena 3 + 𝑦 bernilai ganjil dan 

3 + 𝑦 ≠ 𝑝. Ketiga, 𝑑(𝑝 − 1, 𝑝 − 3) = 2 karena terdapat lintasan (𝑝 − 1) − 5 −

(𝑝 − 3). {𝑝 − 1, 5} ∈ 𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) karena 𝑝 − 1 + 5 = 𝑝 + 4 bernilai ganjil 
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dan 𝑝 + 4 ≠ 𝑝. {5, 𝑝 − 3} ∈ 𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) karena 5 + 𝑝 − 3 = 𝑝 + 2 bernilai 

ganjil dan 𝑝 + 2 ≠ 𝑝. Dengan demikian 𝑑(𝑥, 𝑦) = 2, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ≠ 𝑦 dan 

dengan cara yang sama diperoleh 𝑑(𝑠, 𝑡) = 2, ∀𝑠, 𝑡 ∈ 𝐵, 𝑠 ≠ 𝑡. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa semua elemen 𝐴 terhubung langsung 

dengan elemen 𝐵 kecuali tepat satu elemen di 𝐵. Misalkan 𝑣 ∈ 𝐴 dan 𝑤 ∈ 𝐵. 

Karena 𝑣 bernilai genap dan 𝑤 bernilai ganjil, maka 𝑣 + 𝑤 adalah bernilai ganjil. 

𝑣 + 𝑤 = 𝑝 jika dan hanya jika 𝑤 = 𝑝 − 𝑣 sedemikian sehingga 𝑣 terhubung 

langsung dengan 𝑤 jika dan hanya jika 𝑤 ≠ 𝑝 − 𝑣. Dengan demikian diperoleh 

{𝑣, 𝑤} ∈ 𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅), ∀𝑣 ∈ 𝐴, 𝑤 ∈ 𝐵, 𝑤 ≠ 𝑝 − 𝑣 atau 𝑑(𝑣, 𝑤) = 1, ∀𝑣 ∈ 𝐴, 

𝑤 ∈ 𝐵, 𝑤 ≠ 𝑝 − 𝑣. 

Karena 𝑣 dan 𝑝 − 𝑣 tidak terhubung langsung dan tidak ada satu titik yang 

terhubung langsung dengan 𝑣 sekaligus 𝑝 − 𝑣, maka 𝑑(𝑣, 𝑝 − 𝑣) ≥ 3. Karena 

terdapat lintasan 𝑣 − (𝑝 − 𝑣 + 1) − (𝑣 + 1) − (𝑝 − 𝑣), maka 𝑑(𝑣, 𝑝 − 𝑣) = 3. 

Dengan demikian 𝑑(𝑣, 𝑝 − 𝑣) = 3, ∀𝑣 ∈ 𝐴. 

Berdasarkan definisi, reciprocal status dari 𝑢1 ∈ 𝑉 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah  

𝑟𝑠(𝑢1) = ∑
1

𝑑(𝑢1, 𝑢2)
𝑢2∈𝑉(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

. 

Karena pasangan titik yang berjarak 2 ada sebanyak 𝑝 − 1, pasangan titik yang 

berjarak  1 ada sebanyak 𝑝 − 1, dan pasangan titik yang berjarak 3 ada 1, maka 

𝑟𝑠(𝑢1) = (𝑝 − 1) ∙
1

2
+ (𝑝 − 1) ∙

1

1
+ 1 ∙

1

3
=

3

2
𝑝 −

7

6
. 

Sehingga diperoleh reciprocal status dari 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah  

𝑟𝑠(𝑢) =
3

2
𝑝 −

7

6
. 
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Lemma 4.4 

Misalkan 𝑝 ≥ 3 merupakan bilangan prima dan 𝐻 adalah himpunan pembagi nol 

dari ℤ2𝑝. Pasangan titik yang terhubung langsung pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ada sebanyak 

𝑝2 − 𝑝. 

Bukti: 

Diketahui bahwa pada ℤ2𝑝 terdapat sebanyak 𝑝 elemen genap. Berdasarkan 

Lemma 4.3 terdapat sebanyak 𝑝 − 1 pasangan titik tiap elemen genap yang 

terhubung langsung dengan semua elemen ganjil pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Maka 

pasangan titik yang terhubung langsung pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ada sebanyak  

𝑝 ∙ (𝑝 − 1) = 𝑝2 − 𝑝. 

Teorema 4.1 

Misalkan 𝑝 ≥ 3 merupakan bilangan prima dan 𝐻 adalah himpunan pembagi nol 

dari ℤ2𝑝. Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ adalah  

𝑉𝐿𝑅𝑆 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =
9

8
𝑝4 −

11

8
𝑝3 −

17

72
𝑝2 +

35

72
𝑝. 

Bukti: 

Berdasarkan definisi, persamaan indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ adalah 

𝑉𝐿𝑅𝑆 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =
1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

. 

Berdasarkan Lemma 4.3 reciprocal status dari 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah  

𝑟𝑠(𝑢) =
3

2
𝑝 −

7

6
, dan berdasarkan Lemma 4.4 pasangan titik yang terhubung 

langsung pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ada sebanyak 𝑝2 − 𝑝. Sehingga diperoleh 
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𝑉𝐿𝑅𝑆 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =
1

2
[[𝑝2 − 𝑝] [(

3

2
𝑝 −

7

6
) + (

3

2
𝑝 −

7

6
) + (

3

2
𝑝 −

7

6
) ∙ (

3

2
𝑝 −

7

6
)]] 

=
1

2
[[𝑝2 − 𝑝] [

9

4
𝑝2 −

1

2
𝑝 −

35

36
]] 

=
1

2
[
9

4
𝑝4 −

11

4
𝑝3 −

17

36
𝑝2 +

35

36
𝑝] 

=
9

8
𝑝4 −

11

8
𝑝3 −

17

72
𝑝2 +

35

72
𝑝. 

 

4.2 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝒑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝑯 Himpunan Unit dari ℤ𝟐𝒑 

4.2.1 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟔)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝑯 Himpunan Unit dari ℤ𝟔 

Ring bilangan bulat modulo 6 atau dinotasikan dengan ℤ6 memiliki 

elemen 0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅ dan 5̅. Selanjutnya, pada Tabel 4.9 ditunjukkan perhitungan 

operasi perkalian ℤ6 dengan menggunakan tabel Cayley. 

Tabel 4.9 Tabel Cayley Operasi Perkalian ℤ6 untuk Unit 

∙ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

2̅ 0̅ 2̅ 4̅ 0̅ 2̅ 4̅ 

3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 

4̅ 0̅ 4̅ 2̅ 0̅ 4̅ 2̅ 

5̅ 0̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

 

Misalkan 𝐻 merupakan himpunan unit dari ℤ6, maka berdasarkan Tabel 

4.9 𝐻 = {1̅, 5̅}. 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ adalah graf yang himpunan titiknya terdiri dari semua 

anggota ℤ6 dan dua titik berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ6 dikatakan terhubung langsung di 

𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐻. Pada Tabel 4.10 ditunjukkan tabel 

Cayley operasi penjumlahan ℤ6. 
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Tabel 4.10 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan ℤ6 untuk Unit 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

 

Berdasarkan Tabel 4.10 diperoleh gambar 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

 
Gambar 4.5 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝐻 Unit 

 

Berdasarkan Gambar 4.5 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu: 

𝑑(0̅, 1̅) = 2 𝑑(0̅, 2̅) = 1 𝑑(0̅, 3̅) = 1 𝑑(0̅, 4̅) = 1 𝑑(0̅, 5̅) = 2 

𝑑(1̅, 2̅) = 1 𝑑(1̅, 3̅) = 1 𝑑(1̅, 4̅) = 2 𝑑(1̅, 5̅) = 1 𝑑(2̅, 3̅) = 2 

𝑑(2̅, 4̅) = 1 𝑑(2̅, 5̅) = 2 𝑑(3̅, 4̅) = 2 𝑑(3̅, 5̅) = 1 𝑑(4̅, 5̅) = 1 

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebanyak 9 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

sebanyak 6. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu: 

𝑟𝑠(0̅) =
1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
=

8

2
= 4 
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𝑟𝑠(1̅) =
1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

8

2
= 4 

𝑟𝑠(2̅) =
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

8

2
= 4 

𝑟𝑠(3̅) =
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
=

8

2
= 4 

𝑟𝑠(4̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

8

2
= 4 

𝑟𝑠(5̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
=

8

2
= 4 

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sebagai berikut: 

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 
=

1

2
[𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(2̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(2̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅)] 

 
=

1

2
[4 + 4 + 4 ∙ 4 + 4 + 4 + 4 ∙ 4 + 4 + 4 + 4 ∙ 4 

+4 + 4 + 4 ∙ 4 + 4 + 4 + 4 ∙ 4 + 4 + 4 + 4 ∙ 4 

+4 + 4 + 4 ∙ 4 + 4 + 4 + 4 ∙ 4 + 4 + 4 + 4 ∙ 4] 
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=

1

2
[9 ∙ [4 + 4 + 4 ∙ 4]] 

=
1

2
[9 ∙ 24] 

=
1

2
∙ 216 

= 108 

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ6)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ adalah 108. 

 

4.2.2 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟏𝟎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝑯 Himpunan Unit dari ℤ𝟏𝟎 

Ring bilangan bulat modulo 10 atau dinotasikan dengan ℤ10 memiliki 

elemen 0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, dan 9̅. Selanjutnya, pada Tabel 2.2 ditunjukkan 

perhitungan operasi perkalian ℤ10 dengan menggunakan tabel Cayley. 

Misalkan 𝐻 merupakan himpunan unit dari ℤ10, maka berdasarkan Tabel 

2.2 𝐻 = {1̅, 3̅, 7̅, 9̅}. 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah graf yang himpunan titiknya terdiri dari 

semua anggota ℤ10 dan dua titik berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ10 dikatakan terhubung 

langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐻. Pada Tabel 4.11 

ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan ℤ10. 

Tabel 4.11 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan ℤ10 untuk Unit 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 
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Berdasarkan Tabel 4.11 diperoleh gambar 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 
Gambar 4.6 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝐻 Unit 

 

Berdasarkan Gambar 4.6 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu: 

𝑑(0̅, 1̅) = 2 𝑑(0̅, 2̅) = 1 𝑑(0̅, 3̅) = 2 𝑑(0̅, 4̅) = 1 𝑑(0̅, 5̅) = 1 

𝑑(0̅, 6̅) = 1 𝑑(0̅, 7̅) = 2 𝑑(0̅, 8̅) = 1 𝑑(0̅, 9̅) = 2 𝑑(1̅, 2̅) = 2 

𝑑(1̅, 3̅) = 1 𝑑(1̅, 4̅) = 1 𝑑(1̅, 5̅) = 1 𝑑(1̅, 6̅) = 2 𝑑(1̅, 7̅) = 1 

𝑑(1̅, 8̅) = 2 𝑑(1̅, 9̅) = 1 𝑑(2̅, 3̅) = 1 𝑑(2̅, 4̅) = 1 𝑑(2̅, 5̅) = 2 

𝑑(2̅, 6̅) = 1 𝑑(2̅, 7̅) = 2 𝑑(2̅, 8̅) = 1 𝑑(2̅, 9̅) = 2 𝑑(3̅, 4̅) = 2 

𝑑(3̅, 5̅) = 1 𝑑(3̅, 6̅) = 2 𝑑(3̅, 7̅) = 1 𝑑(3̅, 8̅) = 2 𝑑(3̅, 9̅) = 1 

𝑑(4̅, 5̅) = 2 𝑑(4̅, 6̅) = 1 𝑑(4̅, 7̅) = 2 𝑑(4̅, 8̅) = 1 𝑑(4̅, 9̅) = 2 

𝑑(5̅, 6̅) = 2 𝑑(5̅, 7̅) = 1 𝑑(5̅, 8̅) = 2 𝑑(5̅, 9̅) = 1 𝑑(6̅, 7̅) = 2 

𝑑(6̅, 8̅) = 1 𝑑(6̅, 9̅) = 1 𝑑(7̅, 8̅) = 1 𝑑(7̅, 9̅) = 1 𝑑(8̅, 9̅) = 2 

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 25 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 20. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu: 
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𝑟𝑠(0̅) = 7 𝑟𝑠(1̅) = 7 𝑟𝑠(2̅) = 7 𝑟𝑠(3̅) = 7 𝑟𝑠(4̅) = 7 

𝑟𝑠(5̅) = 7 𝑟𝑠(6̅) = 7 𝑟𝑠(7̅) = 7 𝑟𝑠(8̅) = 7 𝑟𝑠(9̅) = 7 

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 ⋮ 

=
1

2
[25 ∙ [7 + 7 + 7 ∙ 7]] 

=
1

2
[25 ∙ 63] 

=
1

2
∙ 1575 

=
1575

2
 

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah 
1575

2
. 

 

4.2.3 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟏𝟒)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝑯 Himpunan Unit dari ℤ𝟏𝟒 

Ring bilangan bulat modulo 14 atau dinotasikan dengan ℤ14 memiliki 

elemen 0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , dan 13̅̅̅̅ . Selanjutnya, pada Tabel 4.12 

ditunjukkan perhitungan operasi perkalian ℤ14 dengan menggunakan tabel 

Cayley. 
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Tabel 4.12 Tabel Cayley Operasi Perkalian ℤ14 untuk Unit 

∙ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

2̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 10̅̅̅̅  12̅̅̅̅  0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 10̅̅̅̅  12̅̅̅̅  

3̅ 0̅ 3̅ 6̅ 9̅ 12̅̅̅̅  1̅ 4̅ 7̅ 10̅̅̅̅  13̅̅̅̅  2̅ 5̅ 8̅ 11̅̅̅̅  

4̅ 0̅ 4̅ 8̅ 12̅̅̅̅  2̅ 6̅ 10̅̅̅̅  0̅ 4̅ 8̅ 12̅̅̅̅  2̅ 6̅ 10̅̅̅̅  

5̅ 0̅ 5̅ 10̅̅̅̅  1̅ 6̅ 11̅̅̅̅  2̅ 7̅ 12̅̅̅̅  3̅ 8̅ 13̅̅̅̅  4̅ 9̅ 

6̅ 0̅ 6̅ 12̅̅̅̅  4̅ 10̅̅̅̅  2̅ 8̅ 0̅ 6̅ 12̅̅̅̅  4̅ 10̅̅̅̅  2̅ 8̅ 

7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 0̅ 7̅ 

8̅ 0̅ 8̅ 2̅ 10̅̅̅̅  4̅ 12̅̅̅̅  6̅ 0̅ 8̅ 2̅ 10̅̅̅̅  4̅ 12̅̅̅̅  6̅ 

9̅ 0̅ 9̅ 4̅ 13̅̅̅̅  8̅ 3̅ 12̅̅̅̅  7̅ 2̅ 11̅̅̅̅  6̅ 1̅ 10̅̅̅̅  5̅ 

10̅̅̅̅  0̅ 10̅̅̅̅  6̅ 2̅ 12̅̅̅̅  8̅ 4̅ 0̅ 10̅̅̅̅  6̅ 2̅ 12̅̅̅̅  8̅ 4̅ 

11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  8̅ 5̅ 2̅ 13̅̅̅̅  10̅̅̅̅  7̅ 4̅ 1̅ 12̅̅̅̅  9̅ 6̅ 3̅ 

12̅̅̅̅  0̅ 12̅̅̅̅  10̅̅̅̅  8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 0̅ 12̅̅̅̅  10̅̅̅̅  8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 

13̅̅̅̅  0̅ 13̅̅̅̅  12̅̅̅̅  11̅̅̅̅  10̅̅̅̅  9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

 

Misalkan 𝐻 merupakan himpunan unit dari ℤ14, maka berdasarkan Tabel 

4.12 𝐻 = {1̅, 3̅, 5̅, 9̅, 11̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ }. 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah graf yang himpunan titiknya 

terdiri dari semua anggota ℤ14 dan dua titik berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ14 dikatakan 

terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐻. Pada Tabel 4.13 

ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan ℤ14. 

Tabel 4.13 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan ℤ14 untuk Unit 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

10̅̅̅̅  10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

11̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  

12̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  

13̅̅̅̅  13̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  

 



56 

 

Berdasarkan Tabel 4.13 diperoleh gambar 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 
Gambar 4.7 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝐻 Unit 

 

Berdasarkan Gambar 4.7 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu: 

𝑑(0̅, 1̅) = 2 𝑑(0̅, 2̅) = 1 𝑑(0̅, 3̅) = 2 𝑑(0̅, 4̅) = 1 

𝑑(0̅, 5̅) = 2 𝑑(0̅, 6̅) = 1 𝑑(0̅, 7̅) = 1 𝑑(0̅, 8̅) = 1 

𝑑(0̅, 9̅) = 2 𝑑(0̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(0̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(0̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(0̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(1̅, 2̅) = 2 𝑑(1̅, 3̅) = 1 𝑑(1̅, 4̅) = 2 

𝑑(1̅, 5̅) = 1 𝑑(1̅, 6̅) = 1 𝑑(1̅, 7̅) = 1 𝑑(1̅, 8̅) = 2 

𝑑(1̅, 9̅) = 1 𝑑(1̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(1̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(1̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 3̅) = 2 𝑑(2̅, 4̅) = 1 𝑑(2̅, 5̅) = 1 

𝑑(2̅, 6̅) = 1 𝑑(2̅, 7̅) = 2 𝑑(2̅, 8̅) = 1 𝑑(2̅, 9̅) = 2 

𝑑(2̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(3̅, 4̅) = 1 𝑑(3̅, 5̅) = 1 𝑑(3̅, 6̅) = 2 𝑑(3̅, 7̅) = 1 

𝑑(3̅, 8̅) = 2 𝑑(3̅, 9̅) = 1 𝑑(3̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(3̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(3̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(3̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 5̅) = 2 𝑑(4̅, 6̅) = 1 
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𝑑(4̅, 7̅) = 2 𝑑(4̅, 8̅) = 1 𝑑(4̅, 9̅) = 2 𝑑(4̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(4̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 6̅) = 2 

𝑑(5̅, 7̅) = 1 𝑑(5̅, 8̅) = 2 𝑑(5̅, 9̅) = 1 𝑑(5̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(5̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 7̅) = 2 

𝑑(6̅, 8̅) = 1 𝑑(6̅, 9̅) = 2 𝑑(6̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(6̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 8̅) = 2 𝑑(7̅, 9̅) = 1 

𝑑(7̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(8̅, 9̅) = 2 𝑑(8̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(8̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(8̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(8̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(9̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(9̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(11̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 2  

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 49 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 42. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu: 

𝑟𝑠(0̅) = 10 𝑟𝑠(1̅) = 10 𝑟𝑠(2̅) = 10 𝑟𝑠(3̅) = 10 𝑟𝑠(4̅) = 10 

𝑟𝑠(5̅) = 10 𝑟𝑠(6̅) = 10 𝑟𝑠(7̅) = 10 𝑟𝑠(8̅) = 10 𝑟𝑠(9̅) = 10 

𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) = 10 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) = 10 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) = 10 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) = 10  

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 ⋮ 

=
1

2
[49 ∙ [10 + 10 + 10 ∙ 10]] 
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=
1

2
[25 ∙ 120] 

=
1

2
∙ 5880 

= 2940 

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah 2940. 

 

4.2.4 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝟐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝑯 Himpunan Unit dari ℤ𝟐𝟐 

Ring bilangan bulat modulo 22 atau dinotasikan dengan ℤ22 memiliki 

elemen 0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ , dan 21̅̅̅̅ . 

Selanjutnya, pada Tabel 4.14 ditunjukkan perhitungan operasi perkalian ℤ22 

dengan menggunakan tabel Cayley. 

Tabel 4.14 Tabel Cayley Operasi Perkalian ℤ22 untuk Unit 
∙ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

1̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  

2̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 10̅̅̅̅  12̅̅̅̅  14̅̅̅̅  16̅̅̅̅  18̅̅̅̅  20̅̅̅̅  0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 10̅̅̅̅  12̅̅̅̅  14̅̅̅̅  16̅̅̅̅  18̅̅̅̅  20̅̅̅̅  

3̅ 0̅ 3̅ 6̅ 9̅ 12̅̅̅̅  15̅̅̅̅  18̅̅̅̅  21̅̅̅̅  2̅ 5̅ 8̅ 11̅̅̅̅  14̅̅̅̅  17̅̅̅̅  20̅̅̅̅  1̅ 4̅ 7̅ 10̅̅̅̅  13̅̅̅̅  16̅̅̅̅  19̅̅̅̅  

4̅ 0̅ 4̅ 8̅ 12̅̅̅̅  16̅̅̅̅  20̅̅̅̅  2̅ 6̅ 10̅̅̅̅  14̅̅̅̅  18̅̅̅̅  0̅ 4̅ 8̅ 12̅̅̅̅  16̅̅̅̅  20̅̅̅̅  2̅ 6̅ 10̅̅̅̅  14̅̅̅̅  18̅̅̅̅  

5̅ 0̅ 5̅ 10̅̅̅̅  15̅̅̅̅  20̅̅̅̅  3̅ 8̅ 13̅̅̅̅  18̅̅̅̅  1̅ 6̅ 11̅̅̅̅  16̅̅̅̅  21̅̅̅̅  4̅ 9̅ 14̅̅̅̅  19̅̅̅̅  2̅ 7̅ 12̅̅̅̅  17̅̅̅̅  

6̅ 0̅ 6̅ 12̅̅̅̅  18̅̅̅̅  2̅ 8̅ 14̅̅̅̅  20̅̅̅̅  4̅ 10̅̅̅̅  16̅̅̅̅  0̅ 6̅ 12̅̅̅̅  18̅̅̅̅  2̅ 8̅ 14̅̅̅̅  20̅̅̅̅  4̅ 10̅̅̅̅  16̅̅̅̅  

7̅ 0̅ 7̅ 14̅̅̅̅  21̅̅̅̅  6̅ 13̅̅̅̅  20̅̅̅̅  5̅ 12̅̅̅̅  19̅̅̅̅  4̅ 11̅̅̅̅  18̅̅̅̅  3̅ 10̅̅̅̅  17̅̅̅̅  2̅ 9̅ 16̅̅̅̅  1̅ 8̅ 15̅̅̅̅  

8̅ 0̅ 8̅ 16̅̅̅̅  2̅ 10̅̅̅̅  18̅̅̅̅  4̅ 12̅̅̅̅  20̅̅̅̅  6̅ 14̅̅̅̅  0̅ 8̅ 16̅̅̅̅  2̅ 10̅̅̅̅  18̅̅̅̅  4̅ 12̅̅̅̅  20̅̅̅̅  6̅ 14̅̅̅̅  

9̅ 0̅ 9̅ 18̅̅̅̅  5̅ 14̅̅̅̅  1̅ 10̅̅̅̅  19̅̅̅̅  6̅ 15̅̅̅̅  2̅ 11̅̅̅̅  20̅̅̅̅  7̅ 16̅̅̅̅  3̅ 12̅̅̅̅  21̅̅̅̅  8̅ 17̅̅̅̅  4̅ 13̅̅̅̅  

10̅̅̅̅  0̅ 10̅̅̅̅  20̅̅̅̅  8̅ 18̅̅̅̅  6̅ 16̅̅̅̅  4̅ 14̅̅̅̅  2̅ 12̅̅̅̅  0̅ 10̅̅̅̅  20̅̅̅̅  8̅ 18̅̅̅̅  6̅ 16̅̅̅̅  4̅ 14̅̅̅̅  2̅ 12̅̅̅̅  

11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  0̅ 11̅̅̅̅  

12̅̅̅̅  0̅ 12̅̅̅̅  2̅ 14̅̅̅̅  4̅ 16̅̅̅̅  6̅ 18̅̅̅̅  8̅ 20̅̅̅̅  10̅̅̅̅  0̅ 12̅̅̅̅  2̅ 14̅̅̅̅  4̅ 16̅̅̅̅  6̅ 18̅̅̅̅  8̅ 20̅̅̅̅  10̅̅̅̅  

13̅̅̅̅  0̅ 13̅̅̅̅  4̅ 17̅̅̅̅  8̅ 21̅̅̅̅  12̅̅̅̅  3̅ 16̅̅̅̅  7̅ 20̅̅̅̅  11̅̅̅̅  2̅ 15̅̅̅̅  6̅ 19̅̅̅̅  10̅̅̅̅  1̅ 14̅̅̅̅  5̅ 18̅̅̅̅  9̅ 

14̅̅̅̅  0̅ 14̅̅̅̅  6̅ 20̅̅̅̅  12̅̅̅̅  4̅ 18̅̅̅̅  10̅̅̅̅  2̅ 16̅̅̅̅  8̅ 0̅ 14̅̅̅̅  6̅ 20̅̅̅̅  12̅̅̅̅  4̅ 18̅̅̅̅  10̅̅̅̅  2̅ 16̅̅̅̅  8̅ 

15̅̅̅̅  0̅ 15̅̅̅̅  8̅ 1̅ 16̅̅̅̅  9̅ 2̅ 17̅̅̅̅  10̅̅̅̅  3̅ 18̅̅̅̅  11̅̅̅̅  4̅ 19̅̅̅̅  12̅̅̅̅  5̅ 20̅̅̅̅  13̅̅̅̅  6̅ 21̅̅̅̅  14̅̅̅̅  7̅ 

16̅̅̅̅  0̅ 16̅̅̅̅  10̅̅̅̅  4̅ 20̅̅̅̅  14̅̅̅̅  8̅ 2̅ 18̅̅̅̅  12̅̅̅̅  6̅ 0̅ 16̅̅̅̅  10̅̅̅̅  4̅ 20̅̅̅̅  14̅̅̅̅  8̅ 2̅ 18̅̅̅̅  12̅̅̅̅  6̅ 

17̅̅̅̅  0̅ 17̅̅̅̅  12̅̅̅̅  7̅ 2̅ 19̅̅̅̅  14̅̅̅̅  9̅ 4̅ 21̅̅̅̅  16̅̅̅̅  11̅̅̅̅  6̅ 1̅ 18̅̅̅̅  13̅̅̅̅  8̅ 3̅ 20̅̅̅̅  15̅̅̅̅  10̅̅̅̅  5̅ 

18̅̅̅̅  0̅ 18̅̅̅̅  14̅̅̅̅  10̅̅̅̅  6̅ 2̅ 20̅̅̅̅  16̅̅̅̅  12̅̅̅̅  8̅ 4̅ 0̅ 18̅̅̅̅  14̅̅̅̅  10̅̅̅̅  6̅ 2̅ 20̅̅̅̅  16̅̅̅̅  12̅̅̅̅  8̅ 4̅ 

19̅̅̅̅  0̅ 19̅̅̅̅  16̅̅̅̅  13̅̅̅̅  10̅̅̅̅  7̅ 4̅ 1̅ 20̅̅̅̅  17̅̅̅̅  14̅̅̅̅  11̅̅̅̅  8̅ 5̅ 2̅ 21̅̅̅̅  18̅̅̅̅  15̅̅̅̅  12̅̅̅̅  9̅ 6̅ 3̅ 

20̅̅̅̅  0̅ 20̅̅̅̅  18̅̅̅̅  16̅̅̅̅  14̅̅̅̅  12̅̅̅̅  10̅̅̅̅  8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 0̅ 20̅̅̅̅  18̅̅̅̅  16̅̅̅̅  14̅̅̅̅  12̅̅̅̅  10̅̅̅̅  8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 

21̅̅̅̅  0̅ 21̅̅̅̅  20̅̅̅̅  19̅̅̅̅  18̅̅̅̅  17̅̅̅̅  16̅̅̅̅  15̅̅̅̅  14̅̅̅̅  13̅̅̅̅  12̅̅̅̅  11̅̅̅̅  10̅̅̅̅  9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

 

Misalkan 𝐻 merupakan himpunan unit dari ℤ22, maka berdasarkan Tabel 

4.14 𝐻 = {1̅, 3̅, 5̅, 7̅, 9̅, 13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ }. 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah graf yang himpunan 
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titiknya terdiri dari semua anggota ℤ22 dan dua titik berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ22 dikatakan 

terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐻. Pada Tabel 4.15 

ditunjukkan tabel Cayley operasi penjumlahan ℤ22. 

Tabel 4.15 Tabel Cayley Operasi Penjumlahan ℤ22 untuk Unit 
+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

10̅̅̅̅  10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

11̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  

12̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  

13̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  

14̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  

15̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  

16̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  

17̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  

18̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  

19̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  

20̅̅̅̅  20̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  

21̅̅̅̅  21̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  12̅̅̅̅  13̅̅̅̅  14̅̅̅̅  15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  18̅̅̅̅  19̅̅̅̅  20̅̅̅̅  

 

Berdasarkan Tabel 4.15 diperoleh gambar 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 
Gambar 4.8 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝐻 Unit 
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Berdasarkan Gambar 4.8 diperoleh jarak tiap pasangan titiknya, yaitu: 

𝑑(0̅, 1̅) = 2 𝑑(0̅, 2̅) = 1 𝑑(0̅, 3̅) = 2 𝑑(0̅, 4̅) = 1 

𝑑(0̅, 5̅) = 2 𝑑(0̅, 6̅) = 1 𝑑(0̅, 7̅) = 2 𝑑(0̅, 8̅) = 1 

𝑑(0̅, 9̅) = 2 𝑑(0̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(0̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(0̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(0̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(0̅, 14̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(0̅, 15̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(0̅, 16̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(0̅, 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(0̅, 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(0̅, 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(0̅, 20̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(0̅, 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(1̅, 2̅) = 2 𝑑(1̅, 3̅) = 1 𝑑(1̅, 4̅) = 2 

𝑑(1̅, 5̅) = 1 𝑑(1̅, 6̅) = 2 𝑑(1̅, 7̅) = 1 𝑑(1̅, 8̅) = 2 

𝑑(1̅, 9̅) = 1 𝑑(1̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(1̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 14̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(1̅, 15̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 16̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(1̅, 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(1̅, 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(1̅, 20̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(1̅, 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 3̅) = 2 𝑑(2̅, 4̅) = 1 𝑑(2̅, 5̅) = 2 

𝑑(2̅, 6̅) = 1 𝑑(2̅, 7̅) = 2 𝑑(2̅, 8̅) = 1 𝑑(2̅, 9̅) = 1 

𝑑(2̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(2̅, 14̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 15̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 17̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(2̅, 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(2̅, 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(2̅, 21̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(3̅, 4̅) = 2 𝑑(3̅, 5̅) = 1 𝑑(3̅, 6̅) = 2 𝑑(3̅, 7̅) = 1 

𝑑(3̅, 8̅) = 1 𝑑(3̅, 9̅) = 1 𝑑(3̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(3̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(3̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(3̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(3̅, 14̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(3̅, 15̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(3̅, 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(3̅, 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(3̅, 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(3̅, 19̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(3̅, 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(3̅, 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 5̅) = 2 𝑑(4̅, 6̅) = 1 

𝑑(4̅, 7̅) = 1 𝑑(4̅, 8̅) = 1 𝑑(4̅, 9̅) = 2 𝑑(4̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(4̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 14̅̅̅̅ ) = 1 
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𝑑(4̅, 15̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 18̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(4̅, 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(4̅, 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(4̅, 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 6̅) = 1 

𝑑(5̅, 7̅) = 1 𝑑(5̅, 8̅) = 2 𝑑(5̅, 9̅) = 1 𝑑(5̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(5̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 14̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(5̅, 15̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 18̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(5̅, 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(5̅, 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(5̅, 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 7̅) = 2 

𝑑(6̅, 8̅) = 1 𝑑(6̅, 9̅) = 2 𝑑(6̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(6̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 14̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 15̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(6̅, 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(6̅, 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 19̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(6̅, 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(6̅, 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 8̅) = 2 𝑑(7̅, 9̅) = 1 

𝑑(7̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(7̅, 14̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 15̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 17̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(7̅, 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(7̅, 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(7̅, 21̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(8̅, 9̅) = 2 𝑑(8̅, 10̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(8̅, 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(8̅, 12̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(8̅, 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(8̅, 14̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(8̅, 15̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(8̅, 16̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(8̅, 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(8̅, 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(8̅, 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(8̅, 20̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(8̅, 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(9̅, 10̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(9̅, 11̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 12̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(9̅, 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 14̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(9̅, 15̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 16̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(9̅, 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(9̅, 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(9̅, 20̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(9̅, 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(10̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(10̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(10̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(10̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(10̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 2 
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𝑑(11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(11̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(11̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(11̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(11̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(11̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(11̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(11̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(11̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(11̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(12̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(12̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(12̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(12̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(12̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(12̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(13̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(13̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(13̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(13̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(13̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(13̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(14̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(14̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(14̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(14̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(14̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(15̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(15̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(15̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(15̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(16̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(16̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(16̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(16̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 1 

𝑑(16̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(17̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(17̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(17̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(17̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(18̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(18̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(18̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 2 

𝑑(19̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ) = 2 𝑑(19̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 1 𝑑(20̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ ) = 2  

Dari data yang diperoleh pasangan titik terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 121 dan pasangan titik tidak terhubung langsung pada 

𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebanyak 110. Sehingga diperoleh reciprocal status jaraknya, yaitu: 

𝑟𝑠(0̅) = 16 𝑟𝑠(1̅) = 16 𝑟𝑠(2̅) = 16 𝑟𝑠(3̅) = 16 𝑟𝑠(4̅) = 16 

𝑟𝑠(5̅) = 16 𝑟𝑠(6̅) = 16 𝑟𝑠(7̅) = 16 𝑟𝑠(8̅) = 16 𝑟𝑠(9̅) = 16 

𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) = 16 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) = 16 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) = 16 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) = 16 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) = 16 

𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) = 16 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) = 16 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) = 16 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) = 16 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) = 16 

𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) = 16 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) = 16    

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 
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𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 ⋮ 

=
1

2
[121 ∙ [16 + 16 + 16 ∙ 16]] 

=
1

2
[121 ∙ 1288] 

=
1

2
∙ 34848 

= 17424 

Jadi, diperoleh nilai indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  adalah 17424. 

 

4.2.5 Indeks VLRS pada 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝒑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dengan 𝑯 Himpunan Unit dari ℤ𝟐𝒑 

Hasil dari perhitungan sebelumnya, diperoleh data yang berkaitan dengan 

𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dan indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝑝 ∈ {3,5,7,11}. Data 

tersebut ditunjukkan dalam Tabel 4.16 dan Tabel 4.17. 

Tabel 4.16 Tabulasi 𝑈(ℤ2𝑝) dan 𝑟𝑠(𝑢) 

𝒑 𝑼(ℤ𝟐𝒑) 𝒓𝒔(𝒖) 

3 {1̅, 5̅} 

𝑟𝑠(0̅) = 𝑟𝑠(1̅) = ⋯ = 𝑟𝑠(5̅) 

=
3

2
(3) −

1

2
= 4 

5 {1̅, 3̅, 7̅, 9̅} 
𝑟𝑠(0̅) = 𝑟𝑠(1̅) = ⋯ = 𝑟𝑠(9̅) 

=
3

2
(5) −

1

2
= 7 

7 {1̅, 3̅, 5̅, 9̅, 11̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ } 
𝑟𝑠(0̅) = 𝑟𝑠(1̅) = ⋯ = 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

=
3

2
(7) −

1

2
= 10 

11 {1̅, 3̅, 5̅, 7̅, 9̅, 13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ } 
𝑟𝑠(0̅) = 𝑟𝑠(1̅) = ⋯ = 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

=
3

2
(11) −

1

2
= 16 
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Tabel 4.17 Tabulasi 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dengan 𝐻 Himpunan Unit dari ℤ2𝑝 

𝒑 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝒑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3 

 

5 

 

7 

 

11 

 
 

Berdasarkan Tabel 4.16 dan Tabel 4.17 diperoleh dugaan yang mendukung 

pembuktian rumus indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

1. 𝑈(ℤ2𝑝) adalah semua elemen ganjil dari ℤ2𝑝 kecuali 𝑝 untuk suatu 

bilangan prima 𝑝. 

2. 𝑟𝑠(𝑢) =
3

2
𝑝 −

1

2
, ∀𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) untuk suatu bilangan prima 𝑝. 
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3. Ada sebanyak 𝑝2 sisi di 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Untuk mempermudah pembuktian akan didefinisikan 𝐴 = {2𝑚̅̅ ̅̅ |𝑚 =

0,1,2, … , 𝑝 − 1} dan 𝐵 = {2𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|𝑛 = 0,1,2, … , 𝑝 − 1} di mana 𝑝 merupakan 

bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3. 

Lemma 4.5 

Misalkan 𝑝 merupakan bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3. Himpunan unit dari ℤ2𝑝 adalah  

𝑈(ℤ2𝑝) = {𝑛̅|𝑛 ∉ {2𝑚̅̅ ̅̅ |𝑚 = 0,1,2, … , 𝑝 − 1} ∪ {𝑝̅}}. 

Bukti: 

Jelas bahwa 0 ∉ 𝑈(ℤ2𝑝) karena 0 ∙ 𝑦 = 𝑦 ∙ 0 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑝), ∀𝑦 ∈ ℤ2𝑝.  

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 2𝑚̅̅ ̅̅  dengan 𝑚 = 0,1,2, … , 𝑝 − 1 bukan 

merupakan unit. Perhatikan bahwa terdapat 𝑝 ∈ ℤ2𝑝 di mana 2𝑚 ∙ 𝑝 = 𝑝 ∙ 2𝑚 ≢

1(𝑚𝑜𝑑 2𝑝) sehingga jelas bahwa 2𝑚̅̅ ̅̅  dengan 𝑚 = 1,2, … , 𝑝 − 1 bukan 

merupakan unit.  

Akibatnya, 𝑝̅ bukan merupakan unit karena 2𝑚 ∙ 𝑝 = 𝑝 ∙ 2𝑚 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑝).  

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa semua bilangan ganjil kecuali 𝑝 merupakan 

unit. Misalkan 𝑛 ∈ ℤ2𝑝 dengan 𝑛 ∉ {𝑛̅|𝑛 ∉ {2𝑚̅̅ ̅̅ |𝑚 = 0,1,2, … , 𝑝 − 1} ∪ {𝑝̅}} 

maka 𝐹𝑃𝐵(𝑛, 2𝑝) = 1. Dengan demikian, 𝑛 ∈ 𝑈(ℤ2𝑝) jika dan hanya jika 

terdapat 𝑥 ∈ ℤ2𝑝 sedemikian sehingga 𝑥 ∙ 𝑛 = 1 dan dapat dituliskan 𝑥 ∙ 𝑛 ≡

1(𝑚𝑜𝑑 2𝑝) memiliki selesaian.  

Dengan demikian terbukti bahwa  

𝑈(ℤ2𝑝) = {𝑛̅|𝑛 ∉ {2𝑚̅̅ ̅̅ |𝑚 = 0,1,2, … , 𝑝 − 1} ∪ {𝑝̅}}. 
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Lemma 4.6 

Misalkan 𝑝 ≥ 3 merupakan bilangan prima dan 𝐻 himpunan unit dari ℤ2𝑝. 

Reciprocal status dari 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah  

𝑟𝑠(𝑢) =
3

2
𝑝 −

1

2
. 

Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa semua elemen 𝐴 terhubung langsung dengan elemen 𝐴 

dan semua elemen 𝐵 terhubung langsung dengan elemen 𝐵. 

Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, maka 𝑥 + 𝑦 bernilai genap. Dengan demikian 𝑥 terhubung 

langsung dengan 𝑦. Sehingga diperoleh {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 atau 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 1, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ≠ 𝑦. 

Misalkan 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐵, maka 𝑠 + 𝑡 bernilai genap. Dengan demikian 𝑠 terhubung 

langsung dengan 𝑡. Sehingga diperoleh {𝑠, 𝑡} ∈ 𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅), ∀𝑠, 𝑡 ∈ 𝐴 atau 

𝑑(𝑠, 𝑡) = 1, ∀𝑠, 𝑡 ∈ 𝐴, 𝑠 ≠ 𝑡. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa semua elemen 𝐴 terhubung langsung 

dengan tepat satu elemen di 𝐵. Misalkan 𝑣 ∈ 𝐴 dan 𝑤 ∈ 𝐵. Karena 𝑣 bernilai 

genap dan 𝑤 bernilai ganjil, maka 𝑣 + 𝑤 adalah bernilai ganjil. 𝑣 + 𝑤 = 𝑝 jika 

dan hanya jika 𝑤 = 𝑝 − 𝑣 sedemikian sehingga 𝑣 terhubung langsung dengan 𝑤 

jika dan hanya jika 𝑤 = 𝑝 − 𝑣. Dengan demikian diperoleh {𝑣, 𝑤} ∈

𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅), ∀𝑣 ∈ 𝐴, 𝑤 ∈ 𝐵, 𝑤 = 𝑝 − 𝑣.  

Akibatnya, 𝑑(𝑣, 𝑤) ≥ 2, ∀𝑣 ∈ 𝐴, 𝑤 ∈ 𝐵, 𝑤 ≠ 𝑝 − 𝑣. Karena terdapat lintasan 

𝑣 − (𝑝 − 𝑣) − 𝑤, ∀𝑣 ∈ 𝐴, 𝑤 ∈ 𝐵, 𝑤 ≠ 𝑝 − 𝑣. {𝑣, 𝑝 − 𝑣} ∈ 𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

karena 𝑣 + 𝑝 − 𝑣 = 𝑝. {𝑝 − 𝑣, 𝑤} ∈ 𝐸 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) karena 𝑝 − 𝑣 + 𝑤 bernilai 
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genap. Dengan demikian diperoleh 𝑑(𝑣, 𝑤) = 2, ∀𝑣 ∈ 𝐴, 𝑤 ∈ 𝐵, 𝑤 ≠ 𝑝 − 𝑣 dan 

𝑑(𝑣, 𝑝 − 𝑣) = 1, ∀𝑣 ∈ 𝐴. 

Berdasarkan definisi, reciprocal status dari 𝑢1 ∈ 𝑉 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah  

𝑟𝑠(𝑢1) = ∑
1

𝑑(𝑢1, 𝑢2)
𝑢2∈𝑉(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

. 

Karena pasangan titik yang berjarak 1 ada sebanyak 𝑝 − 1 + 1 = 𝑝, dan 

pasangan titik yang berjarak 2 ada sebanyak 𝑝 − 1, maka  

𝑟𝑠(𝑢1) = (𝑝) ∙
1

1
+ (𝑝 − 1) ∙

1

2
=

3

2
𝑝 −

1

2
. 

Sehingga diperoleh reciprocal status dari 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah  

𝑟𝑠(𝑢) =
3

2
𝑝 −

1

2
. 

Proposisi 4.6 

Himpunan unit merupakan komplemen dari pembagi nol dalam ℤ2𝑝. 

Bukti dari Proposisi 4.6 langsung diturunkan dari Lemma 4.3 dan Lemma 4.6. 

Lemma 4.7 

Misalkan 𝑝 ≥ 3 merupakan bilangan prima dan 𝐻 himpunan unit dari ℤ2𝑝. 

Pasangan titik yang terhubung langsung pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ada sebanyak 𝑝2. 

Bukti: 

Berdasarkan Proposisi 4.6 unit merupakan komplemen dari pembagi nol dalam 

ℤ2𝑝. Sehingga diperoleh pasangan titik yang terhubung langsung pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

ada sebanyak 

(
2𝑝

2
) − (𝑝2 − 𝑝) =

(2𝑝)!

(2𝑝 − 2)! 2!
− 𝑝2 + 𝑝 = 𝑝2. 

 



68 

 

Teorema 4.2 

Misalkan 𝑝 ≥ 3 merupakan bilangan prima dan 𝐻 himpunan unit dari ℤ2𝑝. 

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ adalah  

𝑉𝐿𝑅𝑆 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =
9

8
𝑝4 +

3

4
𝑝3 −

3

8
𝑝2. 

Bukti: 

Berdasarkan definisi, persamaan indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ adalah  

𝑉𝐿𝑅𝑆 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =
1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

. 

Berdasarkan Lemma 4.6 reciprocal status dari 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) adalah  

𝑟𝑠(𝑢) =
3

2
𝑝 −

1

2
, dan berdasarkan Lemma 4.7 pasangan titik yang terhubung 

langsung pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ada sebanyak 𝑝2. Sehingga diperoleh 

𝑉𝐿𝑅𝑆 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =
1

2
[𝑝2 [(

3

2
𝑝 −

1

2
) + (

3

2
𝑝 −

1

2
) + (

3

2
𝑝 −

1

2
) ∙ (

3

2
𝑝 −

1

2
)]] 

=
1

2
[𝑝2 [

9

4
𝑝2 +

3

2
𝑝 −

3

4
]] 

=
1

2
[
9

4
𝑝4 +

3

2
𝑝3 −

3

4
𝑝2] 

=
9

8
𝑝4 +

3

4
𝑝3 −

3

8
𝑝2. 

 

4.3 Integrasi Agama 

Berdasarkan kajian integrasi topik yang telah dijelaskan dalam Bab II, QS. 

Qaf ayat 9 tentang bukti-bukti kuasa Allah. Pembelajaran yang dapat diambil dari 

ayat tersebut yaitu dalam mempelajari suatu hal maka dibutuhkan bidang keilmuan 

lain sehingga dapat diterapkan pada kajian ilmu yang bersangkutan. Begitu juga 
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dengan hasil dari satu bidang keilmuan dapat dikaji untuk memperoleh suatu 

kesimpulan yang dapat memberikan manfaat bagi orang yang mempelajarinya dan 

apabila terus dikembangkan dapat bermanfaat dalam berbagai bidang keilmuan. 

Hal tersebut selaras dengan penelitian indeks VLRS pada komplemen graf total 

diperumum di mana penelitian ini merupakan penelitian pada keilmuan aljabar akan 

tetapi hasil dari penelitian ini dapat dimanfaatkan dalam bidang fisika, kimia, 

maupun farmasi. Oleh karena itu, menjadi orang berilmu yang senantiasa belajar 

dan dapat menjadikan pembelajaran dari yang telah ditekuninya merupakan salah 

satu upaya untuk meningkatkan keimanan dan ketakwaan kepada Allah.  
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan maka bentuk umum indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

di mana 𝑝 bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3 dengan 𝐻 himpunan pembagi nol dari ℤ2𝑝 

adalah 𝑉𝐿𝑅𝑆 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =
9

8
𝑝4 −

11

8
𝑝3 −

17

72
𝑝2 +

35

72
𝑝 dan 𝐻 himpunan unit dari 

ℤ2𝑝 adalah 𝑉𝐿𝑅𝑆 (𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =
9

8
𝑝4 +

3

4
𝑝3 −

3

8
𝑝2. 

 

5.2 Saran 

Penelitian ini membahas indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  di mana 𝑝 bilangan 

prima dan 𝑝 ≥ 3 dengan 𝐻 himpunan pembagi nol dan 𝐻 himpunan unit dari ℤ2𝑝. 

Penelitian selanjutnya diharapkan meneliti indeks VLRS pada graf lain dan dari 

ring yang berbeda.   
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1 Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  di mana 𝐻 himpunan pembagi nol dari 

ℤ2𝑝 

Reciprocal status pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

𝑟𝑠(0̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

38

6
=

19

3
 

𝑟𝑠(1̅) =
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

38

6
=

19

3
 

𝑟𝑠(2̅) =
1

2
+

1

1
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

38

6
=

19

3
 

𝑟𝑠(3̅) =
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

38

6
=

19

3
 

𝑟𝑠(4̅) =
1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

38

6
=

19

3
 

𝑟𝑠(5̅) =
1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

38

6
=

19

3
 

𝑟𝑠(6̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

3
=

38

6
=

19

3
 

𝑟𝑠(7̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

3
+

1

2
=

38

6
=

19

3
 

𝑟𝑠(8̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

1
=

38

6
=

19

3
 

𝑟𝑠(9̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
=

38

6
=

19

3
 

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut:  

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )
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=

1

2
[𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(1̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(2̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅)] 

 
=

1

2
[
19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
+

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
 

+
19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
+

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
 

+
19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
+

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
 

+
19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
+

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
 

+
19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
+

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
 

+
19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
+

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
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+
19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
+

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
 

+
19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
+

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
 

+
19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
+

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
 

+
19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
+

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
] 

 
=

1

2
[20 ∙ [

19

3
+

19

3
+

19

3
∙

19

3
]] 

=
1

2
[20 ∙

475

9
] 

=
1

2
∙

9500

9
 

=
4750

9
 

 

Reciprocal status pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

𝑟𝑠(0̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

28

3
 

𝑟𝑠(1̅) =
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

28

3
 

𝑟𝑠(2̅) =
1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

28

3
 

𝑟𝑠(3̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

28

3
 

𝑟𝑠(4̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

28

3
 

𝑟𝑠(5̅) =
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

28

3
 

𝑟𝑠(6̅) =
1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

28

3
 

𝑟𝑠(7̅) =
1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
=

28

3
 

𝑟𝑠(8̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
=

28

3
 

𝑟𝑠(9̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
=

28

3
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𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

3
+

1

2
+

1

1
=

28

3
 

𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
=

28

3
 

𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

1
=

28

3
 

𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

28

3
 

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut:  

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 
=

1

2
[𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(1̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(2̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 
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+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ )] 

 
=

1

2
[
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
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+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
 

+
28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
+

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
] 

 
=

1

2
[42 ∙ [

28

3
+

28

3
+

28

3
∙

28

3
]] 

=
1

2
[42 ∙

952

9
] 

=
1

2
∙

13328

3
 

=
6664

3
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Reciprocal status pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

𝑟𝑠(0̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

46

3
 

𝑟𝑠(1̅) =
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

46

3
 

𝑟𝑠(2̅) =
1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

46

3
 

𝑟𝑠(3̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

46

3
 

𝑟𝑠(4̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

46

3
 

𝑟𝑠(5̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

46

3
 

𝑟𝑠(6̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

46

3
 

𝑟𝑠(7̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

46

3
 

𝑟𝑠(8̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

46

3
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𝑟𝑠(9̅) =
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

46

3
 

𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

46

3
 

𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) =
1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

46

3
 

𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
=

46

3
 

𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
=

46

3
 

𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
=

46

3
 

𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2

+
1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

46

3
 

𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

3

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

46

3
 

𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

46

3
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𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2

+
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

46

3
 

𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
=

46

3
 

𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
=

46

3
 

𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

46

3
 

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut:  

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 
=

1

2
[𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(1̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(2̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 
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+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(19) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 
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+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 
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+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 
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+𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 
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∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
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+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
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+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
 

+
46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
+

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
] 

 
=

1

2
[110 ∙ [

46

3
+

46

3
+

46

3
∙

46

3
]] 

=
1

2
[110 ∙

2392

9
] 

=
1

2
∙

2631120

9
 

=
131560

9
 

 

Lampiran 2 Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  di mana 𝐻 himpunan unit dari ℤ2𝑝 

Reciprocal status pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

𝑟𝑠(0̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

14

2
= 7 

𝑟𝑠(1̅) =
1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

14

2
= 7 

𝑟𝑠(2̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

14

2
= 7 

𝑟𝑠(3̅) =
1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

14

2
= 7 

𝑟𝑠(4̅) =
1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

14

2
= 7 

𝑟𝑠(5̅) =
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

14

2
= 7 

𝑟𝑠(6̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

1
=

14

2
= 7 

𝑟𝑠(7̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
=

14

2
= 7 

𝑟𝑠(8̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
=

14

2
= 7 

𝑟𝑠(9̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
=

14

2
= 7 
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Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut:  

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 
=

1

2
[𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(2̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅)] 

 
=

1

2
[7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 
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+7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 

+7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 

+7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 

+7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 

+7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 

+7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 

+7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 

+7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 + 7 + 7 + 7 ∙ 7 

+7 + 7 + 7 ∙ 7] 

 
=

1

2
[25 ∙ [7 + 7 + 7 ∙ 7]] 

=
1

2
[25 ∙ 63] 

=
1

2
∙ 1575 

=
1575

2
 

 

Reciprocal status pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

𝑟𝑠(0̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(1̅) =
1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(2̅) =
1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(3̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(4̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(5̅) =
1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(6̅) =
1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(7̅) =
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(8̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
=

20

2
= 10 
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𝑟𝑠(9̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

2
=

20

2
= 10 

𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

20

2
= 10 

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut:  

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ14)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 
=

1

2
[𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(2̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 
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+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ )] 
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=

1

2
[10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10 

+10 + 10 + 10 ∙ 10 + 10 + 10 + 10 ∙ 10] 

 
=

1

2
[49 ∙ [10 + 10 + 10 ∙ 10]] 

=
1

2
[25 ∙ 120] 

=
1

2
∙ 5880 

= 2940 
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Reciprocal status pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut: 

𝑟𝑠(0̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(1̅) =
1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(2̅) =
1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(3̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(4̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(5̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(6̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(7̅) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(8̅) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

32

2
= 16 
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𝑟𝑠(9̅) =
1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1

+
1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
=

32

2
= 16 
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𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1

+
1

2
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

1
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) =
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1

+
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

2
=

32

2
= 16 

𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) =
1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

1
+

1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2

+
1

1
+

1

2
+

1

1
+

1

2
=

32

2
= 16 

Indeks VLRS pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sebagai berikut:  

𝑉𝐿𝑅𝑆(𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
=

1

2
∑ [𝑟𝑠(𝑢1) + 𝑟𝑠(𝑢2) + 𝑟𝑠(𝑢1) ∙ 𝑟𝑠(𝑢2)]

𝑢1𝑢2∈𝐸(𝐺𝑇𝐻(ℤ22)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 
=

1

2
[𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(2̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(0̅) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(0̅) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(3̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 
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+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(1̅) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(1̅) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(4̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(2̅) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(2̅) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(5̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(3̅) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(3̅) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 
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+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(4̅) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(4̅) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(6̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(7̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(5̅) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(5̅) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(8̅) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(6̅) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(6̅) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(9̅) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(7̅) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(7̅) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) 
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+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(8̅) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(8̅) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(9̅) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(9̅) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(10̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(11̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(12̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(21) + 𝑟𝑠(13̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 
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+𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(14̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(15̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(16̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(17̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(18̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(20̅̅̅̅ ) 

+𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) + 𝑟𝑠(19̅̅̅̅ ) ∙ 𝑟𝑠(21̅̅̅̅ ) 

 
=

1

2
[16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 
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+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 
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+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16 

+16 + 16 + 16 ∙ 16 + 16 + 16 + 16 ∙ 16] 

 
=

1

2
[121 ∙ [16 + 16 + 16 ∙ 16]] 

=
1

2
[121 ∙ 1288] 

=
1

2
∙ 34848 

= 17424 
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