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ABSTRAK

Syauqi, Nuruddin. 2016. Penyelesaian Numerik Model Predator-Prey Tiga
Spesies Menggunakan Metode Runge Kutta Orde 4. Skripsi. Jurusan
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Usman Pagalay,
M.Si. (1) H. Wahyu H. Irawan, M.Pd.

Kata Kunci: Runge Kutta orde 4, model predator-prey tiga spesies

Model predator-prey tiga spesies yang telah dirumuskan oleh Alebraheem
dan Hasan (2012) berbentuk sistem persamaan diferensial nonlinier, sehingga
membutuhkan metode khusus dalam menentukan solusinya. Penyelesaian sistem
persamaan diferensial nonlinier pada umumnya sulit dilakukan baik secara
analitik maupun numerik. Dalam penelitian ini, metode Runge Kutta orde 4
digunakan sebagai salah satu metode numerik untuk menyelesaikan sistem
persamaan diferensial nonlinier tersebut. Metode Runge Kutta orde 4 adalah
metode numerik satu langkah dengan ketelitian yang tinggi dikarenakan memiliki
4 konstanta perhitungan yang berperan untuk memperbarui metode sebelumnya.

Inti dari penelitian ini adalah untuk mengetahui bagaimana penyelesaian
numerik model predator-prey tiga spesies dengan mengunakan metode Runge
Kutta orde 4. Dalam penelitian ini hanya dihitung penyelesaian numeriknya pada
saat t = 0 sampai t = 0,5 dengan h = 0,1.

Berdasarkan hasil penelitian ini dapat dilihat bahwa dengan nilai awal (x(0) =
0,5,y(0) = 0,2 dan z(0) = 0,2), grafik pertumbuhan x(t) bergerak turun terus-
menerus yang dimulai pada saat t = 0 sampai t = 0,5 sebesar
0,490761270070566. Grafik pertumbuhan predator y(t) juga bergerak turun
terus-menerus yang dimulai pada saat ¢ = 0 hingga t = 0,5 sebesar
0,178943360272503. Pergerakan grafik pertumbuhan z(t) terus-menerus
mengalami penurunan hingga t = 0,5 sebesar 0,172522186209918.
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ABSTRACT

Syauqi, Nuruddin. 2016. Solution of the Numerical Model of the Predator-
Prey Three Species Using the Runge Kutta Method 4th Order. Thesis.
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, State
Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisor: (I) Dr.
Usman Pagalay, M.Si. (1) H. Wahyu H. Irawam, M. Pd.

Keywords: 4th order Runge Kutta method, predator-prey model of three species

Predator-prey model three of species that have been formulated by
Alebraheem and Hasan (2012) is in the form nonlinear differential equations
system, so it requires special methods in determining the solution. Solving
nonlinear differential equations system is generally hard to do analytically or
numerically. In this study, 4th order Runge Kutta method is used as a numerical
method to solve nonlinear differential equation system. The 4th order Runge
Kutta method is a numerical method of one step with high precision because it has
four constant calculations which act to refine the previous iterations.

The core of this research is to find out how the solution of the numerical
model of three species predato-prey by using the 4th order Runge Kutta method.
In this study the solutions are calculated at timet = 0tot = 0,5and h = 0,5.

Based on these results it can be seen that the initial value (x(0) = 0,5,
y(0) = 0,2, and z(0) = 0,2), the growth chart x(t) decreased continuously
begins at time t = 0 to t = 0,5 by 0,490761270070566. Growth charts predator
y(t) also decreased continuously starting at t=0 and t=0,5 by
0,178943360272503. The movement of the growth charts z(t) experienced a
continuous decreased until t = 0,5 by 0,172522186209918.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ekologi merupakan cabang ilmu yang mempelajari hubungan timbal balik
antara organisme dengan lingkungannya serta menganut prinsip keseimbangan
dan keharmonisan semua komponen alam. Keseimbangan dalam kehidupan
misalnya adanya laki-laki dan perempuan, siang dan malam, mangsa dan
pemangsa yang dikenal dengan istilah predator-prey. Dalam al-Quran surat al-

Mulk/67:3-4 Allah Swt. berfirman:

P
oo Do

do - L /// o7 .{J
Us radl aile 9@wg}j\@u\3g;u BLL et i Gle sl

- R Sa AR A RAP o L

D 585 Bl I SL] Cdas (85 el a3l 5 (00 sk e (5
“Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-kali tidak
melihat pada ciptaan Tuhan yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang.
Maka lihatlah berulang-ulang, adakah kamu lihat sesuatu yang tidak seimbang?.
Kemudian pandanglah sekali lagi niscaya penglihatanmu akan kembali kepadamu
dengan tidak menemukan sesuatu cacat dan penglihatanmu itupun dalam
keadaan payah” (QS. Al-Mulk/67:3-4).

Pada ayat tersebut ditekankan “Maka lihatlah berulang-ulang, adakah
kamu lihat sesuatu yang tidak seimbang?”. Ayat ini memberikan penekanan
bahwa Allah Swt. menciptakan alam raya dan segala isinya secara seimbang.
Allah Swt. menciptakan makhluk hidup sebagai pemangsa (predator) dan mangsa
(prey) juga secara seimbang. Maka kita harus menjaga keseimbangan dari
populasi predator dan populasi prey, demi menjaga kelangsungan hidup dari
keduanya sehingga akan tercipta lingkungan yang stabil. Tetapi, pada akhirnya

alam menjadi tidak seimbang dikarenakan ulah manusia. Kerusakan alam terjadi

dimana-mana baik di darat maupun di laut yang mengancam kelangsungan
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kehidupan makhluk hidup yang ada di bumi ini seperti banjir yang disebabkan
karena banyaknya manusia yang membuang sampah sembarangan atau
pencemaran air yang disebabkan karena pembuangan limbah pabrik bukan pada
tempatnya, serta tanah longsor yang disebabkan penggundulan hutan secara liar
sehingga banyak merusak makhluk dan ekosistem yang ada di alam. Kerusakan
tersebut terjadi disebabkan oleh perbuatan manusia itu sendiri. Allah Swt. telah

berfirman dalam al-Quran surat ar-Rum/30:41, yaitu:

0 L8 ol o okl T G S8 Wy T T 8T

()

“Telah nampak kerusakan di darat dan di laut disebabkan karena perbuatan
tangan manusia, supaya Allah Swt. merasakan kepada mereka sebagian dari
(akibat) perbuatan mereka, agar mereka kembali (ke jalan yang benar)” (QS. Ar-
Rum/30:41).

Mengenai ayat tersebut, adanya interaksi antara dua polulasi atau lebih
dapat dimodelkan dalam model matematika. Model matematika merupakan
bagian dari matematika terapan, yang digunakan untuk menjelaskan fenomena
alam yang terjadi, serta dapat digunakan untuk memprediksi perilaku sistem untuk
jangka waktu tertentu. Pemodelan matematika pada bidang ekologi sangat
menarik untuk dikaji mengingat banyak sekali faktor-faktor yang mempengaruhi
pertumbuhan dan kehidupan populasi mahluk hidup serta keseimbangan makhluk
hidup. Proses dinamika kehidupan makhluk hidup (organisme) dapat dimodelkan
secara matematis dengan menggunakan persamaan diferensial yang melibatkan
waktu yang kontinu atau waktu yang diskret. Salah satu model matematika yang

digunakan dalam menjelaskan fenomena alam tersebut adalah model populasi

mangsa-pemangsa (Didiharyono, 2016).



Salah satu model interaksi antar makhluk hidup dalam suatu ekosistem
adalah model predator-prey, dengan prey sebagai spesies yang dimangsa dan
predator sebagai spesies yang memangsa. Model predator-prey pertama kali
dikenalkan oleh Lotka pada tahun 1925 dan Volterra pada tahun 1926, sehingga
model ini juga disebut model Lotka-Volterra (Boyce dan DiPrima, 2009). Pada
kenyataannya, interaksi antara predator dan prey tidak hanya terjadi pada dua
spesies saja. Misal terdapat omnivora sebagai spesies ketiga yang memangsa prey
dan bangkai predator, maka kehadiran omnivora dapat menyebabkan populasi
prey semakin berkurang (Andayani, 2012).

Pada skripsi ini, akan dibahas model predator-prey tiga spesies pada suatu
jaring-jaring makanan yang terdiri dari prey, intermediate-predator, dan top-
predator. Prey adalah spesies yang dimangsa oleh intermediate-predator dan top-
predator, intermediate-predator merupakan spesies yang memangsa prey tetapi
juga dimangsa oleh top-predator, sedangkan top-predator adalah spesies yang
memangsa prey dan intermediate-predator. Adanya keterlibatan top-predator
menyebabkan sistem yang diperolen menjadi lebih kompleks. Dengan
menggunakan fungsi respon yang berbeda untuk kedua predator dalam sistem
tersebut memberikan perubahan signifikan terhadap perilaku solusi interaksi di
antara ketiga spesies tersebut (Skalski dan Gilliam, 2001).

Model predator-prey ini menggambarkan interaksi kehidupan suatu
populasi pemangsa dan mangsanya. Dalam model ini, terdapat ketidaklinieran
dalam persamaannya, sehingga akan sulit untuk mencari solusi eksaknya. Oleh
karena itu di dalam penelitian ini akan dijelaskan sebuah metode untuk mencari

solusi dari model predator-prey secara numerik.



Penyelesaian numerik dari model predator-prey tiga spesies dapat
diperoleh melalui banyak metode yang dapat digunakan, salah satunya adalah
metode Runge Kutta. Dalam penelitian ini akan dijelaskan tentang bagaimana
mencari solusi numerik model predator-prey dengan menggunakan metode Runge
Kutta orde 4. Metode ini dipandang cukup baik digunakan dalam mencari solusi
numerik karena memiliki ketelitian lebih besar dari metode sebelumnya dan tidak
memerlukan turunan fungsi dalam penyelesaiaannya.

Penelitian ini diharapkan dapat memperoleh solusi numerik dari
persamaan predator-prey tiga spesies yang lebih akurat dari penelitian yang telah
dilakukan sebelumnya. Dan juga penelitian ini sebagai cara untuk menutupi
keterbatasan manusia dalam hal menghitung. Oleh karena itu, penulis melakukan
penelitian ini dengan judul “Penyelesaian Numerik Model Predator-Prey Tiga

Spesies Menggunakan Metode Runge Kutta Orde 4”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah bagaimana solusi numerik model predator-prey

menggunakan metode Runge Kutta orde 4?

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui solusi numerik model

predator-prey menggunakan metode Runge Kutta orde 4.



1.4 Batasan Masalah

Pada skripsi ini akan dibahas tentang solusi numerik model predator-prey.
Untuk menghindari terjadinya pembahasan yang meluas, maka penulis membatasi
ruang lingkup permasalahan pada model persamaan tiga populasi yaitu dua

predator dan satu prey.

1.5 Manfaat Penelitian

Penulisan skripsi ini diharapkan bermanfaat bagi:
1. Penulis

Sebagai pengembangan wawasan disiplin ilmu yang telah dipelajari dalam
mengkaji permasalahan tentang penyelesaian numerik sistem persamaan model
predator-prey.
2. Pembaca

Sebagai tambahan wawasan dan informasi tentang model matematika dari
salah satu model dalam matematika ekologi, yaitu model predator-prey dengan

dua predator satu prey.

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam menyelesaikan secara numerik model
predator-prey adalah menggunakan pendekatan studi literatur atau library
research. Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Menentukan model.
2. Menentukan kondisi awal dan nilai parameter.

3. Mensubstitusikan model dalam rumus Runge Kutta.



4. Menghitung solusi model predator-prey.

1.7 Sistematika Penulisan

Agar pembahasan dalam penelitian ini tersaji secara sistematis dan

mempermudah pembaca untuk memahaminya, penulis menggunakan sistematika

sebagai berikut:

Bab |

Bab Il

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan

Pendahuluan meliputi latar belakang masalah, rumusan masalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian,

sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Bab ini terdiri atas teori-teori yang mendukung pembahasan. Teori
tersebut meliputi sistem persamaan diferensial, motode Runge Kutta

orde 4, dan analisis model Lotka-Volterra.

Pembahasan

Bab ini akan menguraikan keseluruhan langkah yang disebutkan dalam

metode penelitian.

Penutup

Bab ini akan memaparkan kesimpulan dan saran untuk penelitian

selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Sistem Persamaan Difrensial

Persamaan yang menyangkut satu atau lebih fungsi (peubah tak bebas)
beserta turunannya terhadap satu atau lebih peubah bebas disebut persamaan
diferensial (Pamuntjak, 1990).

Contoh:

y +4xy=5

Persamaan tersebut adalah persamaan yang mengandung satu turunan dengan
variabel bebas x.

Berdasarkan jumlah variabel bebas, persamaan diferensial dibagi menjadi
dua, yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial.
Persamaan diferensial parsial adalah sebuah persamaan yang mengandung
derivatif-derivatif atau diferensial dari satu atau lebih variabel terikat terhadap
satu atau lebih variabel bebas, jika hanya satu atau lebih variabel bebas disebut
persamaan diferensial biasa (Kartono, 2012).

Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa adalah:

F(XOrylsgyilaydmmy =0 (2.1)

Berdasarkan persamaan tersebut terdapat hubungan antara variabel bebas x dan
variabel terikat y beserta derivatif-derivatifnya dalam bentuk himpunan
persamaan yang secara identik sama dengan nol yang menyatakan model

matematika dari fenomena perubahan yang terjadi (Kartono, 2012).



Orde suatu persamaan diferensial yaitu tingkat tertinggi turunan yang
terdapat pada suatu persamaan diferensial. Persamaan diferensial linier pada orde

n dalam variabel bergantung y dan variabel x, persamaannya berbentuk:

dny dn-1y dy
ao(x) (E) + a,(x) (W) + ot ay_(x) (a) + a,x(y) = F(x) (2.2)
dengan a, tidak nol, diasumsikan ay,a,,...,a, dan F adalah fungsi-fungsi
kontinu pada interval a < x < b dan ay(x) # 0 untuk setiap x pada a < x <b
(Ross, 1984).

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat n buah
fungsi yang tidak diketahui. Sistem persamaan diferensial biasa muncul secara
alamiah dalam masalah yang melibatkan beberapa variabel bebas (misalnya
X1, X9, ..., Xn) Yang masing-masing darinya merupakan sebuah fungsi dari satu
variabel terikat (misalnya t) (Kartono, 2012).

Bentuk umum dari suatu sistem n persamaan orde pertama mempunyai

bentuk sebagai berikut:

dx;

. = f1(x1, X3, .o, X, t)

dx

d_tz = fz(xlleI"'lxnl t) (23)
dx,

T = fu(xq, X9, e, X, t)

dengan x4, x,, .., x,, adalah variabel bebas dan t adalah variabel terikat, sehingga

n

d . .
X1 = x1(t), %y = %,(t), .., X, = x,(t), yang mana % merupakan derivatif

fungsi x,, terhadap t (Kartono, 2012).



2.2 Sistem Persamaan Diferensial Biasa Linier dan Non Linier
F(x,y,y,y",y", ...y™) = 0 dikatakan linier jika F adalah linier dan
variabel-variabelnya adalah x,y,y’,y",y"’,...y™. Secara umum persamaan

diferensial biasa linier dapat diberikan sebagai berikut:

an () Y™ + a1 ()Y + o+ a ()Y + ag()y = f(x) (2.4)

Menurut Baiduri (2012), persamaan (2.4) merupakan persamaan
diferensial orde-n dikatakan linier jika memiliki ciri-ciri sebagai berikut:

a) Variabel-variabel terikat dan turunannya paling tinggi pangkat satu.

b) Tidak mengandung bentuk perkalian antara sebuah variabel terikat dengan
variabel terikat lainnya, atau turunan yang satu dengan turunan yang lainnya,
atau variabel terikat dengan sebuah turunan.

c) Variabel terikat y bukan merupakan fungsi transenden.

Dimisalkan bahwa koefisien-koefisien a, (x), a,_1(x),...,aq(x) dan
fungsi f(x) merupakan fungsi-fungsi yang kontinu pada suatu selang I. Jika
fungsi f(x) = 0 maka persamaan (2.4) disebut persamaan homogen. Jika fungsi
f(x) # 0 maka persamaan (2.4) disebut persamaan nonhomogen atau tak
homogen. Bila semua koefisien a, (x), a,,_1(x), ..., ap(x) adalah suatu konstanta,
maka persamaan (2.4) disebut persamaan linier koefisien konstanta, jika semua
variabelnya berupa fungsi maka disebut persamaan linier koefisien variabel
(Finizio dan Ladas, 1988).

Menurut Finizio dan Ladas (1988), sistem persamaan diferensial linier
adalah suatu sistem yang memuat n persamaan diferensial dengan n fungsi yang

tidak diketahui, yang mana n merupakan bilangan bulat positif yang lebih besar
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sama dengan 2. Bentuk umum dari suatu sistem persamaan diferensial linier orde
satu dengan n fungsi yang tidak diketahui adalah:

X = ap(Dxg + ag(O)x; + -+ ag (Dx, + f1(8)

Xy = Az1(0)x1 + a2 (O)xz + -+ + agn()xn + f2(1) (2.5)
Xn = Ap1 ()X + Az (©)xz + -+ App () x, + fin (O

Bentuk persamaan (2.5) dapat ditulis secara singkat menjadi

n

Xp = Z a;j(t)x; + fi(t),

j=1

(2.6)

=828 b7

Suatu sistem persamaan diferensial dikatakan linier apabila sistem tersebut
terdiri dari lebih dari satu persamaan linier yang saling terkait. Sedangkan
koefisiennya dapat berupa konstanta ataupun fungsi. Sedangkan sistem persamaan
diferensial dikatakan nonlinier apabila sistem tersebut terdiri dari lebih dari satu

persamaan nonlinier yang saling terkait (Boyce dan Diprima, 1999).

2.3 Metode Runge Kutta

Penyelesaian Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dengan metode deret
Taylor tidak praktis, karena metode tersebut membutuhkan perhitungan turunan
f (x,y). Di samping itu, tidak semua fungsi mudah dihitung turunannya, terutama
bagi fungsi yang bentuknya rumit. Semakin tinggi orde metode deret Taylor,
maka semakin tinggi turunan fungsi yang harus dihitung. Selain itu, untuk
mendapatkan hasil yang lebih teliti diperlukan Ax atau h yang kecil, padahal

penggunaan Ax Yyang kecil menyebabkan waktu hitungan yang lebih panjang.
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Oleh karena itu, metode Runge Kutta merupakan alternatif dari metode deret
Taylor yang memberikan ketelitian hasil yang lebih besar dan tidak memerlukan
turunan fungsi (Munir, 2010).

Bentuk umum dari metode Runge Kutta yaitu:

Yi+1 = Yi + (x5, ¥:)h (2.7)

dengan o(x;, y;)h adalah fungsi pertambahan yang merupakan kemiringan rerata
pada interval. Fungsi pertambahan dapat ditulis dalam bentuk umum:

W = a1k1 + a2k2 + .-+ ankn (28)

dengan a adalah konstanta dan k adalah

ki = hf(xr, yr)
k, =hf(x,+pih ¥rq11k1)
ks = hf(x + p2h, yr + qa1kq + q22k2)

R W= G+ pn2s IR G 400 6.0, <ifalts F S8 Gnm i o

dengan p dan g adalah konstanta. Nilai k menunjukkan hubungan berurutan. Nilai
k, muncul dalam persamaan untuk menghitung k,, yang keduanya juga muncul
dalam persamaan untuk menghitung k, dan seterusnya. Hubungan berurutan ini
membuat metode Runge Kutta menjadi efisien untuk hitungan komputer (Chapra
dan Canale, 2010:725).

Ada beberapa tipe metode Runge Kutta yang bergantung pada nilai n yang
dapat digunakan. Untuk n = 1 disebut metode Runge Kutta orde 1 atau disebut

juga metode Euler, yang diperoleh dari k; = f(x,y) dan persamaan (2.8).

@ = atk; = a;f(x;,y;)
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untuk a; = 1 maka persamaan (2.7) menjadi:
Yirr =Y+ f(xuyi)h
Dalam metode Runge Kutta, setelah nilai n ditetapkan, kemudian nilai a, p, q
dicari dengan menyamakan persamaan (2.7) dengan suku-suku dari deret Taylor,
selanjutnya dapat ditentukan metode Runge Kutta pada orde selanjutnya.
Chapra dan Canale (2010) merumuskan versi kedua dari persamaan (2.7)

sebagai berikut:

Yi+1 = Yi + (a1ky + azk;)h (2.9)
yang mana:
ky = f(xp y0) (2.10)
k, = f(x; + p1h, y; + q11k1h) (2.11)

Supaya dapat memakai persamaan (2.9), harus ditentukan harga-harga konstanta
a,,a,,p, dan q;;. Deret Taylor orde kedua untuk y;,; yang dinyatakan oleh y;

dan f(x;, y;) ditulis sebagai persamaan:

f'(xi, yi)h? (2.12)

Vier1 =Yi + f(x, y)h + >

yang mana f'(x;, y;) harus ditentukan oleh diferensi aturan rantai:

/ O (2.13)
Fey) = 0x i oy (dx)

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.13) ke dalam (2.12) memberikan:

of  of (d
(ﬁ t 3y (d%)) h* (2.14)
2

Yisr1 =Yi + f(x, y)h +

Dengan menerapkan metode deret Taylor untuk memperluas persamaan (2.11)

akan memberikan:
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of of
f(x; + p1h,yi + quikih) = f(x,y:) + p1ha + q11k1h@ + O(hz)

Hasil ini dapat disubstitusikan bersama-sama dengan persamaan (2.10) ke dalam

persamaan (2.9) untuk memenuhi:

Yier = Yi T athf (x;, y) + azhf (x5, ¥;) + azp, h? % + aqi1h* f (i, yi) Z—£ +
0(h3)

atau dengan mengumpulkan suku-sukunya, yaitu:

Yirr =y + (a1 fOy0) + axf (6, y:) )h + (612291% + (2.15)
a
axqu1f (i v 52) b2 + O (1)
Dengan membandingkan suku-suku yang serupa pada persamaan (2.14) dan

persaman (2.15), kemudian ditentukan supaya kedua persamaan tersebut

ekuivalen. Maka yang berikut ini harus berlaku:

a1 + a2 == 1 (216)
1 (2.17)
a;p1 = 2
1
0211 = 5 (2.18)

Karena terdapat tiga persamaan dengan empat konstanta yang tidak diketahui,
maka harus menentukan sebuah harga dari salah satu konstanta tersebut untuk
menentukan tiga yang lain. Misalkan dengan menyatakan sebuah harga untuk a,.
Kemudian persamaan (2.16) sampai (2.18) dapat diselesaikan secara simultan
untuk:

a, = 1- a, (219)

P1=4q11 = 2_az (2.20)
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Karena dapat dipilih sejumlah tak hingga harga untuk a,, maka terdapat sejumlah
tak hingga metode Runge Kutta orde kedua. Ada tiga versi yang paling lazim

. . . 1 2
digunakan yaitu dengan memasukkan variabel a, = 50z = l1dana, = >

Jika a, dianggap % persamaan (2.19) dan (2.20) dapat diselesaikan untuk a, = %

dan p; = q1; = 1. Parameter-parameter ini kemudian dimasukkan ke dalam
persamaan (2.9) sehingga:

il 1 2.21
J’i+1=}’1+<zk1 +Ek2>h ( )

yang mana:

kl = f(xi'yi)
ky = f(x; + h,y; + hky)

Jika dianggap a, = 1, makaa; = 0,p; = g1 = %dan persamaan (2.9) menjadi:
Yit1 = Yi + kah
yang mana:
ky = f(x, 1)
1 i)
k, = f(xl- +=hy, +§hk1>

Jika memilih a, =§ maka a, =§ dan p; = qq1 =%’ maka persamaan (2.9)

menjadi:
1 2
Yoo =i+ (5ha +5H )
yang mana:
kl = f(xl" yl)

3 3
kz = f<xl- +Zh,yl’ +th1>
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Untuk metode Runge Kutta orde 3, dapat dilakukan penurunan yang
serupa dengan penurunan metode orde dua. Hasil dari turunan ini adalah enam
persaman dengan delapan konstanta yang tidak diketahui. Menurut Chapra dan

Canale (2010) versi yang umum digunakan adalah:

1
Yit+1 =Y1 t (g (ky + 4k, + k3)> h

yang mana:

ki = f(xi,¥:)

i 1
kz — f(xl' +§h"yl +§hk1)

ks = f(x; + h,y; — hky + 2hk,)
Metode Runge Kutta yang terkenal dan banyak dipakai dalam praktik

adalah metode Runge Kutta orde tiga dan metode Runge Kutta orde empat. Kedua
metode tersebut terkenal karena tingkat ketelitian solusinya tinggi dibandingkan
metode Runge Kutta orde sebelumnya, mudah diprogram, dan stabil.

Berdasarkan literatur, metode Runge Kutta orde empat ini cukup disebut
dengan “Metode Runge Kutta” saja tanpa memperinci orde atau jenisnya. Metode
klasik Runge Kutta ini dapat didefinisikan oleh persamaan-persamaan berikut:

Y| T yi + h(a k, + axk, + azks + ask,) (2.22)

yang mana:

ki = fCxyi)

ky = f(xi +pihyi + quiks)

ks = f(xi+ Dby + ik + q22ks)

ko= f(xi+pshyi + qaiks + qs2k, + qssks)
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Persamaan Runge Kutta tersebut memiliki 13 konstanta. Untuk memperoleh nilai

ay, Az, s, g, P1, 2, P3, G11, 921, 922, 931, 432, 933 Yaitu dengan cara menjabarkan

ki, k,, k3, dan k, dalam bentuk deret Taylor. Dengan menjabarkan k; yang hanya

memiliki variabel y maka akan diperoleh:

kq

ks

f (2.23)

fi + q11k1) (2.24)
h2 2 2 h3 3 3

i hCI11ffy ) Q112f fyy n ‘hlg fyyy 73

f Qi + qa1ky + qa2k3) (2.25)

f(h(qz21 + q22)f fy + B? (%‘hszyz +%(CI21 s Clzz)zfzfyy) +
hs G q121q22f2fyfyy + q21(q21 + fhz)fhzfzfyfyy +

1
g(‘hl - qzz)gfgfyyy) W
f i + qz1k1 + qs2k; + q33k3) (2.26)

f+h(qz1 + q32 + q33)f f, + h? (Q11Q32ffy2 + (g1 +

1 1
q22)q33ffyf + 5(6131 +q3; + Q33)2f2fyy) i (5 4i1932(q31 +

433 (A21+q22)* f2fy f;
4z t Q33)f2fyfyy + == 222 S22 (g3 + gapft

CI33)(CI11Q32 + q33(q21 + CIzz))fzfyfyy + 33922911 f; +

1
~(q31 + a3z + q33)3f3fyyy)

Untuk mendapatkan nilai parameter aq,a,, as, as, 11, 921922, 931, 432, 933 Yaitu

dengan mensubstitusikan persamaan (2.23, (2.24), (2.25), dan (2.26) ke dalam

persamaan (2.22). Kemudian menggunakan penyelesaian pendekatan deret Taylor

untuk mendapatkan parameter tersebut sehingga diperoleh:
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qdi1 = P1
421 t 422 = D2
431+ Q432 +q33 =3

a1+a2+a3+a3+a4=1
1
azq11 + a3(qz1 + q22) + a4(q31 + 32 + q33) = >

a;q%1 + a3(qa1 + q22)* + as(qa1 + qaz + q33)* =

ayq31 + a3(qa1 + G22)° + a4(qz1 + g2 + q33)° =

BDl= W -

1
a3G22G11 + A4q32q11 + A4q33(g21 + q22) = 5

A302291104932011 + @4q33(q21 + G22)° = 5

a3911922(q21 + q22) + a4(q31 + g3, + C133)(6111‘132 + q33(q21 + ‘hz))
1

~8
1
04433922911 = 24 (2.27)

Persamaan (2.22) terdiri dari 11 persamaan dengan 13 parameter. Jika diambil

tiga parameter bebasnya yaitu:

1 1
qdi11 = EIPZ 5 E,p3 =1 (228)

maka, akan terbentuk Runge Kutta klasik sebagai berikut:

1
Yit1 =Yi + 5 (ky + 2ky + 2k3 + ky) (2.29)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



yang mana:

ki = hf (x;, yi)

1 1
kz = hf (xl- +Eh,yi +§k1)

1 1
k3 - hf(xl' +§h'371 +Ek2)

ks = hf(x; + hy; + ks3)

2.4 Galat

18

Menganalisis galat sangat penting dalam perhitungan yang menggunakan

metode numerik. Galat berasosiasi dengan seberapa dekat solusi hampiran

terhadap solusi sejatinya. Semakin kecil galatnya, semakin teliti solusi numerik

yang didapatkan (Munir, 2010).

Misalkan @ adalah nilai hampiran terhadap nilai sejati a, maka selisih

€ = a — a disebut galat. Dalam praktik kadang sulit dicari nilai sejati a, karena itu

galat € sering dinormalkan terhadap solusi hampirannya, sehingga galat relatifnya

dinamakan galat relatif hampiran. Galat relatif hampiran dirumuskan sebagai

berikut:

dengan,

gra - Qalat relatif hampiran

€ - galat

a . nilai hampiran terhadap nilai a sejati

| m

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Menurut Munir (2010), perhitungan galat relatif hampiran masih
mengandung kelemahan sebab nilai ¢ tetap membutuhkan pengetahuan nilai a.
Oleh karena itu, perhitungan galat relatif hampiran menggunakan pendekatan lain.
Pada perhitungan numerik yang menggunakan pendekatan lelaran (iteration), ez,

dihitung dengan cara:

Ary1 — Ay
fpa=——T +=0123,..

dengan,

€ra - galat relatif hampiran

a,r+, - hilai hampiran lelaran sekarang

a, : nilai hampiran lelaran sebelumnya

2.5 Analisis Model Lotka-Volterra

Model Lotka-Volterra tersusun dari pasangan persamaan diferensial yang
mendeskripsikan predator-prey dalam kasus yang paling sederhana. Model ini
membuat beberapa asumsi:

1. Populasi prey akan tumbuh secara eksponen ketika tidak adanya predator.

2. Populasi predator akan mati kelaparan ketika tidak adanya populasi prey.

3. Predator dapat mengkonsumsi prey dengan jumlah yang tak terhingga.

4. Tidak adanya lingkungan yang lengkap (dengan kata lain, kedua populasi
berpindah secara acak melalui sebuah lingkungan yang homogen) (Neuhauser,
2004).

Selanjutnya bentuk verbal ini diterjemahkan ke dalam sebuah sistem
persamaan diferensial. Diasumsikan x sebagai populasi prey dan y sebagai

populasi predator, populasi prey berkurang ketika predator membunuhnya dan
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bertahan hidup (tidak mengurangi populasi prey) ketika predator hanya
menyerangnya.

Dimulai dengan memperhatikan apa yang terjadi pada populasi predator
ketika tidak adanya prey sebagai sumber makanan, diharapkan laju populasi
predator berkurang secara eksponensial, laju kematian predator tanpa adanya
prey diasumsikan dengan c, sehingga persamaannya dideskripsikan seperti

berikut:

dy
L& 2.30
dt 0l ( )

Persamaan tersebut menggunakan hasil kali dari bilangan predator (y) dan
kelajuan kematian predator (c). Laju perpindahan dari prey ke predator
diasumsikan dengan a dan laju perpindahan dari predator ke prey diasumsikan
dengan B. Untuk mendeskripsikan penurunan kelajuan (karena ada tanda negatif
pada bagian kanan persamaan) dari populasi predator dengan pengaruh waktu.
Dengan adanya prey bagaimanapun juga pengurangan ini dilawan oleh laju
kelahiran predator, yang ditentukan oleh laju konsumsi (Bxy) yang mana laju
penyerangan () dikalikan dengan bilangan y dan bilangan x. Bilangan predator
dan prey naik ketika pertemuan predator dan prey lebih sering, tetapi laju aktual
dari konsumsi akan tergantung pada laju penyerangan (). Persamaan populasi
predator menjadi:

dy_ N
Fri Bxy

(2.31)

Perkalian By adalah tanggapan predator secara numerik atau peningkatan

perkapita dari fungsi prey yang melimpah. Sedangkan perkalian Sxy
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menunjukkan bahwa kenaikan populasi predator sebanding dengan perkalian prey
yang melimpah.

Beralih pada populasi prey, diharapkan tanpa serangan predator, populasi
prey akan naik secara eksponensial. Persamaan berikut ini mendeskripsikan laju
kenaikan populasi prey dengan pengaruh waktu, dengan r adalah laju

pertumbuhan intrinsik prey dan x adalah jumlah dari populasi prey.

d
d _ (2.32)
dt

Pada model Lotka-Volterra tersebut terdapat kelemahan yaitu fakta bahwa
ketika tidak adanya predator, populasi prey akan tumbuh tanpa batas, untuk
mengatasi hal ini digunakan model logistik yang merupakan sebuah model
pertumbuhan populasi. Di hadapan predator, bagaimanapun juga populasi prey
dicegah dari peningkatan eksponensial secara terus menerus, karena model
predator-prey memiliki waktu yang kontinu dan mengisyaratkan tentang model
pertumbuhan populasi maka termasuk dalam model logistik. Jadi persamaan

tersebut menjadi:

— =TXx

c:tc (1 B %) (2.33)
dengan x merupakan laju pertumbuhan populasi dan K adalah daya kapasitas atau
kemampuan menahan populasi agar tetap maksimum. Dengan adanya predator
bagaimanapun juga kenaikan ini dilawan oleh laju kematian prey karena adanya
penyerangan dari predator, yang ditentukan oleh laju konsumsi (axy) dengan laju

penyerangan («) dikalikan dengan bilangan y dan bilangan x. Bilangan predator

dan prey turun ketika pertemuan pertemuan predator dan prey lebih sering, tetapi
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laju aktual dari konsumsi akan tergantung pada laju penyerangan («). Persamaan

populasi prey menjadi:

dx 1 X
E‘”( _E)_“"y
(2.34)
dy
Gel N

Model persamaan (2.27) memuat fungsi logistik yang merupakan model

pertumbuhan logistik atau model Verhulst atau kurva pertumbuhan logistik pada

spesies tunggal dengan %< —1. Model tersebut termasuk model yang memiliki

waktu kontinu, model logistik yang dimaksud dapat diformulasikan dengan

% =rx (1 B f)
Konstanta r diasumsikan positif. Konstanta r adalah laju pertumbuhan

intrinsik karena perbandingan laju pertumbuhan untuk x diperkirakan sama

dengan r. Konstanta positif K biasanya mengarah kepada daya kapasitas

kesehatan lingkungan yaitu kemampuan menahan populasi agar tetap maksimum.

2.6 Kajian Al-Quran tentang Perintah untuk Menjaga Keseimbangan Alam
Ekologi adalah ilmu yang mempelajari interaksi antara organisme dengan
lingkungannya. Ekologi diartikan sebagai ilmu yang mempelajari baik interaksi
antar makhluk hidup maupun interaksi antara makhluk hidup dan lingkungannya.
Pembahasan ekologi tidak lepas dari pembahasan ekosistem dengan berbagai
komponen penyusunnya, yaitu faktor abiotik dan biotik. Faktor abiotik antara lain
suhu air, kelembaban, cahaya, dan topografi, sedangkan faktor biotik adalah
makhluk hidup yang terdiri dari manusia, hewan, tumbuhan, dan mikroba

(Suzyanna, 2013).
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Ekologi mempelajari bagaimana makhluk hidup dapat mempertahankan
kehidupannya dengan mengadakan hubungan antar makhluk hidup dan dengan
benda tak hidup di dalam tempat hidupnya atau lingkungannya. Lingkungan
merupakan komponen yang sangat penting bagi kelangsungan hidup makhluk
hidup. Dalam melangsungkan hidupnya, makhluk hidup dapat bertahan dengan
memangsa makhluk lain. Proses makan dimakan pada makhluk hidup dapat
dimodelkan dalam model matematika yang disebut model predator-prey. Untuk
menjaga kelestarian makhluk hidup dari kepunahan, manusia yang dianugerahi
akal wajib menjaga lingkungan agar tetap stabil dan rusak. Allah Swt. telah

melarang manusia untuk merusak alam dalam surat al-A’raf/7:56, yaitu:

- B T

w & //,/4 64/// {’. A p - -y siﬂ.a R e //
s Sl i) O] Ll B35 050005 Leomlo] day (23N1 8 TS Y3

-

3 il
”Dan janganlah kamu membuat kerusakan di muka bumi, sesudah (Allah Swt.)
memperbaikinya dan berdoalah kepada-Nya dengan rasa takut (tidak akan
diterima) dan harapan (akan dikabulkan). Sesungguhnya rahmat Allah Swt. amat
dekat kepada orang-orang yang berbuat baik” (QS. Al-A’raf/7:56).

Ayat ini dengan jelas telah melarang manusia membuat kerusakan di muka
bumi. Alam raya telah diciptakan dengan sangat harmonis, serasi dan sangat
memenuhi kebutuhan makhluk hidup. Allah Swt. telah menjadikan alam raya ini
supaya digunakan dengan baik oleh hamba-Nya. Meskipun perusakan alam telah
dilarang oleh Allah Swt. melalui firman-Nya tetap saja ada sekelompok manusia
yang hanya menuruti hawa nafsunya dan memenuhi kepentingan pribadinya tanpa
memikirkan dampaknya terhadap makhluk lain, seperti menebang hutan tanpa izin
sehingga berdampak pada kelestarian hewan-hewan penghuni hutan tersebut dan

berakibat pula pada longsornya tanah karena tidak adanya tumbuhan yang

menopang kekuatan tanah. Banyak kerusakan-kerusakan alam yang lain akibat
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ulah manusia seperti banjir, pembakaran hutan, dan pemanasan global.
Kerusakan-kerusakan tersebut dapat berdampak pada keseimbangan alam
sehingga proses interaksi antar makhluk hidup menjadi tidak harmonis.

Kerusakan lingkungan dapat terjadi karena tidak seimbangnya komponen
atau elemen di lingkungan tersebut. Karena jika salah satu penyeimbang alam
terganggu atau rusak, maka akan berpengaruh terhadap keseimbangan alam yang
lain. Dewasa ini manusia kurang memperhatikan keseimbangan alam seperti
menebang tumbuh-tumbuhan dan menggantinya dengan membangun bangunan-
bangunan megah dan pusat perindustrian tanpa memperhatikan dampaknya
terhadap keseimbangan alam. Jika tumbuhan semakin berkurang maka akan
berdampak terhadap kelangsungan hidup manusia dan hewan sebagai predator,
karena tumbuhan merupakan sumber makanan bagi keduanya. Jika pertumbuhan
tumbuhan sebagai prey dan pertumbuhan manusia dan hewan sebagai predator
tidak seimbang maka akan berdampak pada kepunahan makhluk hidup.

Sebagaimana Allah Swt. Dberfirman dalam al-Quran surat al-

Qashash/28:77, yaitu:

do
7 - -
|

z de a9 - i > P 7 4 ,;’J Z _ . -
U oy BT T Sl s N5 55 VT 5101 AT 181 T il

== z
. = £

=) JMT:,;{IJJT :_;t u;:}‘ﬁﬁé ;LW.QJT@ N5 iLJ\ XTWI
“Dan carilah pada apa yang telah dianugerahkan Allah Swt. kepadamu
(kebahagiaan) negeri akhirat, dan janganlah kamu melupakan bagianmu dari
(kenikmatan) duniawi dan berbuat baiklah (kepada orang lain) sebagaimana
Allah Swt. telah berbuat baik kepadamu, dan janganlah kamu berbuat kerusakan
di (muka) bumi. Sesungguhnya Allah Swt. tidak menyukai orang-orang yang
berbuat kerusakan ” (QS. Al-Qashash/28:77).

Pada ayat tersebut telah dijelaskan bahwa Allah Swt. memerintahkan
manusia untuk mencari kenikmatan akhirat dan juga tidak melupakan kenikmatan

dunia. Salah satu kenikmatan dunia adalah diciptakannya alam yang indah dan
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harmonis untuk dinikmati umat manusia. Semua yang dibutuhkan manusia telah
disediakan di alam. Untuk memenuhi kebutuhannya kadang manusia serakah
dalam mengambil kemanfaatan alam dan kurang memperhatikan kelestariannya
sehingga timbul kerusakan-kerusakan seperti pembuangan limbah pabrik dengan
sembarangan sehingga membuat air tercemar dan makhluk hidup di sekitarnya
banyak yang mati, penebangan liar demi mengambil keuntungan pribadi,
ditambah dengan pencemaran udara yang dapat menyebabkan pemanasan global
sehingga mengakibatkan lapisan ozon bumi semakin menipis sehingga bumi
semakin panas. Oleh karena itu, ayat tersebut mengingatkan tentang larangan
keras membuat kerusakan di muka bumi dan Allah Swt. murka terhadap orang-
orang yang membuat kerusakan.

Berdasarkan ayat-ayat tersebut, Allah Swt. telah memerintahkan manuasia
untuk menjaga keseimbangan dan kelestarian alam yang sebelumnya telah
diciptakan dengan sempurna oleh Allah Swt. Cara menjaga keseimbangan alam
yaitu dengan melestarikan lingkungan dan tidak melakukan kerusakan-kerusakan

yang dapat menyebabkan dampak negatif terhadap  lingkungan.
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PEMBAHASAN

3.1 Model Persamaan Dua Predator Satu Prey

Dalam bab ini akan dibahas penyelesaian numerik model predator-prey
yang berbentuk sistem persamaan diferensial nonlinier dengan metode Runge
Kutta orde 4. Model yang disusun oleh Alebraheem dan Hasan (2012) dalam
karya ilmiah yang berjudul “Persistence of Predators in a Two Predators-One
Prey Model with Non-Periodic Solution” terdiri dari tiga variabel bergantung yang

dirumuskan sebagai berikut:

KO _ o gy - LEOYO B2

dt 1+ hpax(t) 1+ hyBx(0)
dy(t) erax(t)y(t) e
Ve —uy(0) + 1+ hyax(t) | WL hyax(t) G e E) (31)
dz(t) e x(t)z(t) 2P

A AR hBx(t) 1+ h,Bx(t) 7 g40) =G AL

Dengan x(t) adalah populasi prey dan y(t) serta z(t) menunjukkan
populasi predator pada saat t (waktu). Sedangkan x(0) = x,, y(0) = y,, dan
z(0) = z, merupakan jumlah populasi prey dan predator pada saat t = 0.
r k,a,f,hy, hy,u, cq,c,w,u, e;, dan e, adalah koefisien pada model (3.1). r
menunjukkan jumlah kelahiran rata-rata prey, a dan 8 menunjukkan laju efisiensi
untuk mencari dan menangkap predator y dan z, h; dan h, adalah laju
pertumbuhan predator, c; dan c, adalah laju kompetisi persaingan antara predator
y dan z, u dan w adalah laju kematian predator y dan z, e; dan e, adalah

efisiensi yang mengubah konsumsi prey menjadi kelahiran predator.

26
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3.2 Penyelesaian Numerik Model Dua Predator Satu Prey Menggunakan
Metode Runge Kutta Orde 4

Nilai parameter dan nilai awal dari setiap variabel pada sistem persamaan

(3.1) diberikan pada Tabel 3.1 sebagai berikut:

Variabel/
Parameter

x(t)
y(t)

z(t)

Tabel 3.1 Nilai Parameter dan Nilai Awal Sistem Persamaan (3.1)

Deskripsi

Banyaknya populasi mangsa (prey) terhadap
waktu

Banyaknya populasi
pertama terhadap waktu
Banyaknya populasi pemangsa (predator) kedua
terhadap waktu

Jumlah kelahiran rata-rata mangsa (prey)

Laju efisiensi untuk mencari dan menangkap
pemangsa (predator) y

Laju kematian pemangsa (predator) z

Laju pertumbuhan pemangsa (predator)

Laju pertumbuhan pemangsa (predator)

Efisiensi yang mengubah konsumsi mangsa
(prey) menjadi kelahiran pemangsa (predator) y
Efisiensi yang mengubah konsumsi mangsa
(prey) menjadi kelahiran pemangsa (predator) z
Laju efisiensi untuk mencari dan menangkap
pemangsa (predator) z

Laju kematian pemangsa (predator) y

Laju kompetisi persaingan antara pemangsa
(predator) y dan z

Laju kompetisi persaingan antara pemangsa
(predator) y dan z

pemangsa (predator)

Nilai

Parameter

0,5
0,2
0,2

0,75
1,41

0,65
0,005
0,004

0,8

0,79

1,5

0,55
0,08

0,05

(Alebraheem dan Hasan, 2012)

Penelitian ini menggunakan t (waktu) yang akan diselesaikan pada saat

t = 0 sampai t = 0,5 dengan ukuran langkah h = 0.1. Misalkan f(x,y,zt) =

dx(t)
dt ’

gx,y,zt) = L dan j(x,y,zt) =

dx(t) dx(t)

dt

Dengan mensubstitusikan

parameter-parameter tersebut maka sistem persamaan (3.1) dapat ditulis menjadi:
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1,41xy 1,5xz

fOoy,28) =x(1=X) = 175507052 ~ T+ 0,006x

1,128xy 1,128

900y, 20 = 0.55Y + 17350708x ~ T+ 0,00705%

yz - 01083’2: (32)

1,185xz 1,185
1+ 0,006x 1+ 0,006x

j(x)yl Z, t) = _0:652 + Z2 — 0,05yZ

Selanjutnya persamaan (3.2) akan dihitung menggunakan metode Runge
Kutta orde 4 dengan h = 0,1. Untuk iterasi yang pertama dengan t, = 0,x, =
0,5,y0 = 0,2, dan z, = 0,2 akan diperoleh hasil sebagai berikut:
ki = hf (xo, Yo, 2o, to)

= hf(0,5,0,2,0,2,0)

1,41xy i} 5557 )

Gl (T x) — =
(x( *) = 137000705 _ 1+ 0,006%

= —0,004005606682109
ly = hg(x0, Y0, Zo, to)
= hg (0;5; Ol2l 0l2' 0)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

A ¢l (—0,55y + ¥ 0,08312)

= —0,004575773398769
mq = hj(x(); Yo, Zo» tO)
= hj(0,5,0,2,0,2,0)

1,185xz 1,185
1+4+0,006x 14 0,006x

= 01 <—O,652 + z* - 0,05y2)

= —0,006111266201396



1 1 1 1
hf (xo kYo + 5,z + 5t +5h)

hf (0,5 + %(—0,004005606682109), 0,2+

%(—0,004575773398769), 0,2 + % (—0,006111266201396))

hf(0,497997196658945,0,197712113300616,

0,196944366899302)

4 1( a ) 1,41xy 1,5xz )
A\ T T T 0,00705% - 1+ 0,006
—0,003502535722264

1 1 1 1
hg (xo +§k1,y0 +§l1,zo +§m1,t0 +Eh>

hg (0,5 + % (—0,004005606682109),0,2 +

% (—0,004575773398769),0,2 + % (—0,006111266201396))

hg(0,497997196658945,0,197712113300616,

0,196944366899302)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + y? — 0,08yz>

—0,004512166585350

_ 1 i 1 1
h] (xO +§k1,y0 +§l1,Z0 +5m1,t0 +Eh)

hj (0,5 + %(—0,004005606682109), 0,2 +

%(—0,004575773398769), 0,2 + % (—0,006111266201396))

hj(0,497997196658945,0,197712113300616,
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0,196944366899302)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + 7% — 0,05yz)

—0,005991063055289

1 1 1 1
hf (XO +§k2,y0 +Elz,Z0 +§m2,t0 +Eh)

hf (0,5 + % (—0.003502535722264),0,2 +

%(—0,004512166585350), o2 & % (—0,005991063055289))

hf(0,498248732138868,0,197743916707325,

0,197004468472356)

. 1( a ) 1,41xy 18507 )
S T T 0,00705x 1+ 0,006x
—0,003523495922601

1 1 1 1
hg (xO +Ek2,y0 +El2,ZO +Em2,t0 +Eh>

hg (0,5 4 % (—0.003502535722264),0,2 +

%(—0,004512166585350), 0,2 + % (—0,005991063055289)>

hg(0,498248732138868,0,197743916707325,

0,197004468472356)

1,128xy 1,128
1+0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 <—O,55y + y? — 0,08yz>

—0,004508115191422

30
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_ 1 1 1 1
h] <x0 +Ek2,yo +El2,Zo +Em2, to +zh>

hj (0,5 + 3(—0.003502535722264), 0,2 +

%(—0,004512166585350), 0,2 +§(—0,005991063055289))

hj(0,498248732138868,0,197743916707325,
0,197004468472356)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z% — 0,05yz>

—0,005988477510777

hf (xg + k3,y0 + 13,29 + m3,ty + h)
hf(0,5—0,003523495922601,0,2 — 0,004508115191422,0,2 —
0,005988477510777)

hf(0,496476504077399, 0,195491884808578,

0,194011522489223)

; 1( a ) 1,41xy 1,5xz )
ST Y T 0,00705x 1+ 0,006%
—0,003043976357323

hg(xy + k3, y0 + l3,29 + m3, ty + h)
hg(0,5—0,003523495922601,0,2 — 0,004508115191422,0,2 —
0,005988477510777)

hg(0,496476504077399, 0,195491884808578,0,194011522489223)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + y? — 0,08yz)

—0,004441467472178



hj(xo + kg,yo + l3,Zo + ms, to + h)

hj(0,5—0,003523495922601, 0,2 — 0,004508115191422,0,2—=

0,005988477510777)
hj(0,496476504077399,0,195491884808578,

0,194011522489223)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z% — 0,0SyZ)

—0,005867259710729

Sehingga diperoleh hasil sebagai berikut:

X1 =

V1

il
xO +g(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

0,5+ % (—0,004005606682109 + 2(—0,003502535722264) +
2(—0,003523495922601) + (—0,003043976357323))
0,496483058945140

1
yo +g(ll + 2l2 + Zl3 + l4)

0,2 + % (—0,004575773398769 + 2(—0,004512166585350) +

2(—0,004508115191422) — 0,004441467472178)

0,195490365929252
1
Zy + g(ml + 2m2 + 2m3 + m4)

0,2 + %(—0,006111266201396 + 2(—0,005991063055289) +

2(—0,005988477510777) + (—0,005867259710729))

0,194010398825957
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Untuk iterasi yang kedua dengan t; =0,1,x; = 0,496483058945140,y, =

0,195490365929252, dan z; = 0,194010398825957 akan diperoleh hasil

sebagai berikut:

kl_

hf(xy,v1,21,t1)

hf(0,496483058945140, 0,195490365929252,

0,194010398825957)

1,41xy 1,5xz )

1(x(1—x) — —
Y (x( *) = 170007052 1% 0.006%

—0,003044151401091
hg(x1,¥1,21,t1)
hg(0,496483058945140,0,195490365929252,

0,194010398825957)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y +

—0,004441254095599

hj(x1, 1,21, t1)
hj(0,496483058945140,0,195490365929252,
0,194010398825957)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z% — 0,05yz)
—0,005867048520684

1 1 1 1
hf <x1 +§k1,y1 +§l1,Zl +§m1,t1 +§h)

hf <0,496483058945140 + %( —0,003044151401091),

0,195490365929252 + % (—0,004441254095599),

y? — 0,08yz>



0,194010398825957 + % (—0,005867048520684))

hf(0,494960983244594, 0,193269738881453,

0,191076874565615)

1,41xy 1,5xz )

0,1( 1—x)— N
*(1=X) ~ 137000705~ 14 0,006

—0,002588168579847

1 ! 1 fl
hg <x1 +Ek1,y1 +Ell,Z1 +Em1,t1 +Eh>

hg (0,496483058945140 +
% (—0,003044151401091),0,195490365929252 +

% (—0,004441254095599), 0,194010398825957 +

%(—0,005867048520684))

hg( 0,494960983244594,0,193269738881453,

0,191076874565615)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + y? — 0,08yz)

—0,004371023053671
_ 1 1 1 1
h] (Xl + Ekl,yl + Ell,zl + Eml, tl + Eh)
hj <0,496483058945140 + %( —0,003044151401091),
0,195490365929252 + % (—0,004441254095599),

0,194010398825957 + % (—0,005867048520684))

hj(0,494960983244594,0,193269738881453,
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0,191076874565615)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 <—0,6SZ + 7% — 0,05yz)

—0,005744288137734

1 1 1 1
hf (xl +§k2,y1 +§lz,21 +Em2,t1 +§h>

hf (0,496483058945140 4
! (~0,002588168579847), 0,195490365929252 +

%(—0,004371023053671), 0,194010398825957 +

%(—0,005744288137734))

hf( 0,495188974655217,0,193304854402417,

0,191138254757090)

1,41xy 1,5xz )

1(x(1 =) — v
0, (x( *) = 170007052 1% 0,006%

—0,002607598805461

1 1 1 1
hg (xl +§k2,y1 +Elz,Z1 +§m2,t1 +§h>

hg (O,496483058945140 + % (—0,002588168579847),
0,195490365929252 + %(—0,004371023053671),

0,194010398825957 + % (—0,005744288137734))

hg( 0,495188974655217,0,193304854402417,

0,191138254757090)

1,128xy 1,128
1+0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 <—O,55y + y? — 0,08yz>

35
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—0,004367731666734

_ 1 1 1 1
h] <x1 +Ek2,y1 +El2,Zl +§m2,t1 +§h)

hj (0,496483058945140 +
% (—0,002588168579847),0,195490365929252 +

% (—0,004371023053671),0,194010398825957 +

%(——0,005744288137734))

hj( 0,495188974655217,0,193304854402417,
0,191138254757090)

1,185xz 1,185
1+ 0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z% — 0,0Syz)

—0,005742413766250

hf(xy + k3, y1 + 13,2z, + m3, t; + h)

hf(0,496483058945140 —
0,002607598805461,0,195490365929252 —
0,004367731666734,0,194010398825957 — 0,005742413766250)
hf(0,493875460139679,

0,191122634262518,0,188267985059707)

0 1< a ) 1,41xy 1,5xz )
A T T T0,00705x 1+ 0,006
—0,002172605566038

hg(x; + k3, y1 + 13,2, + mg, t; + h)
hg(0,496483058945140 — 0,002607598805461,

0,195490365929252 — 0,004367731666734,
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0,194010398825957 — 0,005742413766250)
hg(0,493875460139679,0,191122634262518,

0,188267985059707)

1,128xy 1128
1+000705x 1+ 0,00705x°

0,1 (—0,55y + z2 _ 0,08yz)

—0,004295312744924

hj(x; + k3, y1 + 13,21 + mg, t; + h)

hj(0,496483058945140 —
0,002607598805461,0,195490365929252 —
0,004367731666734,0,194010398825957 — 0,005742413766250)
hj(0,493875460139679,0,191122634262518,
0,188267985059707)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z% — 0,0Syz)

—0,005619445973949

Sehingga diperoleh hasil sebagai berikut:

Xy =

Y2

1
x1 + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4)
0,496483058945140 +
%(—0,003044151401091 + 2(—0,002588168579847) +
2(—0,002607598805461) + (—0,002172605566038))
0,493881676988849

1
V1 +€(ll + 212 + 2l3 + l4_)

0,195490365929252 +



Z
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%(—0,004441254095599 +2(—0,004371023053671) +
2(—0,004367731666734) — 0,004295312744924)
0,191121353215697

Z; +%(m1 +2m, + 2ms; + my)

0,194010398825957 +

é(—0,005867048520684 + 2(—0,005744288137734) +

2(—0,005742413766250) + (—0,005619445973949))

0,188267082442190

Untuk iterasi yang ketiga dengan t, = 0,2,x, = 0,493881676988849, y, =

0,191121353215697, dan z, = 0,188267082442190 akan diperoleh hasil

sebagai berikut:

kq

hf(xZi Y2, 23, tZ)

hf(0,493881676988849,0,191121353215697,0,188267082442190)

1,41xy 1,5xz )

0,1( 1—x)— o
*(1=X) = 170007055 _ 1+ 0,006x

—0,002172783287373

hg(x2,¥2, 2, t3)
hg(0,493881676988849,0,191121353215697,0,188267082442190)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + y? — 0,08yz)

—0,004295121776096

hj(x2,¥2, 22, t2)

hj(0,493881676988849,0,191121353215697,0,188267082442190)



1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 <—0,6SZ + z? — 0,05yz)

—0,005619259715906

1 1 1 1
hf <x2 +Ek1,y2 +El1,22 +§m1,t2 +Eh>

hf (0,493881676988849 +
% (—0,002172783287373),0,191121353215697 +

% (—0,004295121776096), 0,188267082442190 +

%(—0,005619259715906))

hf(0,492795285345162,0,188973792327649,

0,185457452584237)

1,41xy 1,5xz )

W Rl 4
0, (x( *) = 170007052 1% 0,006%

—0,001758879770769

1 1 1 1
hg (xZ +§k1,y2 +§ll,Z2 +Em1,t2 +Eh>

hg (0,493881676988849 + % (—0,002172783287373),
0,191121353215697 + %(—0,004295121776096),

0,188267082442190 + % (—0,005619259715906))

hg(0,492795285345162,0,188973792327649,

0,185457452584237)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + y? — 0,08yz)

—0,004220020574452

39
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_ 1 1 1 1
h] <x2 +§k1,y2 +El1,Zz +Em1,t2 +§h)

hj (0,493881676988849 +
%(—0,002172783287373), 0,191121353215697 +

% (—0,004295121776096), 0,188267082442190 +

%(—0,005619259715906))

hj(0,492795285345162,0,188973792327649,
0,185457452584237)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z% — 0,05yz>
—0,005495605531053

1 ! 1 1
hf (xz +§k2,y2 +Elz,Z2 +Em2,t1 +Eh>

hf (0,493881676988849 il % (—0,001758879770769),

0,191121353215697 + %(—0,004220020574452),

0,188267082442190 + %( —0,005495605531053))

hf( 0,493002237103464,0,189011342928471,0,185519279676664)

) 1( a ) 1,41xy 1,5xz )
A T T T0,00705% 1+ 0,006
—0,001776945101590

1 1 1 1
hg (xZ +§k2,y2 +212,Z2 +Zm2,t1 +§h)

hg (0,493881676988849 + % (—=0,001758879770769),
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0,191121353215697 + % (—0,004220020574452),

0,188267082442190 + %( —0,005495605531053))

hg( 0,493002237103464,0,189011342928471,0,185519279676664)

1,128xy 1,128
14+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + y? — 0,08yz>

—0,004217362795695

1

_ 1 il 1
hj (xz +§k2,y2 +§lz,zz +§m2,t1 +§h)

hj (0,493881676988849 +
%(—0,001758879770769), 0,191121353215697 +

% (—0,004220020574452),0,188267082442190 +

%( —0,005495605531053))

hj( 0,493002237103464,0,189011342928471,0,185519279676664)

1,185xz 1,185
1+ 0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z% — 0,0Syz)

—0,005494299790747

hf(x, + ks, y, + 13,2z, + ms, t, + h)
hf(0,493881676988849 — 0.001776945101590,
0,191121353215697 — 0,004217362795695,
0,188267082442190 — 0,005494299790747)
hf(0,492104731887259,

0,186903990420002,0,182772782651443)
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0 1( 1-x 1,41xy 1,5xz )
A T T 10007052 1+ 0,006
—0,001381844629410

hg(x, + k3,y, + 13,2z, + m3, t, + h)
hg(0,493881676988849 — 0.001776945101590,
0,191121353215697 — 0,004217362795695,
0,188267082442190 — 0,005494299790747)
hg(0,492104731887259, 0,186903990420002,

0,182772782651443)

1,128xy 1128
1+000705x 1+ 0,00705x°

0,1 (—0,55y + 2 - 0,08yz>

—0,004140776298368

hj(x; + k3,y, + 13,2, + m3,t, + h)

hj(0,493881676988849 — 0.001776945101590,
0,191121353215697 — 0,004217362795695,

0,188267082442190 — 0,005494299790747)
hj(0,492104731887259,0,186903990420002,0,182772782651443)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 1 72 — 0,05yz)

—0,005371069997481

Sehingga diperoleh hasil sebagai berikut:

x3_

1
xp + 2 (ky + 2Kz + 2k + ko)
0,493881676988849 +

%(—0,002172783287373 + 2(—0,001758879770769) +
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2(—0,001776945101590) + (—0,001381844629410))
= 0,492110630711932
V3= ¥, +%(l1+212+213+l4)
= 0,191121353215697 +
é(—0,004295121776096 + 2(—0,004220020574452) +
2(—0,004217362795695) — 0,004140776298368)
= 0,186902909079904
Z3 = 2z, +%(m1+2m2 + 2m3; + my)
= 0,188267082442190 +
%(—0,005619259715906 + 2(—0,005495605531053) +

2(—0,005494299790747) + (—0,005371069997481))

0,182772059049359

Untuk iterasi yang keempat dengan t; = 0,3,x; = 0,492110630711932,y, =
0,186902909079904, dan z; = 0,186902909079904 akan diperoleh hasil
sebagai berikut:

ki = hf(xs,y3, 23 t3)

= hf(0,492110630711932,0,186902909079904, 0,182772059049359)

~ o 1< a ) 1,41xy 1,5xz )
- M T Y T T 000705 1+ 0,006
—  —0,001382022441834

ly = hg(xs3,y3, 23, t3)

= hg(0,492110630711932,0,186902909079904, 0,182772059049359)
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1,128xy 1,128
1+0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + y? — 0,08yz>

—0,004140604873976

hj(X3, V3, Z3, t3)
hj(0,492110630711932,0,186902909079904, 0,182772059049359)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z2 — 0,05yz>

—0,005370904971313

1 1 1 1
hf(X3 +§k1,y3 +§ll,Z3 +§m1,t3 +§h>

hf (0,492110630711932 + %( —0,001382022441834),
0,186902909079904 + %(—0,004140604873976),

0,182772059049359 + %(—0,005370904971313)>

hf(0,491419619491015, 0,184832606642916,

0,180086606563703)

s 1( a ) 1,41xy 1,5xz )
S\ T T 1 0,00705x 1+ 0,006%
—0,001005915391971

1 1 1 1
hg <x3 + Ekl'y3 + §l1,23 + Eml't3 i Eh)
hg (0,492110630711932 + %( —0,001382022441834),
0,186902909079904 + % (—0,004140604873976),

0,182772059049359 + % (—0,005370904971313))

hg(0,491419619491015, 0,184832606642916,



0,180086606563703)

1,128xy 1,128
1+0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + y? — 0,08yz>

—0,004062080481168

, 1 1 1 1
h] (X3 +§k1,y3 +El1,Z3 +§m1,t3 +§h>

hj (0,492110630711932 + %( —0,001382022441834),
0,186902909079904 + %(—0,004140604873976),

0,182772059049359 + %(—0,005370904971313)>

hj(0,491419619491015,0,184832606642916,

0,180086606563703)

1,185xz 1,185
1+ 0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z% — 0,0Syz)

—0,005247662622325

1 1 1 1
hf (x3 ar Ekz,y3 + 512,23 + Emz, t3 + Eh)
hf (0,492110630711932 +
% (—0,001005915391971),0,186902909079904 +

% (—0,004062080481168),0,182772059049359 +

%( —0,005247662622325))

45

hf(0,491607673015946,0,184871868839320,0,180148227738197)

1,41xy 1,5xz )

0.1 (x(l ~X) T 170007055 1+ 0.006x

—0,001022756198543
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1 1 1 1
hg (x3 +Ek2,y3 +El2,23 +Em2,t3 +§h)

hg (0,492110630711932 + % (—=0,001005915391971),
0,186902909079904 + % (—0,004062080481168),

0,182772059049359 + %( —0,005247662622325))

hg( 0,491607673015946,0,184871868839320,0,180148227738197)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + y? — 0,08yz)

—0,004059950793295

_ 1 1 1 1
hj (x3 +§k2,y3 +§lz,z3 +§m2,t3 +§h)

hj (0,492110630711932 B % (—=0,001005915391971),
0,186902909079904 + %(—0,004062080481168),

0,182772059049359 + %( —0,005247662622325)>

hj( 0,491607673015946,0,184871868839320,0,180148227738197)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z% — 0,05yz>

—0,005246809977466

hf (x3 + k3, y3 + 13,23 + m3,t, + h)
hf(0,492110630711932 — 0.001022756198543,
0,186902909079904 — 0.004059950793295,
0,182772059049359 — 0,005246809977466)

hf(0,491087874513389,0,182842958286609,
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0,177525249071893)

0 1( a ) 1,41xy 1,5xz )
A T T T0,00705% 1+ 0,006
—0,0006635826166587755

hg(x3 + k3, y3 + 3,23 + m3, t, + h)

hg(0,492110630711932 — 0.001022756198543,
0,186902909079904 —

0.004059950793295, 0,182772059049359 — 0,005246809977466)
hg(0,491087874513389,0,182842958286609,

0,177525249071893)

1,128xy 1128
1+000705x 1+ 0,00705x°

0,1 (—0,55)/ + 2 - 0,08yz>

—0,003980516769034

hj(x3 + k3,y3 + 13,23 + m3,t, + h)
hj(0,492110630711932 — 0.001022756198543,
0,186902909079904 — 0.004059950793295,
0,182772059049359 — 0,005246809977466)
hj(0,491087874513389,0,182842958286609,

0,177525249071893)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + 7% — 0,05yz)

—0,005124480523896
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Sehingga diperoleh hasil sebagai berikut:
1
Xg4 = X3 +g(k1+2k2+2k3+k4)
= 0,492110630711932 +
%(—0,001382022441834 + 2(—0,001005915391971) +
2(—0,001022756198543) + (—0,0006635826166587755))
= 0,491093472672012
1
y4= y3 +g(ll+2l2+213+l4)
= 0,186902909079904 +
%(—0,004140604873976 + 2(—0,004062080481168) +

2(—0,004059950793295) — 0,003980516769034)

= 0,182842045047915
1
Zy = Z3 +g(m1+2m2+2m3+M4)
= 0,182772059049359 +
é(—0,005370904971313 + 2(—0.005247662622325) +

2(—0,005246809977466) + (—0,005124480523896))

0,177524670600227
Untuk iterasi yang kelima dengan t, = 0,4,x, = 0,491093472672012,y, =
0,182842045047915, dan z, = 0,177524670600227 akan diperoleh hasil

sebagai berikut:

ky = hf(X4,Y4,24,t4)

hf(0,491093472672012,0,182842045047915,0,177524670600227)
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0 1( a ) 1,41xy 1,5xz )
A T T 10007052 1+ 0,006
—0,0006637586645334703

hg (X4_, Y4, Zy, t4)
hg(0,491093472672012,0,182842045047915,0,177524670600227)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—O,SSy + y? — 0,08yz>

—0,003980362459229

hj(x4r YVa, Zy, t4-)
hj(0,491093472672012,0,182842045047915,0,177524670600227)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z% — 0,05yz)

—0,005124333681249
1 i 1 1
hf (x4 + Ekl’y‘} + §l1,24 + _ml,t4 + Eh)

2

hf (0,491093472672012 g %( —0,0006637586645334703),
0,182842045047915 + %(—0,003980362459229),

0,177524670600227 + % (—0,005124333681249))

hf(0,490761593339745, 0,180851863818300,

0,174962503759603)

1,41xy 1,5xz )

0.1 (x(l =) T 137000705%x 1+ 0.006%

—0,0003217792912201367



1 1 1 1
hg (x4_ +§k1,y4 +Ell,Z4 +Em1, t4, +zh>

hg (0,491093472672012 + %( —0,000667586645334703),
0,182842045047915 + % (—0,003980362459229),

0,177524670600227 + é(—0,005124333681249))

hg(0,490761593339745,0,180851863818300,

0,174962503759603)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + y? — 0,08yz>

—0,003899602939497

, 1 1 1 1
h] (x4 +§k1,y4 +§l1,Z4 +§m1,t4 +Eh>

hj (0,491093472672012 o %( —0,0006637586645334703),
0,182842045047915 + %(—0,003980362459229),

0,177524670600227 + %(—0,005124333681249))

hj(0,490761593339745, 0,180851863818300,

0,174962503759603)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + 7% — 0,05yz>

—0,005002516698608

1 1 1 1
hf <x4 +Ek2,y4 +§l2,24 +§m2, t4, +§h>

hf (0,491093472672012 + % (—=0,0003217792912201367),
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0,182842045047915 + % (—0,003899602939497),

0,177524670600227 + %( —0,005002516698608))

hf(0,490932583026402,0,180892243578167,

0,175023412250923)

0 1( a ) 1,41xy 1,5xz )
AT YT 0007055 1+ 0,006
—0,0003375153451427055

i 1 1 1
hg (X4 +Ek2,y4 +El2,24 +Em2,t4 +Eh>

hg (0,491093472672012 + % (—0,0003217792912201367),
0,182842045047915 + %(—0,003899602939497),

0,177524670600227 + %( —0,005002516698608)>

hg(0,490932583026402,0,180892243578167,

0,175023412250923)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + y? — 0,08yz)

—0,003897913481014
_ 1 1 1 1
h] (X4 + Ekz,y4 + 512,24 +§m2, t4_ + Eh)
hj <0,491093472672012 + %(—0,0003217792912201367),
0,182842045047915 + % (—0,003899602939497),

0,177524670600227 + %( —0,005002516698608))

hj(0,490932583026402,0,180892243578167,

o1



0,175023412250923)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 <—0,6SZ + 7% — 0,05yz)

—0,005002023798737

hf(xy + k3, ¥4 + 13,24 + M3, t, + h)
hf(0,491093472672012 — 0,0003375153451427055,
0,182842045047915 — 0,003897913481014,
0,177524670600227 — 0,005002023798737)
hf(0,490755957326869,0,178944131566901,

0,172522646801490)

1,41xy i} 356 )
1+ 0,00705x 1+ 0,006x

0,1 (x(l —x) —
—0,00001086767141740275

hg(xy + k3, y4 + 13,24 + m3,t, + h)
hg(0,491093472672012 — 0,0003375153451427055,
0,182842045047915 — 0,003897913481014,
0,177524670600227 — 0,005002023798737)
hg(0,490755957326869,0,178944131566901,

0,172522646801490)

1,128xy 1,128
1+ 0,00705x 1+ 0,00705x

0,1 (—0,55y + Y2 — 0,08yz>

—0,003816713352214
hj(xy + ks, Vs + 13,24 + M3, ty, + h)
hj(0,491093472672012 — 0,0003375153451427055,

0,182842045047915 — 0,003897913481014,
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0,177524670600227 — 0,005002023798737)
hj(0,490755957326869,0,178944131566901,
0,172522646801490)

1,185xz 1,185
1+0,006x 1+ 0,006x

0,1 (—0,652 + z% — 0,05yz>

—0,004881491665919

Sehingga diperoleh hasil sebagai berikut:

Xg =

Vs

1
xg + 2 Uy + 2kz + 2k + ko)

0,491093472672012 + %(—0,0006637586645334703 o

2(—0,0003217792912201367) + 2(—0,0003375153451427055) +
(—0,00001086767141740275))

0,490761270070566

1
y4 + g(ll + 2l2 + 2[3 + l4)
0,182842045047915 +

%(—0,003980362459229 + 2(—0,003899602939497) +

2(—0,003897913481014) — 0,003816713352214)

0,178943360272504
1
Zy + g(ml + 2m2 + 2m3 + m4)
0,177524670600227 +
%(—0,005124333681249 + 2(—0,005002516698608) +

2(~0,005002023798737) + (—0,004881491665919))

0,172522186209917
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Tabel 3.2 Solusi x(t), y(t), dan z(t) Menggunakan Metode Runge Kutta Orde 4

Xr+1

0,496483058945140
0,493881676988849
0,492110630711932
0,491093472672012
0,490761270070566

Variabel
Yr+1
0,195490365929252
0,191121353215696
0,186902909079903
0,182842045047914
0,178943360272503

Zr+1

0,194010398825958
0,188267082442190
0,182772059049359
0,177524670600227
0,172522186209918

Pada tabel tersebut dapat digambarkan grafiknya menggunakan program

Matlab R2013a sebagai berikut:

jumlah populasi

Grafik x(t), y(t), dan z(t)

0.5¢ r

O T [¢) T 6 T R T o
‘ ‘ ; ; 3 3 O  prey x
O  predator
0.45 |- p Y
O  predator z
0.4 -
0.35 - 3
0.3 |
0.25 - N
0.20- O | | — -1
AT L L | lenNS ||
0 0.05 0.1 ONISREN2 025 03 03 04 045 05
waktu

Gambar 3.1 Grafik x(t), y(t), dan z(t) Saat t = 0.5 Menggunakan Runge Kutta Orde 4

3.3 Analisis Galat Metode Runge Kutta Orde 4

Hasil penyelesaian numerik model predator-prey tiga spesies dengan

metode Runge Kutta orde 4 telah ditunjukkan pada Tabel 3.2. Berdasarkan hasil

perhitungan dengan metode tersebut besarnya ketelitian eksak tidak dapat diukur,

hal ini disebabkan model predator-prey tiga spesies berbentuk sistem persamaan
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diferensial nonlinier yang tidak dapat diselesaikan secara analitik atau tidak

mempunyai solusi eksak. Oleh karena itu, tidak dapat dihasilkan galat sejatinya.
Dalam penyelesaian numerik ini galat yang digunakan adalah galat relatif

hampiran. Galat relatif hampiran metode Runge Kutta orde 4 dirumuskan sebagai

berikut:

maka dapat dihasilkan galat relatif metode Runge Kutta orde 4 sebagai berikut:

Tabel 3.4 Galat Relatif x(t)

Variabel
d 2 - Galat = —xr;:;xT
0 0,1 0,496483058945140 0,007083708077235
1 0,2 0,493881676988849 0,005267216982317
2 0,3 0,492110630711932 0,003598878313917
3 0,4 0,491093472672012 0,002071210668685
4 0,5 0,490761270070566 0,0006769128325839266

Tabel 3.5 Galat Relatif y(t)

Variabel
T t Yoer Galat = %
0 0,1 0,195490365929252 0,023068318734336
1 0,2 0,191121353215696 0,022859887919615
2 0,3 0,186902909079903 0,022570243323444
3 0,4 0,182842045047914 0,022209683942907
4 0,5 0,178943360272503 0,021787255863944

Tabel 3.6 Galat Relatif z(t)

Variabel
r t - Galat = Zr%:r
0 0,1 0,194010398825958 0,030872578017919
1 0,2 0,188267082442190 0,030506216536986
2 0,3 0,182772059049359 0,030064898439137
3 0,4 0,177524670600227 0,029558643491015
4 0,5 0,172522186209918 0,028996180144751

3.4 Interpretasi Grafik Solusi Model



56

Berdasarkan penelitian ini, nilai parameter dan nilai awal yang digunakan
untuk memperoleh solusi numerik model predator-prey tiga spesies dengan
menggunakan metode Runge Kutta Orde 4 mengacu pada penelitian yang
dilakukan oleh Alebraheem dan Hasan (2012) seperti pada Tabel 3.1, yang mana
penelitian tersebut dilakukan terhadap tiga spesies yang terdiri dari prey x,
predator y, dan predator z.

Dengan menggunakan metode Runge Kutta orde 4 maka diperoleh grafik
x(t),y(t), dan z(t) pada saat t (waktu) dengan nilai parameter pada Tabel 3.1

sebagai berikut:

1. Kasus 1
Grafik x(t), y(t), dan z(t)
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Gambar 3.2 Grafik x(t), y(t), dan z(t) pada Saat t = 0,5



57

Gambar 3.2 menunjukkan populasi x(t),y(t), dan z(t) yang dimulai
pada saat t = 0 dengan nilai parameter yang telah disajikan pada Tabel 3.1.
dengan nilai awal (x(0)=0,5y(0)=0,2 dan z(0)=0,2). Grafik
pertumbuhan x(t) bergerak turun terus-menerus yang dimulai pada saat t = 0
sampai t=0,5 sebesar 0,490761270070566. Grafik pertumbuhan
predator y(t) juga bergerak turun terus-menerus yang dimulai pada saat t =0
hingga t=0,5 yang mencapai 0,178943360272503. Pergerakan grafik
pertumbuhan z(t) terus-menerus mengalami penurunan hingga t = 0,5 yang

mencapai 0,172522186209918.

2. Kasus 2
Grafik x(t), y(t), dan z(t)
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Gambar 3.3 Grafik x(t), y(t), dan z(t) pada Saat t = 1

Gambar 3.2 menunjukkan populasi x(t),y(t), dan z(t) yang dimulai

pada saat t = 0 dengan nilai parameter yang telah disajikan pada Tabel 3.1.
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dengan nilai awal (x(0) =0,5,y(0) =02 dan z(0)=0,2), grafik
pertumbuhan x(t) bergerak turun yang dimulai pada saat t = 0 sampai t = 0,5
yang mencapai 0,490761270070566, kemudian mulai mengalami peningkatan
sampai t =1 vyang mencapai 0,497366427407822. Sedangkan grafik
pertumbuhan predator y(t) bergerak turun terus-menerus yang dimulai pada saat
t =0 hingga t =1 yang mencapai 0,161924534315696. Pergerakan grafik
pertumbuhan z(t) terus-menerus mengalami penurunan hingga t =1 yang
mencapai 0,150996370057924.

3. Kasus 3

Grafik x(t), y(t), dan z(t)

|4
O preyx
O  predatory
O  predator z
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jumlah populasi

o - + + + + +
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waktu

Gambar 3.4 Grafik x(t), y(t), dan z(t) pada Saat t = 140

Gambar 3.2 menunjukkan populasi x(t),y(t), dan z(t) yang dimulai
pada saat t = 0 dengan nilai parameter yang telah disajikan pada Tabel 3.1.

dengan nilai awal (x(0) =0,5 y(0) =0,2 dan 2z(0)=0,2). Grafik
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pertumbuhan x(t) bergerak naik yang dimulai pada saat t = 0 sampai t = 7 yang
mencapai 0,6618902754261, kemudian mulai mengalami penurunan sampai
t = 140 yang mencapai 0,6488624421025. Sedangkan grafik pertumbuhan
predator y(t) bergerak turun dimulai pada saat t =1 hingga t =4 vang
mencapai 0,1254937485795, kemudian terus-menerus mengalami kenaikan
sampai t = 140 sebesar 0,1525069076848. Pergerakan grafik pertumbuhan z(t)
terus-menerus mengalami  penurunan hingga t =55 yang mencapai
0,0979004521558, kemuadian bergerak naik sampai t = 140 yang mencapai
0,0917437967410. Maka berdasarkan Gambar 3.1 tersebut perubahan populasi
dari setiap variabel bergantung pada besar kecilnya parameter-parameter yang
mempengaruhi pertumbuhan populasi tersebut.

Dari hasil analisis tersebut, dapat disimpulkan bahwa populasi prey dan
predator mengalami ketidakseimbangan pada perkembangan predator. Predator
pertama terus mengalami peningkatan, sebaliknya predator kedua terus-menerus
mengalami penurunan dan menuju titik kepunahan. Maka perlu menjaga
keseimbangan dari keduanya dengan tetap menjaga populasi predator dan prey,
agar keduaya tetap hidup. Jika populasi predator dan prey tidak seimbang, maka
akan merusak ekosistem keduanya, bahkan ekosistem dengan spesies yang lain.
Maka sebagai manusia yang menjadi khalifah di muka bumi, sudah seharusnya
untuk tetap menjaga keseimbangan keduanya. Allah Swt. berfirman dalam al-

Quran surat al-Mulk/67:3, yaitu:

Ao = - g Z P T .
U el g3l s e 2Rl 3 G5 U BLb el f0 Gl
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“Allah Swt. yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-kali
tidak melihat pada ciptaan Tuhan yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak
seimbang. Maka lihatlah berulang-ulang, adakah kamu lihat sesuatu yang tidak
seimbang?” (QS. Al-Mulk/67:3).

Sesungguhnya Allah Swt. menciptakan segala sesuatu tidak lepas dari
hukum-hukum serta peraturan-peraturan sehingga semuanya menjadi begitu rapi.
Bagaimana susahnya penduduk sebuah planet, jika tidak ada keseimbangan antar
planet, sehingga terjadi tabrakan antar planet. Diciptakan berbagai makhluk hidup
dengan timbal balik satu dengan yang lain seperti manusia, binatang, dan
tumbuhan dalam proses fotosintesis. Akan tetapi keserakahan manusia, yang
merusak keseimbangan ekosistem di muka bumi ini. Kerusakan yang dapat
menyebabkan kematian seluruh makhluk hidup, yang hal itu sangat merugikan
semua makhluk hidup. Untuk menghindari kerusakan-kerusakan alam Allah Swit.
memerintahkan manusia sebagai makhluk yang dikaruniai akal untuk

menjaganya. Allah Swt. berfirman dalam al-Quran surat al-Bagarah/2:30, yaitu:

2
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“Ingatlah ketika Tuhanmu berfirman kepada para Malaikat: “Sesungguhnya AKu

hendak menjadikan seorang khalifah di muka bumi.” mereka berkata: “Mengapa

Engkau hendak menjadikan (khalifah) di bumi itu orang yang akan membuat

kerusakan padanya dan menumpahkan darah, padahal kami Senantiasa bertasbih

dengan memuji Engkau dan mensucikan Engkau?” Tuhan berfirman:

“Sesungguhnya Aku mengetahui apa yang tidak kamu ketahui” (QS. Al-
Bagarah/2:30).

Ayat di atas menjelaskan bahwa Allah Swt. menciptakan manusia dengan
dikaruniai kesempurnaan akal sebagai khalifah (pemimpin) di muka bumi ini.
Manusia merupakan pemimpin bagi makhluk-makhluk lain seperti hewan dan
tumbuhan. Tugas seorang pemimpin adalah memakmurkan rakyatnya yang dalam

hal ini adalah makhluk hidup lain dengan cara melestarikannya dan menjaga
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keseimbangan ekosistem. Cara melestarikan alam dapat dilakukan dengan hal-hal
yang kecil seperti membuang sampah pada tempatnya dan tidak membungnya di
sungai agar tidak menimbulkan bencana banjir, menetralisir pencemaran udara
dengan menanam tumbuhan hijau, dan mengurangi pencemaran udara dengan
cara mengurangi pemakaian kendaraan bermotor.

Berdasarkan paparan ayat-ayat tersebut dapat diambil kesimpulan bahwa
Allah Swt. menciptakan segala sesuatu dengan seimbang, sama halnya dengan
model predator-prey, jika salah satu punah maka akan mempengaruhi yang lain.
Allah Swt. juga menegaskan bahwa setiap persoalan pasti ada solusinya bahkan
yang berkaitan denga ilmu matematika.

Setiap persamaan matematika memiliki kesulitan yang berbeda-beda
dalam mencari solusinya. Oleh karena itu, metode yang digunakan juga berbeda.
Begitupula manusia, masing-masing memiliki masalah yang berbeda. Allah Swt.
menguji hamba-Nya pasti sesuai dengan kemampuannya. Dalam al-Quran surat
al-Bagarah/2:286 dijelaskan bahwasanya Allah Swt. tidak akan membebani

seseorang melainkan sesuai kesanggupannya:
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“Allah  Swt. tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan
kesanggupannya. ia mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan
ia mendapat siksa (dari kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya
Tuhan kami, janganlah Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami bersalah.
Ya Tuhan kami, janganlah Engkau bebankan kepada kami beban yang berat
sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan
kami, janganlah Engkau pikulkan kepada kami apa yang tak sanggup kami
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memikulnya. beri ma'aflah kami, ampunilah kami, dan rahmatilah kami.
Engkaulah penolong kami, Maka tolonglah kami terhadap kaum yang kafir" (Q.S.
Al-Bagarah/2:286).

Ayat tersebut menjelaskan bahwa Allah Swt. tidak akan membebani
hamba-Nya melainkan sesuai dengan kemampuannya. Menurut pandangan Islam
setiap masalah ada beberapa penyelesaian yang dapat diambil jalan keluar atau
solusi pemecahannya. Ketika suatu masalah itu sulit untuk diselesaikan dengan
satu cara, maka hal tersebut pasti ada cara atau penyelesaian yang lain. Dalam
Islam Allah Swt. memberikan alternatif untuk hamba-Nya dalam mengerjakan
shalat. Allah Swt. tidak memaksa hamba-Nya untuk berdiri dalam melakukan
shalat jika tidak mampu mengerjakannya. Apabila tidak dapat berdiri maka boleh
shalat dengan duduk, apabila tidak dapat duduk maka boleh dengan tidur miring.
Allah Swt. Sang Maha Bijaksana selalu menempatkan sesuatu pada tempatnya
dan tidak akan membebani seseorang melainkan sesuai kemampuannya. Begitu
pula dengan permasalahan matematika, ada banyak kasus yang sulit dicari
solusinya, salah satunya adalah persamaan nonlinier. Karena sulitnya mencari
solusi eksaknya maka dibuatlah metode-metode numerik untuk mencari solusi

hampirannya.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada Bab 3, maka dapat diambil
kesimpulan bahwa dalam menyelesaikan sistem persamaan diferensial nonlinier
pada model predator-prey tiga spesies dengan menggunakan metode Runge Kutta
Orde 4 dapat dilakukan dengan beberapa tahap yakni: (1). Mengidentifikasi nilai
parameter dan nilai awal pada sistem persamaan diferensial yaitu variabel
x(0),y(0), dan z(0), (2). Menentukan nilai t (waktu) dan besarnya h (ukuran
langkah) yang akan ditentukan, (3). Menentukan formulasi metode Runge Kutta
orde 4, (4). Menghitung nilai k; — kg, l; — 1, dan m; — m, dengan menggunakan
formulasi yang telah ditentukan, dan (5). Menghitung solusi x;.4,y;+1, dan z;,4
dengan mensubstitusikan variabel-variabel yang telah diperoleh pada langkah 4 ke

dalam formulasi metode Runge Kutta orde 4.

4.2 Saran
Pada penelitian selanjutnya dapat dicari solusi model predator-prey tiga
spesies dengan menggunakan metode Runge Kutta Fehlberg atau metode berorde

tinggi lainnya.
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Lampiran 1: Program Gambar 3.1

clc,clf,clear
format long

dt = 0.1;

t = 0:dt:140;

n = length(t):;

Sparameter

r = 0.75;

alpha = 1.41;

w = 0.65;

hl = 0.005;

h2 = 0.004;

cl = 0.08;

c2 = 0.05;

el = 0.8;

e2 = 0.79;

beta = 1.5;

u = 0.55

x(1) = 0.5;

y(1) = 0.2;

Z (1) =025

f =Q(x,y,2,t) x*(1-x)-(alpha*x*y/ (1+hl*alpha*x)) -
beta*x*z/ (1+h2*beta*x) ;

g = @(x,v,2,t) -u*y+(el*alpha*x*y/ (l+hl*alpha*x)) -
(el*alpha*y”~2/ (1+hl*alpha*x))-cl*y*z;

J = Q@(x,y,2,t) —-w*z+ (e2*beta*x*z/ (1+h2*beta*x)) -
(e2*beta*z"2/ (1+h2*beta*x))-c2*y*z;

for i=1:n-1
K1 = dt*f(x(1),y(i),z(1),t(i));
118 = dtxg(x(d) ,y (i) ,2(1i),.£0(3));
ml = dt*j (x( i i i));

k2 = dt*f(x(1)+(k1/2),y(1)+(11/2),z(i)+(ml/2),t

12 = dt*g(x(i)+(k1/2),y ( ) (ll/Z),Z( ) (ml/2),
m2 = dt*j(x(i)+(k1l/2),y +(11/2),z(1)+(ml/2)
k3 = dt*f(x(1)+(k2/2),y +(12/2),z(1)+(m2/2)
13 = dt*g(x(1)+(k2/2),y +(12/2),z(1)+(m2/2)
m3 = dt*j(x(i)+(k2/2),y +(12/2),z(1)+(m2/2)
k4 = dt*f(x(1)+k3,y(1)+13,z (1) +m3,t (i) +dt);
14 = dt*g(x (1) +k3,y(1)+13,z (1) +m3,t (i) +dt);
m4 = dt*j(x(i)+k3,y(1)+13,z(i)+m3,t (i) +dt);

x(14+1) = x(1i)+ (kl1+2*k2+2*k3+k4d)/6;
y(i+l) = y(i)+(11+2*12+2*13+14)/6;
z(1i+1) = z(1i)+ (ml+2*m2+2*m3+m4d) /6;

end
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plot(t,x ,'o',t,y ,'o'",t,z ,'o', 'LinewWidth',2);

hold on

disp (' t X
z")

disp([t' x' y' z'])

legend ('prey x', 'predator y', 'predator z')
xlabel ('waktu')

ylabel ('jumlah populasi')

title('Grafik x(t), y(t), dan z(t)")

grid on
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