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ABSTRAK

Suryani, Lilis. 2016. Analisis Transformasi Laplace pada String-Beam Model.
Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Ari
Kusumastuti, M.Pd., M.Si. (I1) Ach. Nashichuddin M.A

Kata Kunci: model String-Beam, linier, transformasi Laplace.

Model String-Beam adalah model dengan persamaan diferensial parsial
yang menjelaskan mengenai fenomena vibrasi pada jembatan. Model yang
digunakan pada penelitian ini adalah model linier homogen. Tujuan penelitian ini
untuk menyelesaikan model String-Beam linier homogen dengan transformasi
Laplace. Langkah-langkah dari penelitian ini adalah menganalisis bentuk
transformasi Laplace untuk model String-Beam, menerapkan transformasi Laplace
pada model String-Beam dengan masalah nilai awal dan nilai batas yang
diberikan, dan menyelesaikan model untuk mendapatkan selesaian transformasi
Laplace pada model String-Beam.

Hasil dengan metode transformasi Laplace untuk model String-Beam
dalam penelitian ini diperoleh selesaian V x,s dan U x,s . Sedangkan untuk
invers transformasi Laplace pada penelitian ini tidak dapat diterapkan dalam
menentukan V x,t dan U x,t . Sehingga bagi penelitian selanjutnya, disarankan
untuk menggunakan metode yang lain dalam mendapatkan V x,t dan U x,t
sebagai hasil inversdari V x,s danU x,s .
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ABSTRACT

Suryani, Lilis. 2016. Analysis of Laplace Transform on String-Beam Model.
Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1)
Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Si. (I1) Ach. Nashichuddin M.A

Keyword: String-Beam Model,linear, Laplace Transform.

String-Beam Model is a model with a partial differential equation which
describes the phenomenon of vibration on the bridge. The model that used in this
research is a model linear homogenous. The purpose of this research is solving
String-Beam model linear homogenous using Laplace transform. The steps of this
research are analyzing the form of Laplace transform for String-Beam model,
applying the Laplace transform on String-Beam model with the given initial and
boundary value problems, and solving the model to obtain the Laplace transform
solution on String-Beam model.

The results using Laplace transform method for String-Beam model in this
research obtain a solution V x,s and U x,s . But for the inverse Laplace
transform in this research cannot apply to determine V x,t and U x,t . For
further research, it is recommended to use other methods in obtaining V x,t and
U x,t asaresult of the inverseof V x,s and U x,s .
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Quran diturunkan oleh Allah Swt. kepada nabi Muhammad Saw. untuk
menjadi pedoman bagi manusia dalam menyelesaikan setiap perkara atau
permasalahan. Sebagaimana firman Allah Swt. di dalam surat an-Naml/27:77-78,
yang berbunyi:

E») -

- /’q /C ’} =~ . i/ « z
Sl 383 canSE I3 ans 05 ) ) seapall s 55 S L)
m),,wl

“Dan Sesungguhnya Al qur'an itu benar-benar menjadi petunjuk dan rahmat bagi
orang-orang yang beriman. Sesungguhnya Tuhanmu akan menyelesaikan perkara
antara mereka dengan keputusan-Nya, dan Allah Maha Perkasa lagi Maha
mengetahui” (QS. An-Naml/27:77-78).

Menurut tafsir Al-Qurthubi/Syaikh Imam Al-Qurtubi, yakni dalam ayat 77
tersebut terkandung makna bahwa sesungguhnya al-Quran adalah petunjuk dan
rahmat bagi orang-orang beriman karena hanya orang-orang beriman yang mampu
mengambil manfaat al-Quran. Sedangkan dalam ayat 78 terkandung makna bahwa
Allah Swt. akan menyelesaikan perkara antara bangsa Israil lalu memberikan
ganjaran kepada masing-masing mereka yang benar dan salah (Al-Qurthubi,
2009:587).

Dengan mengingat kutipan ayat di atas, maka terdapat selesaian untuk
setiap masalah yang ada. Demikian pula dalam permasalahan vibrasi objek yang

membutuhkan analisis secara matematika dalam selesaian dan interpretasinya.

Cabang matematika yang mengkaji permasalahan seperti ini adalah matematika



2
terapan. Menurut Wibowo (2014) matematika terapan merupakan cabang
matematika yang berkenaan dengan penggunaan alat matematika abstrak guna
memecahkan masalah-masalah konkret seperti masalah vibrasi pada jembatan.
Tahap awal yang dilaksanakan adalah mengkonstruksi model matematika untuk
vibrasi pada jembatan. Selanjutnya, model matematika ini disajikan dalam bentuk
persamaan diferensial parsial yang terdiri dari persamaan String dan persamaan
Beam dari jembatan. Penelitian ini menggunakan model Drabek, dkk (1999) yang
selanjutnya dianalisis menggunakan transformasi Laplace.

Transformasi Laplace adalah suatu metode yang mentransformasikan
persamaan diferensial dari domain waktu t menjadi domain baru dengan variabel
bebas s yaitu domain frekuensi, dengan s adalah bilangan kompleks. Begitu pula
sebaliknya, invers transformasi Laplace adalah transformasi dari domain frekuensi
s menjadi domain waktu t (Effendy dan Sugiyono dalam Mandasari, 2015:2).
Transformasi Laplace ditemukan olen matematikawan Perancis Pierre Simon
Laplace (1749-1827), yang juga dikenal untuk persamaan Laplace (Tang,
2011:103). Transformasi Laplace yang dibahas dalam penelitian ini adalah untuk
mentransformasikan persamaan diferensial parsial model String-Beam ke dalam
bentuk persamaan diferensial biasa.

Penelitian yang dilakukan merujuk pada beberapa penelitian terdahulu.
Penelitian yang dilakukan oleh Dita dan Widodo (2013) menggunakan metode
transformasi Laplace untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial pada
persamaan aliran panas. Sehingga, dengan menggunakan metode tersebut
diperolen berbagai macam Kkarakteristik logam penghantar listrik yang

mempengaruhi perubahan panas dalam penghantar listrik. Penelitian yang



3
dilakukan oleh Imran dan Mohyud-Din (2013) menggunakan transformasi
Laplace dalam metode dekomposisi sangat efisien dalam menyelesaikan selesaian
analitik untuk persamaan diferensial parsial orde tinggi. Penelitian yang dilakukan
olen Munawaroh, dkk (2014) menggunakan transformasi Laplace untuk
menentukan selesaian dari model matematika sistem gerak pada rangkaian pegas
gandeng dengan peredam dan gaya luar.

Melihat beberapa penelitian terdahulu yang menggunakan metode
transformasi Laplace untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial, maka
penelitian ini berupaya menganalisis dan memahami penerapan metode
transformasi Laplace untuk mendapatkan selesaian model String-Beam dengan
masalah nilai awal dan nilai batas yang diberikan.

Berdasarkan paparan di atas, maka fokus penelitian ini mengambil tema

“Analisis Transformasi Laplace pada String-Beam Model”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian pada latar belakang di atas, maka rumusan masalah
yang dibahas adalah:
1. Bagaimana analisis transformasi Laplace untuk model String-Beam?
2. Bagaimana selesaian dari model String-Beam dengan masalah nilai awal dan
nilai batas yang diberikan menggunakan hasil transformasi Laplace?
3. Bagaimana analisis keabsahan selesaian yang diperoleh untuk model String-

Beam dengan transformasi Laplace?



1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah:
Mengetahui analisis transformasi Laplace untuk model String-Beam.
Mengetahui selesaian dari model String-Beam dengan masalah nilai awal dan
nilai batas yang diberikan menggunakan hasil transformasi Laplace.
Mengetahui analisis keabsahan selesaian yang diperoleh untuk model String-

Beam dengan transformasi Laplace.

1.4 Batasan Masalah

Agar pembahasan skripsi ini lebih terstruktur, maka batasan masalah pada

penelitian ini adalah:

1.

Model yang digunakan adalah model String-Beam homogen dengan asumsi
bahwa jika nilai u negatif maka Beam akan turun terus menerus sehingga
untuk menahan agar Beam tidak turun terus menerus digunakan tanda + pada
persamaan k u — v * = 0 (Ohene, dkk: 2012).

Penelitian ini tidak melihat berat dari panjang String maka untuk suku W; (x)
tidak dipertimbangkan sehingga suku W, (x) pun begitu mengikuti String.
Untuk suku f;(x,t) dan f,(x,t) tidak dipertimbangkan karena pada
penelitian ini tidak ada pengaruh dari energi eksternal terhadap String

ataupun Beam.

4. Selesaian analitik hanya difokuskan ketika kondisi awal

v x,0 =sinx,v; x,0 =0

ux,0 =0u x,0 =0



dan kondisi batas
v0,t =v It =0
u0,t =u Lt =uy 0,t = uy Lt =0
5. Karena tingkat kompleksitas model yang dihadapi peneliti maka digunakan

bantuan program Matlab atau Maple untuk beberapa perhitungan.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian ini adalah untuk mengetahui dan memahami
transformasi Laplace sebagai salah satu metode dalam menyelesaikan persamaan
diferensial parsial khususnya pada model String-Beam dengan masalah nilai awal

dan nilai batas yang diberikan.

1.6 Metode Penelitian
Metode penelitian ini menggunakan kajian teoritis, dengan langkah-
langkah sebagai berikut:
1. a. Mentransformasikan ruas Kiri dari model String-Beam secara Laplace.
b. Mensubstitusikan kondisi awal pada hasil transformasi Laplace.
c. Mendapatkan selesaian V' x,s =V, x,s +V,(x,s) dan U x,s dengan
cara substitusi kondisi-kondisi batasnya.
2. Mendapatkan selesaian V x,t dan U x,t dengan cara menginverskan
V x,s danU x,s pada langkah 1c.

3. Mengecek keabsahan selesaian.



1.7 Sistematika Penulisan

Agar skripsi ini lebih terarah dan mudah dipahami, maka penulis

menggunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab. Masing-masing

bab dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut:

Bab |

Bab Il

Bab 111

Bab IV

Pendahuluan, yang meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka, meliputi transformasi laplace, persamaan diferensial
biasa, model String-Beam, penelitian terdahulu, serta membahas kajian
Islam mengenai selesaian masalah dalam al-Quran.

Pembahasan, meliputi analisis transformasi Laplace untuk model String-
Beam, selesaian dari model dengan masalah nilai awal dan nilai batas
yang diberikan, dan cek keabsahan selesaian yang telah diperoleh. Selain
itu juga berisi tentang penjelasan transformasi Laplace di dalam al-
Quran.

Penutup, yang meliputi kesimpulan dan saran sebagai acuan untuk

penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Transformasi Laplace

Transformasi Laplace adalah suatu metode yang mentransformasikan
persamaan diferensial dari domain waktu t menjadi domain baru dengan variabel
bebas s yaitu domain frekuensi, dengan s adalah bilangan kompleks. Begitu pula
sebaliknya, invers transformasi Laplace adalah transformasi dari domain frekuensi
s menjadi domain waktu t (Effendy dan Sugiyono dalam Mandasari, 2015:2).
Transformasi Laplace ditemukan oleh matematikawan Perancis Pierre Simon
Laplace (1749-1827), yang juga dikenal untuk persamaan Laplace (Tang,

2011:103).

Transformasi Laplace dari fungsi f (t) didefinisikan sebagai

0 A = Sae BT (2.1)
0

Dan ada atau tidaknya tergantung dari apakah hasil pada persamaan (2.1) ada
(konvergen) atau tidak ada (divergen). Seringkali dalam praktiknya terdapat suatu
bilangan riil sy sehingga integral pada persamaan (2.1) ada untuk s > s, dan tidak
ada untuk s <s,. Himpunan nilai s> s, sehingga persamaan (2.1) ada
dinamakan daerah kekonvergenan (range of convergence) atau kewujudan

(existence) dari L f t (Spiegel, 1994:106).



2.1.1 Syarat Cukup untuk Kewujudan Transformasi Laplace

Teorema 2.1.1.1
Jika f(t) adalah kontinu secara sebagian-sebagian dalam setiap selang

berhingga 0<t<N dan eksponensial berorde » untuk t>N, maka

transformasi Laplace-nya F(S) ada untuk semua s > » (Spiegel, 1999:2).

Bukti:

Untuk setiap bilangan positif N diperoleh,

(%) N [e's}
eStftdt= e Stftdt+ e Sif tdt (2.2)
0 0 N

Karena f(t)adalah kontinu secara sebagian-sebagian dalam setiap selang
terbatas 0 <t < N, integral pertama di ruas kanan ada. Juga integral kedua di
ruas kanan ada, karena f(t) adalah eksponensial berorde » untuk t > N.

Untuk melihatnya perlu diamati bahwa dalam hal demikian,

eSiftdt < e Sift dt
N N
=dse” ft dt
< PeSt Mertdt =L
= 0 s—y (23)

Jadi transformasi Laplace ada untuk s > y (Spiegel, 1999:28).



2.1.2 Sifat-Sifat Transformasi Laplace
Transformasi Laplace suatu fungsi mempunyai beberapa sifat. Sifat-sifat
tersebut antara lain:
a. Sifat Linier
Teorema 2.1.2.1
Jika ¢, dan c,adalah sebarang konstanta, sedangkan f,(t) dan f,(t) adalah
fungsi-fungsi dengan transformasi-transformasi Laplacenya masing-masing
F.(s) dan F,(s), maka:
Lcofit +efat =L fit +c,Lf,¢t
=cF; s +c,F, s (2.4)
(Spiegel, 1999:3).
Bukti:
Misalkan £ f, t =F, s = [etfitdtdans ft =F, s = e f, t dt.

Maka jika ¢, dan c, adalah konstanta-konstanta,

L qft)+c,f,() 3 je qh)+c, 0 4
= O].e“cl f (t)dt +C]e5tc2 f, (t)dt

=, e f,(O)dt+c, e, (1)t
0 0
=c,F, (s)+ c,F, (s) (2.5)
Contoh:
L &7 -3cos2t+5e" J4L ] 33L ehs2t J5L eft

=4 2 -3 23 -

s3 s2+4 s+1
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=22 42 (2.6)

s3  sZ+4  s+1

Simbol £, yang mentransformasikan f (t) ke dalam F(S), sering disebut

operator transformasi Laplace. Karena sifat £ yang dinyatakan dalam teorema ini,
dikatakan bahwa L adalah suatu operator linier atau bahwa ia memiliki sifat linear
(Spiegel, 1999:12-13).
b. Sifat Translasi atau Pergeseran Pertama
Teorema 2.1.2.2

JikaL ft =F s makac’L e{tf(t) }F(s—a)
Bukti:

Karena £ {(t) 3 O]e“ f (t)dt = F(s), maka
Lef(t) :: je-“eat f (t)dt = wje*sfa)t f(t)dt=F(s—a) (2.7)

(Spiegel, 1999:13).
c. Sifat Translasi atau Pergeseran Kedua

Teorema 2.1.2.3

Jika £ 4(t) 3 F(s)dan g(t):{f(t_a)’ (LEE &

0, jlkat<a
maka L €(t) ¥e *F(s) (2.8)

Bukti:

£ 40 3 [e=gat

= [eg()dt+ je-stg(t)dt
0 a

= E]'e‘“ (0)dt + o]'e‘s‘ f(t-a)dt= Oj'e‘s‘ f(t—a)dt (2.9)

Misal u =t—a makat = u + a dan du = dt, sehingga
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Te*f(t-a)dt= e " fu)du=e* e ™ f(udu=e F(u)  (2.10)
a 0 0

(Spiegel, 1999:14).
d. Sifat Pengubahan Skala

Teorema 2.1.2.4

Jika £ 4(t) 3 F(s), maka £ %(at) }iFGJ

Bukti:

Karena £ {(t) 3 fe‘s‘ f (t)dt maka £ §(at) ¥ _[e‘s‘ f (at)dt
0 0
: du :
Misal u = at, du = a dt atau dt = | sehingga didapatkan

LA 2 :je-st f (at)dt = :je_u(a) f (u)O;J - ;:je_u(a) f (u)du = ; F(:j (2.11)

(Spiegel, 1999:14).
e. Transformasi Laplace dari Turunan-turunan
Teorema 2.1.2.5

JkaL ft =Fs makal f't =sFs —f 0

Karena £ 4(t) + O]e“ f (t)dt = F(s), maka £ 1 (t) }c]'e‘St f'(t)dt
L 413 wje-st fydt = o f) ] —wjf (t)—s-e~dt

o I s.mje-st f (t)dt
0 (2.12)

Jika L }(t) FsF(s)- f(O)maka £ £ (t) 3s2F(s)—sf(0)— f'(0)

Bukti:
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L4 }mje-st £ ()t

=t - [-se bt

0

o RO swj e £ (t)dt
@ T €0F0) 3( o, - mj— s f (t)dt]
~Q-1f '(0)}[5  BRTON —sﬁ— s e f(t) dtjj

=Q-1f ‘(0)}[ K e f(o) - €ef(0) +5° je f(t) dtj

— Q- (0 FQ-sT(Q)Fs* [e*f(r)dt

——f'(0)—s f(0) +s*F(t)
—s2F(t)—s f(0)— f (0)
—s2F(s)—s f(0) - f (0) (2.13)

£ 4(t) 3 F(s), maka
L 4"t }s“F(s)—s"-lf(0)—3“-2f(0)—.--—sf 230)—sf ¢140) (2.14)
(Spiegel, 1999:15).
f. Tansformasi Laplace dari Integral-integral
Teorema 2.1.2.6
Jika £ 4(t) 3 F(s), maka £ {If (u)du} _F©)
0
Bukti:
Misal g(t) = tjf(u)du maka g (t) = f (t)dan g(0)=0
Dengan trans(:‘ormasi Laplace pada kedua ruas, diperoleh:

Lgt)=sL gt) 390)=sL &t) FF(s)

e L4t F ? (2.15)
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Jadi diperoleh L{j'f (u)du} = ? (Spiegel, 1999:16).
0

g. Perkalian dengan t"
Teorema 2.1.2.7
Jika £ 4(t) 3 F(s), maka L tf(t) = (- 1) FO) = DF'()
Bukti:
Karena F(s) = o]e‘“ f (t)dt maka menurut aturan Leibnitz untuk menurunkan
0
di bawah tanda integral, diperoleh:
df

—st d —st —st
E—f(s)_—J‘e f (t)dt = jd f(t)dt_j—te f (t)dt

__wje“ gf (t) ¢ =—£ Hf (t) (2.16)

Jadi £ #f (t) } % =—F (s) (Spiegel, 1999:17).

h. Sifat Pembagian oleh t

Teorema 2.1.2.8
) 2 f(t) .y
JikaL 4(t) 3 F(s), maka L ST jf(u)du
0
Bukti:

()

Misal g(t) = maka T(t) =t g(t).

Dengan menggunakan definisi transformasi Laplace untuk kedua bagian,

maka diperoleh bentuk £ {(t) 3 £ Hg(t) atau F(s) :—%L d(t) atau

d
F(s) = —d—g. Selanjutnya dengan mengintegralkan diperoleh,
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d
JFo= 4
(€6 =—ij (u)du = ij (u)du (2.17)
Jadi £ @ =mjf(u)du (Spiegel, 1999:18).

2.1.3 Invers Transformasi Laplace

Definisi 2.1.3.1
Jika transformasi Laplace suatu fungsi f(t) adalah F(S), yaitu jika £
4t }F(s), maka f (t)disebut suatu invers transformasi Laplace dari
F s . Secara simbolis ditulis f(t)=£"" H(s) dengan £~ disebut operator
invers transformasi Laplace.
a. Ketunggalan Invers Transformasi Laplace
Karena transformasi Laplace dari suatu fungsi-nol N(t) adalah nol maka
jelas bahwa bila £ #(t) ¥ F(s) maka juga £ f(t)+N(t) 3 F(s). Dengan

demikian dapat diperoleh dua fungsi yang berbeda dengan transformasi Laplace

yang sama.
Contoh:
0 vVi=1
f,t)=e™ dan f,(t)=1<
1() € an 2() {e_st, Vt;tl
1
Mengakibatkan £~ 4 (t) ¥ £7* 4,(t) }-E (2.18)

Jika memperhitungkan fungsi-fungsi nol, maka terlihat bahwa invers

transformasi Laplace tidak tunggal (Spiegel, 1999:42).
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2.2 Persamaan Diferensial Biasa
Persamaan diferensial (PD) adalah persamaan yang mengandung turunan
di dalamnya. Persamaan diferensial dibagi menjadi dua. Pertama, PD yang
mengandung hanya satu variabel bebas, disebut persamaan diferensial biasa
(PDB). Kedua, PD yang mengandung lebih dari satu variabel bebas, disebut
persamaan diferensial parsial (PDP) (Effendy dan Sugiyono dalam Mandasari,
2015:15).
Berdasarkan sifat kelinieran (pangkat satu) dari peubah tak bebasnya, PD
dapat dibedakan menjadi PD linier dan PD tidak linier. Bentuk umum PD linier

order n diberikan:
a, (Y™ +---+a,(x)y +a,(x)y = f(x) dengan a,(x) #0
a, (x),---,a,(x) disebut koefisien PD.

Bila f(X)=0 maka disebut PD linier homogen, sedangkan bila f(x)#0

maka disebut PD linier tak homogen. Bila tidak dapat dinyatakan seperti bentuk di
atas dikatakan PD tidak linier. Dari contoh terdahulu, persamaan Bernoulli dan

Van Der Pol merupakan PD tidak linier (Mursita, 2009:190-191).

2.2.1 Persamaan Diferensial Linear Orde Satu

Suatu persamaan yang mengandung satu atau beberapa turunan dari suatu
fungsi yang tidak diketahui disebut persamaan diferensial. Khususnya, suatu
persamaan berbentuk

F=€yy?, y?, y® =0 (2.19)
yang mana y*’ menyatakan turunan y terhadap x yang ke k , disebut persamaan

diferensial biasa berorde n.
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y® +a,09y" Y+, () y+a, ()Y =k(X) (2.20)

Bahwa y dan semua turunannya muncul dalam pangkat satu disebut suatu
persamaan linier karena jika dituliskan dalam penulisan operator,

br+a,0Drt +--+a,, (9D, +a,(x) y=k(x) (2.21)

operator dalam kurung siku adalah operator linier. Jadi, jika L menyatakan

operator, f dan g berupa fungsi dan c konstanta,

L(f+g)=L(f)+L(9)
L(cf) = cL(f) (2.22)

(Purcell dan Varberg, 1999:433-434)

2.2.2 Persamaan Diferensial Linear Orde Dua Homogen

Suatu persamaan diferensial linier orde kedua mempunyai bentuk,

y"+ay (X)y+a, (x)y = k(x) (2.23)
Misalkan a,(X), a,(x) adalah konstanta, dan K(X) secara identik adalah nol
(kasus homogen). Persamaan diferensial linier homogen orde kedua selalu
mempunyai dua selesaian fundamental u,(X) dan u,(X), yang bebas satu sama
lain (yakni, fungsi yang satu bukan kelipatan fungsi yang lainnya), dari kelinieran
operator D° +a,D +a,,

C,u,(x) +C,u,(x) (2.24)
adalah suatu selesaian juga (Purcell dan VVarberg, 1999:441).
Persamaan bantu: karena D, €™ := r-e™, bahwa €” merupakan suatu selesaian

terhadap persamaan diferensial untuk suatu pilihan r yang sesuai. Untuk menguji

kemungkinan, pertama menuliskan persamaan tersebut dalam bentuk operator



17
O2+aD+a, y=0 (2.25)
Sekarang
O2+aD+a, 6" =D?-€* a,D- € }a, e
2 € Far € Fa,.e"
"€ +ar+a, (2.26)
Dimisalkan ruas kanan adalah nol,
C+ar+a, ::0 (2.27)
Persamaan (2.27) disebut persamaan bantu untuk (2.25). Karena
persamaan (2.27) merupakan suatu persamaan kuadrat biasa dan dapat
diselesaikan dengan pemfaktoran atau jika perlu dengan rumus kuadrat. Terdapat
tiga kasus yang ditinjau yaitu dua akar riil berlainan, akar tunggal berulang, atau

akar-akar kompleks saling konjugat (Purcell dan Varberg, 1999:442).
(Akar-akar riil berlainan). Jika r; dan r, berlainan, akar-akar riil persamaan
bantu, maka selesaian umum Yy"+a,y+a,y =0 adalah

y=Ce" +C,e™ (2.28)
Tetapi, apabila persamaan bantu mempunyai bentuk,

r’-2r.-r+r2=€-r,>=0 (2.29)
Maka persamaan (2.29) akan menghasilkan selesaian fundamental tunggal
e"™ dan harus mencari selesaian lain yang bebas dari selesaian tersebut. Selesaian
yang demikian adalah Xe"™ , seperti yang akan dijabarkan sebagai berikut
O2-2rD+r? 5 =D?. €e™ -2r,D- €e™ 12 xe™
= €r? e 421, ™ 21, €r, e +e™ rZ.xe™

=0 (2.30)
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(Akar berulang). Jika persamaan bantu mempunyai akar tunggal berulang r,,
maka selesaian umum terhadap y'+a,y'+a,y =0 adalah
y=Ce"™ +C,x-e" (2.31)
Apabila persamaan bantu mempunyai akar-akar kompleks saling konjugat

sebagai berikut:
O’ +B? y=0 (2.32)
dengan persamaan bantu r? + $° =0 dan akar-akar kompleks % fi. Selesaian-

selesaian fundamentalnya secara mudah terlihat berupa SN fX dan C€OSBX

(Purcell dan Varberg, 1999:443).

(Akar-akar kompleks saling konjugat). Jika persamaan bantu mempunyai akar-
akar kompleks saling konjugat « * £, maka selesaian umum y'"+a,y'+a,y =0
adalah

y = C,e” cos px +C,e™ sin px (2.33)

(Purcell dan Varberg, 1999:443)

2.2.3 Persamaan Diferensial Linier Orde Dua Tak Homogen

Persamaan linier tak-homogen umum dengan koefisien konstan,

y® +a, )y +---+a_ (X)y+a, (X)y =k(x) (2.34)
Selesaian persamaan (2.34) dapat direduksi atas tiga langkah:
1) Menentukan selesaian umum.

¥, =C,u,(x) +C,u,(x) +---+C, u, (x) terhadap persamaan homogen.

2) Menentukan selesaian khusus 'y terhadap persamaan tak-homogen tersebut.
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3) Menambahkan selesaian-selesaian dari langkah 1 dan 2. Menyatakan hasilnya
sebagai suatu teorema formal.
Teorema 2.2.3.1
Jika y  suatu selesaian khusus sebarang terhadap persamaan tak-homogen,
L(y)= b +a,D" +---+a, ,D+a, y=k(x) (2.35)
dan jika y, adalah selesaian umum terhadap persamaan homogen yang
berpadanan, maka
Y=Y,+VY, (2.36)
adalah selesaian umum dari (2.36) (Purcell dan Varberg, 1999:446).

Bukti:

Kelinieran operasi L merupakan elemen kunci dalam pembuktian. Andaikan

y, dan y, adalah seperti yang dijelaskan, maka

LG, +y, =L€, L€, =k(x)+0 (2.37)
Sehingga y =y, +y, adalah suatu selesaian terhadap (2.34). Sebaliknya,
andaikan y sebarang selesaian terhadap (2.34). Maka,

LG-y, =L LG, =k(x)—k(x)=0 (2.38)
Sehingga y -y, adalah suatu selesaian terhadap persamaan homogen. Maka
dari itu y=vy_ + ({—yp; dapat dituliskan sebagai y  ditambah selesian

terhadap persamaan homogen (Purcell dan Varberg, 1999:446).

2.2.3.1 Metode Koefisien Tak Tentu

Persamaan umum,

y'+ay+a,y =k(x) (2.39)
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Fungsi K(X) berupa polinom, eksponen, sinus, dan cosinus.

Tabel 2.2 Metode Koefisien Tak Tentu (Sumber: Purcell dan Varberg, 1999)

k(x) Yo
x™ A X"+ + AX+ A,
eax Aeax
X-e* Ae® + B xe*
sinax Acosax+ Bsinax

2.2.3.2 Metode Variasi Parameter

Metode yang lebih umum daripada metode koefisien tak-tentu adalah
metode variasi parameter. Menurut Purcell dan Varberg (1999) jika u,(x) dan
U,(x) adalah selesaian bebas terhadap persamaan homogen dengan pemisalan
Y, =C,(X)u, (x) +C, (X)u,(x), maka terdapat suatu selesaian khusus terhadap

persamaan tak-homogen yang berbentuk

Y, =V, (X)uy (X) +V, (X)u, (X) (2.40)
dengan

V.U, +V,u, =0 (2.41)

ViU, +V,U, = k(x) (2.42)

2.3 Model String-Beam

Persamaan String-Beam Model adalah persamaan diferensial parsial yang
menjelaskan mengenai fenomena jembatan. Model ini memuat v(x,t) sebagai
besar pergerakan dari vibrasi String dan u(x, t) sebagai Beam dari jembatan. Suku
nonlinier menyatakan hubungan Beam dan String yang menyebabkan kabel
bergerak ke bawah. Oleh karena itu, diberikan tanda negatif di depan k(u — v)*
pada persamaan pertama dan diberikan tanda positif di depan k(u — v)* pada

persamaan kedua yang menyatakan hubungan Beam dan String yang
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menyebabkan kabel bergerak ke atas. Drabek dkk (1999) menyatakan model ini

sebagai berikut:
MV — TV +hive—ku—v =W, x +f x,t,vfungsi W, x danf; x,t
Myer + ElUyyr + houpy +ku—v " =W, x + f, x,t ,vfungsi W, x danf, x,t

(2.43)

2.3.1 Penurunan Model String-Beam

Asumsi yang dibangun adalah a x,t adalah peluang partikel mendesak
ke kanan, B(x,t) adalah peluang partikel mendesak ke Kiri, p adalah peluang
partikel konsisten dengan arah desakan, g adalah peluang partikel melawan arah
desakan. Peluang p dan g diasumsikan tidak berubah dan p + g = 1. Jadi jika
partikel didesak dari kiri, p adalah peluang partikel bergerak ke arah kanan, dan g
adalah peluang partikel berbalik arah ke Kiri.
Dengan memperhatikan persamaan ini,
ax,t+I =pa x—6,t +qgBf x=4,t (2.44)
B x,t+T =pB x+4,t +qa x+4,t (2.45)

Maka, ekspansi deret Taylor untuk persamaan (2.44) adalah,

1
a x,t +Ta; x,t =p a x,t —d8a, x,t +E52“xx xt +

1
q B x,t =8B x,t +56%fy, x,t (2.46)
Dari persamaan (2.46) kedua ruas dikurangi dengan a x,t , maka
Fa; x,t = p—1axt +qf x,t —dépa, x,t —6qF, x,t +

1
0%y xt +56°qB,, Xt (2.47)
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Dari persamaan (2.47) orde keduanya dipotong dan suku &qpf, x,t diabaikan,

maka diperoleh

Fa; x,t = p—1axt +qB x,t —Spa, x,t (2.48)

Sa, xt =—— axt+gﬁxt—@a Xt 2.49

t ) ) F ) r X ) (. )
—q q 1-q36

S o x,t :Tcx B¢ 48 +FB x,t — T ay x,t (2.50)

Fqszy dengan A dan y berupa

Diasumsikan, limro2 =2 dan lims_g

konstanta tak nol. Sehingga persamaan (2.50) menjadi,

ar x,t =—Aa x,t +AB x,t —ya, xt (2.51)
S S I AR
R e <t N P (252)

Kemudian, ekspansi deret Taylor untuk persamaan (2.45) adalah,

1
B x,t +TB x,t =p B x,t +6By x,t +=6%Lyy x,t +
‘ 2

1
q axt +8a, xt +562axx o6

(2.53)
Dari persamaan (2.53) kedua ruas dikurangi dengan 8 x,t , maka
'y x,t = p—1pF x,t +qa x,t +6pB, x,t +d6qa, x,t +
1 A 1
Eé‘zpaxx Xt +562qaxx X, t (2.54)

Dari persamaan (2.54) orde keduanya dipotong dan suku 6qa, x,t diabaikan,

maka diperoleh

By x,t = p—1pB x,t +qa x,t +6pBy x,t (2.55)
p—1 q pé
SPext =—F—Fxut traxt + b xt (2.56)

o B x,t =_—qﬁxt +gaxt + 1_q6[3 x,t
t T 4 T ) T x (2.57)
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1—q 6

—— =Y di mana A dan y berupa

Diasumsikan, limp_o#=2 dan limsg

konstanta tak nol. Sehingga persamaan (2.57) menjadi,

By x,t =—=AB x,t +a x,t +yBy x,t (2.58)
op B _
@E X, t ~V3y x,t =—-A8 x,t +a x,t (2.59)

Persamaan (2.52) dan (2.59) dikurangkan, sehingga menjadi

d ]
aa—ﬁ 7 a+pf =-21a-p (2.60)

Persamaan (2.52) dan (2.59) dijumlahkan, sehingga menjadi

a a
S a+f +ys;- a—B =0 (2.61)

Persamaan (2.60) diturunkan terhadap x, sehingga menjadi

92 92 d
Otaxa_ﬂ t¥5z a+p :—2/15 a—pf (2.62)

Persamaan (2.61) diturunkan terhadap t, sehingga menjadi

9?2 92

at? a+p Y 50ox

a—=p =0 (2.63)
Persamaan (2.62) dikalikan dengan y, sehingga menjadi

2 a-f +72 L a+p =-20y2 a-

Persamaan (2.64) dan (2.63) dikurangkan, sehingga menjadi

2 a+B ~v2L a+p =-20y2 a-p (2.65)
Jikav x,t =a x,t +p x,t ,y?bernilai T dan 24y bernilai b; maka,

Vg — TVUxy + b0 = 0 (2.66)
Dengan menggunakan asumsi dan cara yang sama pula maka dapat dicari
penurunan persamaan kedua pada sistem (2.43) tetapi dengan ekspansi deret

Taylor hingga orde 5 untuk persamaan (2.44) sebagai berikut,
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a x,t +Ta, x,t =p a x,t —ba, x,t +%62axx x,t —%630(”,6 Xt +

1 1 1
720 U Xt + 58U X6 g B Xt — 8B Xt +58%Br Xt —

1 1 1
ga3ﬁxxx x,t +;54ﬁxxxx x,t +E‘Ssﬁxxxxx x,t (267)
Dari (2.67) kedua ruas dikurangi dengan a x,t , maka
Fra, x,t = p—1ax,t +qf x,t —dpa, x,t —6qB, x,t +

162 1¢2 1c3 163

70 P X, +26°qBx Xt =8Py X, T — 287G X, +

1 o4 1 64 1 ¢5

Z(s Pyxxx Xt +Za Q.Bxxxx x,t +FO6 Plyxxxx Xt +

1
120

55Q.Bxxxxx x't (2.68)
Dari (2.68) orde keempat dan kelimanya dipotong, suku %63qﬁxxx x,t diabaikan,

maka diperoleh

1
Fa; x,t = p—1ax,t +qf x,t —dpa, x,t —6qP, x,t +§62paxx x,t
1 2 1 3
+§6 Qﬁxx x,t _66 Plyyx X, (269)
- q op 8q
Sap xt = axt +5hut -yt —h xt
152 162 163
+§Tpaxx x,t +5Tqﬁxx x,t _g rpaxxx x,t
(2.70)
—q q - dq
S a x,t =?a x, t +F,8x,t — T @, Xt Tﬁx x,t
11—q 62 52 11-q3é3
S
(2.71)

1—q &
r

Diasumsikan, limrq()%:/l, limg_

1-q &3
r

limSZTq = ¢ dan lim = p dengan 1, y, {,n, &, dan p berupa konstanta tak

nol. Sehingga persamaan (2.71) menjadi,
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1
a; x,t =—=Aa x,t +Af x,t —ya, x,t —{f, x,t +§77“xx x,t
1 1
+§fﬂxx x,t _gpaxxx x,t (272)
1 9%« 1 9% 1,9%B ~ O B da _
(=1 gpﬁ X, t _Enﬁ x,t _E ﬁ X, t +a£ x,t +(a x,t +§ x,t =
—Aa x,t +AB x,t (2.73)
Kemudian, ekspansi deret Taylor untuk persamaan (2.45) adalah,
Bxt +TR xt =p B Xt +0Px Xt +26%Fy Xt +%63ﬁm xt +
1 o4 1 5 1 a0
Z(S B AN +E6 I8 e 65,6 AP (@] (@ GoyE Ar ek S50 +56 W 5515 TR
163 1 ¢4 1 65
28700y X0+ 8 Uy Xyt + 8 e X T
(2.74)
Dari (2.74) kedua ruas dikurangi dengan S x,t , sehingga diperoleh
1 2
B, x,t = p—1p x,t +qa x,t +6pf, x,t +5qa, x,t +§6 PBxx X, t
1 2 1 3 1 B
+§6 q Oy PG +€5 /bt 15 4 +€8 O 2%,
1., 18, ¥
+ﬁa pﬁxxxx x,t +ﬁa qQyxxx X, T +m6 pﬁxxxxx x,t
1 5]
+FO6 qQxxxxx Xt (275)

Persamaan (2.75) orde keempat dan kelimanya dipotong, suku %63qaxxx Xt

diabaikan, maka diperoleh

1
g, x,t = p—1pF x,t +qa x,t +6pB, x,t +dqa, x,t +562pﬁxx x,t

1 1
+§62qaxx x,t +€63pﬁxxx x,t (276)
_p—1 q pé q6
oL x,t = T B x,t +Fa x,t + T By x, t + T a, x,t
1ps? 1q6* 1ps3
o P N A5 Qe 0T+ o e X8 (2.77)
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— 1-—
e B x,t =Tqﬁx,t +%ax,t + Fq 6ﬁx x,t +$ax x,t
11—gq 62 1q62 11—q 63
+§T xx Xt 2 T % X t +€Tﬁxxx xt (2.78)
Diasumsikan, limrqog =2 lims,g—L0=1y, lims?q =, lim 1“? L. n,
lzm6 1= ¢ dan hm— = p dengan 4, y, {,n, &, dan p berupa konstanta tak
nol. Sehingga persamaan (2.78) menjadi,
Br x,t =—=Af x,t +Aa x,t +yBy x,t +{a, x,t +%nﬁxx 55, (A
1 il
E'faxx Xt +gpﬁxxx Xt (279)
@—lpasﬁ o _17732!2? x,t —%EZZTa e —y— X, t —Z— iyt
o =—1 A
=t =-AB xt +2a xt (2.80)
Persamaan (2.73) dan (2.80) dikurangkan, sehingga menjadi
B i s g L R
(= a+f +=a—f =-21a—f (2.81)
Persamaan (2.73) dan (2.80) dijumlahkan, sehingga menjadi
1 63 2
i a—f —inD @+~ a+f +yZ a—f -
(—Of [>’+at0£+ﬁ =0 (2.82)
Persamaan (2.81) diturunkan terhadap t, sehingga menjadi
1 9t 1 93 1, 03 92
ePaxioe @TFB —3Maae ¥ =B +385a A7 F TV on
a2 9

Persamaan (2.82) diturunkan terhadap x, sehingga menjadi

S 1 93 92
Pox @—F —3N5s ath "fas at+f +yoz a—F -
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2.84
Zaxz a—p 6t6 (2.84)
Persamaan (2.83) dan (2.84) dijumlahkan, sehingga menjadi
1 9+, 1 93 1, o% 9?2
Pawar AT 2365 @78 Flaam 8 g
(szz% a+ﬁ +66T2 B +6pax4 ﬁ _Egax3 a+ﬁ _%E% a+ﬁ +
Yo a-B {2 a—f +— a+f =-212 a—p (2.85)
Persamaan (2.85) dapat ditulis menjadi
62
502 @~ B +6pax4 a—pf +21— a—p +6pax36t a+p —
1 & 1, 8 02 02
2 Mowzor P 3850 OB TV om: axot
-nax3 +B —-f S at+p +Vﬁ a—p —Zaxz a—f +
" a+f =0
Biox il = (2.86)
Dari persamaan (2.86) dilakukan pemotongan sehingga menjadi
02 . 0
W&-ﬁ +gpm d—ﬁ +Zﬂa a—ﬁ =0 (287)
Jikau x,t =a x,t —p x,t ,<p berilai EI dan 22 bernilai b, maka,
Uy + Eltyyy + b, = 0 (2.88)

Kemudian dengan memperhatikan massa dan berat per satuan panjang String dan
Beam serta energi eksternal yang periodik maka terbentuk model String-Beam
sebagai berikut:

My — T+ by —ku—v* =Wy x +f,(x1)

Mol + Ellyysr + bty + k u—v " =W, x + f,(x,t)

2.4 Penelitian Terdahulu
Penelitian yang dilakukan merujuk pada beberapa penelitian terdahulu.

Penelitian yang dilakukan oleh Dita dan Widodo (2013) menggunakan metode
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transformasi Laplace untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial pada
persamaan aliran panas. Sehingga, dengan menggunakan metode tersebut
diperoleh berbagai macam karakteristik logam penghantar listrik yang
mempengaruhi perubahan panas dalam penghantar listrik. Penelitian yang
dilakukan oleh Imran dan Mohyud-Din (2013) menggunakan transformasi
Laplace dalam metode dekomposisi sangat efisien dalam menyelesaikan selesaian
analitik untuk persamaan diferensial parsial orde tinggi. Penelitian yang dilakukan
oleh Munawaroh, dkk (2014) menggunakan transformasi Laplace untuk
menentukan selesaian dari model matematika sistem gerak pada rangkaian pegas

gandeng dengan peredam dan gaya luar.

2.5 Penyelesaian Masalah dalam Al-Quran

Seperti yang telah disampaikan sebelumnya bahwa al-Quran diturunkan
oleh Allah Swt. kepada nabi Muhammad Saw. untuk menjadi pedoman bagi
manusia dalam menyelesaikan setiap perkara atau permasalahan. Masalah adalah
satu ciri dunia yang tidak akan pernah hilang, siapapun yang namanya masih
hidup di bumi ini pasti akan menghadapi masalah mulai dari anak-anak hingga
kakek-nenek.

Oleh karena itu pula, Allah Swt. telah mempersiapkan metode terbaik
dalam menghadapi setiap masalah yaitu dengan sabar dan shalat, sebagaimana
firman Allah Swt. di dalam surat al-Bagarah/2:153, yang berbunyi:

_ {J///ﬁnd{c‘/{ PPN S B S P .4,4 /qu,
dj\_@.ll & a0 ul s)l.@Jl)/j%:JL/g FOCTIN ‘)M‘;Q.g;\]‘ el
“Hai orang-orang yang beriman, jadikanlah sabar dan shalat sebagai

penolongmu. Sesungguhnya Allah beserta orang-orang yang sabar” (QS. Al-
Bagarah/2:153).
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Dalam kutipan ayat di atas, Allah Swt. memerintahkan kaum mukminin
untuk meminta pertolongan dalam segala urusan mereka baik dunia maupun
akhirat, kesabaran adalah pengendalian dan penjagaan diri terhadap hal yang
dibenci. Dan kesabaran ada tiga macam, vyaitu sabar dalam ketaatan kepada Allah
Swt. hingga mampu menunaikannya, sabar dari kemaksiatan kepada Allah Swit.
hingga menjauhinya dan sabar atas takdir-takdir Allah Swt. yang memilukan agar
tidak memakinya.

Kesabaran adalah pertolongan yang besar dari segala sesuatu, karena sama
sekali tidak ada jalan bagi orang yang tidak bersabar untuk mendapatkan apa yang
diinginkannya, khususnya dalam hal ketaatan yang sangat sulit dan
berkesinambungan, di mana hal itu sangatlah membutuhkan kesabaran dan
keberanian untuk merasakan kepahitan yang menyakitkan, namun jika pelakunya
itu konsekuensi dengan kesabaran, niscaya dia akan memperoleh kemenangan,
namun bila sebaliknya, niscaya dia tidak akan mendapatkan apa-apa kecuali
kehampaan (As-Sa’di, 2007:238).

Sehingga diketahui bahwa kesabaran itu sangatlah dibutuhkan oleh
seorang hamba, bahkan menjadi suatu yang darurat dalam setiap kondisi, oleh
karena itu Allah Swt. memerintahkan dan mengabarkan bahwasanya Dia beserta
orang-orang yang sabar.

Lalu Allah Swt. memerintahkan untuk meminta pertolongan dengan
shalat, karena shalat adalah tiang agama dan cahaya kaum mukminin, dan ia
adalah penghubung antara seorang hamba dengan Tuhannya. Apabila shalat
seorang hamba itu sempurna, ditambah dengan apa yang diwajibkan dan yang

disunnahkan padanya, shalat yang terisi oleh kehadiran hati yang merupakan
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intinya, hingga seorang hamba bila mulai melaksanakan shalat, dia merasa masuk
menemui Tuhannya dan berdiri berhadapan dengan-Nya sebagaimana berdirinya
seorang pembantu yang bersopan santun dan penuh perhatian dengan apa yang ia
bicarakan dan apa yang ia lakukan serta terbuai dalam bermunajat kepada
Tuhannya dan berdoa kepada-Nya; tidak salah lagi bahwa shalat itu adalah
sebesar-besar penolong dari segala perkara, karena shalat itu mencegah dari
perbuatan keji dan mungkar, dan karena kehadiran hati di dalam shalat itu
mengharuskan adanya sebuah karakter dalam hati seorang hamba yang
mengajaknya kepada pelaksanaan perintah Tuhannya dan menjauhi larangan-Nya,
inilah shalat yang diperintahkan oleh Allah Swt. untuk dijadikan penolong dalam
segala perkara (As-Sa’di, 2007:238).

Dari tafsir di atas jelas bahwa dengan menggunakan metode tertentu maka
apapun masalahnya baik untuk urusan dunia maupun akhirat memiliki selesaian.

Sebagaimana firman Allah Swt. di dalam surat al-Insyirah/94:6, yaitu:

]

- Zog 5 %% __ g

“Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QS. Al-Insyirah/94:6).

Bahwa Allah Swt. memberitahukan bersama kesulitan itu terdapat
kemudahan. Kemudian Dia mempertegas berita tersebut, 1bnu Jarir meriwayatkan
dari al-Hasan, dia berkata:

“Nabi Muhammad Saw. pernah keluar rumah pada suatu hari dalam
keadaan senang dan gembira, dan beliau juga dalam keadaan tertawa seraya
bersabda: Satu kesulitan itu tidak akan pernah mengalahkan dua kemudahan,
sesungguhnya bersama kesulitan itu pasti terdapat kemudahan” (Ad-Dimasyqi,
2000:498).

Dari uraian di atas jelas bahwa tidak ada kesulitan dan kesempitan yang

abadi, Allah Swt. akan memberikan kemudahan dan kelapangan setelahnya.
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3.1 Analisis Bentuk Transformasi Laplace untuk Model String-Beam
Ketika diasumsikan model String-Beam adalah model linier, maka dapat

direduksi menjadi bentuk sebagai berikut:

MUy — TV + b1V =0

myuy + Eluyyy + bou; =0 (3.1)
dengan,

my : Massa per satuan panjang string (Kgs?/m) dengan formula
m, : Massa per satuan panjang dek (Kgs?/m) dengan formula

T . Ketegangan string

E : Modulus Young

I :  Momen inersia dek

b, . Koefisien damping pada string

b, . Koefisien damping pada dek

dengan kondisi awal
v x,0 =sinx,v, x,0 =0
(3.2)
ux,0 =0,u x,0 =0
dan kondisi batas
v0,t =v,t,v Lt =v,(t)
(3.3)
ul0,t =u  t,ul,t =uyt,uy 0,t =uz t ,uy Lt =uyt
Persamaan (3.1) dapat dihitung dengan menggunakan definisi dari

transformasi Laplace, maka:

2%v xt
at2

L MV = L mq
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o _ 0%v
e st —dt

=M, at?

=m, l_st Vi E - ?Vt (=s- e_St)dt]
0

=m,| v, +s Vj’vt es‘dtj
0

=m,| -V, + s( v = [v.- ses‘dt]j

=m/|-v, + s( v+ smjv.es‘dt)j
0

=m,| —v, —sv+8? jves‘dtj
0

—m, €V, —sv+sV
=m, (s* V(x,t) —sv(x,0) —v,(x,0))
=m,(s* V(x,s)—sv(x,0) —v,(x,0))

(3.4)
9%v x,t
L —Togs= LT Foe
_ © st 07y
= 0 e 5 Tﬁdt
2 (o]
=—T% < e St pdt
dZ
= _T@ V(x,s) (3.5)

L by, =L b=

oo

v
8 —st
o W o dt

_ © _st 0v
by , e tht

= bl( f=-v; - wfv(—s : e“)dtj
= bl( Fv+s wjve‘“dt)

=b, €V+sV

=Db,(sV (x,t) —v(x,0))

= b, (sV (X, 5) — v(x,0)) (3.6)
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0%u x,t
ot2

L mzutt - L m2

[o2)

— e_stm azu

0 zﬁdt

— w _st 0%u
=m, , e —dt

, [‘S‘ “u, j - wjut(—s-e‘s‘)dtJ
0
o Fu, +s D]‘ut es‘dt)
0
=m,| —u, + s( [u; - ?u. - se“dt)j

0

=m,| -u, + s( Fu-+ sj'u.es‘dt)j
0

=m,| —u, —su +s? jues‘dt)
0

=m, €u, —su+s?U
=m,(s* U(x,t) —su(x,0)—u,(x,0))
=m,(s® U(x,8) —su(x,0)-u,(x,0))

0%u x,t
dx*

L Elug,, =L EI

[0}

o*u
— —st
=4 ¢ Bl—dt

d4-
= Elﬁ U(X,S)

ou x,t
at

L bzut =£ b2

_ % __sty Ou
= 0 e bzatdt

_ © _st Ou
b, , e 6tdt

33

(3.7)

(3.8)
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- bz[ oo ]u(-s.e-S‘)dt)

0

= bz[ fu+s xjue‘“dtj
=b,€u+sU

=h,(sU(xt)-u(x,0))
=b,(sU(x,s)-u(x0))
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(3.9)

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan (3.4) sampai persamaan

(3.9) pada persamaan (3.1) dan dengan mengenakan kondisi-kondisi awalnya

maka diperoleh,

. d? !
my sV x,s —s sinx —0 + T@V X,8 "+ by sV xS = sinx =0

4
m, s?U x,s —s.0—0 + EI%U(x,s) + b, sUx,s —0 =0

persamaan (3.11a) dan (3.11b) dapat dijabarkan menjadi,

m,s%V x,s —m,s sinx + T%V(x,s) + by;sV x,s —b; sinx =0
m,s?U x,s +EI;—J;U(x,s) + b,sU x,s =0

Sehingga bentuk transformasi Laplacenya adalah

2
T%V x,s 4+ (mys®+bys)V x,s — mys+by sinx =0

4

EI%U x,s + (mys?+bys)U x,s =0

4

(3.10a)

(3.10b)

(3.11a)

(3.11b)

(3.12a)

(3.12b)

3.2 Selesaian Analitik untuk Model String-Beam dengan Masalah Nilai Awal

dan Nilai Batas yang Diberikan

Pada bagian ini, hasil transformasi Laplace pada (3.1) disubstitusikan

untuk mendapatkan selesaian dari persamaan String yang disajikan pada subbab

(3.2.1) dan persamaan Beam yang disajikan pada subbab (3.2.2).
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3.2.1 Selesaian Persamaan String dari Model
Hasil transformasi Laplace untuk persamaan String (3.12a) dapat ditulis

sebagai berikut,
T;—;V x,s + (mys®+bs)V x,s = mys+ by sinx (3.13)
yang merupakan persamaan diferensial biasa non homogen.
Menurut Purcell dan Varberg (1999:446), selesaian umum untuk
persamaan diferensial biasa didefinisikan sebagai berikut
Vx,s =V, x,s +V(x,s) (3.14)
dengan V,, x,s adalah selesaian umum dari persamaan homogen dan V,(x,s)

adalah selesaian khusus dari persamaan non homogen. Bentuk homogen dari

persamaan (3.14) adalah
dZ
T—Vxs + (m;s?>+ b;s)V x,s =0 (3.15a)
Persamaan (3.15a) dapat ditulis dalam bentuk karakteristik sebagai berikut
Tm? + (m;s®>+ b;s)m =0 (3.15b)
Selanjutnya dihitung akar-akar m sebagai berikut

T(m41S%+b45s)

mllz - il T (3150)
Artinya akar-akar m imajiner, sehingga dapat dinyatakan selesaian Vj, x,s
sebagai berikut

T(m5%2+b4S) T(m,5%+b;S)

V, x,s = cqcos p (3.15d)

X =+ cpsin

Sedangkan untuk V, x,s , karena pada persamaan (3.14) f x = m;s+
b; sinx dengan menggunakan Tabel 2.1, maka V, x,s dapat ditulis sebagai

berikut
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V, x,s = Acos(x) + B sin(x) (3.16)

Selanjutnya dihitung koefisien A dan B dengan langkah-langkah sebagai berikut

d .

an x,s = —Asin(x) + B cos(x) (3.17a)
d? .

EVP x,s =—Acos x — Bsin(x) (3.17b)

Substitusikan persamaan (3.17) dan (3.18b) ke persamaan (3.14b), diperoleh
T —Acos x — Bsin(x) + (mys?+ b;s) Acos(x) + Bsin(x) =

m,s + by sinx (3.18)
Dari sini dapat disimpulkan bahwa

—T+mys?+bs A=0

Ini artinya —T + m;s?> + by;s = 0 atau A = 0
Padahal —=T + m;s? + b;s # 0 maka A = 0 (3.19)
dan

mys?+b;s—T B = (mys+b,y)

mqS+b
B_ s 1

- mq1S2+bys—T (3.20)

Substitusikan hasil dari (3.20) dan (3.21) ke dalam (3.17), sehingga diperoleh

mqS+bq

V, x,s = 0.cos(x) + sin(x)

m,s2+bys—T

_ m4qS+bq .
‘/p x’ S - m152+b15_T Sln(x) (3-21)

Substitusikan hasil dari (3.15d) dan (3.21) ke dalam (3.14), maka diperoleh

selesaian umum sebagai berikut

T(mq,s%2+bys . T(mq,s%2+bys
V x,s =cqcos _T(mas74bs) + ¢, sin %x +
mq,S+bq .
—) = SINn(Xx
m182+b,s-T ( ) (3.22)

Dalam hal ini, transformasi Laplace dari kondisi batasnya adalah
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V 0,s =Vi(s)dan V L,s =V,(s) (3.23)
Sehingga diperoleh
V 0,s =c =Vi(s) (3.24)
dan

e —— S
VLs = Vl S COS Ml‘ + ¢, sin T(mys +b1S)L +

L LV sin(L) = V,(s)

mqys2+b,s—T

T(mqs2+by1s) o

sin L +V, s
T m152+b15—T 2

—-V1 s cos

C2 = —_—
T(m152+b15)

1 (3.25)

sin

Dengan mensubstitusikan nilai ¢; dan c, maka diperoleh

T(mq1S2+bys
(mq 1)x

V x,s =V, s cos -+
T
T(7n152+bls) b 15 L]
-V1 s cos = I mlSZerlszsm L4V, s T( e
! m4S s
Sin #X +
T(mys2+bys) T
sin ————1L
m,S+b .
——L —sin(x) (3.26)

mqs2+bys—T
Selanjutnya, untuk memperoleh selesaian dari persamaan String (3.1)
maka dilakukan invers transformasi Laplace pada persamaan (3.26), akan tetapi
pada kasus ini ada beberapa suku dari persamaan (3.26) yang tidak dapat

diintegralkan seperti cos T(m+2+bls)x sehingga tidak diperoleh hasil dari

invers transformasi Laplace sebagai selesaian akhir dari persamaan String.
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3.2.2 Selesaian Persamaan Beam dari Model

Hasil transformasi Laplace untuk persamaan Beam (3.12b) merupakan
persamaan diferensial biasa homogen. Menurut Purcell dan Varberg (1999:446),
selesaian umum untuk persamaan diferensial biasa seperti persamaan (3.12b)
adalah sebagai berikut,
Persamaan (3.12b) dapat ditulis dalam bentuk karakteristik berikut

EIm* + (m,s? + bys)m =0 (3.27)
Selanjutnya dihitung akar-akar m sebagai berikut

4 — mys?+bys

e TR a7 (3.28)

4 — mys®+bys
El

my, ==
Artinya akar-akar m riil dan imajiner, sehingga dapat dinyatakan selesaian U x, s
sebagai berikut

4 — m252+bzs 4 — m252+b25

——x B o = X
Ux,s =ce El + ce El ol
4 — mys2+bys . 4 — mys?+bys
C3C0S —————X +¢ysin pm""——x
. EI - EI (3.29)

Dalam hal ini, transformasi Laplace dari kondisi batasnya adalah
UOs =U; s, ULs =U, s Uy, 0,s =U; s Uy, L,s =U, s (3.30)

Sehingga diperoleh

UO,s =ci+cy+c3 =U(s) (3.31)
dan
4_ m252+b25 _4 - m252+bzs
ULs =cie H + ce H +

4 — mys®+bys

o L=0U2(8) (3.32)

4 — mys2+bys

C, COS
3 El

L+ c4sin

dan
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4 — mys2+b
Upy 0,5 = — MaS”ThaS c1+

4 — mys2+bys 4 — mys2+bys
El —a 92T —m;

El 2 El 3

= Us(s) (3.33)

& 5 .
4 _ 24 4 _ 24
U,, L = mZSEI P2 4 — mys2+bys - mstI =

w Ls = T2 e TR W © —

A& e S S I /]
4 — mys2+b,s 4 — mys2+b,s i 4 — mys2+bys

4 — Mmys2+bys
C3 COS - —
El El EL

EI

¢, Sin L

= U,(s) (3.34)
Kemudian, dari persamaan (3.31) sampai dengan persamaan (3.34) akan terbentuk

matriks sehingga diperoleh nilai ¢4, ¢, c3 dan ¢, sebagai berikut:

Cl — Uzez _ l U3 h Ul + l U4,€Z
2e2z-2 2w?2 e22—1 2e2zZ—2  2w?2 e2z2—3
& = U,e?? O U™ 1y fllge” 1 Uze??
2e2Z2-2  2e?%2Z-2 2w?Z e?2Z—1 2 w2 e22-1
- 1 1u
271 2y2
C = 1u;, 1 uy  1lu;cosz  1uzcosz
2sinz 2w?2sinz 2 sinz 2 w2sinz
4 — mys2+bys 4 — mys2+bys
dengan, zZ = TL danw = IV =)

Kemudian dengan mensubstitusikan nilai ¢;, c,, c3 dan c, maka diperoleh

Uye? 1 Us Oy 1 Uge?

Ux,s - = — = e +
’ 2e272-2  2w? e?2-1  2e%22-2  2w? e?%-1
e | Uge? 1 Use? 1_Use® e x4 Ly 1% coswx +
202Z-2  202Z-2 2w2 e2Z-1 ' 2wZ e2Z—1 271 w2
1 u 1 u 1u,co0sz 1luzcosz .
-2 -2 __- +:==2 sinwx (3.35)

2sinz 2wZ2sinz 2 sinz 2 w2sinz

Selanjutnya, untuk memperoleh selesaian dari persamaan Beam (3.1) maka

dilakukan invers transformasi Laplace pada persamaan (3.35), akan tetapi pada
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kasus ini ada beberapa suku dari persamaan (3.35) yang tidak dapat diintegralkan

— 2
seperti  cos 4%”’23L sehingga tidak diperoleh hasil dari invers

transformasi Laplace sebagai selesaian akhir dari persamaan Beam.

3.3 Analisis Keabsahan Selesaian untuk Model String-Beam
3.3.1 Analisis Keabsahan Selesaian untuk Persamaan String

Diketahui selesaian yang diperoleh (3.26) setelah kondisi batas
dimasukkan adalah sebagai berikut,

T(m,5%+b4S)

V x,s =V, s cos +
T
T(171152+b15) T
-V1 s cos = 1L m152+b157Tsm L4V, s T( e
. m.S S
Sin #x +
T(mls2+b15) T
S ey
mqS+b .
1 sin(x)

m152+b15—T
Untuk membuktikan selesaian di atas benar maka dilakukan penurunan-
penurunan pada selesaian (3.26) tersebut. Turunan dari V x,s terhadap x adalah

sebagai berikut

_masths gy g i
mqs2+b,s—T . T m,S?+b;s m4s+b .
Vxs =———L_ —sin A — e — i X
T mys2+bys T mqs4+bys—T
sin ————L
T mqs2+bqs _
mys+by sin L cos ————x T m,S2+bys
av myS+bq
— X,§ =-— +— Cos x
dx T mqs2+bqs mqs%+bys—T

m4s2+by;s—T sin —— LT
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T mqs2+bqs
mys+b; sin L sin - x mqys?+bys

d?v mys+b, .
sin x

dx? T mqs2+bys mys2+b;s—T

m,s2+b;s—T sin — LT

Substitusi hasil penuruna di atas ke dalam persamaan (3.12a) maka

diperoleh

T mqs2+bqs

2
T X mqS°+bqs

myS+by sin L sin

B mq1S+bq . 2
T R m152+b13_Tsm x +(mysc+
mq8%2+b1s—T sin 0
_masths g ——
bys) —-—masithis T sin s ths o "0 sinx  — mys+b, sinx =0
i T mys2+bys T mys2+bys—T 1 1
sin ————L
T
Sehingga diperoleh
mis+by T . mys+by (m,s’+bys) . i
—mgnx o 1m S;+bls Tl sin x — mys+b; sinx=20
1 1o 1 >
Jadi, dengan terpenuhi bentuk dasarnya maka selesaian tersebut dikatakan
benar.

3.3.2 Analisis Keabsahan Selesaian untuk Persamaan Beam
Diketahui selesaian yang diperoleh (3.35) setelah kondisi batas

dimasukkan adalah sebagai berikut,

Uxs = Ue?” 1 Us Uy 1 Uye? — Uje”  Upe?
, - 2eZz_Z 2 w2 2721 2922_2 2 w2 e2z—1 2822_2 2622_2

l U4€Z l U3ezz e_Wx + lu — lu_?’ coswx + l& — lu—4 —

2w? e22—1 | 2w2 e27—1 201 gy 2sinz  2w?sinz

lujcosz , luzcosz .
= = Sinwx

2 sinz 2 w2sinz

Untuk membuktikan selesaian di atas benar maka dilakukan penurunan-
penurunan pada selesaian (3.35) tersebut yang kemudian disubstitusi ke dalam

persamaan (3.12b) maka diperoleh
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4

d
EIWU x,5 + (mys?+bs)U x,5s =0

EI(0) + (mys? + b,5)(0) = 0
Jadi, dengan terpenuhi bentuk dasarnya maka selesaian tersebut dikatakan

benar.

3.4 Transformasi Laplace dalam Al-Quran

Sebagaimana uraian sebelumnya, bahwa Allah Swt. telah mempersiapkan
metode terbaik dalam menghadapi setiap masalah yaitu salah satunya dengan
sabar. Kesabaran adalah pertolongan yang besar dari segala sesuatu, karena sama
sekali tidak ada jalan bagi orang yang tidak bersabar untuk mendapatkan apa yang
diinginkannya termasuk mendapatkan selesaian untuk masalah yang tengah
dihadapi.

Sabar dalam hal ini bukan berarti pasrah dan menyerah pada nasib. Sabar
adalah kegigihan untuk tetap berpegang teguh kepada ketetapan Allah Swt.
(ketetapan hati dalam menerima ketentuan Allah Swt., karena apapun yang
menimpa adalah ketentuan-Nya). Jadi kesabaran itu adalah sebuah proses aktif,
kolaborasi antara ridlo (rela menerima takdir Allah Swt.) dan ikhtiar (mencari
selesaian). Kesabaran bukan proses diam dan pasif, melainkan proses aktif, yaitu
akal aktif, tubuh aktif dan iman yang aktif. Justru dari masalah yang disikapi
dengan kesabaran akan turun rahmat dan petunjuk dari Allah.

Seperti halnya pada model String-Beam, yaitu model dengan persamaan
diferensial parsial yang menjelaskan fenomena dawai gantung. Model ini memuat
v(x,t) sebagai besar pergerakan dari vibrasi string dan u(x,t) sebagai
pergerakan dek dari jembatan. Dibutuhkan proses aktif dalam menghadapi model

ini yaitu aktif dalam mencari penyelesaiannya. Salah satu metode penyelesaian
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yang dapat digunakan adalah transformasi Laplace. Transformasi Laplace sendiri
adalah suatu metode yang mentransformasikan persamaan diferensial dari domain
waktu t menjadi domain baru dengan variabel bebas s.

Kembali pada hakikat dan makna sabar dalam menghadapi masalah yaitu,
bukan hanya semata-mata menerima permasalahan tetapi juga berikhtiar untuk
mennyelesaikan permasalahan yang sedang dihadapi tersebut. Transformasi
Laplace dalam penelitian ini merupakan salah satu wujud ikhtiar untuk
menyelesaikan model String-Beam. Sebagaimana firman Allah Swt. di dalam
surat al-Insyirah/94:6, yaitu:

-
I TN e AP

D L pendl 2 0]

“Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QS. Al-Insyirah/94:6).

Bahwa Allah Swt. memberitahukan bersama kesulitan itu terdapat

kemudahan. Kemudian Dia mempertegas berita tersebut, Ibnu Jarir meriwayatkan
dari al-Hasan, dia berkata:

“Nabi Muhammad Saw. pernah keluar rumah pada suatu hari dalam

keadaan senang dan gembira, dan beliau juga dalam keadaan tertawa seraya

bersabda: Satu kesulitan itu tidak akan pernah mengalahkan dua kemudahan,
sesungguhnya bersama kesulitan itu pasti terdapat kemudahan” (Ad-Dimasyqi,

2000:498).
Dari uraian di atas jelas bahwa tidak ada kesulitan dan kesempitan yang
abadi, Allah Swt. akan memberikan kemudahan dan kelapangan setelahnya. Hal

ini berarti setiap masalah pasti memiliki penyelesaian.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan di atas diperoleh kesimpulan sebagai

berikut:

1. Hasil analisis transformasi Laplace yang diterapkan untuk persamaan String

dan persamaan Beam berturut-turut disajikan dalam bentuk berikut:

2
Td—ZV x,s + (mys?+bys)V x,s — mys+b; sinx =0

4
EI%U x,5 + (mys?+bs)U x,5s =0

2. Selesaian yang diperoleh untuk persamaan String sebagai berikut:

T(m,s%+b;s
V x,s =V, s cos T(masT4h:5) 4

-
T(m152+b1s)
—-V; s cos m215+b1 sin L +V; s
i e - T(m;52+b;5)
—— sin #X
T(mq52+b15) T
sin —————
mq,5+bq .
sin(x
m152+b15—T ( ),
Dan untuk persamaan Beam diperoleh selesaian sebagai berikut:
U 1 Us Uq 1 Uyé? wx
U X, s = 2622—2 2 w2 e2z—1 2622_2 2 w2 e2z—1 e +
U,e?? U,e? 1 Uge? 1 Uze?? oW 4
2e%2-2  2e?%2-2 2w? e??2-1 2w? e?2-1
1 1u 1 u 1 u 1u,cosz | lugcosz .
Uy —==2 coswx 4+ -—E—-—=2— =L S=—"" sinwx
2 2 w2 2sinz 2wZsinz 2 sinz 2 w2sinz
4 — mys2+bys 4 — mysZ+bys
untuk z = ——2Ldanw = #

44
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3. Dari hasil pembahasan penelitian ini disimpulkan bahwa selesaian V x,s dan

U x,s terbukti benar karena memenuhi bentuk dasarnya.

4.2 Saran

Dalam penelitian ini invers transformasi Laplace untuk V x,s danU x,s
gagal mendapatkan V x,t dan U x,t . Oleh karena itu, disarankan penelitian
selanjutnya untuk menggunakan metode yang lain dalam mendapatkan V x,t

dan U x,t sebagai hasil inversdariV x,s dan U x,s nya
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Lampiran 1: Program Matlab untuk Mencari Nilai ¢4, ¢,, c3 dan c,
clc,clear all
syms z w Ul U2 U3 U4

A=[1 1 1 0; exp(z) exp(-z) cos(z) sin(z);...
wh2 wh2 -wh2 0;...
wh2*exp (z) wh2*exp(-z) —-(W"2)*cos(z) -
(wh2)*sin(z)];
B=[Ul; U2;...
U3; U4];

C=inv (A) ;

D=C*B
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