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ABSTRAK

Sari, Maya Puspita. 2016. Solusi Numerik Persamaan Boussinesq
Menggunakan Metode Beda Hingga Implisit. Skripsi. Jurusan
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Mohammad Jamhuri,
M.Si. (I1) Evawati Alisah, M.Pd.

Kata kunci: solusi numerik, persamaan Boussinesg, metode beda hingga implisit.

Skripsi ini bertujuan untuk menjelaskan solusi numerik persamaan
Boussinesq menggunakan metode beda hingga implisit Forward Time Central
Space (FTCS) yaitu skema beda maju untuk turunan terhadap waktu t dan beda
pusat untuk turunan terhadap ruang x. Penulisan skripsi ini menggunakan metode
kajian literatur atau kepustakaan.

Persamaan Boussinesq ini diselesaikan menggunakan metode beda hingga
implisit dengan langkah-langkah sebagai berikut: melakukan diskritisasi pada
persamaan Boussinesq dengan menggunakan metode beda hingga skema implisit
FTCS. Selanjutnya melakukan linierisasi pada suku-suku nonlinier yang
dihasilkan diskritisasi persamaan Boussinesq menggunakan deret Taylor. Lalu
melakukan diskritisasi syarat awal dengan metode FTCS. Karena persamaan
Boussinesq tidak memiliki kondisi batas, maka perlu dilakukan ekstrapolasi linier
untuk mencari kondisi batas menggunakan deret Taylor orde satu. Kemudian
mensubstitusikan nilai t dan x sesuai syarat awal dan syarat batasnya.
Selanjutnya, persamaan hasil diskritisasi diubah menjadi bentuk matriks untuk
mencari nilai u dan 5. Setelah itu mensimulasikan hasil dari nilai n dan
melakukan interpretasi grafik.

Hasilnya, pada saat Froude Number (F) kurang dari 1, maka akan
menghasilkan tinggi gelombang yang lebih kecil daripada tinggi gundukan.
Namun pada saat Froude Number (F) lebih dari 1, maka akan menghasilkan
tinggi gelombang yang lebih besar daripada tinggi gundukan. Metode beda hingga
skema implisit ini pun juga terbukti stabil tanpa syarat untuk menyelesaikan
persamaan Boussinesq.
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ABSTRACT

Sari, Maya Puspita. 2016. Numerical Solution of Boussinesq Equation Using
Implicit Finite Difference Method. Thesis. Department of Mathematics,
Faculty of Science and Technology, State Islamic University of Maulana
Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Mohammad Jamhuri, M.Si. (II)
Evawati Alisah, M.Pd.

Keywords: numerical solution, Boussinesq equation, implicit finite diffrence
method.

This thesis aims to explain the numerical solution of Boussinesq equations
using implicit finite difference methods implementing Forward Time Central
Space (FTCS) that are forward difference scheme for the derivative with respect
to time t and central difference scheme for the derivative of the space x. The
method used on this thesis is review of literature.

Boussinesq equations obtained using implicit finite difference methods
with the following steps: the first step is discretizing the Boussinesq equations
using finite difference implicit scheme FTCS. The second step is linearizing the
nonlinear terms produced by discretizing process of Boussinesq equations using
Taylor series. The third step is discretizing the initial conditions using FTCS
method. Since Boussinesq equation has no boundary conditions, then the
extrapolation to determine the boundary conditions using first order of Taylor
series has to be done. Then substituting the value of ¢t and x accordancing to the
initial and boundary conditions. The equations obtained from the discretization
process then transformed to matrix to determine the value of u and n. After that
simulating the results of ) values and interpreting the graphs.

As a result, when the Froude number (F) is less than 1, it generates a wave
height smaller than the mound height. But when the Froude number (F) is more
than 1, it generates a wave height greater than the mound height. Implicit finite
difference method scheme has proved to be stable with no requirement to solve
the Boussinesq equation.

XV



RSk

Sodoeall Gl A b alsual Boussinesq dbsd gous 2016 iws L (gils
UV5e 2a S 2] daaldh) cLmsl oSl polal) 2JS7 Lol J) dms (o Loy gl
U jobide Llolide (1) sl cgpsem ez (D) 103,200 WL al) UL

%,;MA\ 83945 (34 4l 45, 1> cBoussinesq SYolall (gl i) LIS

G Al plisinl dins Boussinesq o¥sll asadl o oad amg bYI oda ud
il casy ALY Gl ks Wiy (FTCS) Forward Time Central Space ;.1
e b pisnns g e B8 X eliab bl Jawdl) Go ) €]

Bpaall 839astl B4l Aa b sluscal, Boussinesq w¥sleoll (gsuall b wad S
¢ oo bbz FTCS spu2 84 slaszal, Boussinesq o¥sll Je 4,5 46 U ol
ady¥) Loyl i ol ¢ sk alide plaszaly FTCS o5 Glalgo b & alosp o)) Lobd
iVl O pld (gyapall e gidl bys U ) Boussinesq dsts 0¥ FTCS ik,
doh B dees X5 T e Jdad & L0310 25, o jsbls Al pltsizaly spadl bypd o]
.M 5 U Al wasd Bgies K0 U1 i A e W5l OB (3 e 39dley Lagdd by by
A pgm ) iy 1 el S5 ST

ol domge 65 elii] pnw &F (1 e T 58 (F) Froude sae 05 Le (G sy
ST amse i) slits) ot &l (1 o 5T 08 (F) Froude sae 055 Lse Sy g N1 5 o
bl £ Lo ol me $azem 0655 OF L clls il gz Lok 5902 Gl @b s LN J5 (e
Boussinesq

XVi

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika adalah salah satu ilmu pasti yang mengkaji abstraksi ruang,
waktu, dan angka. Matematika juga mendeskripsikan realitas alam semesta dalam
bahasa lambang, sehingga suatu permasalahan dalam realitas alam akan lebih
mudah dipahami (Aziz, 2006:v). Alam semesta sendiri memuat bentuk-bentuk
dan konsep matematika, meskipun alam semesta tercipta sebelum matematika itu
ada. Alam semesta serta isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang
cermat dan teliti, dengan perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan
rumus-rumus serta persamaan yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007:79).

Dalam kehidupan sehari-hari, tidak dapat dipungkiri bahwa manusia pasti
akan menghadapi berbagai permasalahan. Namun, seringkali manusia berputus
asa tatkala mendapatkan kesulitan atau cobaan. Padahal Allah telah memberi janji
bahwa di balik kesulitan, pasti ada jalan keluar yang begitu dekat. Dalam surat al-

Insyirah, Allah Swt. berfirman,

z=2 8 = 383% . &

R PVI[FORE

“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QS. Al-
Insyirah/5:94).

Ayat ini pun diulang setelah itu,

P

2 poeal 1 O

“Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QS. Al-Insyirah/6:94).
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Al Hasan Al Bashri mengatakan bahwa ketika turun surat al-Insyirah ayat
5-6, Rasulullah Saw bersabda, “Kabarkanlah bahwa akan datang pada kalian
kemudahan. Karena satu kesulitan tidak mungkin mengalahkan dua kemudahan.”
Perkataan yang sama disampaikan oleh Qotadah. Qotadah mengatakan,
“Diceritakan pada kami bahwa Rasulullah Saw pernah memberi kabar gembira
pada para sahabatnya dengan ayat di atas. Lalu beliau mengatakan, “Satu
kesulitan tidak mungkin mengalahkan dua kemudahan”. Abdullah bin Mas’ud
radhiyallahu ‘anhu pernah berkata, “Seandainya kesulitan masuk ke dalam suatu
lubang, maka kemudahan pun akan mengikutinya karena Allah Swt. berfirman
yang artinya, “Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan.
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (Hafizhahullah, 2014).

Begitu juga kesulitan atau permasalahan dalam bidang ilmu pengetahuan
dan teknologi. Permasalahan yang digambarkan dalam bentuk persamaan
matematik, tidak semuanya dapat diselesaikan secara analitik. Sehingga
diperlukan sebuah solusi numerik untuk menyelesaikan persamaan tersebut.
Permasalahan-permasalahan yang diformulasikan secara matematis dengan cara
operasi hitung diselesaikan menggunakan sebuah metode yang disebut metode
numerik. Hasilnya merupakan nilai perkiraan atau pendekatan dari selesaian
analitik. Salah satu metode yang terdapat dalam metode numerik adalah metode
beda hingga.

Metode beda hingga ini merupakan metode yang sangat umum digunakan
dalam menyelesaikan masalah-masalah persamaan diferensial biasa maupun
parsial yang didasarkan pada ekspansi deret Taylor. Penurunan beda hingga dapat

dilakukan dari kiri, kanan, dan tengah yang dikenal dengan beda maju, beda



3
mundur, dan beda pusat. Terdapat 2 skema dalam metode beda hingga, yaitu
skema eksplisit dan implisit. Penyelesaian dengan skema implisit lebih sulit
dibandingkan dengan skema eksplisit. Skema implisit ini sering digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial parsial nonlinier seperti persamaan
gelombang.

Salah satu persamaan gelombang adalah persamaan Boussinesq.
Persamaan Boussinesq termasuk dalam persamaan gelombang nonlinier yaitu
gelombang yang merambat karena ada pengaruh nonlinier dan biasanya terjadi di
laut dangkal. Menurut Patiroi (2010) persamaan Boussinesq menggambarkan
aliran dangkal yang diturunkan dari persamaan Euler yang tak kompresibel dan
tak rotasional. Ada dua parameter penting dalam pengembangan persamaan
Boussinesg yaitu nonlinieritas dan dispersifitas. Model Boussinesq dapat
digunakan untuk memprediksi elevasi gelombang di dalam pelabuhan dan
interaksi gelombang di daerah dekat pantai. Pada umumnya persamaan
Boussinesq berupa sebuah sistem persamaan diferensial parsial nonlinier yang
sangat sulit dicari solusi analitiknya.

Pada penelitian sebelumnya, L.H Wiryanto (2010), menyelesaikan
persamaan Boussinesq dengan menggunakan metode beda hingga prediktor-
korektor, dengan skema Adam Bashforth untuk prediktor dan skema Adam-
Moulton untuk korektor. Penggunaan metode beda hingga prediktor-korektor
adalah untuk melihat efek dari Froude Number (F). Untuk F < 1, maka akan
menghasilkan gelombang dengan tinggi gelombang lebih kecil daripada tinggi
gundukan. Dari hasil penelitian yang dilakukan olen L.H Wiryanto, tinggi

gelombang yang dihasilkan tumbuh menuju angka 0,016. Namun, untuk F > 1
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tinggi gelombang yang dihasilkan akan lebih besar daripada tinggi gundukan.
Selanjutnya, Nafilah (2016) juga telah menyelesaikan persamaan Boussinesq
dengan menggunakan metode Lax-Wendroff. Dengan menggunakan persamaan
yang sama beserta parameter-parameternya yang diambil dari penelitian L.H
Wiryanto, penelitian yang dilakukan oleh Nafilah menunjukkan bahwa terdapat
riak-riak gelombang yang disebabkan adanya gundukan pada dasar laut dan nilai
dari F yang berbeda-beda pada air akan menghasilkan tinggi gelombang
permukaan yang berbeda. Sedangkan error pemotongan pertama dari model
diskrit yang digunakan memiliki orde dua (Ax?) dan orde satu (At).

Berdasarkan penjelasan di atas, maka penulis menyelesaikan persamaan
Boussinesq menggunakan metode numerik yang lain. Karena persamaan
Boussinesq yang dihasilkan berupa sistem persamaan diferensial parsial nonlinier,
maka penulis menyelesaikan persamaan Boussinesq dengan menggunakan metode
beda hingga. Terdapat 2 skema dalam metode beda hingga, yaitu skema eksplisit
dan implisit. Skema eksplisit merupakan skema yang sederhana dan mudah
dipahami. Namun skema ini mempunyai kelemahan, yaitu skema eksplisit akan
menjadi tidak stabil jika diaplikasikan ke dalam sistem persamaan diferensial
parsial nonlinier. Sehingga dalam penelitian ini, judul yang diangkat penulis
adalah “Solusi Numerik Persamaan Boussinesq Menggunakan Metode Beda

Hingga Implisit”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam

penelitian ini adalah:
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1. Bagaimana solusi numerik persamaan Boussinesq menggunakan metode beda
hingga implisit?

2. Bagaimana syarat kestabilan dari metode beda hingga implisit Forward Time

Central Space (FTCS)?

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah:
1. Untuk mengetahui solusi numerik persamaan Boussinesq menggunakan
metode beda hingga implisit.
3. Menentukan syarat kestabilan dari metode beda hingga implisit Forward

Time Central Space (FTCS).

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat berupa:
1. Penjelasan tentang solusi numerik persamaan Boussinesq menggunakan
metode beda hingga implisit.
2. Penjelasan tentang syarat kestabilan dari metode yang digunakan.
3. Pembahsan, pengetahuan, dan informasi pada penelitian yang terkait dengan

persamaan Boussinesg.

1.5 Batasan Masalah
Batasan masalah yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai

berikut:



1.

2

6
Persamaan Boussinesq yang dibahas pada penelitian ini diambil dari Wiryanto
(2010) dengan persamaannya sebagai berikut:
Nt + F(u, + hy) + €Fun, =0

Fu,+ F*u, +n,=0

dengan kondisi awal beserta parameter-parameternya yaitu:

n(x,0)=0 u(x,0) =§
F =0,25 F =15
Ax = 0,15 At = 0,015
e=0,1

0.1

h(x) = 0,0015 — ((

x—28)2+1)

Skema yang digunakan yaitu skema beda hingga implisit FTCS (Forward Time

Central Space).

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah dengan menggunakan

metode penelitian kepustakaan (library research). Adapun langkah-langkah yang

digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1.

2.

Diberikan persamaan Boussinesq beserta kondisi awal dan kondisi batasnya.

Melakukan diskritisasi persamaan Boussinesq dengan menggunakan metode
beda hingga skema implisit FTCS (Forward Time Central Space) serta
melakukan linierisasi pada suku-suku nonlinier yang dihasilkan diskritisasi

persamaan Boussinesq menggunakan deret Taylor.
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3. Melakukan diskritisasi syarat awal dengan metode FTCS serta melakukan
ekstrapolasi linier untuk mencari kondisi batas menggunakan deret Taylor
orde satu.

4. Mensimulasikan hasil dari nilai n menggunakan program MATLAB serta
melakukan interpretasi grafik terhadap hasil simulasi dari solusi numerik
persaman Boussinesq.

5. Melakukan analisis error menggunakan error hampiran dan error relatif

hampiran.

1.7 Sistematika Penulisan
Adapun sistematika penulisan ini adalah sebagai berikut:
Bab | Pendahuluan
Bab ini menguraikan tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan

sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Pustaka
Bagian ini menjelaskan tentang gambaran umum persamaan Boussinesq,
metode beda hingga, deret Taylor, kestabilan, error (galat), serta kajian

agama.

Bab I1l Pembahasan
Bagian ini menguraikan tentang gambaran umum diskritisasi persamaan
Boussinesq, diskritisasi syarat awal dan syarat batas persamaan Boussinesq

menggunakan deret Taylor, analisis kestabilan, simulasi dan interpretasi
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persamaan Boussinesq dengan menggunakan metode beda hingga implisit,

analisis error, serta prinsip mencari solusi dalam matematika dan al-Quran.

Bab IV Penutup
Bagian ini memuat kesimpulan dan saran dari hasil pembahasan penelitian

yang telah dilakukan.



BAB 11

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Boussinesq

Gelombang adalah gerak muka air secara periodik yang merambat
sehingga membentuk puncak dan lembah yang pada dasarnya merupakan
menifestasi dari gaya-gaya yang bekerja pada fluida. Gelombang terjadi untuk
semua ukuran dan bentuk, tergantung dari besarnya gaya yang bekerja pada air.
Pada perencanaan teknis bidang teknik pantai, gelombang merupakan faktor
utama yang diperhitungkan karena akan menyebabkan gaya-gaya yang bekerja
pada bangunan pantai. Hal yang terpenting dari gelombang adalah gelombang
hanya dapat diprediksi, sehingga perhitungan gelombang menjadi sesuatu yang
dibutuhkan di semua pelajaran teknik pantai (Patiroi, 2010).

Ada berbagai macam jenis gelombang di alam semesta. Salah satunya
adalah gelombang nonlinier yaitu gelombang yang merambat karena ada pengaruh
nonlinier dan biasanya terjadi di laut dangkal. Soliton adalah sebuah gelombang
nonlinier yang memiliki dua sifat yaitu (1) terlokalisasi dan merambat tanpa
perubahan bentuk maupun kecepatan serta (2) stabil melawan tumbukan dan
mempertahankan identitasnya. Sifat pertama merupakan kondisi gelombang
soliter (solitary waves) yang dikenal dalam hidrodinamika sejak abad ke-19
(Drazin dan Johnson, 1992:15).

Gelombang soliter adalah gelombang yang mempunyai bentuk tetap,
teratur, dan tak terdispersi. Kecepatan perambatan gelombang soliter sangat

tergantung pada besar kecilnya amplitudo yang dimiliki. Semakin besar amplitudo

9
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suatu gelombang soliter, semakin cepat perambatannya. Jadi jika ada dua
gelombang soliter yang merambat dengan amplitudo yang berbeda di mana
gelombang soliter dengan amplitudo lebih besar berada di belakang, maka pada
suatu saat kedua gelombang soliter tersebut berinteraksi setelahnya akan kembali
ke bentuk semula (Sandi, 1994:114).

Gelombang soliter dapat dimodelkan menjadi persamaan diferensial
parsial nonlinier. Model gelombang nonlinier pertama kali diteliti oleh John Scott
R pada tahun 1834 secara eksperimental. Beberapa tahun kemudian Boussinesq
berhasil menurunkan secara matematis persamaan gelombang yang diteliti John
Scott R. Persamaan Boussinesq dapat menjelaskan nonlinieritas dan dispersifitas
gelombang dan telah memberikan penjelasan yang cukup akurat terhadap
fenomena transformasi gelombang di daerah pantai, termasuk transfer energinya
(Patiroi, 2010).

Model aliran gelombang tersebut diperoleh dari fungsi potensial yaitu
dengan mengaproksimasi masalah nilai batas persamaan Laplace dari fungsi
potensial menjadi persamaan Boussinesq dengan asumsi bahwa fluida dangkal
dan gelombang yang dihasilkan panjang tetapi amplitudonya kecil (Sukron,
2014).

Menurut Patiroi (2010) persamaan Boussinesq menggambarkan aliran air
dangkal yang diturunkan dari persamaan Euler yang tak kompresibel dan tak
rotasional. Ada dua parameter penting dalam pengembangan persamaan
Boussinesq yaitu nonlinieritas dan dispersifitas. Model Boussinesq dapat
digunakan untuk memprediksi elevasi gelombang di dalam pelabuhan dan

interaksi gelombang di daerah dekat pantai.
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Menurut Djohan (1997), persamaan Boussinesq merupakan model bagi
persamaan gelombang air dua arah di atas dasar tak rata. Di atas dasar rata,
persamaan Boussinesq mempunyai solusi gelombang berjalan periodik, yaitu
gelombang yang menjalar tanpa berubah bentuk dan kecepatan yang disebut
gelombang cnoidal.

Pada penelitian yang dilakukan oleh L.H Wiryanto (2010) diperoleh model
aliran gelombang permukaan yang melalui sebuah gundukan. Model tersebut
berupa sistem persamaan diferensial parsial nonlinier yang dapat dikategorikan
sebagai persamaan Boussinesqg. Pada penelitian sebelumnya, dijelaskan bahwa
fluida mengalir seragam dan terdapat sebuah gundukan di bagian dasar sehingga
mengganggu aliran yang melewatinya dan menghasilkan gelombang di
permukaan cairan dengan u(x,t) merupakan kecepatan gelombang dari sebelah
kiri dan y = h(x) merupakan fungsi gundukan. Oleh karena itu, aliran fluida
secara alami akan mengalami sebuah gelombang permukaan yaitu y = n(x,t)
yang bergantung terhadap ruang dan waktu. Hal ini dijelaskan pada Gambar 2.1

berikut ini:

—_— ¢(x,y,t)

Gambar 2.1 Sketsa Aliran Gelombang
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Adapun persamaan Boussinesq yang digunakan adalah sebagai berikut:

an(x,t) du(x,t) dh(x) an(x,t) (2.1)
e + F( o + I ) + eFu(x,t) Fra 0
- ou(x,t) L2 ou(x,t) . on(x,t) . (2.2)

ot 0x 0x

dengan kondisi awal beserta parameter-parameternya yaitu:

1

n(x,0) =0 wex, = .
F =0,25 F=15
Ax = 0,15 At = 0,015
e=0,1

h(x) = 0,0015 — R

((x —28)2 + 1)

dengan n(x, t) adalah ketinggian permukaan fluida, u(x, t) adalah kecepatan rata-
rata pada aliran fluida, h, adalah representasi dari gundukan pada dasar saluran
berlaku pada saat x € [20,35]. F adalah Froude number dan e adalah

perbandingan dari amplitudo gelombang dengan kedalaman aliran (Sukron, 2014).

2.2 Metode Beda Hingga

Metode numerik adalah teknik untuk menyelesaikan permasalahan-
permasalahan yang diformulasikan secara matematis dengan cara operasi hitung.
Berbagai permasalahan dalam bidang ilmu pengetahuan dan teknologi dapat
digambarkan dalam bentuk persamaan matematik. Hasil penyelesaian numerik
merupakan nilai perkiraan atau pendekatan dari selesaian analitik atau eksak.

Karena merupakan nilai pendekatan, maka terdapat kesalahan terhadap nilai
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eksak. Nilai kesalahan tersebut harus cukup kecil terhadap tingkat kesalahan yang
diterapkan (Triatmodjo, 2002).

Salah satu metode numerik yang sering digunakan adalah metode beda
hingga. Metode beda hingga merupakan metode yang sangat umum dalam
menyelesaikan masalah-masalah persamaan diferensial biasa maupun persamaan
diferensial parsial yang didasarkan pada ekspansi deret Taylor (Strauss, 2007).
Penurunan beda hingga dapat dilakukan dari Kiri, kanan, dan tengah yang akan
digunakan untuk menentukan nilai fungsi pada titik tertentu yang dikenal dengan
beda maju, beda mundur, dan beda pusat (Ross, 1984).

Adapun operator metode beda hingga menurut Strauss (2007) yaitu:

persamaan beda maju

a_u )| Uy, — Uf' (2.3)
dx Ax
persamaan beda mundur
ou W -y, (2.4)
0x Ax
persamaan beda pusat
Ouj - Bl Sty (2.5)
dx 20x

Persamaan (2.3), (2.4), dan (2.5) dapat diperoleh dari ekspansi deret Taylor.
Misalkan diberikan fungsi u(x + Ax, t), u(x — Ax, t), u(x, t + At), u(x, t — At)

diaproksimasi ke dalam deret Taylor di sekitar u(x, t) sebagai berikut:

1
u(x + Ax,t) = u(x, t) + u, (x, t)Ax + Euxx(x, t)Ax?
2.6)

1
+ guxxx(x, t)Ax3 + -
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1 5 (2.7
u(x —Ax,t) = ulx, t) —u, (x, t)Ax + Euxx(x, t)Ax
1 3
- guxxx(x; t)Ax> + -
1 5 (2.8)
u(lx, t+ At) = ulx, t) + u.(x, t)At + Eutt(x, t)At
1 3
+ guttt(x, t)At + cee
(2.9)

1
u(x, t —At) = u(x, t) — u(x, t)At + Eutt(x, t)At?

1
7 guttt(x' )AL + -

Turunan hampiran pertama terhadap x untuk beda maju, beda mundur, dan beda
pusat dapat dilakukan dengan menggunakan ekspansi deret Taylor dari persamaan
(2.6), (2.7), (2.8), dan (2.9) yang dipotong sampai orde tertentu. Turunan
hampiran pertama terhadap x untuk beda pusat dapat dilakukan dengan

mengurangkan persamaan (2.6) dengan persamaan (2.7), sehingga diperoleh:

1
u(x + Ax, t) — u(x — Ax, t) = 2u, (x, t)Ax — guxxx(x, t)Ax3 + -

20x uy(x,t) = u(x + Ax, t) —u(x — Ax, t) + 0(Ax)3

u(x, t ¥AL) < (%6 =At)
2At

u(x, t) = + 0(Ax)3 (2.10)

Turunan hampiran pertama terhadap t untuk beda pusat dapat dilakukan dengan

mengurangkan persamaan (2.8) dengan persamaan (2.9), sehingga diperoleh:
1
u(x, t + At) —u(x, t — At) = 2u,.(x, t)At — gum(x, t)AL3 + -

20t u (x,t) = ulx, t + At) —u(x,t — At) + 0(Ax)3

u(x, t+ At) —u(x,t — At)

ut(xrt) = At

+ 0(Ax)3 2.11)
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Jika digunakan indeks subskrip j untuk menyatakan titik diskrit pada arah x dan
superskrip n untuk menyatakan titik diskrit pada arah t, maka persamaan (2.10)

dan (2.11) dapat ditulis:

0x 2Ax

+1 -)
a_u N u]’-1 —u]"
at 2At

Adapun aproksimasi turunan kedua terhadap x untuk beda pusat diperoleh dengan

menjumlahkan persamaan (2.6) dengan persamaan (2.7), sehingga diperoleh:
1
ulx + Ax, t) + u(x — Ax, t) = 2u(x,t) — ZEuxx(x, t)Ax? + -+

u(x + Ax, t) + u(x — Ax, t) = 2u(x, t) — uy, (x, t)Ax? + 0(Ax)*
Uy (2, £)Ax? = u(x + Ax, t) — 2u(x, t) + u(x — Ax, t) + O(At)*

u(x + Ax, t) — 2u(x, t) + u(x — Ax, t)
B3

U (3, 8) = +0(ax)* (2.12)
Jika digunakan indeks subskrip j untuk menyatakan titik diskrit pada arah x dan
superskrip n untuk menyatakan titik diskrit pada arah t, maka persamaan (2.12)

dapat ditulis:

J

0%u  ulq —2ul +ut,
ox Ax? (2.13)

2.2.1 Metode Beda Hingga Skema Implisit

Penyelesaian dengan menggunakan skema implisit lebih  sulit
dibandingkan dengan skema eksplisit. Tetapi skema implisit mempunyai
kelebihan yang sangat penting yaitu bahwa skema tersebut stabil tanpa syarat.

Langkah waktu At dapat diambil sembarang (besar) tanpa menimbulkan
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ketidakstabilan. Pembatasan At hanya untuk menjaga kesalahan pemotongan
(truncation error) dalam batas-batas yang dapat diterima. Berikut ini adalah

contoh skema beda hingga implisit (Triatmodjo, 2002).

ntl — '--—o—J\—o —t

n -

n-1

i-1 i i+1
Gambar 2.2 Skema Implisit

Gambar 2.2 menunjukkan jaringan titik hitung dari skema implisit. Dari
gambar tersebut, variabel di titik i pada waktu ke n + 1 dipengaruhi oleh variabel
di titik i pada waktu ke n yang sudah diketahui nilainya serta variabel di titik
i — 1 pada waktu ke n + 1 dan variabel di titik i + 1 pada waktu ke n 4+ 1 yang
belum diketahui nilainya.

Salah satu aproksimasi skema implisit dalam metode beda hingga adalah
Forward Time Central Space (FTCS), yaitu aproksimasi yang menggunakan
skema beda maju terhadap waktu dan skema beda pusat terhadap ruang. Oleh
karena itu, dengan mensubstitusikan persamaan beda hingga skema implisit

FTCS, secara umum persamaan tipe parabolik menjadi:
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ou N ( au) _
g T \oway) =
(2.14)

un+1 _ N n+1 n+1

Uj Uy — U
] ] j+1 j—1
_— y T — =O
A7 +f<xu A >

2.3 Deret Taylor
Deret Taylor merupakan dasar untuk menyelesaikan masalah dalam
metode numerik terutama untuk menyelesaikan persamaan diferensial. Persamaan

deret Taylor dari y = f(x) di sekitar x,, y, adalah sebagai berikut:

f(x) zf(xo)q_#(x_xo)*_f Z(TO)

(x — xo)z
(2.15)
"(x0)

f 3(!xo) (x—x0) + -+ ” (x — xo)"

+

Asal dari persamaan (2.15) adalah sebagai berikut:
f(x) =ag+ a(x—xp) + ay(x — x0)? + as(x — x0)3 + - + a,(x — x)"
f'(x) = a; + 2a,(x — x¢) + 3a3(x — x)% + -
f"(x) =2a, + 3 2a3(x —x9) + 4+ 2a,(x — x5)% + -+

f""(x) =3-2a3;+4-2a,(x —xo) + -

ffx)=nl(a) + (m+ D!ay (x —x0) + (n+ 2)a,,(x —x0)% + -+
Kemudian, pada fungsi awal dan fungsi-fungsi turunan tersebut, jika ditetapkan
x = x, maka:
f(x0) = ao
f'(xo) = a4

f"(xo) =2l a,
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f"(x0) = 3las

f"(xo) = nlay
Dengan memasukkan nilai a,, a,,a,, a; dan seterusnya, maka deret Taylor pun
terbukti seperti pada persamaan (2.15) (Purcell & Varberg, 1987).
Menurut Chapra dan Canale (1988) jika terdapat fungsi dari dua variabel

independen u dan v, maka deret Taylor dapat ditulis sebagai berikut:

af of
fis1,vip1) = fuy, vp) 3, (uz+1 u;) + %(le U

0% f A
21502 (Wip1 —w) (2.16)
2 2
a°f o°f
-y EOEL (Wis1 —u) Wig1 — 1) + . (Vip1 — 1v)°

+ eee
dengan semua turunan parsial dihitung pada titik i. Jika semua suku orde-kedua

dan yang lebih tinggi dibuang, maka persamaan (2.16) dapat dipecahkan untuk:

A F(,5) = f|A~ (2.17)

|2z +

il 2+ 5

dengan % dan ¥ masing-masing adalah taksiran galat-galat dalam u dan v.
Untuk n peubah bebas X;,%,,..,%, yang mempunyai galat-galat
AX,, AX,, ..., AX, berlaku hubungan umum berikut:

of af

6x1 axz

of | 5

axn

0%, 4t 218)

Af (%, %y, ., %) = Ax; +
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2.4 Kestabilan
Zauderer (2006) menyebutkan bahwa suatu permasalahan persamaan
diferensial parsial dapat menjadi stabil dan tidak stabil. Suatu konsep kestabilan
dan ketidakstabilan dapat diterapkan dalam skema beda hingoa. Ketidakstabilan
skema beda hingga menghasilkan kesalahan dalam aproksimasi numerik terhadap
solusi nilai eksak dari masalah yang diberikan, sehingga solusi numerik kurang
mendekati solusi eksak.
Salah satu metode untuk menganalisis kestabilan skema adalah stabilitas
von Neumann. Stabilitas von Neumann di dekati dengan analisis forier, sehingga
dengan menerapkan stabilitas von Neumann terhadap skema beda hingga, maka

dapat dicari kestabilan dari persamaan beda dengan mensubstitusikan U/* =

p"e'™ ke dalam persamaan tersebut, yang mana superskrip i menunjukkan
posisi, n menunjukkan waktu, j merupakan vector, dan untuk semua « dalam
interval [0,2m]. Syarat perlu dan cukup stabilitas von Neumann yaitu |p| <1

(Zauderer, 2006).

2.5 Error atau Kesalahan (Galat)

Kesalahan numerik timbul dari penggunaan aproksimasi untuk
menyatakan operasi dan besaran matematika yang pasti (Chapra dan Canale,
1988:56). Ada tiga macam kesalahan yaitu kesalahan bawaan, kesalahan
pembulatan (round-off error), dan kesalahan pemotongan (truncation error)
(Triatmodjo, 2002:2). Namun, dalam penelitian ini hanya ada kesalahan

pembulatan dan kesalahan pemotongan.
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Kesalahan pembulatan  (round-off error) terjadi karena tidak
diperhitungkannya beberapa angka terakhir dari suatu bilangan. Kesalahan ini
terjadi apabila bilangan perkiraan digunakan untuk menggantikan bilangan eksak
(Triatmodjo, 2002:2-3). Dalam penelitian ini, kesalahan pembulatan terjadi pada
saat perhitungan menggunakan program matlab dengan pembulatan 7 angka
setelah koma.

Kesalahan pemotongan (truncation error) terjadi karena tidak
dilakukannya perhitungan sesuai dengan prosedur matematik yang benar.
Misalnya suatu proses tak berhingga diganti dengan proses berhingga. Dalam
praktik, sulit diperhitungkan semua suku sampai tak berhingga. Apabila hanya
diperhitungkan beberapa suku pertama saja, maka hasilnya tidak sama dengan
solusi eksak. Kesalahan karena hanya memperhitungkan beberapa suku pertama
disebut dengan kesalahan pemotongan (Triatmodjo, 2002:3). Dalam penelitian ini,
kesalahan terjadi pada pemotongan orde pada penggunaan deret Taylor.

Salah satu tantangan metode numerik adalah menentukan taksiran galat
tanpa mengetahui nilai sejatinya. Misalnya, metode numerik tertentu memakai
pendekatan secara iterasi untuk menghitung jawaban. Dalam pendekatan yang
demikian, suatu aproksimasi dibuat berdasarkan aproksimasi sebelumnya. Proses
ini dilakukan secara berulang atau secara iterasi dengan maksud untuk
menghitung hampiran yang lebih baik. Untuk kasus yang demikian, galat
seringkali ditaksir sebagai selisih antara aproksimasi sebelumnya dengan
aproksimasi sekarang. Jadi, persen galat relatifnya adalah:

_ hampiran sekarang — hampiran sebelumnya

£, = x 100% (2.19)

hampiran sekarang
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Tanda-tanda pada nilai hampiran boleh positif atau negatif. Jika
aproksimasinya (hampirannya) lebih besar daripada nilai sejati (aproksimasi
sebelumnya lebih besar dari aproksimasi sekarang), maka galatnya negatif. Jika
aproksimasinya lebih kecil daripada nilai sejati, maka galatnya positif. Hal ini
juga berpengaruh pada penyebut yang mungkin lebih kecil dari nol yang juga
akan menyebabkan galat yang negatif. Seringkali pada waktu melakukan
komputasi, tanda galat tidak diperdulikan, tetapi lebih tertarik kepada apakah nilai
mutlaknya lebih kecil daripada suatu toleransi &, yang telah ditetapkan
sebelumnya. Oleh karena itu, seringkali berguna untuk menerapkan nilai mutlak
untuk persamaan (2.19). Untuk kasus yang demikian, komputasi diulangi sampai:

leal < &l (2.20)

Jika hubungan ini terus bertahan, hasilnya dianggap berada dalam tingkat

penerimaan & yang telah dirinci sebelumnya (Chapra & Canale, 1988:57-58).

2.6 Kajian Agama

Dalam surat al- Insyirah, Allah Swt. berfirman:

N S (BB

“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QS. Al-Insyirah
/5:94).

Ayat ini pun diulang setelah itu,

ST B
MM‘ Co Qﬁ
“Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QS. Al-Insyirah/6:94).
Mengenai ayat di atas, ada beberapa faedah yang diambil:

1. Di balik satu kesulitan, ada dua kemudahan
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Kata “al ‘usr (kesulitan)” yang diulang dalam surat al-Insyirah hanyalah
satu. 4/ ‘usr dalam ayat pertama sebenarnya sama dengan al ‘usr dalam ayat
berikutnya karena keduanya menggunakan isim ma’rifah (Seperti kata yang
diawali alif-lam). Sebagaimana kaidah dalam bahasa Arab, “Jika isim ma rifah
diulang, maka kata yang kedua sama dengan kata yang pertama. Terserah apakah
isim ma’rifah tersebut menggunakan alif-lam jinsi ataukah alif-lam ‘ahdiyah.”
Intinya, a/ ‘usr (kesulitan) pada ayat pertama sama dengan a/ ‘usr (kesulitan) pada
ayat kedua.
Sedangkan kata “yusra (kemudahan)” dalam surat al-Insyirah itu ada dua.
Yusro (kemudahan) pertama berbeda dengan yusra (kemudahan) kedua karena
keduanya menggunakan isim nakirah (seperti kata yang tidak di awali alif-lam).
Sebagaimana kaidah dalam bahasa Arab, “Secara umum, jika isim nakirah itu
diulang, maka kata yang kedua berbeda dengan kata yang pertama.” Dengan
demikian, kemudahan itu ada dua karena berulang. Ini berarti ada satu kesulitan
dan ada dua kemudahan.
Dari sini, para ulama pun seringkali mengatakan, “Satu kesulitan tidak
akan pernah mengalahkan dua kemudahan”. Asal perkataan ini dari hadits yang

lemah, namun maknanya benar. Jadi, di balik satu kesulitan ada dua kemudahan.

2. Akhir berbagai kesulitan adalah kemudahan

Syaikh ‘Abdurrahman bin Nashir As Sa’di mengatakan, kata al ‘usr
(kesulitan) menggunakan alif-lam dan menunjukkan segala macam kesulitan. Hal
ini menunjukkan bahwa bagaimana pun sulitnya, akhir dari setiap kesulitan adalah
kemudahan”. Dari sini, dapat diambil pelajaran, “badai pastilah berlalu (after a

storm comes a calm), yaitu setelah ada kesulitan pasti ada jalan keluar.”
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3. Di balik kesulitan, ada kemudahan yang begitu dekat
Dalam ayat di atas, digunakan kata ma’a, yang asalnya bermakna
“bersama”. Artinya, “kemudahan akan selalu menyertai kesulitan”. Oleh karena
itu, para ulama seringkali mendeskripsikan, “Seandainya kesulitan itu memasuki
lubang binatang dhab (yang berlika-liku dan sempit), kemudahan akan turut serta
memasuki lubang itu dan akan mengeluarkan kesulitan tersebut”. Padahal lubang
binatang dhab begitu sempit dan sulit untuk dilewati karena berlika-liku (zig-zag).
Namun, kemudahan akan terus menemani kesulitan, walaupun di medan yang
sesulit apapun.

Allah Swt. berfirman:

= > 8 o 8G7 R > -
7

- @
75 5 _

“.. Allah kelak akan memberikan kelapangan sesudah kesempitan.” (QS. Ath
Thalag/7:65).

Ibnul Jauziy, Asy Syaukani dan ahli tafsir lainnya mengatakan, “Setelah
kesempitan dan kesulitan, akan ada kemudahan dan kelapangan”. lbnu Katsir
mengatakan, Janji Allah itu pasti dan tidak mungkin Dia mengingkarinya”.

Ibnu Rajab telah mengisyaratkan hal ini. Beliau berkata, “Jika kesempitan
itu semakin terasa sulit dan semakin berat, maka seorang hamba akan menjadi
putus asa. Demikianlah keadaan makhluk yang tidak dapat keluar dari kesulitan.
Akhirnya, ia pun menggantungkan hatinya pada Allah semata. Inilah hakikat
tawakkal pada-Nya. Tawakkal inilah yang menjadi sebab terbesar keluar dari
kesempitan yang ada. Karena Allah sendiri telah berjanji akan mencukupi orang

yang bertawakkal pada-Nya”. Sebagaimana Allah Swt. berfirman:
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“...dan barang siapa yang bertawakal kepada Allah niscaya Allah akan
mencukupkan (keperluan) nya...” (QS. Ath Thalaqg:3).

Inilah rahasia yang sebagian manusia mungkin belum mengetahuinya. Jadi
intinya, tawakkallah yang menjadi sebab terbesar seseorang keluar dari kesulitan
dan kesempitan.

Selain itu, menurut tafsir As Sa’dy dalam surat al-Ankabut ayat 69 yaitu:

(&
w
PZCN

65 bt T G 1 g5 WL 25050 31305 ol
“Dan orang-orang yang berjihad untuk (mencari keridhaan) Kami, benar-benar
akan Kami tunjukkan kepada mereka jalan-jalan kami. Dan sesungguhnya Allah
benar-benar beserta orang-orang yang berbuat baik ” (OS. Al-Ankabut:69).

Ini menunjukkan bahwa orang yang paling pantas untuk diberi taufig
(kebenaran) adalah ahlul jihad. Bahwa siapa saja yang berbuat ihsan dalam hal
yang diperintahkan maka Allah akan menolongnya dan Allah akan mudahkan
baginya sebab-sebab mendapatkan hidayah. Bahwa siapa saja yang bersungguh-
sungguh dan bersemangat dalam thalabul ilmi syar’i maka akan sampai
kepadanya hidayah (petunjuk) dan pertolongan untuk mendapatkan apa yang
diinginkan. Demikian ini adalah urusan dan kuasa Allah di luar jangkauan
kesungguhannya dan Allah akan mudahkan baginya perkara ilmu, karena thalabul

ilmi syar’i adalah termasuk jihad fiisabilillah. Bahkan salah satu dari dua macam

jihad yang tidak akan dapat menegakkannya kecuali orang-orang khusus, yaitu :

a. jihad dengan ucapan dan lisan menghadapi orang kafir dan munafik dan
b. mengajarkan perkara-perkara agama serta membantah penyimpangannya
orang-orang yang menyelisihi kebenaran walaupun mereka dari kalangan orang

islam.
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PEMBAHASAN

Pada bab ini, akan dijelaskan tentang bagaimana penyelesaian numerik
persamaan Boussinesq menggunakan metode beda hingga skema implisit
Forward Time Central Space (FTCS). Adapun langkah-langkah dalam
menyelesaikan persamaan Boussinesq adalah diskritisasi persamaan Boussinesq
dan syarat awal dengan skema beda maju untuk turunan terhadap waktu t dan

beda pusat untuk turunan terhadap ruang x.

3.1 Diskritisasi Persamaan

Persamaan Boussinesq yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai

berikut:
on(x,t) ou(x,t) dh(x)) on(x,t) (3.1)
T +F< o + I + eFu(x,t) o =K0)
ou(x,t ou(x,t) on(x,t )
Fu(x)+F2 u(x)+ n(X):O (3.2)
ot 0x 0x

dengan kondisi awal beserta parameter-parameternya yaitu:

n(x,0)=0 u(x,0) = i
F=0,25 F=1,5
Ax = 0,15 At = 0,015
e=01

0,1
h(x) = 0,0015 —

((x —28)2 + 1)

25
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Namun untuk menyederhakan penulisan, selanjutnya u(x, t), n(x,t), dan
h(x) dapat ditulis sebagai u, n, dan h. Maka untuk persamaan (3.1) dan (3.2)

dapat ditulis sebagai berikut:

on du dh on (3.3)
E+F(a+a>+EFUa— 0
ou ou 0n (3.4)
- 24— —
K dat F 0x J dx 0

Persamaan (3.3) dan (3.4) didiskritisasikan dengan menggunakan metode
beda hingga skema implisit FTCS (Forward Time Center Space), sehingga

diperoleh diskritisasi persamaan sebagai berikut:

n+1 n+1 n+1

L _ uttt—u™t dh L NS
n;j nj +F< i — Wy +<_) )+6Fu]n+1 <n,+1 nj 1)
At 20x dx/; 2Ax (3.5)

=0

F u}l'f'l - u}l + Fz u}l_:—ll - u]n—+11 + n;l-:—ll . n;ljll | 0 (36)
At 2Ax 2Ax

dengan u'~ u(jAx, nAt) dan n} ~ n(jAx, nAt) (Strauss, 2007).

Persamaan (3.5) dan (3.6) dapat ditulis seperti berikut:

-|—— 4
At At T 2Ax Yt T 2Ax W

1 nt F F dh
_n;l+1 wm n+1 i 1 ._+11 +F<a>}.

(3.7)

F F2 F? 1 1 (3.8)

_un+1 +_un+1__un_+1+ 1}+1__ T_l;l-l
At 20x U+ T A YT T oay T T a1

F
= o

Kelompokkan waktu n 4+ 1 di ruas kiri dan waktu n di ruas kanan. Maka

persamaan (3.7) dan (3.8) menjadi:
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1 +1+ F n+1_i n+1 eF n+1 n+1 eF n+1 n+1
Al T oa vt Toar et YoacW ikl Topy % st
(3.9)
n, (dh)
=—_—F
At dx
F n+1 4+ — FZ un+1 FZ n+1 1 nn+1 1 T]n+1 _Eun (3-10)
ALY 20x It 2Ax ZA J*HL - oAx At 7

Berdasarkan hasil dari disktitisasi di atas, pada persamaan (3.9) terdapat suku
nonlinier w*'n7f dan w*'n7*l. Jika hal ini dibiarkan, maka akan
menghasilkan persamaan-persamaan nonlinier, sehingga akan menyebabkan
banyak kesulitan saat perhitungan solusi masalah ini. Oleh karena itu, dengan
mengikuti Feng dan Mitsui (1998), maka perlu dilakukan linierisasi menggunakan

deret Taylor. Maka untuk suku nonlinier u}”ln}ljf dapat ditulis:

u(x, t+ At)n(x + Ax, t + At)
= u(x, t)n(x + Ax, t) + %(u(x, n(x + Ax, t))(t (3.11)

+ At —t)
Sederhanakan persamaan (3.11), sehingga menjadi:
u(x, t+ At)n(x + Ax, t + At)

= u(x, t)n(x + Ax, t)

(3.12)
d
+ 3t (ulx, t)n(x + Ax, t)) (At)
Ubah persamaan (3.12) ke dalam bentuk indeks, sehingga menjadi:
W = g + o ot (u?n?+1 )At (3.13)
Karena,
d Ju an
T un) =—n+u--

ot ot ot
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Maka,

n

) = (5 )(n,+1)+u 5. (314

Selanjutnya, substitusikan persamaan (3.14) ke dalam persamaan (3.13), sehingga

menjadi:

n

ou\" on
n+1n;l_:'11—u r]]+1 +l( ) (77]+1)+u (Ejt) lAt
j+1

ou on\" - : d . W
Ubah ( t)] dan (5);41 ke dalam bentuk diskrit, sehingga menjadi:

w't =y Hfe1 5 Mg (3.19)
n+177§l5:11 e u T’]+1 + l(JA—t]> 77]+1 +u (#)] At

Maka persamaan (3.15) dapat ditulis menjadi:

ut it =l Mttt utn — ity (3.16)

Untuk suku nonlinier u”“n’“r1 dengan dihampiri menggunakan deret Taylor
orde satu di sekitar u;'nj_; dapat ditulis:

u(x, t+ At)n(x — Ax, t + At)
= u(x, t)n(x — Ax,t) + %(u(x, tn(x — Ax, t))(t (3.17)

+ At —1t)
Sederhanakan persamaan (3.17), sehingga menjadi:
u(x, t + At)n(x — Ax, t + At)

= u(x, t)n(x — Ax, t) (3.18)

+ %(u(x, t)n(x — Ax, t))(At)

Ubah ke dalam bentuk indeks, sehingga menjadi:
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n+1n;t+1 =] n] L +at( 7]] 1)At (3.19)
Karena,
d Ju an
S =—ntu—
Maka,
d ou\" on\"
5 () = (57) @)+ (5) | (320)

Selanjutnya, substitusikan persamaan (3.20) ke dalam persamaan (3.19), sehingga

menjadi:

n

ou on
n+1777+1 =yl 77] - [( ) (77] 1)+u (61:)- lAt
Jj=i

ou\" on\" 1 . 5 3
Ubah (E)j dan (E)j—l ke bentuk diskrit, sehingga menjadi:
un+1 o un 77n+1 _ nn
1 1 J ] J Jj—1

Maka persamaan (3.21) dapat ditulis menjadi:

Tl+1.r’;l+11 — 77] ) un+1 + unn;l+1 u]nn;t_l (3.22)

Setelah itu, substitusikan persamaan (3.16) dan persamaan (3.22) ke dalam

persamaan (3.9), sehingga menjadi:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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1 F F
n+1 n+l _ _~ ,n+l
Al PR T A T
eF
+ 5 2Ax [77]+1 u™tt + u"?ﬁff u?’]?ﬂ]
. (3.23)
€
ZAx [77] L un+1 + unn}1+11 _ u 7]] 1]
771
fFh
At x(%)
Persamaan (3.23) dapat ditulis menjadi:
1 F F eF eF
n+1 +1 +1 Fil +1
T T e T e SR T B Ay
eF eF eF
- mu}ln?ﬂ 3 mn}lq T mu}lﬁﬁf (3.24)
eF nt
+ mu}ln?_l Aj R, )
Kelompokkan waktu n + 1 di ruas kiri dan waktu n di ruas kanan. Maka
persamaan (3.24) menjadi:
1 F F eF eF
n+1 Waril’ i o 0PI - | An n+l 4, _— o n n+l
acl PR YA T gt taay lmt T T oa v
EF EF
n+1l __ +1
TI] eF eF
v — Fh(x) + =— A (ki L —mu}‘n;‘_l
Persamaan (3.25) dapat ditulis menjadi berikut:
F eF eF F
n+1 —,n _ n+1 . n+1
Toax <2Ax"1+1 2ax - 1) Yt oax
eF 1 eF
n+1 n+1 n, n+1
TR T T aay W e
eF eF n%
S e n _J _ .
- <2Ax M+t = 2ax i 1) ac~ Fha() (3.26)

Misalkan bahwa:



F FZ
“T T oAx %= " 2ax
eF eF F
b —< no_ g ) -
1= 2ax T+ T a1 2= At
_F F?
“ 7 28x €2 =55
__€F . 1
LT T 2Ax Y d2 = —on%
S 1
1=t fa =55
eF F
= n
1T 2ax 92 =W

eF eF n
91= (g —3ag s )W+ 3~ Fix(s)
Maka hasil diskritisasi pada persamaan (3.10) dan (3.26), menjadi:

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 _
a;u;ly +biwy T+ culy Fdaniy Feany T+ AN = 01

n+1 n+1 n+1 1Rk idardl
aQuZy + boup T+ uily +donly + fonis = 92

3.2 Diskritisasi Syarat Awal dan Syarat Batas

31

(3.27)

(3.28)

Hasil dari diskritisasi pada subbab di atas, selanjutnya dimasukkan nilai

awal dengan syarat:

n(x,0) =n} =0 F =0,25

u(x,0) = u]-1 = % Ax = 0,15

At = 0,015 e=01
2x; — 56

he(%) = .

(10 (G - 28)° + 1)2)
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Fungsi h(x) merupakan fungsi gundukan yang berlaku pada saat x € [20, 35] dan
akan bernilai 0 untuk selain x € [20, 35]. Selanjutnya substitusikan syarat awal
untuk mencari nilai u dan nilai n yang belum diketahui. Nilai yang belum
diketahui, akan dicari menggunakan nilai yang sudah diketahui sebelumnya.
Maka untuk persamaan (3.27) dan (3.28) dapat dijelaskan dalam Gambar 3.1,
dengan @ adalah nilai yang sudah diketahui berdasarkan kondisi awal yang
diberikan. Karena suku dengan indeks terkecil adalah u}lff, maka vn =
1,2,3,..,N — 1 serta Vj = 2,3, ..., N — 1. Untuk indeks j dimulai dari 2, karena
jika dimulai dari 1 maka suku terkecil tersebut akan menjadi u2**. Hal ini akan
memunculkan nilai di luar domain. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada

ilustrasi skema berikut ini:

N\
¢ /
Ket:
@ :nilai sudah diketahui
O :nilai belum diketahui
B : nilai di luar kondisi awal
tsC
)
|
|
L X1

Gambar 3.1 Skema Nilai u dan Nilai n

Persamaan (3.27) dan (3.28) juga dapat dijelaskan dalam Tabel 3.1 dan
Tabel 3.2 dengan nilai yang sudah diketahui sesuai kondisi awal yang diberikan.

Maka untuk mengisi nilai yang belum diketahui, digunakan persamaan (3.27) dan
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(3.28) dengan vn=1,23,..,N—1 serta Vj=23,..,N—1. Untuk lebih

jelasnya dapat dilihat pada Tabel 3.1 dan Tabel 3.2 di bawah ini:

Tabel 3.1 Nilai u
u(x, t) n=1 n=2 n=3 n=N
) 1
j=1 — * * % **, . (N —1)
€
| — 2 1 2 3 N
J us % u;
€
1
j=3 - uj u3 uy
€
1
j=4 - Uy Uy uiv
€
. 5 1 2 3 N
] = 7 Ug Usg Us
€
;S 1 2 3 N
] = - Ug Ug Ug
€
i =17 1 2 3 N
] = Uz Uy Uy
€
1
j=M - # ## ##. (N — 1)
G
Tabel 3.2 Nilai n
n(x,t) n=1 n=2 n =3 n=N
i =1 0 $ $$ $5.. (N — 1)
j=2 0 n5 n; n2
j= 0 3 3 ny
j=4 0 I 13 U
j= 0 13 Ut ns
j= 0 né Uk urs
j= 0 5 5 ny
j=M 0 @ @@ @@..(N - 1)

Oleh karena itu, untuk n = 1 dan j = 2 diperoleh bentuk persamaan (3.27)

dan (3.28) yaitu:
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auf + byui +ciui +dinf +emns + fins =91

aui + byus + cuf + doni + 15 = g2

Namun muncul masalah baru yaitu nilai u? dan n7 merupakan nilai yang
terdapat pada batas Kiri yang nilainya belum diketahui. Hal ini juga berlaku untuk
nilai pada batas kanan u dan n. Maka untuk mencari nilai pada kondisi batas
tersebut baik kiri maupun kanan perlu dilakukan ekstrapolasi linier. Ekstrapolasi
linier tersebut menggunakan deret Taylor orde satu. Pada tabel u, nilai yang akan
dicari adalah nilai pada batas kiri dan batas kanannya yaitu u? ,u3 ,uf, ..., u¥ dan
uZ ,ud ,ug, ..., ub. Untuk batas Kirinya, nilai tersebut berada pada j = 1 dan

n = 1..N, sehingga dapat ditulis sebagai berikut:

0 0
u(x,t+ At) = ulx + Ax, t) + —u(x + Ax, t) (—Ax) + —u(x

+ Ax, t) (At)
Lakukan penurunan menggunakan skema beda maju untuk turunan terhadap
waktu t dan beda pusat untuk turunan terhadap ruang x, sehingga persamaan
(3.29) menjadi:

u(x + 24x,t) —u(x, t)

u(x, t+ At) = u(x + Ax, t) + > A (—Ax)
(3.30)
ulx + Ax, t + At) — u(x + Ax, t)
+ (At)
At
Ubah persamaan (3.30) ke dalam bentuk indeks, sehingga menjadi:
ult ., —ul uttl —uh
_ j+2 J j+1 j+1
Wt =l + (—2 = ) (—Ax) + (—At ) (AD) (3.31)

Maka persamaan (3.31) dapat ditulis menjadi:
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n
w . —-”f“#% (3.32)

Untuk batas kanannya, nilai pada tabel u tersebut berada pada j = M dan n =

1.. N, sehingga dapat ditulis sebagai berikut:

9] 0
u(x, t +At) =~ ulx — Ax, t) + —u(x — Ax, t)(Ax) + —u(x
dx dt (3.33)

— Ax, ) (AY)

Lakukan penurunan menggunakan skema beda maju untuk turunan terhadap
waktu t dan beda pusat untuk turunan terhadap ruang x, sehingga persamaan
(3.33) menjadi:

u(x,t) —ulx — 2Ax,t)

ulx, t + At) = u(x — Ax, t) + A (Ax)
(3.34)
u(x — Ax,t + At) —u(x — Ax, t
" ( g ) A
At
Ubah persamaan (3.34) ke dalam bentuk indeks, sehingga menjadi:
1 n
ntl _ gn M M 335
W =wl, + ( S (Ax) + - (At) (3.35)
Maka persamaan (3.35) dapat ditulis menjadi:
u uL
_ ]n_+11 | u}”l _ 7J _ 12 2 (3.36)

Hal yang sama juga dilakukan untuk tabel n pada kondisi batas kiri dan
batas kanannya. Pada tabel 7, nilai yang akan dicari adalah n?,n3,n%,...,n¥
untuk batas kirinya dan 0% ,n3 ,1% , ..., ny untuk batas kanannya. Untuk batas
kirinya, nilai tersebut berada pada j =1 dan n = 1..N, sehingga dapat ditulis

sebagai berikut:
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0 0
n(x, t + At) = n(x + Ax, t) + —n(x + Ax, t) (—Ax) + —n(x
ox Jt (3.37)

+ Ax, t)(At)
Lakukan penurunan menggunakan skema beda maju untuk turunan terhadap
waktu t dan beda pusat untuk turunan terhadap ruang x, sehingga persamaan
(3.37) menjadi:

n(x + 24x,t) — n(x,t)

n(x, t + At) = n(x + Ax, t) + > Ax (—Ax)
(3.38)
x+ Ax,t + At) —n(x + Ax, t
. n( ) —n( ) @
At
Ubah persamaan (3.38) ke dalam bentuk indeks, sehingga menjadi:
3l n
R+l _ om o T | Njt1 — M1 339
Mt = + (—2 ok R e e (3.39)
Maka persamaan (3.39) dapat ditulis menjadi:
n+1 n+1 n}'l+2 n}l (3.40)

Untuk batas kanannya, nilai pada tabel u tersebut berada pada j = M dan n =

1.. N, sehingga dapat ditulis sebagai berikut:

9] 9]
n(x, t+At) = n(x — Ax, t) + —n(x — Ax, t)(Ax) + —n(x
443 o8 (3.42)
— Ax, t)(At)
Lakukan penurunan menggunakan skema beda maju untuk turunan terhadap
waktu t dan beda pusat untuk turunan terhadap ruang x, sehingga persamaan

(3.41) menjadi:
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n(x,t) —n(x — 24Ax,t)

At) = —A A
n(x,t+At) =n(x — Ax,t) + A (Ax)
(3.42)
x—Ax,t + At) —n(x — Ax, t
4 n( ) —1( ) )
At
Ubah persamaan (3.42) ke dalam bentuk indeks, sehingga menjadi:
N — 17 N2 — Ny
n+l _ n J ] J ] 3.43
n;j nj-1+ <—_2Ax ) (Ax) + <—A (At) (3.43)
Maka persamaan (3.43) dapat ditulis menjadi:
77}'1 77}'1—2
_n?+11 + 77;1+1 i 7 . T (3.44)
Misalkan bahwa:
Ao Wt utoult,
g3=—]2 +7] g4=7]— ]2
Nivz | Nj e Wi
gs=—7 t3 g1

Maka hasil ekstrapolasi pada persamaan (3.32), (3.36), (3.40), dan (3.44) menjadi:

W — il = gy (349)

]n+11 + un+1 _ g4 (346)
Nttt —nll = gs (3.47)
-+t = ge (3.48)

Hasil di atas merupakan kondisi batas dari persamaan Boussinesq Yyaitu
persamaan (3.45) dan (3.47) sebagai batas Kiri, sedangkan persamaan (3.46) dan
(3.48) sebagai batas kanan. Maka untuk j = 1 dann = 1 sampain = N — 1 pada

batas kirinya diperoleh:
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Untuk batas kananya dengan j = M dan n = 1 sampai n = N — 1 diperoleh:
—ufj_y + Ui = ga
—Nir-1 + Nir = Yo
Selanjutnya untuk n = 1 dan j = 2 pada persamaan (3.27) dan persamaan (3.28)
diperoleh:
a uf +byui +cui +ding +emi +fins =g
auf + byt + cuf +dont + o135 = g,
Untuk n = 1 dan j = 3 pada persamaan (3.27) dan persamaan (3.28) diperoleh:
a uj +bius +cui +din; +emi + fing = gy
ayu3 + byui + cui +dyns + foni = g,
Untuk n = 1 dan j = 4 pada persamaan (3.27) dan persamaan (3.28) diperoleh:
a1u§ + byui + Clug + dﬂl% +eim; + f177§ =91
ayu3 + byuf + cui +dyns + fong = g,
Untuk n = 1 dan j = 5 pada persamaan (3.27) dan persamaan (3.28) diperoleh:
auf + blug = Clué +dni + 9177§ + fmé =91
ayui + byud + cué +doni + 18 = g,
Untuk memudahkan perhitungan, kelompokkan terlebih dahulu persamaan-
persamaan di atas menjadi seperti berikut:

2 2 _
Uy —u; = 9gs

auf +bius +ciu +dini +ens + fins = g4
auj + byui + cyuf +dins +emms + fing = g1

aub + byui + cyué +dini +eni + fink =g,



auf + byul + cyu +dini +ené + fing =g,

2 2 _
—Up—1 + Uy = Ga

N —n3 = gs
auf + byui + cuf +doni + foni = g,
ayu3 + byui + cui +dyn + fomi = g,
aui + byui + caué +dyn3 + foné = g,
axui + byué + caué + dyni + foné = g,

—Nh—1+ Nir = Y
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Iterasi dilakukan sebanyak M. Untuk mempermudah perhitungan, persamaan di

atas diubah ke dalam bentuk matriks seperti berikut ini:

dengan:
A
I SIN0
a, by ¢
0 a b
0 0 o
0 0 0
0 0 0
=10 0 0
0 0 0
a, b, ¢
0 a, b,
0 0 a
0 0 0
L0 0 0

AX =B
0 0 0 0l Oy, 0l DD RGNS
0 0 0 0 0d e fi 0 O
0 0 0 0 0 0 dnYesdr, O
g 0 0 Qe (0 VL, o [
by ¢ O 0 0 0 0 0 d e
a b o 0 00 0 0 0 d
0 0 0 o e g T )
0 0 0 001 -1 0 0 0
0 0 0 0 0d, 0 f, 0 O
0 0 0 0 00 dp 0 f O
© 0 0 0 00 0 d, 0 f
b, ¢; O 0 00 0 0 d, O
0 0 0 -~ 0 0O0 0 0 0 0

Sho oo oo

e O O O O O O e

0

S oo o oo

e O O O O O DD e

-1

(3.49)

S O O o OO

e O OO0 OO -

14

yang merupakan matriks tridiagonal berukuran 2M x 2M dengan M merupakan

panjang x dan
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2
u3 1937
2 g1
Uz
3 91
u; g1
Us g1
u? 91
:z
x=|"" T
N1 gs
n? Zz
n3 ’
2 92
7]; 9>
ns 92
né 5
: 1 6
03

yang merupakan matriks berukuran 2M x 1.
Kalikan kedua ruas dengan A~1, sehingga persamaan (3.49) menjadi:
(A"14)X =A"'B (3.50)
Karena A=1A = I, maka persamaan (3.50) menjadi:
X=A"'B (3.51)
Iterasi dilanjutkan sampai ke-N dengan menggunakan cara yang sama.
Penyelesaian dilakukan menggunakan bantuan program MATLAB R2010a, untuk
memudahkan perhitungan.
3.3 Analisis Kestabilan
Untuk mengetahui apakah metode yang digunakan stabil atau tidak, maka
akan dilakukan analisis kestabilan von Neumann dengan cara mensubstitusikan
ul' = p"e'¥ , n} = q"e' dan i = v—1 pada persamaan yang telah didiskritkan.
Akan tetapi, analisis kestabilan von Neumann hanya dapat digunakan untuk

persamaan diferensial linier, sedangkan persamaan Boussinesq merupakan sistem
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persamaan diferensial parsial nonlinier. Maka dengan mengikuti Feng dan Mitsui
(1998), persamaan (3.3) harus diubah menjadi persamaan linier dengan mengubah

un,, menjadi un,,, 4 = max |u|, sehingga persamaan (3.3) dan (3.4) menjadi:

on du dh _dn (3.52)
0t+F(ax+dx>+EFu6x_0
ou du 0Jn (3.53)
oy gy :
Far T o tax =0

Persamaan (3.52) dan (3.53) dapat ditulis:

gn _du _0n _dh (3.54)
ol e Cere
ou du 0Jn (3.55)
e dadin N/ .
K at - dxKF0x 0

Persamaan (3.54) dan (3.55) didiskritkan menggunakan skema FTCS implisit

menjadi:
L R S o 2 W (356)
At 20x 20x :
+1 +1 it T iy
F -y + F? U U +77?+1 &= 0 (3.57)
At 2Ax 2Ax

Persamaan (3.56) dan (3.57) dapat ditulis menjadi:

1 F eFu (3.58)
+1 +1 +1 +1 +1) _

F F? 1 (3.59)
+1 +1 +1 +1 +1)

Substitusikan ul* = p™e'® dan n} = q"e'™ dengan i = V—1. Maka persamaan

(3.58) dan (3.59) menjadi:
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1 . o .
_ (ant+1l,iaj _ la] n+1,ia(j+1) _ ,,n+1,ia(j—-1)
A @ e )t (@ e p"e )
(3.60)
eFu
n+1 la(}+1)_ n+1 La(] 1) = —Fh
toa e a ) x
i(pn+1eiaj la])_l_ Fz (pn+1eia(j+1)_pn+1eia(j—1))
At 2Ax
(3.61)

qn+1 ia(j+1) _ qn+1 ia(j— 1)) =0
2Ax(

Bagi persamaan (3.60) dan (3.61) dengan e'® untuk mendapatkan persamaan

yang lebih sederhana, sehingga diperoleh:

i(qn+1 L Y qn) + L(pn+1eia i pn+le—ia)

At 2Ax
(3.62)
6Fu / .
ZAx (qn+1 1) B qn+le—1a) = _e—la]th
F 2
_ _(n+1 _ .n n+1 ia _ ,,n+l1,-ia
L@ =) o= (p prtleie)
(3.63)
ZAx (qn+1 ia qn+1e—ia) =0
Sederhanakan persamaan (3.62) dan (3.63), sehingga menjadi:
1 F eFu .
_(qn+1 n) b I ( ia __ La)pn+1 4+ — ( ia _ e—La)qn+1
At 2Ax 2Ax (3.64)
= —e @Fh,
F . .
_(pn+1 n) + _(ela . ) n+1 - (ela il e—la)qn+1 =0 (3_65)

At 2Ax

Karena e!® —e~@ = (cosa+isina) — (cosa—isina) = 2isina, maka

persamaan (3.64) dan (3.65) menjadi:

1 2iF sina 2ieFusina . (3.66)
_— (Aan+l _ n n+1 n+l _ _ ,—-iaj

s A IR Ay e Fhy

F 2iF?sina 2isina (3.67)
_ n+1 _ ,,n n+1 n+l _

e P PO+ —a P Yoy 4 0



43

Letakkan suku q™ dan p™ pada ruas kanan, sehingga diperoleh:

1 2iF sina 2ieFusina 1 - (3.68)
4 n+1 n+1 n+l — _— . n _ -lajg

Acd o P T T @ acd e Ry

F o 2iF? Sina_,  2isina o, F o, (3.69)
At 2Ax 2Ax At

Kalikan persamaan pertama dengan At dan persamaan kedua dengan % untuk

menyederhanakan persamaan (3.68) dan (3.69), sehingga menjadi:

At At hy 3.70
iEF sin(a) p™* + (1 r iEEFﬁ sin(a)) q"tl = q" — Ate"'YFh, (3:70)

At At (3.71)
. . n+1 . - aril — 70
(1 + e F sm(a)) p"tt 4+ ) F~*sin(a) q p

Ubah persamaan (3.70) dan (3.71) ke dalam bentuk matriks, sehingga menjadi:

At . RATEES L'
LEFsma 1+lEeFusma p”“]
148 p A p1g g
le sina le sina (3.72)

_ [o 1] [p”] e [—Ate-iathx]
IR F00Ge 0

Definisikan bahwa:

'AtF : 1+i t Fiisi
iq Fsina i €Fusina
At

A= ¢
1+iA—szir1a iA—xF_lsina

_01]

Q_10

R= [—Ate—iathx]
0

Maka persamaan (3.72) menjadi:

n+1

A [Z”“] ) [Z:] +R (3.73)

Kalikan A~ di kedua ruas, sehingga menjadi:
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n+1

aalP 1= a0P ]+ 4k (3.74)
qn+1 Q qn '

Karena A~1A = I, maka persamaan (3.74) menjadi:

pn+1 pn
Pos] =4[] + an (375)
dengan:
o 1 .
A adj(A) (3.76)

~ det(4)

Misalkan bahwa A = m; Wﬂ, dengan:

w,

.AtF .
w; =i—Fsina
; Ax

At
W, = 1+lEEFusma

(3.77)
=1 & = F si
W3 = le sina
. At F-1gj
Wy = LE sina
Terlebih dahulu hitung:
det(A) =WiWy — WrW3 (378)
Masukkan persamaan (3.77) ke dalam persamaan (3.78), sehingga menjadi:
At At
det(4) = = (i — F sin a) (i —F~1sin a)
Ax Ax
(3.79)
At At
- (1 + i—eFusina) (1 + i—Fsina)
Ax Ax
Selesaikan persamaan (3.79) sedemikian hingga menjadi:
At . __At?
det(d) =—1—i—F(1 + €et)sina — (1 — eF?u)—sina (3.80)
Ax Ax?

Persamaan (3.80) dapat ditulis:
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_ A% , At
det(4) = |A| = — |1+ (1 — eF?u) —sin®a| — iF(1 + e1) —sina (3.81)
Ax? Ax

Kemudian untuk:

adj(A) = [_WM‘;3 _MZZ] (3.82)

Masukkan persamaan (3.77) ke persamaan (3.82), sehingga menjadi:

At ) A\ W
LA—xF_lsma —<1+LEEFusma>
adj(A) = : ) . (3.83)
—(1+i—Fsina) i—Fsina
Ax Ax

Gunakan persamaan (3.81) dan (3.83) untuk mencari A~1, sehingga diperoleh:

At ] A
i—F 'sina — |1+ i—e€Fusina
= I A Ax (3.84)
|A| (1+.AtF. ) .AtF. '
le sina le sina
Maka dengan menggunakan persamaan (3.84) diperoleh:
i%F“lsina 1 1+i%eFﬂsina
det(A4) det(A4) 0 1
-1 —
R Aty b7 4 1 ol 8
h- l Ax sina l Ax sSina
det(4) det(A4)
Persamaan (3.85) menjadi:
- 1+i%eFﬁsina i%F‘lsina
det(4) det(4)
-1 —
AT1Q = A, Bt (3.86)
le sina 3 le sina
det(4) det(4)

Kemudian untuk:
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At L At ]

lHF sina 1+1H6Fusma

det(4) det(4) .
_ [—Ate“‘”th]
N At At 0
B 1+lEFsma lEFsma
det(A) det(A)

Maka persamaan (3.87) menjadi:

Ax

A-1R = det(4)

Ax

To A
i—F 'sina

1+iA—thina

(—Ate " Fh,)

det(4)

(Ate "% Fh,)

Sederhanakan persamaan (3.88), sehingga menjadi:

 JAA2
_l Ax

e 'Yh,sina

Ate "% Fh, +

det(4)
FALE

2P =(ia]] -
i—F-“e h,sina
Ax &

det(A)

Berdasarkan uraian di atas, maka skema tersebut akan stabil jika:

llA71Q

Misalkan bahwa Z = A=1Q, maka:

At
1+LHeFusma

det(4)

At .
LHFsma

det(4)

<1

At
' Ax
det(4)

F~lsina

At
1+1H

det(4)

Fsina

Untuk mencari nilai eigen dari Z didefinisikan:
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(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)



|Z —Al| =

r At
_<1+1H6Fusma

det(A)
At
lHF sina
det(A4)

Maka persamaan (3.92) menjadi:

|

LAt g .
lEF sina

1

det(4)

At

1+iAszina

det(4)

)

-l 3

—

- iy
1+lHeFusma . lEF sina
det(4) det(4)
17— e e
le sina le sina Y
det(A) det(4)
Selanjutnya persamaan (3.93) diselesaikan, sehingga menjadi:
1+i%eFﬁsina 1+iﬁ—thina
1Z —Al| = X .
det(4) det(4)
1+i%6Fﬁsina 1+iﬁ—iFsina
+ 1 + 2 + 22
det(4) det(A)
> Kb
Aoz sinta
TILY S
|A]2

Sederhanakan persamaan (3.94) sedemikian hingga menjadi:

1+ iﬁF(l + eti) sina + (1 —erﬁ)A—tzsinza
Ax Ax?

Z—=M|=

At N .
2+lHF(1+6u)sma

+
Al

A+ 2%

Nilai eigen diperoleh dengan menyelesaikan:
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(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)
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At N .
2+lHF(1+eu)sma

A2+
| Al
2 (3.96)
1+ i%F(l + eti) sina + (1 — EFZL_L)%Sin2 a
_|_
|A]?
=0
Misalkan persamaan karakteristik pada persamaan (3.96) sebagai:
al>+pA+y =0 (3.97)
dengan
a=1
2+ i%F(l + et) sina
B= 1
|A] (3.98)
At h. Y. Valllr i 8
B 1+ig;FA+ew)sina+ (1- EFZu)Wst a
! 4]
Maka solusi yang diperoleh dengan menggunakan rumus abc adalah:
1 1 3.99
by =—5B+5F— 4y ©%9
dan
1 1 3.100
Terlebih dahulu hitung:
At _ 2
2+ iA—F(l + €ii) sina
p? -4y = %
|A]
(3.101)

At L 2\ A%,
1+lHF(1+Eu)sma+(1—eF u)A—xzsm a

—4
|A|?

Sederhanakan persamaan (3.101) sedemikian hingga menjadi:
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C(F2(1 — ein)? 4 4) A gin2
g4y — (FF(1l—eu)+ 4) A2 Sin‘a (3.102)
|A]2

Substitusikan persamaaan (3.98) dan (3.102) ke persamaan (3.99), sehingga

menjadi:

12+LA F(1+ eu)sina

=3 Al
(3.103)
2 17) 2 Atz in2
1 [—(F?2(1 — €u) +4)Wsm a
Jz Vi
Sederhanakan persamaan (3.103) sedemikian hingga menjadi:
i[VF2 = ew)? + 4~ F(1 + em)| %sin a—2 (3.104)
/11 =
-2 [1 +(1- EFZu)—sm2 ] —2iF(1 + Eﬂ)ﬁ—;sina
Karena syarat kestabilan |1;] < 1 maka |2,|? < 1, maka:
i[VFZA = e +4 - F(1 + eﬂ)]ﬁ—;sina —2
11?2 = (3.105)

2
-2 [1 + (- EFzﬂ)%sin2 a] —2iF(1 + eﬁ)ﬁ—isina
Sederhanakan persamaan (3.105), sehingga menjadi:
4112

(2F2(1 + €202) + 4 — 2F(1 + em)JF2(1 — ea)Z )ﬁt—zzsinz a+4 (3.106)

2
(4F2(1 +ew)? +8(1 —eF?u) +4(1 — EFZM)Z A sin? a) ﬁt =sin?a + 4

Karena nilai sin?a € [0,1], maka jika diambil nilai minimumnya yaitu pada
sin? a = 0, diperoleh:

4
mi=tois (3.107)

Jika diambil maksimumnya yaitu pada nilai sin? a = 1, maka diperoleh:
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|4, 12
2
(4+2F2(1 + €2%) — 2F (1 + €D/ F2(1 — e)? + 4)% +4  (3.108)
) (8 + 4F2(1 + €2ii?) + 4(1 — eF?1)? ﬁ) At
Ax?) Ax?

Sampai di sini jelas bahwa pembilang pada persamaan (3.108) lebih kecil
daripada penyebut, sehingga dapat disimpulkan bahwa |1,| < 1 selalu stabil tanpa
syarat. Artinya jika dimasukkan sembarang nilai pada parameter-parameternya,
maka skema tersebut akan tetap stabil tanpa syarat apapun.

Maka untuk persamaan (3.100) dengan cara yang sama diperoleh:

i [—\/F2(1 — e’ +4—F(1+ Eﬂ)]%sina £
A, = - e (3.109)
-2 [1 +(1- EFZIE)A—stinZ a] —2iF(1 + Eﬁ)A—xsina

Karena syarat kestabilan |1,| < 1 maka |1,|? < 1, maka:

, i[—\/Fz(l—Eﬂ)Z+4—F(1+eﬂ)]§—;sina—2
|221° =

Ar AL (3.110)
-2 [1 +(1- erﬂ)Wsin2 a] —2iF(1 + eﬁ)ﬂsina

Sederhanakan persamaan (3.110), sehingga menjadi:

|2,

(2F2(1 + €2T2) + 4 + 2F(1 + et)JF2(1 — em)? + 4) %sinz a+4 (3.111)

2 2
(4F2(1 + eu)? + 8(1 — €F?u) + 4(1 — eF?n)? ﬁszsin2 a)ﬁt?sinz a+4

Karena nilai sin”a € [0,1], maka jika diambil nilai minimumnya yaitu pada
sin? a = 0, diperoleh:

4

Jika diambil maksimumnya yaitu pada nilai sin? a = 1, maka diperoleh:
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12,2
2
(4 +2F2(1 + €2u2) + 2F (1 + ew)JF2(1 — en)? + 4)% +4  (3.113)
) (8 + 4F2(1 + €2u2) + 4(1 — eF?u)? ﬁ) At* +4
Ax?) Ax?
Persamaan (3.113) dapat ditulis:
2,12
(4+2F2(1 + €20%) + 2F (1 + em)|[F2(1 — ew)? + 4)% +4 (3.114)
(4 + 2F2(1 + €202) + 2F2(1 + €22) + 4 + 4(1 — eF27)? %)% +4
Manipulasi persamaan (3.114) sedemikian hingga menjadi:
12,12
4+ (44 2F2 1+ 202) + 27 (1 + ew)JF2(1 — W)’ + ) oy (3.115)

At?

4+ (4 + 2F2(1 + €2@i2) + 2F (1 + et)JF2(1 + em)? + 4)W

+ 4(1 — eF?u)?
Persamaan (3.115) dapat ditulis ulang menjadi:

|2,

4+ (442P2(1 + €02) + 2F(1 + e FP(L— e’ + 4) 5oy (3.116)

2 2552 a7 y- 37)2 TE2 Atz 2_2At4
4+(4+2F (1 + €22) + 2F (1 + en)JF2(1 — €m)? + 4€uF +4)W+4(1—EF 0?2 77

Sampai di sini jelas pula bahwa pembilang pada persamaan (3.116) lebih
kecil daripada penyebut, sehingga dapat disimpulkan bahwa |1,| < 1 selalu stabil
tanpa syarat. Artinya jika dimasukkan sembarang nilai pada parameter-

parameternya, maka skema tersebut akan tetap stabil tanpa syarat apapun.

3.4 Simulasi dan Interpretasi

Simulasi dan interpretasi yang dilakukan pada subbab ini menggunakan
hasil diskritisasi dan ekstrapolasi pada persamaan (3.27), (3.28), (3.45), (3.46),
(3.47), dan (3.48) dengan menggunakan kondisi awal dan parameternya sebagai

berikut:
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F = 0,25 F= 1;5
Ax = 0,15 At = 0,015
e=0,1
2x; — 56
hy (%) = - 2 2
(10 ((x;—28)" +1) )

Sebagai contoh, gunakan iterasi dari j = 1 sampai j = 6 untuk n = 1 dan
F = 0,25 sehingga diperoleh nilai-nilai parameter sebagai berikut:

1. Untuk j = 1 diperoleh:

Uu un ul ul
yj 12 ] 3 il
E SRR W) E L
g3 0N 7 A B
e
s ) Wi 7 B
2. Untuk j = 2 diperoleh:
F 0,25
a, = ~ —0,833

T 20x  2(0,15)

eF "N &P 5 (0,)(0,25) , (0,1)(0,25)
1=(mrlj+1 le—1)_<— T T ornacy >=0

20x “\20,15 "~ 20015 ™

Flgy, 088
2Ax  2(0,15)

¢ = = 0,833

eF . (0,1)(0,25)
d, = n_ 222t

_EF o 1 _0833
20x Y 2(0,15) 2

1
=At 0,015 66,66

eF (0,1)(0,25)
- n 1 - 0,833
202 T T 2(015) 2

f
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i
<2Ax"1+1 _ZA j- 1) o ()

©D©25) , ODO25 .\ , 1
2(0,15) ms = 2(0,15) 1w+ 5o

= (0,25)(0)

F2 (0,25)2
ay=—o—=-— =0,
2Ax 2(0,15)
b, = y L= = 16,67
2 A 00N Y
FZp N(0;25)2
Cy = 0,2
2Ax ~ 2(0,15)
d, = 1z = —-333
S 2 AT 70, 15) 1 |
L L daA 3,33
f2= 2Ax ~ 2(0,15) ~
e TR = 166,67
92 =% T 0015

Dengan cara yang sama, dapat diperoleh nilai-nilai untuk j = 3, j = 4 danj = 5.

3. Untuk j = 6 diperoleh:

_Y W _us W
4= Mg 9%

| T
Jo 2 2 2

Nilai-nilai tersebut dimasukkan ke dalam persamaan (3.27), (3.28), (3.45), (3.46),
(3.47) dan (3.48), sehingga:

Untuk j = 1 berlaku untuk persamaan batas kiri baik untuk u maupun 5, sehingga
untuk persamaan (3.45) dan (3.47) menjadi:

u?—ui=0
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ni—n;=0
Untuk j = 2 sampai j = 5 berlaku untuk persamaan (3.27) sehingga menjadi:
j=2- (—0,833)u? + (0) u? + (0,833)u + (—0,833)n? + (66,66)n2
+(0,833)n2 =0
j=3-(-0833)u? + (0)u? + (0,833)u? + (—0,833)n2 + (66,66)n3
+(0,833)n% =0
j=4-(-0833)u? + (0)u? + (0,833)uz + (—0,833)n3 + (66,66)n32
+ (0,833)n2 =0
j=5-(—0,833)u? + (0)u? + (0,833)u? + (—0,833)n2 + (66,66)n?
+(0,833)n2 =0
Untuk j =2 sampai j =5 juga berlaku untuk persamaan (3.28), sehingga
menjadi:
j=2-(=02)u? + (16,67)u? + (0,2)u? + (—3,33)n% + (3,33)n% = 166,67
j=3-(=02)u? + (16,67)u? + (0,2)u? + (—3,33)n2 + (3,33)n7 = 166,67
j=4-(=02)u? + (16,67)uf + (0,2)u? + (—3,33)n2 + (3,33)n2 = 166,67
j=6-(=02)u} + (16,67)u? + (0,2)u? + (—3,33)n% + (3,33)n% = 166,67
Untuk j = 6 berlaku untuk persamaan batas kanan baik untuk u maupun 7,
sehingga untuk persamaan (3.46) dan (3.48) menjadi:
—uf+u2=0

—n5+n5=0
Kemudian kelompokkan persamaan-persamaan di atas, sehingga menjadi
seperti berikut:

u?—u2=0
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(—0,833)uf + (0) uZ + (0,833)u3 + (~0,833)n% + (66,66)n3 + (0,833)n?
=0
(—0,833)u3 + (0)u + (0,833)uf + (—0,833)n3 + (66,66)n% + (0,833)13
=0
(—0,833)u3 + (0)u} + (0,833)u + (—0,833)n3 + (66,66)n7 + (0,833)12
=0
(—0,833)uZ + (0)uf + (0,833)uZ + (—0,833)n7 + (66,66)n% + (0,833)12
=/
—ui+ui=0
ni—n;=0
(—0,2)u? + (16,67)u3 + (0,2)u? + (—3,33)n% + (3,33)1 = 166,67
(—0,2)u3 + (16,67)u3 + (0,2)uf + (=3,33)n3 + (3,33)n} = 166,67
(—0,2)u3 + (16,67)u3 + (0,2)u? + (=3,33)n3 + (3,33)n% = 166,67
(—0,2)u? + (16,67)u? + (0,2)u? + (=3,33)n% + (3,33)n% = 166,67
—n5 + 1§ =0

Ubah persamaan-persamaan di atas ke dalam bentuk matriks, sehingga menjadi:

1 =il 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
—0,833 0 0,833 0 0 0 —0,833 66,66 0,833 0 0 0
0 —0,833 0 0,833 0 0 0 —0,833 66,66 0,833 0 0
0 0 —0,833 0 0,833 0 0 0 -0,833 66,66 0,833 0

0 0 0 —0,833 0 0,833 0 0 0 —0,833 66,66 0,833
A= 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 i -1 0 0 0 0
—0,2 16,67 0,2 0 0 0 -3,33 0 3,33 0 0 0
0 -0,2 16,67 0,2 0 0 0 -3,33 0 3,33 0 0
0 0 —0,2 16,67 0,2 0 0 0 -3,33 0 3,33 0

0 0 0 -0,2 16,67 0,2 0 0 0 -3,33 0 3,33
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1

Matriks B dan X menjadi:
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2
u’ 0
u’ 0
3 0
u4 0
ug 0
ué |l o
o= n? =1 o
n2 166,67
n? 166,67
> 166,67
M4 166,67
2
U 5% )
[n2]

Selanjutnya, nilai matriks X dicari dengan menggunakan persamaan berikut ini:
X=A"1B
Untuk memudahkan perhitungan dalam menyelesaikan persamaan di atas, maka

digunakan bantuan program MATLAB, sehingga diperoleh:

u? =10 n? =-7,27x10718
uz =10 nZ = —7,27 x 10718
uz =10 % =—1,30 x 1077
ui =10 nZ = 1,86 x 10-17
ug =10 nZ =590 x 10718
ug =10 n% =590 x 10718

Selanjutnya untuk n = 2 dengan F = 0,25 dan j = 1 sampai = 6 , dengan
menggunakan cara yang sama, maka akan diperoleh persamaan-persamaan
sebagai berikut:

ul—u3=0

(—0,833)u3 + (—4,84 x 1071%) u3 + (0,833)ud + (—0,833)n3 + (66,66)n3

+ (0,833)13 =0
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(—0,833)ud + (2,15 x 107 *¥)u + (0,833)us + (—0,833)n3 + (66,66)n3
+(0,833)n3 =0
(—0,833)u3 + (1,58 x 107 18)u3 + (0,833)ud + (—0,833)n3 + (66,66)n3
+(0,833)n2 =0
(—0,833)u3 + (1,05 x 107 ®)ud + (0,833)u + (—0,833)n3 + (66,66)n3
+(0,833)n =0

—ui+ui=0

(—=0,2)u + (16,66)u + (0,2)ud + (—3,33)n5 + (3,33)n3 = 166,67

(—=0,2)u3 + (16,66)u3 + (0,2)ui + (=3,33)n3 + (3,33)n; = 166,67

(—0,2)u3 + (16,66)u3 + (0,2)us + (—3,33)n5 + (3,33)n¢ = 166,67

(—0,2)u + (16,66)ul + (0,2)ud + (=3,33)n3 + (3,33)n = 166,67
—ng+ng=0

Ubah persamaan-persamaan di atas ke dalam bentuk matriks, sehingga menjadi:

A
L -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
—0,833 —4,84x107% 0,833 0 0 0 —0,833 66,66 0,833 0 0 0
0 —0,833 P S 07 0,833 0 0 0 -0,833 66,66 0,833 0 0
0 0 —0,833 1,58 x 10718 0,833 0 0 0 -0,833 66,66 0,833 0
0 0 0 —0,833 —1,05 x 107 0,833 0 0 0 —0,833 66,66 0,833
_ 0 0 0 0 =il 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 =il 0 0 0 0
—0,2 16,66 0,2 0 0 0 =353 0 3,33 0 0 0
0 —0,2 16,66 0,2 0 0 0 —3,33 0 3,33 0 0
0 0 -0,2 16,66 0,2 0 0 0 -3,33 0 3,33 0
0 0 0 -0,2 16,66 0,2 0 0 0 -3,33 0 3,33
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1

Matriks B dan X menjadi:
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3 [ 0 1
uz —4,89 x 10716
u3 8,51 x 10716
ug 1,25 x 10~15
ul 3,83 x 10716
ul 8,88 x 10716

=1 B=1290x10718
n3 1,66 X 102
n3 1,66 x 102

3 1,66 x 1072
s 1,66 X 102
s 6,35 x 10718
73]

Selanjutnya, nilai matriks X dicari dengan menggunakan persamaan berikut ini:
X=A"'B
Untuk memudahkan perhitungan dalam menyelesaikan persamaan di atas, maka

digunakan bantuan program MATLAB, sehingga diperoleh:

ui =10 nd = -1,15x 107
u; =10 N3 = —1,44 x 1077
u3 =10 n§ = —2,65 x 1077
uj =10 n3 = 3,68 x 1077
ug =10 nd=12x10""7
us =10 g =5,65x 10718

Untuk perhitungan selanjutnya, dihitung menggunakan bantuan program
MATLAB hingga batas x dan t yang ditentukan.

Untuk lebih memahami proses skema tersebut, pada subbab ini akan
dijelaskan tentang simulasi hasil dari nilai n menggunakan program MATLAB
serta melakukan interpretasi grafik terhadap hasil simulasi tersebut. Nilai
parameter-parameter yang digunakan dalam penelitian ini merujuk pada penelitian

sebelumnya yaitu penelitian yang dilakukan oleh L.H Wiryanto (2010). Simulasi
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pertama, dilakukan dari persamaan (3.27) dan persamaan (3.28) dengan
mengambil Ax = 0,15, At = 0,015, € = 0,1, dan F = 0,25, sehingga gelombang

yang terjadi pada persamaan Boussinesq dapat dilihat sebagai berikut:

0.25

. —
M
o %
= — — ———
W

0.15

nx.t)

0.1F 3

0.05F =

0 10 20 30 40 50 60
space-x

Gambar 3.2 Simulasi Gelombang untuk F = 0,25 pada Selang Waktu Tertentu

gelombang sebelum melalui pemecah gelombang
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=
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space-x
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X L. -
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_01 r r r
0 10 20 30 40 50 60

space-x

Gambar 3.3 Simulasi Gelombang untuk F = 0,25
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Gambar 3.4 Grafik 3D Simulasi Gelombang untuk F = 0,25

Gambar 3.3 menggambarkan bahwa terdapat sebuah aliran yang
mengalami gangguan akibat adanya gundukan yang berada di x = 20 sampai
x = 35 pada dasar laut sehingga muncul gelombang pada permukaannya. Dapat
dilihat bahwa n(x,0) merupakan ilustrasi aliran sebelum melewati gundukan.
Sebelum melewati gundukan pada aliran tersebut tidak terdapat gelombang.
n(x,7,5) merupakan ilustrasi aliran pada saat melewati gundukan. Pada saat
aliran melewati sebuah gundukan, maka akan menghasilkan gelombang pada
permukaannya. n(x,15) merupakan kondisi setelah aliran melewati gundukan.
Setelah melewati gundukan, gelombang tersebut berjalan ke dua arah yaitu ke
arah kiri menuju x = 0 dan ke arah kanan menuju x = 60. Kedua gelombang
tersebut berjalan menjauhi gundukan hingga mencapai atau melewati batas dan

diteruskan ke masing-masing arahnya seperti yang terlihat pada Gambar 3.2.
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Gambar 3.4 menggambarkan puncak dan lembah dari gelombang yang
dihasilkan. Warna merah menggambarkan puncak gelombang dan warna biru tua
menggambarkan lembah gelombang. Untuk F = 0,25 tinggi gelombang yang
dihasilkan adalah sebesar 0,0138. Pada penelitian sebelumnya yang dilakukan
oleh L.H Wiryanto, hasil yang diperoleh adalah untuk F < 1 akan menghasilkan
tinggi gelombang yang lebih kecil dari pada tinggi gundukan. Tinggi gundukan
pada penelitian ini adalah sebesar 0,064. Jika dibandingkan dengan tinggi
gelombang yang dihasilkan pada penelitian ini, maka dapat dikatakan bahwa
tinggi gelombang lebih kecil daripada tinggi gundukan. Tinggi gelombang yang
dihasilkan pada penelitian L.H Wiryanto untuk F = 0,25 adalah sebesar 0,016,
sehingga selisihnya adalah 0,0022. Oleh karena itu, dengan membandingkan
penelitian ini dengan penelitian L.H Wiryanto, maka dapat disimpulkan bahwa
solusi dari penelitian ini konsisten dengan penelitian sebelumnya.
Simulasi kedua, dilakukan dari persamaan (3.27) dan persamaan (3.28)
dengan mengambil Ax = 0,15, At = 0,015, ¢ = 0,1, dan F = 1,5, sehingga

gelombang yang terjadi pada persamaan Boussinesq dapat dilihat sebagai berikut.
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Gambar 3.5 Simulasi Gelombang untuk F = 1,5 pada Selang Waktu Tertentu
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Gambar 3.6 Simulasi Gelombang untuk F = 1,5
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H
Gambar 3.7 Grafik 3D Simulasi Gelombang untuk F = 1,5

Gambar 3.6 menggambarkan bahwa terdapat sebuah aliran yang
mengalami gangguan akibat adanya gundukan yang berada di sekitar x = 20
sampai x = 35 pada dasar laut, sehingga muncul gelombang pada permukaannya.
n(x,0) merupakan ilustrasi aliran sebelum melewati sebuah gundukan, sehingga
tidak terdapat gelombang pada permukaannya. 7n(x,7.5) merupakan ilustrasi
aliran saat melewati sebuah gundukan. Ketika aliran tersebut melewati sebuah
gundukan, maka akan menimbulkan gelombang pada permukaannya. n(x, 15)
merupakan ilustrasi setelah aliran melewati sebuah gundukan. Gelombang
tersebut berjalan ke arah kanan menuju x = 60 seperti yang terlihat pada Gambar
3.5.

Gambar 3.7 menggambarkan puncak dan lembah dari gelombang yang
dihasilkan. Warna merah menggambarkan puncak gelombang dan warna biru tua

menggambarkan lembah gelombang. Untuk F = 1,5 tinggi gelombang yang
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dihasilkan adalah sebesar 0,1793. Pada penelitian sebelumnya yang dilakukan
oleh L.H Wiryanto, hasil yang diperoleh adalah untuk F > 1 akan menghasilkan
tinggi gelombang yang lebih besar daripada tinggi gundukan. Tinggi gundukan
pada penelitian ini adalah sebesar 0,064. Jika dibandingkan dengan tinggi
gelombang yang dihasilkan pada penelitian ini, maka dapat diakatakan bahwa
tinggi gelombang lebih besar dari pada tinggi gundukan. Oleh karena itu, dapat
dikatakan hasil yang diperoleh pada penelitian ini sama dengan hasil yang

diperoleh pada penelitian L.H Wiryanto.

3.5 Analisis Error

Dikarenakan persamaan Boussinesq merupakan sistem persamaan
diferensial parsial nonlinier, maka akan mengakibatkan sulithnya mencari solusi
analitik untuk persamaan tersebut. Namun, jika dilihat dari metode yang
digunakan yaitu metode beda hingga skema implisit FTCS, maka dapat diketahui
bahwa error pemotongan yang dihasilkan mempunyai orde At untuk waktu dan
Ax? untuk ruang. Akan tetapi, untuk lebih jelasnya dalam mengetahui errornya
dapat digunakan error hampiran dan error relatif hampiran. Nilai error tersebut
diperoleh berdasarkan nilai hampiran sebelumnya. Dengan menggunakan nilai
absolut dalam menghitung error, maka perbandingan antara error hampiran dan

error relatif hampiran pada saat F = 0,25 dapat dilihat seperti gambar berikut:
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Gambar 3.8 Perbandingan Grafik Error untuk F = 0,25

Untuk F = 1,5, perbandingan error hampiran dan error relatif hampiran

dapat dilihat pada gambar berikut:
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Gambar 3.9 Perbandingan Grafik Error untuk F = 1,5
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Untuk lebih jelasnya nilai error relatif dan error relatif hampiran dapat

dilihat pada tabel di bawah ini:

Tabel 3.3 Perbandingan Nilai Error untuk F = 0,25

Waktu (t) Error Hampiran Error Relatif Hampiran
1 1,31(107%) 12,3(107%)
2 1,19(107%) 8,7(107%)
3 1,26(107%) 8,5(107%)
4 1,26(107%) 8,3(107%)
5 1,28(107%) 8,4(1073)
6 L23¢100) 8,3(1073)
7 1,26(107%) 8,3(10~%)
8 1,24(10~%) 8,2(107%)
9 L22¢0"1) 8,1(1073)
10 1,22(107%) 8,1(1073)
11 1,21(107%) 8,1(1073)
12 1,19(10™%) 8,1(1073)
13 1,18(10™%) 8,0(1073)
14 i, TGkl 7,9(1073)
15 1,15(107%) 7,9(1073)

Tabel 3.4 Perbandingan Nilai Error untuk F = 1,5

Waktu (t) Error Hampiran Error Relatif Hampiran
1 8,46(107) 12(107%)
2 7,76(107%) 7(1073)
3 7,62(10™%) 5,5(107%)
4 7,61(10~%) 5(1073)
5 7,67(10™%) 4,8(107%)
6 7,69(107%) 4,6(107%)
7 7,66 (01058) 4,5(1073)
8 7,57(10~%) 4,4(1073)
9 7,57(10™%) 4,3(107%)
10 7,58(10~%) 4,3(1073)
11 7,53(107%) 4,3(1073)
12 7,44(10~%) 4,2(1073)
13 7,40(10~%) 4,2(1073)
14 7,40(10~%) 4,1(107%)
15 7,35(10™%) 4,1(107%)

Berdasarkan nilai pada tabel dan juga gambar yang ada di atas, dapat

dilihat bahwa besarnya nilai error tidak melebihi 1 atau dalam artian e < 1, baik

untuk error hampiran dan error relatif hampiran untuk F = 0,25 maupun error
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hampiran dan error relatif hampiran untuk F = 1,5. Keempat nilai error tersebut
semakin lama akan semakin kecil. Jika nilai error semakin lama semakin kecil,
hal ini menunjukkan bahwa solusi numerik persamaan Boussinesq konvergen.
Berdasarkan hal tersebut, dapat disimpulkan bahwa penggunaan skema beda
hingga implisit FTCS dalam penyelesaian numerik persamaan Boussinesq sudah

baik.

3.6 Prinsip Mencari Solusi dalam Matematika dan Al-Quran

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala
isinya diciptakan oleh Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan
yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007:79).

Dari sini dapat difahami bahwa Allah menciptakan segala sesuatu sesuai
dengan ukuran, setiap permasalahan mempunyai solusi, dan Allah tidak
memberikan suatu cobaan pada seorang hamba melebihi kemampuannya. Hal ini

dijelaskan dalam surat al-Qamar ayat 49 yang berbunyi:

. e PR - g A2 f‘
T awals s KL
Bl £ )

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran” (QS. Al-
Qamar:49).

Selain itu juga terdapat dalam surat al-Furgan ayat 2:
2 4o 2 ~ “ s - ////? g 7. ’/9.4/ //1.4}’ - .4.4
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“Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak mempunyai
anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan Dia telah
menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan
serapi-rapinya” (QS. Al-Furgan:2).

Penelitian ini membahas tentang gelombang. Gelombang tersebut tentuya
juga memliki persamaan yang berbeda-beda. Permasalahan yang terjadi dalam
bidang matematika, suatu sistem persamaan diferensial parsial nonlinier
umumnya tidak memiliki solusi analitik atau solusi eksak. Hal ini mengakibatkan

kesulitan dalam menganalisis persamaan tersebut. Seperti janji Allah bahwa di

balik kesulitan akan ada kemudahan. Dalam surat ath-Thalag Allah berfirman:

P
o8 =28 s 8GT R 2 -

d
~

“.. Allah kelak akan memberikan kelapangan sesudah kesempitan” (QS. Ath-
Thalaqg/7:65).

Hal ini untuk menguatkan dan mengajarkan manusia untuk selalu berusaha
dan bersabar dalam menghadapi masalah dan kesulitan-kesulitan dalam kehidupan
sehari-hari. lbnu Rajab telah mengisyaratkan hal ini. Beliau berkata, “Jika
kesempitan itu semakin terasa sulit dan semakin berat, maka seorang hamba akan
menjadi putus asa dan demikianlah keadaan makhluk yang tidak dapat keluar dari
kesulitan. Akhirnya, ia pun menggantungkan hatinya pada Allah semata. Inilah
hakikat tawakkal pada-Nya. Tawakkal inilah yang menjadi sebab terbesar keluar
dari kesempitan yang ada, karena Allah sendiri telah berjanji akan mencukupi

orang yang bertawakkal pada-Nya”. Sebagaimana Allah Swt. berfirman,

(& g [
- """5/ /’q: @7 1 - w/// -
“...dan barang siapa yang bertawakkal kepada Allah niscaya Allah akan
mencukupkan (keperluan) nya...” (QS. Ath-Thalaq:3).



69
Oleh karena itu, sudah seharusnya manusia tidak boleh berputus asa dalam
menghadapi berbagai permasalahan yang dihadapi dalam kehidupan sehari-hari,
terutama dalam proses belajar. Kesulitan yang dihadapi dalam proses
pembelajaran pasti akan ada jalan keluar baik itu berupa bantuan secara langsung
maupun tidak langsung seperti buku atau literatur-literatur yang menjelaskan
tentang penelitian-penelitian terlebih dahulu tentang masalah yang dihadapi.
Berdasarkan permasalahan yang dihadapi dalam penelitian ini dan menurut
penelitian-penelitian sebelumnya yang dilakukan oleh beberapa ahli, munculah
sebuah metode pendekatan untuk mencari nilai yang mendekati nilai sebenarnya.
Hal ini tentu akan sangat bermanfaat dan membantu orang-orang dalam
menyelesaikan permasalahan di bidang matematika. Tentu saja pada jaman dahulu
penelitian yang dilakukan tidak serta merta dapat mendapatkan metode tersebut.
Oleh karena itu, sebagai pelajar harus dapat mengaplikasikan metode tersebut
dengan benar dan sesuai dengan kaidah yang telah ditetapkan dalam penelitian
sebelumnya.

Dalam surat al-Ankabut ayat 69 Allah berfirman:

e <

e 7 I S R - Rt I R S G O R S N <

@jM‘ @J ) Q/b Lﬁl-\.w (";h’-:’\'f‘j L'*-.':-? ‘ju\.@‘_>- u._g.;\”}

“Dan orang-orang yang berjihad untuk (mencari keridhaan) Kami, benar- benar

akan Kami tunjukkan kepada mereka jalan-jalan kami. dan sesungguhnya Allah
benar-benar beserta orang-orang yang berbuat baik ” (QS. Al-Ankabut:69).

Dalam ayat tersebut Allah menerangkan kepada manusia bahwa ketika

orang itu bersungguh-sungguh maka pasti akan ditunjukkan cara-cara untuk

menyelesaikan permasalahan-permasalahan yang dihadapi. Seperti dalam kasus

ini, metode pendekatan ini disebut metode numerik. Dalam metode numerik

terdapat berbagai macam metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan
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permasalahan-permasalahan matematis sesuai dengan kondisi permasalahannya.
Karena tidak semua metode dapat digunakan dan sesuai untuk diaplikasikan
dalam permasalahan yang diteliti. Oleh karena itu, sebagai pelajar harus
mempelajari metode-metode tersebut sehingga dapat menentukan metode mana
yang cocok dan sesuai untuk diaplikasikan dalam permasalahan yang dihadapi.

Dalam kasus penelitian ini, penulis menggunakan metode beda hingga.
Metode beda hingga itu sendiri dapat dibedakan menjadi dua skema yaitu skema
eksplisit dan skema implisit. Karena persamaan yang digunakan berupa sistem
persamaan diferensial parsial nonlinier, maka penulis memilih metode beda
hingga skema implisit. Hal ini dikarenakan skema implisit dapat stabil tanpa
syarat meskipun langkah-langkah penyelesaian skema implisit lebih sulit

dibandingkan skema eksplisit.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Dari hasil pembahasan pada bab sebelumnya, dapat diperoleh kesimpulan
berikut:

1. Hasil simulasi menunjukkan bahwa ketika Froude Number (F) kurang dari 1,
tinggi gelombang yang dihasilkan adalah sebesar 0,0138 dan 0,1793 untuk
Froude Number (F) lebih dari 1. Hal ini sesuai dengan hasil yang diperoleh
dari penelitian L.H Wiryanto yang mengatakan bahwa untuk F < 1 akan
menghasilkan tinggi gelombang yang lebih kecil daripada tinggi gundukan
dan untuk F > 1 akan menghasilkan tinggi gelombang yang lebih besar
daripada tinggi gundukan dengan tinggi gundukannya adalah sebesar 0,064.
Jika dibandingkan dengan tinggi gelombang yang dihasilkan pada penelitian
L.H Wiryanto untuk adalah sebesar 0,016 untuk F < 1, maka selisihnya
adalah 0,0022. Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa solusi dari
penelitian ini konsisten dengan penelitian sebelumnya.

2. Metode beda hingga skema implisit FTCS untuk persamaan Boussinesq stabil

tanpa syarat.

4.2 Saran
Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk mencari solusi numerik

persamaan Boussinesq menggunakan metode Crank-Nicholson.
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Lampiran 1. M-File Untuk Menggambarkan Simulasi Solusi Numerik
Persamaan Boussinesq Menggunakan Beda Hingga Skema Implisit untuk
F=0,25

clc,clear
figure(l),clft
format

dx=0.15;
dt=0.015;
x=-60:dx:120;
t=0:dt:40;
e=0.1;
F=0.25;
M=length (x) ;
N=length (t) ;
u=zeros (M, N) ;
eta=zeros (M,N) ;
u(:,1)=1/e;
eta(:,1)=0;

Al=zeros (M, M
A2=zeros (M, M
A3=zeros (M, M
Ad=zeros (M

D=zeros (2 (
szeros(2*M
hx=zeros (

r

’

) 2

) g

) 2

M) ;
Do) g
2*N) ;
1);

’

for i=l:1length (x)
if x(i) >= 20 && x (i) <= 35

hx (i)=((2*x (i) - 56)/(10* ((x (1) - 28)"2 + 1)7°2));
else

hx (i)=0;
end

end

plot (x,eta(:,1),'b")
ylim([-0.02 0.03])
pause (0.01)

for n=1:N-1
J=1;
g3=-(u(j+2,n)/2)+u(j,n)/2;
g4=-(eta(j+2,n)/2) +eta(j, n)/2;

J=M;
g5=u(j,n)/2-u(j-2,n)/2;
g6=eta(j,n)/2-eta(j-2,n)/2;



for

1,n))*u

end

J=2:M-1
al=-F/ (2*dx) ;

bl=(e*F/ (2*dx)) *eta (j+1,n) -

cl=F/ (2*dx) ;
dl=(-e*F/(2*dx))*u(j,n);
el=1/dt;

fl=(e*F/ (2*dx))*u(j,n);

gl=((e*F/(2*dx)) *eta (j+1,n) -
(3,n)+ (eta (j,n) /dt) —-F*hx (3) ;

al2=-(F"2)/(2*dx) ;
b2=F/dt;
c2=(F"2)/ (2*dx) ;
d2=-1/ (2*dx) ;
£2=1/ (2*dx) ;

= (B dEsaut(§ )y

Il
—

|
=
<0

= 5= 1]
~e N
~.

SRR
|
=l

J,J+1)=
J,J+1)=
J,J+1
J,3+1

c2-
= T2

N
—~ e~~~
—_ — — —

(1,1)=g3;
(3,1)=9l;
(M+l 1)=g4;
(M, 1)=g5;
(j+M 1)=g2;
(

D
D
D
D
D
D(2*M,1)=g6;

A=[Al,A2;A3,RA4];

C=A

u(:
eta

\D;
,n+1) = C(1:M);
(:,n+l) = C(M+1:2*M);

(e*F/ (2*dx) ) *eta(j-1,n);

(e*F/ (2*dx) ) *eta (j-

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



plot(x,eta(:,n+l),
ylim([-0.02 0.03])
pause (0.01)

end

clc,clear

load('xl.mat")
load('tl.mat")
load('ul.mat")
load('etal.mat"')
rl=find (x==0) ;
r2=find (x==60) ;
pl=find (t==15) ;

eta=eta(rl:r2,1:pl);
figure(1l),clf
plot(x,eta(:,1),'b")
x1lim([x (1) x(end)])
hold on

pause (0.01)

k = 0;

plot(x,eta(:,1)+k*0.004, 'b

for n=1:pl-1;
if mod(n,25)==0;
k = k+1;

plot (x,eta(:,n+1l)+k*0.006,
x1lim([x (1) x(end)]);

pause (0.01) ;
end
end
xlabel ('space-x")
ylabel ("\eta(x,t)")
ylim ([0 0.27])

figure (2),clft

surf (x, ,eta')
zlim([-0.1 0.1])

shading interp
colormap (jet)
break

figure (3), clf
tl = find (t==0);

'b')
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subplot (3,1,1),plot(x,eta(:,tl))

ylim([-0.1 0.05]), xlim([x(l) x(end)])

ylabel ('"\eta(x,0)"'), xlabel('space-x"), hold on
title('gelombang sebelum melalui pemecah gelombang')
H = area([20 35],[-0.01 -0.01]1,-0.1);

set (H, 'FaceColor', 'b', "Edgecolor', 'b")

t2 = find(t==7.5);

subplot (3,1,2), plot(x,eta(:,t2))

ylim([-0.1 0.05]), xlim([x(1l) x(end)])

ylabel ("\eta(x,7.5)"), xlabel ('space-x'), hold on
title('gelombang saat melalui pemecah gelombang')
Hx = area([20 35],[-0.01 -0.01],-0.1);

set (Hx, "FaceColor', 'b', 'Edgecolor', 'b")

t3 = find(t==15);

subplot (3,1,3), plot(x,eta(:,t3))

ylim([-0.1 0.05]),x1lim([x (1) x(end)])

ylabel ('\eta (x,15) "), xlabel ('space-x'), hold on
title('gelombang setelah melalui pemecah gelombang')
B = cuseel ([[200 351, [0 OIL_—0k 01§ ~. 1) H

set (Hx, 'FaceColor', 'b', 'Edgecolor', 'b')

m = length (x);
s = length(t);

for n=1l:length(t)-1
errMax (n) = max (abs(eta(:,n+l)-eta(:,n)));
errR (n) = errMax (n) /max (abs (eta(:,n+1)));
end

figure (4), clf

subplot (2,1,1),plot(t(l:s-1),errMax, 'r', 'linewidth',2), ylim([O
0.0005])

xlabel ('"times (t) ")

ylabel ('error Hampiran (\mu) ')

subplot (2,1,2),plot(t(l:s-1),errR,'r', " 'linewidth',2), ylim([O
1.51)

xlabel ("times (t)")

ylabel ('error Relatif Hampiran (\mu) ')
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Lampiran 2. M-File Untuk Menggambarkan Simulasi Solusi Numerik
Persamaan Boussinesq Menggunakan Beda Hingga Skema
Implisituntuk F = 1,5

clc,clear
figure(l),clft
format

dx=0.15;
dt=0.015;
x=-60:dx:120;
t=0:dt:40;
e=0.1;

F=1.5;
M=length (x) ;
N=length (t) ;
u=zeros (M, N) ;
eta=zeros (M, N) ;
u(:,1)y=1/e;
eta(:,1)=0;

Al=zeros (M,M
A2=zeros (M, M
A3=zeros (M, M
Ad=zeros (M, M
D=zeros (2* (M), 1
C=zeros (2*M, 2*N) ;
hx=zeros (M, 1) ;

for i=l:1length (x)
if x(i) >= 20 && x (i) <= 35
hx (i)=((2*x (i) - 56)/(10* ((x(1i) - 28)"2 + 1)7°2));
else
hx (1)=0;
end
end

plot(x,eta(:,1),'b")
ylim([-0.02 0.037)
pause (0.01)

for n=1:N-1
j=1;
g3=-(u(j+2,n)/2)+u(j,n)/2;
g4=-(eta(j+2,n)/2)+eta(j,n)/2;

J=M;
g5:u(jrn)/2_u(j_21n)/2;
g6=eta(j,n)/2-eta(j-2,n)/2;

for j=2:M-1
al=-F/(2*dx);



bl=(e*F/ (2*dx)) *eta (j+1,n) - (e*F/ (2*dx)) *eta (j-1,n);
cl=F/ (2*dx) ;
dl=(-e*F/(2*dx))*u(j,n);
el=1/dt;
fl=(e*F/(2*dX))*u(j,n);
gl=((e*F/ (2*dx)) *eta (j+1,n) - (e*F/ (2*dx) ) *eta (j-
1,n))*u(j,n ) (eta( n)/dt) -F*hx(3);
a2=-(F» 2)/(2*dx)
b2=F/dt;
c2=(F"2)/(2*dx) ;
d2=-1/(2*dx) ;
f2=1/ (2*dx) ;
P /ehe)) i () i) &

INGIRF2 —
205, A l)=dl'
3(3,3-1)=
4(3,3-1)=

N

—~ o~~~
NN
|

1)=qgl;
M+1, l) g4;

j+M l) g2-
2*M, 1)=g6;
end

A=[Al,A2;A3,R74);
C=A\D;

u(:,n+l)
eta(:,n+tl)

C(1:M);
C(M+1:2*M) ;

plot (x,eta(:,n+1l),'b")
ylim([-0.02 0.031])
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pause (0.01)
end

clc,clear

load('x2.mat")
load('t2.mat")
load('u2.mat")
load('eta2Z2.mat'")
r3=find (x==0) ;
r4=find (x==60) ;
p2=find (t==15) ;

X=x (r3:r4);
t=t (1l:p2);

eta=eta(r3:r4,1:p2);
figure(l),clf

plot(x,eta(:,1),'b")
x1lim([x (1) x(end)])
hold on

pause (0.01)

< = O)¢
plot(x,eta(:,1)+k*0.004,'b");
for n=1:p2-1;

if mod (n,25)==0;

k = k+1;
plot (x,eta(:,n+1)+k*0.07,
x1lim([x (1) x(end)]);
ylim ([0 37])
pause (0.01) ;
end

end
xlabel ('space-x"')
ylabel ('\eta(x,t)")

figure (2),clft

ta')

surf (x,t,eta
(- 0.5])

e
zlim([-0.1

shading interp
colormap (jet)
break

figure (3), clf
tl = find(t==0);
subplot (3,1,1),plot(x,eta(:,tl))
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ylim([-0.1 0.5]), xlim([x (1) x(end)])

ylabel ('"\eta(x,0)"'), xlabel('space-x'), hold on
title('gelombang sebelum melalui pemecah gelombang')
Hx = area([20 35],[-0.06 -0.06],-0.1);

set (Hx, 'FaceColor', 'b', "Edgecolor', 'b")

t2 = find (t==7.5);

subplot (3,1,2), plot(x,eta(:,t2))

ylim([-0.1 0.5]), x1lim([x (1) x(end)])

ylabel ('\eta(x,7.5)"), xlabel ('space-x'), hold on
title('gelombang saat melalui pemecah gelombang')
Hx = area([20 35],[-0.06 -0.06]1,-0.1);

set (Hx, 'FaceColor', 'b', '"Edgecolor', 'b")

t3 = find (t==15);

subplot (3,1,3), plot(x,eta(:,t3))

ylim([-0.1 0.5]),xlim([x (1) x(end)])

ylabel ('\eta(x,15) "), xlabel ('space-x'), hold on
title ('gelombang setelah melalui pemecah gelombang')
Hx = area([20 35],[-0.06 -0.06]1,-0.1);

set (Hx, '"FaceColor', 'b', 'Edgecolor', 'b")

m = length (x);
s = length(t);

for n=1l:length(t)-1
errMax (n) = max(abs(eta(:,n+l)-eta(:,n)));
errR (n) = errMax (n) /max (abs (eta(:,n+1)));
end

figure (4), clf

subplot (2,1,1),plot(t(l:s-1),errMax, 'r', 'linewidth',2), ylim([O
0.0057)

xlabel ('times (t) ")

ylabel ('error Hampiran (\mu) ")

subplot(2,1,2),plot(t(l:s-1),errR,'r', 'linewidth',2), ylim([O
1.5])

xlabel ("times (t)")

ylabel ('error Relatif Hampiran (\mu) ')
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