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 “Katakanlah: “Dengan karunia Allah dan rahmat-Nya, hendaklah dengan itu 

mereka (orang-orang yang berilmu) bergembira (berbangga), karunia Allah dan 

rahmat-Nya itu adalah lebih baik daripada apa (kesenangan duniawi) yang 

dikumpulkan (oleh manusia)”  

QS Yunus/10:58 

 

Life that you get now is the best condition from the God 
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ABSTRAK 

 

Putri, Dini Chandra Aulia. 2016. Grup Automorfisma pada Graf Commuting 

dari Grup Dihedral dan Grup Simetri. Skripsi. Jurusan Matematika 

Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd (II) Dr. H. Imam 

Sujarwo, M.Pd 

 

Kata Kunci: automorfisma, graf commuting, grup, grup dihedral, grup simetri 

 

Penelitian ini mengkaji tentang bagaimana pola umum dari grup 

automorfisma pada graf commuting yang terbentuk dari grup dihedral dan grup 

simetri. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur. 

Analisa diawali dengan menentukan unsur-unsur yang saling komutatif dari grup 

dihedral dan grup simetri. Langkah berikutnya adalah menggambar graf 

commuting yang terbentuk dari grup dihedral dan simetri. Kemudian menentukan 

pola umum yang terbentuk pada grup automorfisma pada graf commuting dari 

grup dihedral dan simetri. 

 Hasil penelitian ini adalah:  1 Pola grup automorfisma yang terbentuk 

pada graf commuting dari grup dihedral (𝐷2𝑛 ={1, 𝑟, 𝑟2,… , 𝑟𝑛−1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2,…, 
𝑠𝑟𝑛−1}) dengan mengambil 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1  akan isomorfik dengan grup 

automorfisma dari graf komplit-𝑛 𝐾𝑛 .  2 Pola grup automorfisma yang 

terbentuk pada graf commuting dari grup dihedral  𝐷2𝑛  dengan 𝑛 ganjil lebih 

dari 3, dengan mengambil 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1  akan isomorfik dengan 

grup automorfisma dari graf bintang  𝐾1,𝑛 .  3 Pola grup automorfisma yang 

terbentuk pada graf commuting dari grup dihedral  𝐷2𝑛  dengan 𝑛 genap lebih 

dari 3, dengan mengambil 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1  akan isomorfik dengan 

grup automorfisma dari graf kincir 𝑊𝑑3,
𝑛

2
.  4 Pola grup automorfisma yang 

terbentuk pada graf commuting dari grup simetri-𝑛  𝑆𝑛  dengan mengambil 

𝑋 ⊆ 𝑆𝑛  adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan semua sikel 2 tunggal 

di 𝑆𝑛  akan isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang 𝐾1,𝑛−1.  5 Pola grup 

automorfisma yang terbentuk pada graf commuting dari grup simetri-𝑛  𝑆𝑛  
dengan mengambil 𝑌 ⊆ 𝑆𝑛  adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan 

semua sikel 3 tunggal di 𝑆𝑛  akan isomorfik dengan grup automorfisma dari graf 

kincir 𝑊3,
𝑚

2
.  
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ABSTRACT 

  

Putri, Dini Chandra Aulia. 2016. Automorphism Group of Commuting Graph 

from Dihedral and Symmetry Group. Thesis. Mathematics Department, 

Faculty of Science and Technolgy, Islamic State University of Maulana 

Malik Ibrahim Malang, Advisors: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd (II) Dr. H. 

Imam Sujarwo, M.Pd 

 

Keywords: automorphism, commuting graph, dihedral group, group, symmetry 

group 

 

This research assesing about the common pattern of an automorphism 

group of commuting graph from the Dihedral group and the symmetry group. 

Research methods used in this thesis is literature study, with the analysis is begun 

by determining elements that are commutative to each other from a dihedral group 

and a symmetry group. The next step is drawing commuting graph formed from a 

dihedral group and a symmetry group.Then determine the common pattern which 

is formed on an automorphism group of commuting graph from a dihedral group 

and a symmetry group.  

The result of this research is:  1  The common pattern of automorphism 

group which is formed on commuting graph from a dihedral group  𝐷2𝑛 =
 1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1    with 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1  was 

isomorphic to an automorphism group of complete graph-n  𝐾𝑛 .  2  The 

common pattern of automorphism group which is formed on commuting graph 

from a dihedral group  𝐷2𝑛  and 𝑛 is an odd numbers more than 3, with 

 1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1  was isomorphic to an automorphism group of star  𝑘1,𝑛 . 

 3  The common pattern of automorphism group which is formed on commuting 

graph from a dihedral group  𝐷2𝑛  and 𝑛 is an even numbers more than 3, with 

 1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1  was isomorphic to an automorphism group of spool graph 

𝑊𝑑3,
𝑛

2
.  4  The common pattern of automorphism group which is formed on 

commuting graph from a symmetry group  𝑆𝑛  with 𝑋 ⊆ 𝑆𝑛  is the set of 

containing an identity element and all cycle 2 single in 𝑆𝑛  was isomorphic to an 

automorphism group of star  𝑘1,𝑛−1 .  5  The common pattern of automorphism 

group which is formed on commuting graph from a symmetry group with 𝑌 ⊆ 𝑆𝑛  

is the set of containing an identity element and all cycle 3 single in 𝑆𝑛  was 

isomorphic to an automorphism group of spool graph 𝑊𝑑3,
𝑚

2
. 
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 ملخص

 
وزمرة   dihedral زمرةمخطط تبديلي من  زمرة الثماثل الذاتي على..دينى جندرا اولياء,فوترى

symmetry .كلية العلوم والتكنولوجيا، الجامعة الإسلامية . شبعة الرياضيات. بحث جامعي
 الدوكتور  (2) الدوكتور عبد الشاكر الماجستير (1)المشرف . الحكومية مولانا مالك إبراهيم مالنج

 .إمام سوجروا الماجستير
 .مخطط تبديلي، زمرة الثمثل الذاتي، symmetry، زمرة dihedral زمرة: الكلمات المرئسية

 
 مخطط تبديلي من زمرة في هذا البحث، الباحث يبحث النمط العام من زمرة الثماثل على

dihedralزمرة و symmetry .بتثبيت العناصر , ومنهج البحث في هذا البحث هي دراسة مكتبية
  dihedral زمرة من تبديليمخطط وترسم . symmetry زمرةو dihedral زمرة هو كوموتاتيف من

  dihedralزمرةمن  تبديليمخطط  على ثم تثبيت النمط العام من زمرة الثماثل. symmetry زمرةو

 symmetry.زمرة و

 dihedralزمرة من تبديلي على مخطط   نمط زمرة الثماثل(1)نتائج هذا البحث هي 
 𝐷2𝑛 =  1, 𝑟, 𝑟2,… , 𝑟𝑛−1, 𝑠, 𝑠𝑟, … , 𝑠𝑟𝑛−1   بتأخذ 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1   هي

 زمرةمن تبديلي على مخطط  زمرة الثماثل  نمط𝐾𝑛  ( .2) زمرة الثماثل من مخطط كاملة متماثل إلى
dihedral (𝐷2𝑛)  ب 𝑛 فردية و 𝑛 ≥ 𝑋2 بتأخذ, 3 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, … , 𝑠𝑟𝑛−1   هي متماثل إلى زمرة

  dihedralزمرةمن  زمرةعلى مخطط  زمرة الثماثل نمط 𝐾1,𝑛 ( .3 ) من مخطط نجمة  الثماثل

(𝐷2𝑛) ب 𝑛 حتى و 𝑛 ≥ 𝑋2 بتأخذ، 3 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, … , 𝑠𝑟𝑛−1  او 

𝑋2 =  𝑟
𝑛

2 , 𝑠, 𝑠𝑟, … , 𝑠𝑟𝑛−1  من مخطط لف زمرة الثماثل هي متماثل إلى 𝑊𝑑3,
𝑛

2
نمط ( 4. )  

𝑋 بتأخذ  symmetry زمرةمن  تبديليعلى مخطط  زمرة الثماثل ⊂ 𝑆𝑛 التجمع هو يحمل العنصر 

identity وكل cycle 2 single في 𝑆𝑛  من مخطط نجمة زمرة الثماثل هي متماثل إلى  𝐾1,𝑛−1   .

𝑌 بتأخذ  symmetryزمرةمن  تبديليمخطط  على نمط زمرة الثماثل( 5) ⊂ 𝑆𝑛  هو يحمل التجمع  

 من مخطط زمرة الثماثل هي متماثل إلى  𝑆𝑛 في cycle 3 single وكل identity العنصر

,𝑊𝑑3 لف
𝑚

2
  . 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Berbicara tentang ilmu pengetahuan, al-Quran telah memberikan kepada 

manusia kunci ilmu pengetahuan tentang dunia dan akhirat serta menyediakan 

peralatan untuk mencari dan meneliti segala sesuatu agar dapat mengungkap dan 

mengetahui keajaiban dari kedua dunia itu (Rahman, 1992:12). Hal tersebut 

menunjukkan keluasan suatu ilmu. Dalam al-Quran hal tersebut telah dijelaskan 

oleh Allah Swt. dalam firman-Nya pada surat al-Kahfi ayat 109, yaitu  

                         

       
 

“Katakanlah: sekiranya lautan menjadi tinta untuk (menulis) kalimat-kalimat 

Tuhanku, sunggu habislah lautan itu sebelum habis (ditulis) kalimat-kalimat 

Tuhanku, meskipun kami datangkan tambahan sebanyak itu (pula)”(QS. Al-

Kahfi/18:109). 

 

Ayat tersebut menjelaskan bahwa hendaknya manusia memahami akan 

kewajiban untuk menuntut ilmu serta mempelajarinya. Karna tidak sedikitnya 

ilmu pengetahuan untuk dipelajari, maka tidak ada batasan usia pula untuk selalu 

menambah pengetahuan di berbagai bidang.  

Dalam al-Quran surat al-Qamar ayat 49 disebutkan:  

            

 

”Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukurannya” (QS.Al-

Qamar/267:49). 
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Ayat tersebut menjelaskan bahwa alam dan isinya diciptakan oleh Allah 

Swt. dengan ukuran, takaran, dan hitungan yang seimbang. Sehingga dapat 

disimpulkan bahwa matematika telah ada sejak jaman dahulu, manusia hanya 

menyimbolkan dari fenomena-fenomena yang ada dalam kehidupan sehari-hari.  

Matematika termasuk salah satu ilmu pengetahuan yang banyak dikaji, 

diterapkan, dan digunakan pada bidang ilmu yang lain. Matematika banyak 

membantu dalam mempermudah dan menyelesaikan permasalahan pada kajian-

kajian ilmu yang lain terutama di bidang sains, sehingga matematika berperan 

penting dalam berbagai ilmu pengetahuan. Salah satu cabang matematika yang 

penting dan banyak digunakan untuk memecahkan berbagai permasalahan dalam 

kehidupan sehari-hari adalah teori graf. Dengan menggunakan rumusan atau 

model teori graf yang tepat, suatu permasalahan menjadi lebih jelas, sehingga 

lebih mudah menganalisanya. Permasalahan yang dirumuskan dengan teori graf 

dibuat sederhana, yaitu diambil aspek-aspek yang diperlukan dan abaikan aspek-

aspek lainnya (Purwanto, 1998:1). 

Graf 𝐺 adalah pasangan himpunan (𝑉, 𝐸) dengan 𝑉 adalah himpunan tidak 

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik (vertex) dan 𝐸 adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di 𝑉 

yang disebut sebagai sisi (edge). Himpunan titik di 𝐺 dinotasikan dengan 𝑉(𝐺) 

dan himpunan sisi dinotasikan dengan 𝐸(𝐺). Banyaknya unsur di 𝑉 disebut order 

dari 𝐺 dan dilambangkan dengan 𝑝(𝐺) dan banyaknya unsur di 𝐸 disebut size dari 

𝐺 dan dilambangkan dengan 𝑞(𝐺). Jika graf yang dibicarakan hanya graf 𝐺, maka 

order dan ukuran dari 𝐺 tersebut cukup ditulis dengan 𝑝 dan 𝑞 (Chartrand dan 

Lesniak, 1986:4).  
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Sisi 𝑒 =  𝑢, 𝑣  atau juga dapat ditulis 𝑒 = 𝑢𝑣 adalah sisi dalam G, yaitu u 

dan v adalah titik-titik ujung dari sisi e, maka u dan v dikatakan adjacent 

(terhubung langsung), v dan e serta u dan e disebut incident (terkait langsung). 

Derajat titik 𝑣 di graf G ditulis dengan 𝑑𝑒𝑔𝐺 𝑣  adalah banyaknya sisi di G yang 

terkait langsung dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf 

G, maka tulisan 𝑑𝑒𝑔𝐺 𝑣  disingkat menjadi 𝑑𝑒𝑔 𝑣  (Chartrand dan Lesniak, 

1986). 

Berkaitan dengan aplikasi teori graf pada cabang ilmu matematika yang 

lain, terdapat beberapa penelitian yang membahas tentang graf yang dibangun dari 

grup. Misal 𝐺 grup berhingga dan 𝑋 adalah subset dari 𝐺. Graf commuting 

𝐶 𝐺, 𝑋  adalah graf yang memiliki himpunan titik 𝑋 dan dua titik berbeda akan 

terhubung langsung jika saling komutatif di 𝐺. Jadi, titik 𝑥 dan 𝑦 akan terhubung 

langsung di 𝐶 𝐺, 𝑋  jika dan hanya jika 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 di G (Vahidi & Talebi, 

2010:123). Berhubungan dengan graf commuting, Abdussakir, dkk (2013) telah 

meneliti tentang spectrum dari graf commuting yang diperoleh dari grup dihedral. 

Automorfisma pada graf 𝐺 adalah permutasi  pada himpunan 𝑉(𝐺) 

dengan syarat bahwa untuk sebarang 𝑢, 𝑣 𝑉(𝐺) berlaku 𝑢𝑣  𝐸(𝐺) jika dan 

hanya jika  𝑢  𝑣  𝐸(𝐺) (Cartrand dan  Lesniak, 1986:250). Dengan kata 

lain, automorfisma pada graf G adalah permutasi pada himpunan titik di G yang 

mempertahankan keterhubungan langsung antara dua titik. Himpunan semua 

automorfisma pada graf G dengan operasi komposisi fungsi membentuk grup 

yang disebut grup automorfisma, dan dinotasikan dengan Aut(G) (Cameron, 

2001:2). Kardinalitas himpunan Aut(G), atau Aut(G), dinamakan bilangan 

automorfisma pada G. 
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Berdasarkan uraian di atas, maka penulis akan mengkaji tentang graf 

commuting yang bermula dari grup, dengan judul penelitian “Grup Automorfisma 

pada Graf Commuting dari Grup Dihedral dan Grup Simetri”.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

 Masalah yang dirumuskan pada penelitian ini adalah: 

1. Bagaimana pola umum grup automorfisma pada graf commuting dari grup 

dihedral? 

2. Bagaimana pola umum grup automorfisma pada graf commuting dari grup 

simetri? 

3. Bagaimana kajian ayat al-Quran mengenai konsep teori grup dan teori graf? 

  

1.3 Tujuan Penelitian 

 Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah: 

1. Untuk menentukan pola umum grup automorfisma pada  graf commuting dari 

grup dihedral. 

2. Untuk menentukan pola umum grup automorfisma pada graf commuting dari 

grup simetri. 

3. Untuk mengetahui kajian ayat al-Quran mengenai konsep teori grup dan teori 

graf. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Berdasarkan tujuan penelitian, maka manfaat dari penelitian ini dibedakan 

menjadi beberapa bagian berdasarkan kepentingan beberapa pihak, yaitu: 
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1. Bagi Penulis 

Penelitian ini diharapkan menjadi pembelajaran untuk memahami dan 

menentukan pola umum grup automorfisma pada graf commuting dari grup 

dihedral dan grup simetri, sehingga dapat menambah dan mengembangkan 

wawasan ilmu, khususnya dalam bidang aljabar dan teori graf. 

2. Bagi Mahasiswa 

Penelitian ini diharapkan menjadi sumber refensi pengembangan dalam 

pembelajaran grup dihedral, grup simetri, dan teori graf. 

3. Bagi Instansi 

Hasil penelitian ini dapat digunakan sebagai tambahan bahan pustaka, sarana 

pembelajaran dan bahan pengembangan ilmu matematika, khususnya yang 

berkaitan dengan grup dan teori graf. 

 

1.5 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini menggunakan studi 

literatur yaitu penelitian yang dilakukan di perpustakaan dengan cara 

mengumpulkan data dan informasi dengan bantuan material yang terdapat di 

ruang perpustakaan. Jurnal utama yang digunakan dalam skripsi ini adalah jurnal 

yang berjudul Automorphism Group of Graphs, oleh Ganesan (2012). Adapun 

langkah-langah yang dilakukan dalam menyelesaikan penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Menentukan anggota grup dihedral dari 𝐷6 , 𝐷8 , 𝐷10 , 𝐷12 , 𝐷14 , dan 𝐷16 . 

2. Mengilustrasikan tabel cayley dan menentukan unsur yang saling komutatif 

dari grup dihedral 𝐷6, 𝐷8, 𝐷10 , 𝐷12𝐷14 , dan 𝐷16 . 
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3. Menggambar graf commuting dari grup dihedral D6 , D8, D10 , D12 , D14 , dan 

𝐷16 . 

4. Menentukan pola graf commuting yang terbentuk ke dalam beberapa jenis 

graf berdasarkan unsur-unsur pembentuknya dan dinyatakan sebagai teorema.  

5. Membuktikan teorema yang diperoleh. 

6. Menentukan anggota grup simetri dari 𝑆3, 𝑆4, dan 𝑆5. 

7. Memilih anggota dari 𝑆3, 𝑆4,  dan 𝑆5 yang memuat sikel dua tunggal dan sikel 

tiga tunggal. 

8. Mengoperasikan setiap anggota dengan operasi komposisi " ∘ ", dan 

menentukan unsur yang saling komutatif.  

9. Menggambar graf commuting dari grup simetri 𝑆3,𝑆4,  dan 𝑆5.  

10. Menentukan pola graf commuting yang terbentuk ke dalam beberapa jenis 

graf berdasarkan unsur-unsur pembentuknya dan dinyatakan sebagai teorema.  

11. Mengkaitkan kajian agama dengan topik penelitian, yaitu mengenai graf dan 

grup. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan dalam penelitian ini dibagi menjadi 4 bab dan setiap 

bab memiliki beberapa subbab sebagai berikut: 

Bab I Pendahuluan 

Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 

manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan. 
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Bab II Kajian Pustaka 

Pada bab ini penulis menjelaskan konsep-konsep yang berkaitan dengan 

dengan penelitian ini, yaitu grup dihedral, grup simetri, graf, derajat titik, 

graf terhubung, graf commuting, dan automorfisma pada graf.  

Bab III Pembahasan 

Pada bab ini penulis akan menguraikan tentang bagaimana pola umum 

automorfisma grup pada graf commuting dari grup dihedral dan grup 

simetri.  

Bab IV Penutup 

Bab ini berisi tentang kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian ini dan 

saran yang berhubungan dengan hasil penelitian. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Grup  

Ilmu aljabar merupakan salah satu cabang ilmu dari matematika yang 

penting dan banyak manfaatnya. Karena teori-teorinya dapat diterapkan untuk 

memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari. Ilmu aljabar yang merupakan 

bagian dari ilmu matematika, pada dasarnya berkembang pesat karena 

berhubungan dengan himpunan, operasi dan sifat struktur-struktur di dalamnya.  

 Teori grup adalah salah satu teori dalam ilmu aljabar. Definisi grup adalah 

struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (𝐺,∗) dengan 𝐺 adalah himpunan tidak 

kosong  𝐺 ≠ ∅  dan ∗ adalah operasi biner pada 𝐺 yang memenuhi sifat-sifat 

berikut: 

a. Operasi ∗ bersifat assosiatif di 𝐺 

 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗  𝑏 ∗ 𝑐  untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺. 

b. Terdapat suatu elemen 𝑒 di 𝐺 sehingga 𝑎 ∗  𝑒 = 𝑒 ∗  𝑎 = 𝑎, untuk semua 

𝑎 ∈ 𝐺 (𝑒 disebut identitas di 𝐺).  

c. Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, terdapat suatu elemen 𝑎−1 di 𝐺 sehingga 𝑎 ∗  𝑎−1 = 𝑎−1 ∗

 𝑎 = 𝑒 (𝑎−1 disebut invers dari 𝑎) (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:31).  

 

2.1.1 Grup Dihedral 

Grup dihedral adalah himpunan simetri-simetri dari segi 𝑛-beraturan 

(poligon-n), dinotasikan dengan 𝐷2𝑛 , untuk setiap 𝑛 ∈ 𝑍+, dan 𝑛 ≥ 3, dengan 

operasi komposisi " ∘ " yang memenuhi aksioma-aksioma grup. Dimisalkan 𝐷2𝑛  
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adalah suatu grup yang didefinisikan dengan 𝑠𝑡 untuk 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐷2𝑛  yang diperoleh 

dari penerapan pertama 𝑡 kemudian 𝑠 dalam segi-n dari simetri (simetri sebagai 

fungsi segi−𝑛, jadi 𝑠𝑡 merupakan fungsi komposisi). Jika 𝑠, 𝑡 merupakan akibat 

permutasi dari titik-titik yang berturut-turut yaitu 𝜎, 𝜏 maka 𝑠, 𝑡 merupakan akibat 

𝜎 ∘  𝜏. Operasi biner di 𝐷2𝑛  adalah asositif karena fungsi komposisi adalah 

asosiatif. Identitas dari 𝐷2𝑛  merupakan identitas dari simetri yang dinotasikan 

dengan 1, dan invers dari 𝑠 ∈ 𝐷2𝑛  merupakan kebalikan semua putaran dari 

simetri 𝑠 (jadi jika 𝑠 merupakan efek permutasi pada titik-titik 𝜎, 𝑠−1 akibat dari 

𝜎−1).  

Grup dihedral akan digunakan secara ekstensif dalam seluruh teks maka 

perlu beberapa notasi dan hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan 

selanjutnya, serta membantu mengamati 𝐷2𝑛  sebagai grup abstrak, yaitu: 

1. 1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1 , dan 𝑟𝑛 = 1, sehingga  𝑟 = 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ 

2.  𝑠 = 2 

3. 𝑠 ≠ 𝑟𝑖 ,  untuk sebarang 𝑖, ∀𝑖 ∈ 𝑍+ . 

4. 𝑠𝑟𝑖 ≠ 𝑠𝑟𝑗  untuk semua 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 dengan 𝑖 ≠ 𝑗, jadi  

𝐷2𝑛 =  1, 𝑟, 𝑟2,… , 𝑟𝑛−1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2,… , 𝑠𝑟𝑛−1 , yaitu setiap elemen dapat 

dituliskan secara tunggal dalam bentuk 𝑠𝑘𝑟𝑖  untuk beberapa 𝑘 = 0 atau 

0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, , ∀𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝑍+.   

5. 𝑟𝑠 = 𝑠𝑟−1.  

6. 𝑟𝑖𝑠 = 𝑠𝑟𝑛−𝑖 , untuk semua 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.  

Hal ini menunjukkan bagaimana 𝑠 komutatif dengan perpangkatan dari 𝑟 

(Dummit dan Foote, 2004:26). 
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2.1.2 Grup Simetri 

Misalkan Ω adalah sebarang himpunan tak kosong dan misal 𝑆Ω adalah 

himpunan yang memuat semua fungsi-fungsi bijektif dari Ω ke Ω (atau himpunan 

yang memuat permutasi dari Ω). Himpunan 𝑆Ω dengan operasi komposisi " ∘ " 

atau  𝑆Ω,∘  adalah sebuah grup. Operasi komposisi “ ∘” adalah operasi biner pada 

𝑆Ω karena jika 𝜎: Ω → Ω dan 𝜏: Ω → Ω adalah fungsi-fungsi bijektif, maka 𝜎 ∘ 𝜏 

juga fungsi bijektif dari Ω → Ω. Selanjutnya operasi “∘” adalah komposisi fungsi 

yang bersifat asosiatif. Identitas dari 𝑆Ω adalah permutasi l yang didefinisikan 

dengan l 𝑎 = 𝑎, ∀𝑎 ∈ Ω. Untuk setiap 𝜎: Ω → Ω maka terdapat fungsi invers 

𝜎−1: Ω → Ω  yang memenuhi 𝜎 ∘ 𝜎−1 = 𝜎−1 ∘ 𝜎 = 1. Dengan demikian semua 

aksioma grup telah dipenuhi oleh 𝑆Ω dengan operasi komposisi " ∘ ". Grup  𝑆Ω,∘  

disebut sebagai grup simetri pada himpunan Ω. Yang perlu diketahui bahwa 

elemen dari 𝑆Ω adalah permutasi dari Ω, bukan elemen dari Ω itu sendiri. 

(Dummit dan Foote, 2004:29) 

 Pada kasus khusus dengan Ω =  1,2,3, … , n  merupakan grup simetri pada 

Ω yang dinotasikan Sn , yaitu grup simetri dengan derajat n (Dummit dan Foote, 

2004:29). 

Contoh Grup Simetri-3: 

Misal diberikan himpunan tak kosong  Ω, dengan Ω =  1,2,3 , apabila 

dikenai fungsi bijektif dari Ω → Ω, maka dapat dituliskan fungsi bijektif tersebut 

dalam bentuk sikel sebagai berikut:  

Grup 𝑆3 adalah permutasi yang memuat  3! = 6 elemen, dengan Ω =

 1,2,3 , maka diperoleh: 

𝜎1 =  
1 2 3
1 2 3

 =  1  2  3 = 1  
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𝜎2 =  
1 2 3
2 3 1

 =  123   

𝜎3 =  
1 2 3
3 1 2

 =  132   

𝜏1 =  
1 2 3
1 3 2

 =  1  23   

𝜏2 =  
1 2 3
3 2 1

 =  13   

𝜏3 =  
1 2 3
2 1 3

 =  12   

Jadi grup simetri 𝑆3 =  1,  123 ,  132 ,  23 ,  13 ,  12   

Misal 𝑆3 =  1,  123 ,  132 ,  23 ,  13 ,  12   apabila dikenai operasi 

komposisi " ∘ " pada 𝑆3, maka struktur  𝑆3,∘  membentuk grup simetri-3 yang 

dapat dilihat pada tabel Cayley seperti yang dipaparkan pada tabel berikut.  

Tabel 2.1 Tabel Cayley dari Grup Simetri-3  𝑆3  

°  1   123   132   23   13   12  

 1   1   123   132   23   13   12  

 123   123   132   1   12   23   13  

 132   132   1   123   13   12   23  

 23   23   13   12   1   123   132  

 13   13   12   23   132   1   123  

 12   12   23   13   123   132   1  

 

2.1.3 Center Grup 

Dummit dan Foote (2004:50) menjelaskan, misalkan 𝐺 adalah grup, center 

𝐺 didefinisikan 𝑍 𝐺 =  𝑔 ∈ 𝐺|𝑔𝑥 = 𝑥𝑔, ∀𝑥 ∈ 𝐺 . Dengan kata lain, center dari 

𝐺 merupakan himpunan elemen-elemen di 𝐺 yang komutatif dengan semua 

elemen di 𝐺.  
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Contoh  

Diberikan grup dihedral 𝐷6 dengan 𝐷6 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2 . Tentukan 𝑍 𝐷6 ! 

Jawab: 1 ∈ 𝐷6 dan 1 ° 𝑥 = 𝑥 ° 1, ∀𝑥 ∈ 𝐷6, sehingga 1 ∈ 𝑍 𝐷6  

𝑟 ∈ 𝐷6 dan 𝑟 ° 𝑠 ≠ 𝑠 ° 𝑟, ∀𝑠 ∈ 𝐷6, sehingga 𝑟 ∉ 𝑍 𝐷6  

𝑟2 ∈ 𝐷6 dan 𝑟2 ° 𝑠𝑟 ≠ 𝑠𝑟 ° 𝑟2, ∀𝑠𝑟 ∈ 𝐷6 , sehingga 𝑟2 ∉ 𝑍 𝐷6  

𝑠 ∈ 𝐷6 dan  𝑠 ° 𝑠𝑟 ≠ 𝑠𝑟 ° 𝑠, ∀𝑠𝑟 ∈ 𝐷6 , sehingga 𝑠 ∉ 𝑍 𝐷6  

𝑠𝑟 ∈ 𝐷6 dan  𝑠𝑟 ° 𝑠 ≠ 𝑠 ° 𝑠𝑟, ∀𝑠 ∈ 𝐷6 , sehingga 𝑠𝑟 ∉ 𝑍 𝐷6  

𝑠𝑟2 ∈ 𝐷6 dan 𝑠𝑟2 ° 𝑠𝑟 ≠ 𝑠𝑟 ° 𝑠𝑟2,∀𝑠𝑟 ∈ 𝐷6, sehingga 𝑠𝑟2 ∉ 𝑍 𝐷6  

Jadi 𝑍 𝐷6 =  1  

 

2.2 Graf 

2.2.1 Definisi Graf 

Teori graf lahir pada tahun 1736 melalui tulisan Euler sebagai seorang ahli 

matematika asal Swiss. Tulisannya berisi tentang upaya pemecahan masalah 

jembatan Konigsberg yang sangat terkenal di Eropa. Kemudian dari pemecahan 

masalah tersebut semakin berkembang dengan beberapa konsep mengenai teori 

graf.  

Teori graf berkembang semakin pesat dalam rentan waktu yang tak lama. 

Hal ini karena aplikasinya yang sangat luas dalam kehidupan sehari-hari maupun 

dalam bidang ilmu, seperti: Teknik, Ilmu Komputer, Sains, bahkan Ilmu Sosial 

dan Bisnis. Adapun definisi dari graf itu sendiri adalah:   

Definisi 1 

Graf 𝐺 adalah pasangan himpunan (𝑉, 𝐸) dengan 𝑉 adalah himpunan tidak 

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik (vertex) dan 𝐸 adalah 
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himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di 𝑉 

yang disebut sebagai sisi (edge). Himpunan titik di 𝐺 dinotasikan dengan 𝑉(𝐺) 

dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G). Banyaknya unsur di 𝑉 disebut order 

dari G dan dilambangkan dengan 𝑝(𝐺) dan banyaknya unsur di 𝐸 disebut size dari 

G dan dilambangkan dengan 𝑞(𝐺). Jika graf yang dibicarakan hanya graf 𝐺, maka 

order dan ukuran dari 𝐺 tersebut cukup ditulis dengan p dan q (Chartrand dan 

Lesniak, 1986:4).  

Sisi (edge) 𝑒 =  𝑢, 𝑣  atau juga dapat ditulis 𝑒 = 𝑢𝑣 adalah sebuah sisi 

dalam 𝐺, yaitu u dan v adalah titik-titik ujung dari sisi 𝑒, maka 𝑢 dan 𝑣 dikatakan 

adjacent (terhubung langsung), v dan e serta 𝑢 dan 𝑒 disebut incident (terkait 

langsung). Derajat titik 𝑣 di graf 𝐺 ditulis dengan 𝑑𝑒𝑔𝐺 𝑣  adalah banyaknya sisi 

di 𝐺 yang terkait langsung dengan 𝑣. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat 

satu graf 𝐺, maka tulisan 𝑑𝑒𝑔𝐺 𝑣  disingkat menjadi 𝑑𝑒𝑔 𝑣  (Chartrand dan 

Lesniak, 1986). 

 

2.2.2 Derajat Titik Graf 

Definisi 2 

Derajat dari titik 𝑣 di graf 𝐺 ditulis dengan deg𝐺 𝑣  adalah banyaknya sisi 

di 𝐺 yang terkait langsung (incident) dengan v (Chartrand dan Leniak, 1986:7). 

Apabila dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G saja, maka 

penulisan 𝑑𝑒𝑔𝐺 𝑣  dapat disingkat menjadi 𝑑𝑒𝑔(𝑣). Titik yang berderajat genap 

disebut titik genap (even vertices) dan titik yang berderajat ganjil disebut titik 

ganjil (odd vertices). Titik yang berderajat nol disebut isolated vertices dan titik 
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yang berderajat satu disebut titik ujung (end vertices) (Chartrand dan Lesniak, 

1986:7).  

Perhatikan graf G berikut yang mempunyai himpunan titik 𝑉 =

 𝑘, 𝑙, 𝑚, 𝑛, 𝑜  dan himpunan sisi 𝐸 =  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7 . Graf G tersebut 

dapat digambar sebagai berikut 

 

   

   G :  

 

 

Gambar 2.1 Graf G 

Berdasarkan gambar, diperoleh bahwa:  

deg 𝑘 = 3  

deg 𝑙 = 3  

deg 𝑚 = 4  

deg 𝑛 = 3  

deg 𝑜 = 1  

 Titik k, l, n, dan o adalah titik ganjil, titik m adalah titik genap. Hubungan 

antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan banyak sisi, yaitu q, 

adalah  deg(𝑣)𝑣∈𝐺 = 2𝑞.  

 Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut.  

Teorema 1 

Jika G graf dengan 𝑉 𝐺 =  𝑣1, 𝑣2 , … , 𝑣𝑝  

Maka  𝑑𝑒𝑔𝐺 𝑣𝑖 = 2𝑞𝑝
𝑖=1  (Chartrand dan Lesniak, 1986:7). 

 



15 

 

Bukti: 

Setiap sisi adalah terkait langsung dengan 2 titik. Jika setiap derajat titik 

dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kali.  

Corollary 1  

Pada sebarang graf, jumlah derajat titik ganjil adalah genap. 

Bukti: 

Misalkan graf 𝐺 dengan size q. Dan misalkan 𝑊 himpunan yang memuat 

titik ganjil pada 𝐺 serta 𝑈 himpunan yang memuat titik genap di 𝐺. Dari 

teorema 1 maka diperoleh: 

 deg𝐺 𝑣

𝑣∈𝑣(𝐺)

=  deg𝐺 𝑣

𝑣∈𝑊

+  deg𝐺 𝑣 = 2𝑞

𝑣∈𝑈

 

Dengan demikian karena  𝑑𝑒𝑔𝐺 𝑣𝑣∈𝑈  genap, maka  𝑑𝑒𝑔𝐺 𝑣𝑣∈𝑊  juga 

genap. Sehingga  𝑊  adalah genap. 

 

2.2.3 Graf Terhubung 

Definisi 3 

Sisi 𝑒 =  𝑢, 𝑣  dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika 𝑒 =  𝑢, 𝑣  

adalah sisi pada graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), 

sedangkan u dan e disebut terkait langsung (incident), sebagaimana v dan e. Dua 

sisi berbeda 𝑒1 dan 𝑒2 disebut terhubung langsung (adjacent) jika terkait langsung 

pada satu titik yang sama. Untuk selanjutnya, sisi 𝑒 =  𝑢, 𝑣  akan ditulis dengan 

𝑒 = 𝑢𝑣 (Chartrand dan Lesniak, 1986:1) pada gambar berikut 

      v  𝑒1 u  𝑒2    w 

    
   Gambar 2.2 Adjacent dan Incident pada Graf  
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diperoleh: 

v dan u, u dan w terhubung langsung (adjacent) 

v dan u terkait langsung (incident) dengan 𝑒1 

u dan w terkait langsung (incident) dengan 𝑒2 

𝑒1 dan 𝑒2 terhubung langsung (adjacent) 

 

2.2.4 Graf Komplit  

Graf komplit (complete graph) adalah graf dengan dua titik yang berbeda 

saling adjacent. Graf komplit dengan 𝑛 titik dinyatakan dengan 𝐾𝑛  (Novandika, 

2009). 

Contoh:  

 

 

𝐾1   𝐾2   𝐾3   𝐾4 

Gambar 2.3 Graf Komplit 

 

 

2.2.5 Graf Bintang  

Graf bintang (star graph), 𝑆𝑛 , adalah graf dengan 𝑛 + 1 titik, memiliki satu 

titik pusat 𝑣0 yang terhubung dengan n titik lainnya. Derajat dari titik 𝑣0 adalah n 

sedangkan derajat semua titik lainnya adalah 1. 

 

Gambar 2.4 Graf Bintang 𝑆5 
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2.3 Isomorfisma pada Graf 

Budayasa (2007:9-10) menyebutkan bahwa dua graf 𝐺 dan 𝐻 dikatakan 

isomorfik, ditulis 𝐺 ≅ 𝐻, jika: 

1. Terdapat korespondensi satu-satu antara 𝑉 𝐺  dan 𝐸 𝐺  dengan 𝑉 𝐻  dan 

𝐸 𝐻 ; 

2. Banyaknya sisi yang menghubungkan dua titik 𝑢 dan 𝑣 di 𝐺, sama dengan 

banyaknya sisi yang menghubungkan dua titik di 𝐻 yang berkorespondensi 

dengan titik 𝑢 dan 𝑣.  

Misalnya pada Gambar 2.5 Graf 𝐺1 isomorfik dengan graf 𝐺2 lewat 

korespondensi berikut: 𝑎 ↔ 𝑡, 𝑏 ↔ 𝑠, 𝑐 ↔ 𝑟, 𝑑 ↔ 𝑞, 𝑒 ↔ 𝑝, 𝑓 ↔ 𝑢 . 

 

 

 

 

 

Gambar 2.5 Graf 𝐺1 Isomorfik dengan graf 𝐺2 

 

2.4 Graf Commuting  

 Misal 𝐺 adalah grup berhingga dan 𝑋 adalah subset dari 𝐺. Graf 

commuting 𝐶 𝐺, 𝑋  adalah graf dengan X sebagai himpunan titik dan dua elemen 

berbeda di 𝑋 terhubung langsung jika keduanya adalah elemen yang saling 

komutatif di 𝐺 (Nawawi dan Rowley, 2012). Dalam kasus 𝑋 = 𝐺, maka 𝐶(𝐺, 𝑋) 

akan ditulis 𝐶(𝐺). 
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 Sebagai contoh, pada grup dihedral order 6 yaitu 𝐷6 = {1, r, r
2
, s, sr, sr

2
} 

terhadap operasi komposisi fungsi. Misal diambil X = D6 maka akan ditentukan 

unsur yang saling komutatif melalui tabel berikut. 

Tabel 2.2 Tabel Cayley untuk 𝐷6 

° 1 𝑟 𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟 𝑟 𝑟2 1 𝑠𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟2 𝑟2 1 𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠 𝑟2 1 𝑟 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 𝑟 𝑟2 1 

 

Dari Tabel 2.2 terlihat bahwa: 

1. 𝑟 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘  𝑟 = 1 merupakan elemen-elemen yang komutatif sehingga 

terhubung langsung di 𝐶(𝐷6). 

2. Untuk elemen-elemen yang tidak komutatif maka elemen-elemen tersebut 

tidak terhubung langsung di C(D6). 

Secara geometri, graf commuting pada 𝐷6 dapat disajikan sebagai berikut. 

   

 

 

 

 

Gambar 2.6 Graf Commuting pada 𝐷6 

 

2.5 Automorfisma pada Graf  

Automorfisma pada graf G adalah permutasi  pada himpunan V(G) 

dengan syarat bahwa untuk sebarang u, vV(G) berlaku uvE(G) jika dan hanya 

1 

s 

sr 

sr
2
 

r r
2
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jika (u)(v)E(G) (Chartrand dan Lesniak, 1986:250). Dengan kata lain, 

automorfisma pada graf G adalah permutasi pada himpunan titik di G yang 

mempertahankan keterhubungan langsung antara dua titik. Himpunan semua 

automorfisma pada graf 𝐺 dengan operasi komposisi fungsi membentuk grup 

yang disebut grup automorfisma, dan dinotasikan dengan Aut(G) (Cameron, 

2001:2). Kardinalitas himpunan 𝐴𝑢𝑡(𝐺), atau 𝐴𝑢𝑡 𝐺 , dinamakan bilangan 

automorfisma pada 𝐺. 

 Grup automorfisma dari graf 𝐺 adalah grup permutasi dari semua 

automorfisma graf 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝐴𝑢𝑡 𝐺 . Automorfisma dari 𝑉𝐺  

dinotasikan dengan 𝐴𝑢𝑡𝑣 𝐺  dan untuk 𝐸𝐺  dinotasikan dengan 𝐴𝑢𝑡𝐸 𝐺 .  

Contoh: 

Misalkan diberikan graf 𝐺 seperti di bawah ini: 

 
       

Gambar 2.7 Graf G 

 

Berdasarkan definisi dari automorfisma yaitu 

𝑢𝑣𝐸(𝐺) ⇔ (𝑢)(𝑣) 𝐸(𝐺), maka automorfisma yang mungkin dari graf 

tersebut antara lain:  

1.  
1 2 3
1 2 3

   
4
4
 =  1  2  3  4 =  1    identitas  

 1,3 ∈ 𝐸 𝐺 ⇔  1  3 =  1,3 ∈ 𝐸 𝐺   

 2,4 ∈ 𝐸 𝐺 ⇔  2  4 =  2,4 ∈ 𝐸 𝐺   
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2.  
1 2 3
3 2 1

   
4
4
 =  13  2  4     automorfisma  

 1,3 ∈ 𝐸 𝐺 ⇔  1  3 =  3,1 ∈ 𝐸 𝐺   

3.  
1 2 3
1 4 3

   
4
2
 =  1  3  24     automorfisma 

 2,4 ∈ 𝐸 𝐺 ⇔  2  4 =  4,2 ∈ 𝐸 𝐺   

4.  
1 2 3
3 4 1

   
4
2
 =  13  24      automorfisma 

 1,3 ∈ 𝐸 𝐺 ⇔  1  3 =  3,1 ∈ 𝐸 𝐺   

 2,4 ∈ 𝐸 𝐺 ⇔  2  4 =  4,2 ∈ 𝐸 𝐺   

5.  
1 2 3
2 1 4

   
4
3
  

 1,3 ∈ 𝐸 𝐺 ⇔  1  3 =  2,4 ∈ 𝐸 𝐺      bukan automorfisma  

6.  
1 2 3
2 1 4

   
4
3
  

 2,4 ∈ 𝐸 𝐺 ⇔  2  4 =  1,3 ∈ 𝐸 𝐺   bukan automorfisma 

Maka akan ditunjukkan bahwa automorfisma dari graf di 𝐺 tersebut 

merupakan suatu grup.  

1  13 ∘  13 =  
1 2 3
3 2 1

   
4
4
 ∘  

1 2 3
3 2 1

    
4
4
  

 =  1  2  3  4 =  1   

2  1  2  3  4 ∘  1  3  24 =  
1 2 3
1 2 3

   
4
4
 ∘  

1 2 3
1 4 3

    
4
2
  

 =  1  3  24   

3  13 ∘  24 =  
1 2 3
3 2 1

   
4
4
 ∘  

1 2 3
1 4 3

    
4
2
 =  13  24  

4  24 ∘  13 =  
1 2 3
1 4 3

   
4
2
 ∘  

1 2 3
3 2 1

   
4
4
 =  13  24  

5  1  3  24 ∘  13  24 =  
1 2 3
1 4 3

    
4
2
 ∘  

1 2 3
3 4 1

  
4
2
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 =  13  24   

dan seterusnya, sehingga diperoleh bentuk tabel cayley berikut ini: 

Tabel 2.3 Tabel Cayley Grup  𝐺,∘  

°  1   13   24   13  24  

 1   1   13   24   13  24  

 13   13   1   13  24   24  

 24   24   13  24   1   13  

 13  24   13  24   24   13   1  

 

Berdasarkan uraian di atas dapat dilihat bahwa himpunan dari graf 𝐺 tersebut 

memenuhi sifat-sifat grup, yaitu: 

1 Operasi ∘ bersifat tertutup 

2 Operasi ∘ bersifat assosiatif 

Misal  1 ∘   13 ∘  24  =   1 ∘  13  ∘   24  

  1  ∘   13  24 =  13  ∘   24   

 13  24 =  13  24   

3 Setiap unsur 𝐺 mempunyai invers di dalam 𝐺 pula  

Misal  

 13  2  4 =  
1 2 3
3 2 1

    
4
4
   

Maka invers dari  13  2  4  atau   13  2  4  
−1

 merupakan kebalikan dari 

permutasi  13  2  4 .  

  13  2  4  
−1

=  
1 2 3
3 2 1

    
4
4
   

Karena kebalikan dari  13  2  4  adalah  13  2  4  itu sendiri maka invers 

dari 𝛽 adalah  13  2  4  itu sendiri. 
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2.6 Kajian Teori Graf dan Grup dalam Islam 

Berdasarkan definisinya, graf adalah pasangan himpunan titik dan 

himpunan sisi yang saling terhubung langsung. Dalam kajian Islam dapat 

direfleksikan melalui hubungan antara manusia dengan Allah Swt., baik hubungan 

antara manusia dengan Allah Swt, maupun hubungan antarmanusia itu sendiri, 

sebagaimana dijelaskan pada subbab berikut.  

2.6.1  Hubungan Manusia dengan Allah Swt. 

Dalam kajian Islam hubungan antara Allah Swt. dengan manusia adalah 

sebagai pencipta dan makhluk ciptaan-Nya. Berikut ayat yang menjelaskan 

mengenai hubungan manusia dengan penciptanya.  

                              
“Sesungguhnya misal (penciptaan) Isa di sisi Allah, adalah seperti (penciptaan) 

Adam. Allah menciptakan Adam dari tanah, kemudian Allah berfirman 

kepadanya: “Jadilah” (seorang manusia), maka jadilah dia.” (QS. Ali-

Imran/3:59). 

 

Pada ayat tersebut, dijelaskan bahwa antara nabi Adam dan nabi Isa 

Alaihissalam memiliki kesamaan, yaitu keduanya diciptakan tanpa bapak. Dengan 

kekuasaan Allah Swt. sebagai Sang Pencipta, maka sebagai manusia hendaklah 

untuk bertakwa kepada Allah Swt. agar menjaga hubungan ini. Bertakwa kepada 

Allah Swt. dapat dilakukan dengan cara menjalankan perintah-Nya dan menjauhi 

larangan-Nya, dan menjaga diri agar terhindar dari neraka atau murka Allah Swt.  

Penjelasan tersebut juga didukung dengan adanya firman Allah Swt. dalam 

Hadits Qudsi:  

“Hai anak Adam, luangkan waktu untuk beribadah kepada-Ku niscaya Aku 

penuhi dadamu dengan kekayaan dan Aku menghindarkan kamu dari 

kemelaratan. Kalau tidak, Aku penuhi tanganmu dengan kesibukan kerja dan Aku 

tidak menghindarkanmu dari kemelaratan.” (HR. Tirmidzi dan Ibnu Majah) 
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2.6.2  Hubungan Manusia dengan Sesamanya 

Pada hakikatnya, tidak ada manusia yang dapat hidup sendiri tanpa 

bantuan manusia lainnya. Karena pada dasarnya, setiap manusia memiliki 

kemampuan yang berbeda-beda. Allah Swt. menganjurkan kepada manusia untuk 

menjaga tali silaturrahmi terhadap sesamanya. Hal ini dijelaskan dalam ayat 

berikut. 

                                   

                                    

“Hai sekalian manusia, bertakwalah kepada Tuhan-mu yang telah menciptakan 

kau dari seorang diri, dan dari padanya Allah menciptakan isterinya; dan dari 

pada keduanya Allah memperkembang biakkan lak-laki dan perempuan yang 

banyak. Dan bertakwalah kepada Allah yang dengan (mempergunakan) nama-

Nya kamu saling meminta satu sama lain, dan (peliharalah) hubungan 

silaturrahim. Sesungguhnya Allah selalu menjaga dan mengawasi kamu,” (QS. 

Al-Baqarah/2:21-22) 

 

Orang yang selalu bersilaturrahmi akan memiliki banyak teman dan 

memperbanyak saudara. Dengan hal tersebut, maka manusia telah meningkatkan 

ketakwaannya kepada Allah Swt.. Hal ini sejalan dengan hadits yang menjelaskan 

larangan memutus silaturrahmi, yaitu:  

“Abu Ayyub ra menceritakan, bahwa Rasulullah Saw bersabda, „Tidak Halal 

(boleh) seorang islam menyisihkan saudaranya lebih dari tiga hari, jika keduanya 

bertemu, maka yang seorang berpaling kesana dan seorang lagi berpaling kesini. 

Tetapi yang paling baik diantara yang kedua itu ialah siapa yang memulai 

mengucapkan salam kepada lawannya‟.” (Muttafaqun Alaih) 

 

Dampak yang ditimbulkan dari putusnya silaturrahmi, yaitu segala 

amalnya tidak berguna dan tidak berpahala, amalan sholatnya tidak berpahala, dan 

seorang yang memutus silaturrahmi diharamkan untuk masuk surga. Hal ini 

menunjukkan bahwa Allah Swt. sangat murka dengan kaum yang memutus tali 

silaturrahmi antar sesamanya.  
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2.6.3  Kelompok Manusia yang Dicintai Allah Swt. 

Dalam matematika, grup adalah suatu himpunan, beserta suatu operasi 

biner, seperti perkalian atau penjumlahan, yang memenuhi beberapa aksioma yang 

diuraikan dibawah ini. Misalnya, himpunan bilangan bulat adalah suatu grup 

terhadap operasi penjumlahan. Berikut ayat yang menjelaskan tentang suatu 

himpunan.   

                          

“(yaitu) jalan orang-orang yang Telah Engkau beri nikmat kepada mereka; 

bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan) mereka yang sesat” 

(QS. Al-Fatihah/1:7) 

 Ayat tersebut merupakan contoh bahwa kehidupan manusia terdiri dari 

beberapa macam golongan atau kelompok. Yang dapat diartikan pula, bahwa 

kumpulan beberapa golongan itu merupakan suatu himpunan. Pada ayat tersebut 

manusia terbagi menjadi 3 kelompok, yaitu (1) kelompok yang mendapat nikmat 

dari Allah Swt., (2) kelompok yang mendapat murka dari Allah Swt., dan (3) 

kelompok yang sesat (Abdussakir, 2006:47). 

Salah satu contoh kelompok yang mendapat nikmat dari Allah Swt. adalah 

orang-orang yang taat kepada Allah Swt. dan Rasul-Nya, sebagaimana dijelaskan 

dalam al-Quran surat an-Nisaa’ ayat 69 berikut.  

                                      

                

 

"Dan Barangsiapa yang mentaati Allah dan Rasul(Nya), mereka itu akan 

bersama-sama dengan orang-orang yang dianugerahi nikmat oleh Allah, Yaitu: 

Nabi-nabi, Para shiddiiqiin[314], orang-orang yang mati syahid, dan orang-

orang saleh. dan mereka Itulah teman yang sebaik-baiknya." (QS. An-Nisaa/4: 

69) 
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Ayat tersebut didukung adanya sebuah hadits yang mengatakan bahwa 

Allah Swt. memberi nikmat-Nya kepada orang-orang yang senantiasa 

mengerjakan kewajibannya. Dari Abu Hurairah ra, berkata bahwa Rasulullah Saw 

bersabda, 

“Bahwasanya Allah Swt berfirman (Hadits Qudsi), „Siapa saja yang memusuhi 

kekasih-Ku, maka Aku akan nyatakan perang terhadapnya. Sesuatu yang paling 

Aku sukai dari yang dikerjakan hamba-Ku, yaitu apabila ia mengerjakan apa 

yang telah Aku wajibkan kepadanya. Seseorang itu senantiasa mendekatkan diri 

kepada-Ku dengan mengerjakan amalan-amalan sunnah sehingga Aku 

mencintainya. Apabila Aku mencintainya, maka Aku merupakan penglihatan yang 

dia gunakan untuk melihat. Aku merupakan tangan yang ia pergunakan untuk 

meraih sesuatu. Aku juga merupakan kaki yang ia pergunakan untuk berjalan. 

Seandainya ia memohon kepada-Ku, Aku akan mengabulkannya. Seandainya ia 

berlindung kepada-Ku, niscaya Aku akan melindunginya‟.” (HR. Bukhari) 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral  

Berdasarkan teori sebelumnya, telah diketahui bahwa grup dihedral dengan 

order 2𝑛 adalah 𝐷2𝑛 =  1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2,… , 𝑠𝑟𝑛−1 . Dalam 

pembahasan ini, untuk menentukan gup automorfisma dari graf commuting pada 

grup dihedral, penulis memilih beberapa contoh kasus, yaitu 𝐷6 , 𝐷8, 𝐷10 , 𝐷12 , 𝐷14 

dan 𝐷16 .  

 

3.1.1 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-6  𝑫𝟐.𝟑  

Elemen-elemen dari grup dihedral-6 yaitu  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2 . Dengan 

operasi " ∘ ", maka diperoleh tabel Cayley sebagai berikut: 

Tabel 3.2 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-6 

∘ 𝟏 𝒓 𝒓𝟐 𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 

𝟏 1 𝑟 𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝒓 𝑟 𝑟2 1 𝑠𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 

𝒓𝟐 𝑟2 1 𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠 

𝒔 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 1 𝑟 𝑟2 

𝒔𝒓 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠 𝑟2 1 𝑟 

𝒔𝒓𝟐 𝑠𝑟2 𝑠 𝑠𝑟 𝑟 𝑟2 1 

Berdasarkan Tabel 3.1, center grup dihedral-6 adalah {1}, karena 1 

komutatif dengan semua elemen grup dihedral-6. Selanjutnya dapat ditentukan 

elemen-elemen yang saling komutatif adalah: 

1. Elemen 𝑟𝑖  saling komutatif, 

1 ∘ 𝑟 = 𝑟 ∘ 1 1 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 1 𝑟 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 𝑟 

2. 1 komutatif dengan elemen 𝑠𝑟𝑖 , 
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𝑠 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠 𝑠𝑟 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠𝑟2 

Sehingga dapat digambarkan graf commuting dari grup dihedral-6 sebagai 

berikut: 

 

 

 

 

Gambar 3.1 Graf Commuting Grup Dihedral-6  𝐷6  

 

Dari graf commuting yang telah terbentuk, kemudian dikelompokkan 

menjadi beberapa jenis graf lain dengan mengambil X adalah subset dari 𝐷2𝑛 . 

Ambil 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1  untuk membentuk graf commuting 𝐶(𝐷2𝑛 , 𝑋1), dan 

ambil 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, … , 𝑠𝑟𝑛−1  untuk membentuk graf commuting 𝐶(𝐷2𝑛 , 𝑋2).  

Untuk graf commuting dari 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2  dari grup 𝐷6 akan berbentuk 

graf komplit-3  𝐾3  yang terdiri dari tiga titik 1, 𝑟, dan 𝑟2, untuk masing-masing 

titik berderajat 2 sebagai berikut 

 

Gambar 3.2 Graf Komplit (𝐾3) dari Grup Dihedral-6  𝐷6  

 

Berdasarkan definisi, graf komplit merupakan graf dengan setiap titik yang 

berbeda saling terhubung langsung (adjacent). Sehingga pemetaan automorfisma 

titik pada graf komplit dapat dilakukan terhadap dirinya sendiri dan semua titik 
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lainnya. Karena graf commuting 𝐶 𝐷6, 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2   berbentuk graf komplit-3, 

maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷6, 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2   adalah 

himpunan permutasi dari  1, 𝑟, 𝑟2 , yaitu 

  1 ,  1 𝑟 ,  1 𝑟2 ,  𝑟 𝑟2 ,  1, 𝑟, 𝑟2 ,  1 𝑟2 𝑟  . Grup automorfisma dari graf 

commuting 𝐶 𝐷6, 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2   isomorfik dengan grup automorfisma pada graf 

komplit-3 melalui pemetaan berikut  

 A      𝜑      B 

o 

 

 

 

Gambar 3.3 Pemetaan dari A ke B 

Grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷6, 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2   isomorfik 

dengan grup automorfisma pada graf komplit-3 serupa dengan permutasi pada 

grup simetri-3, maka dapat disimpulkan pula bahwa grup automorfisma dari graf 

commuting C 𝐷6, 𝑋 =  1, 𝑟, 𝑟2   berbentuk grup simetri-3.  

Untuk graf commuting dari 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2  pada grup 𝐷6 akan 

berbentuk graf bintang-3  𝐾1,3  terdiri dari empat titik 𝑉(𝐾1,3) = {1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2} 

yang masing-masing titik berderajat 1 kecuali unsur 1, sebagai berikut 

 
Gambar 3.4 Graf Bintang (𝐾1,3) dari Grup Dihedral-6  𝐷6  

 1  𝑟  𝑟2    

 1 𝑟   

 1 𝑟2   

 𝑟 𝑟2   

 1 𝑟 𝑟2   

 1 𝑟2 𝑟   

 

 

 1  2  3    
 1 2   
 1 3   
 2 3   
 123   
 132   
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Berdasarkan definisi, automorfisma pada graf G adalah permutasi  pada 

himpunan V(G) dengan syarat bahwa untuk sebarang u, vV(G) berlaku uvE(G) 

jika dan hanya jika (u)(v) E(G). Maka automorfisma pada graf commuting 

dari 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2  adalah sebagai berikut 

1.  1  𝑠  𝑠𝑟  𝑠𝑟2  

2.  1  𝑠 𝑠𝑟  𝑠𝑟2  

3.  1  𝑠 𝑠𝑟2  𝑠𝑟  

4.  1  𝑠𝑟 𝑠𝑟2  

5.  1  𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2  

6.  1  𝑠 𝑠𝑟2 𝑠𝑟  

Automorfisma pada graf commuting dari 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2  serupa 

dengan automorfisma pada graf bintang 𝐾1,3 ,yaitu 

  1 ,  23 ,  24 ,  34 ,  234 ,  243  . Maka dapat disimpulkan bahwa grup 

automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷6, 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2   (disimbolkan 

dengan 𝐴) isomorfik dengan grup automorfisma dari graf bintang-3  𝐾1,3  

(disimbolkan dengan 𝐵) lewat pemetaan berikut.  

 A      𝜑      B 

 

 

 
 

Gambar 3.5 Pemetaan dari A ke B 

Terlihat bahwa pola automorfisma yang terbentuk tersebut menyerupai 

 1  𝑠  𝑠𝑟  𝑠𝑟2    

 1  𝑠 𝑠𝑟   

 1  𝑠 𝑠𝑟2   

 1  𝑠𝑟 𝑠𝑟2   

 1  𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2   

 1  𝑠 𝑠𝑟2 𝑠𝑟   

 

 

 1  2  3  4    
 1  23   
 1  24   
 1  34   
 1  234   
 1  243   
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permutasi pada grup simetri-3, maka grup automorfisma pada graf commmuting 

𝐶 𝐷6, 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2   isomorfik dengan grup automorfisma dari graf bintang-

3  𝐾1,3  yaitu berbentuk grup simetri-3.  

 

3.1.2 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-8  𝑫𝟐.𝟒  

Elemen-elemen dari grup dihedral-8 yaitu  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3 . 

Dengan operasi " ∘ ", maka diperoleh tabel Cayley sebagai berikut: 

Tabel 3.3 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-8 

∘ 𝟏 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 

𝟏 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝒓 𝑟 𝑟2 𝑟3 1 𝑠𝑟3 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝒓𝟐 𝑟2 𝑟3 1 𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠 𝑠𝑟 

𝒓𝟑 𝑟3 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠 

𝒔 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝒔𝒓 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠 𝑟3 1 𝑟 𝑟2 

𝒔𝒓𝟐 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠 𝑠𝑟 𝑟2 𝑟3 1 𝑟 

𝒔𝒓𝟑 𝑠𝑟3 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟 𝑟2 𝑟3 1 

Berdasarkan Tabel 3.2, terdapat dua elemen yang menjadi center grup 

yaitu {1, 𝑟2}, karena keduanya bersifat komutatif  dengan semua elemen grup 

dihedral-8. Sehingga elemen-elemen yang saling komutatif adalah: 

1. 𝑟2 komutatif dengan semua unsur 𝐷8, 

1 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 1  

𝑟 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 𝑟  

𝑟3 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 𝑟3  

𝑠 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 𝑠  

𝑠𝑟 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 𝑠𝑟  

𝑠𝑟2°𝑟2 = 𝑟2 ∘ 𝑠𝑟2  

𝑠𝑟3°𝑟2 = 𝑟2 ∘ 𝑠𝑟3  

2. Elemen 𝑠 komutatif dengan elemen 𝑠𝑟2,dan elemen 𝑠𝑟 komutatif dengan 𝑠𝑟3, 

𝑠 ∘ 𝑠𝑟2 = 𝑠𝑟2 ∘ 𝑠  𝑠𝑟 ∘ 𝑠𝑟3 = 𝑠𝑟3 ∘ 𝑠𝑟  
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Sehingga dapat digambarkan graf commuting-nya yaitu: 

 
Gambar 3.6 Graf Commuting dari Grup Dihedral-8  𝐷8  

 

Berdasarkan graf pada Gambar 3.6, didapatkan graf commuting dari 

𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3  pada grup 𝐷8 akan berbentuk graf komplit-4  𝐾4  yang terdiri 

dari empat titik 1, 𝑟, 𝑟2, dan 𝑟3, yang masing-masing titik berderajat 3 sebagai 

berikut 

 

Gambar 3.7 Graf Komplit (𝐾4) dari Grup Dihedral-8  𝐷8  

 

Graf commuting 𝐶 𝐷8, 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3   berbentuk graf komplit-4, maka 

grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷8, 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3   adalah 

himpunan permutasi dari  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3 . Grup automorfisma dari graf commuting 

𝐶 𝐷8, 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3   isomorfik dengan grup automorfisma pada graf komplit-

4 melalui korespondensi 1 ∽ 1, 𝑟 ∽ 2, 𝑟2 ∽ 3, 𝑟3 ∽ 4. Karena grup automorfisma 

dari graf commuting 𝐶 𝐷8, 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3   serupa dengan permutasi pada grup 

simetri-4, sehingga dapat disimpulkan pula bahwa grup automorfisma dari graf 
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commuting C 𝐷8, 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3   berbentuk grup simetri-4.  

Sedangkan untuk graf commuting dari 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3  pada grup 

𝐷8 akan berbentuk graf kincir 𝑊𝑑3,2 yang memiliki 5 titik  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3  yang 

masing-masing titik berderajat 2, kecuali unsur 1 (Karena titik 1 berderajat 4).  

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.8 Graf Kincir 𝑊𝑑3,2 dari Grup Dihedral-8  𝐷8  
 

Automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷8 , 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3   adalah 

sebagai berikut  

1.  1  𝑠  𝑠𝑟 (𝑠𝑟2)( 𝑠𝑟3) 

2.  1  𝑠 𝑠𝑟2  sr (sr3) 

3.  1  sr sr3  s (sr2) 

4.  1  s sr (sr2 sr3) 

5.  1  s sr2 (sr sr3) 

6.  1  s sr3 (sr sr2) 

7.  1  s sr sr2 sr3  

8.  1 ( s sr3 sr2 𝑠𝑟) 

Grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷12 , 𝑋2   isomorfik dengan 

grup automorfisma dari graf kincir 𝑊𝑑3,3 melalui korespondensi 1 ∽ 1, 𝑠𝑟2 ∽ 2, 

𝑠𝑟 ∽ 3, 𝑠𝑟3 ∽ 4. Karena pada grup dihedral-8 terdapat 2 unsur yang menjadi 

center grup yaitu unsur 1 dan unsur 𝑟2, maka kedudukan unsur 1 pada gambar 3.8 

graf kincir 𝑊𝑑3,2 dapat digantikan dengan unsur 𝑟2. Sehingga grup automorfisma 
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dari graf commuting 𝐶 𝐷8, 𝑋2  tetap isomorfik dengan grup automorfisma dari 

graf kincir 𝑊𝑑3,2.  

3.1.3 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-10 

 𝑫𝟐.𝟓  

Elemen-elemen dari grup dihedral-10 yaitu 

 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4 . Dengan operasi " ∘ ", maka diperoleh tabel 

Cayley sebagai berikut: 

Tabel 3.3 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-10 

° 
1 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒 𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 

1 1 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒 𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 

𝒓 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒 𝟏 𝒔𝒓𝟒 𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 

𝒓𝟐 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒 𝟏 𝒓 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 

𝒓𝟑 𝒓𝟑 𝒓𝟒 𝟏 𝒓 𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔 𝒔𝒓 

𝒓𝟒 𝒓𝟒 𝟏 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 s 

𝒔 𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 1 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒 

𝒔𝒓 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 s 𝒓𝟒 𝟏 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 

𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔 𝒔𝒓 𝒓𝟑 𝒓𝟒 𝟏 𝒓 𝒓𝟐 

𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 s 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒 𝟏 𝒓 

𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟒 s 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒 𝟏 

Dari Tabel 3.3, terlihat bahwa center grup dihedral-10 yaitu {1}, karena 1 

komutatif dengan semua elemen grup dihedral-10. Sehingga elemen-elemen yang 

saling komutatif adalah: 

1. Elemen 𝑟𝑖  saling komutatif, 

1 ∘ 𝑟 = 𝑟 ∘ 1  

1 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 1  

1 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 1  

1 ∘ 𝑟4 = 𝑟4 ∘ 1   

𝑟 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 𝑟  

𝑟 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟  

𝑟 ∘ 𝑟4 = 𝑟4 ∘ 𝑟  

𝑟2 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟2  

𝑟2 ∘ 𝑟4 = 𝑟4 ∘ 𝑟2  

𝑟3 ∘ 𝑟4 = 𝑟4 ∘ 𝑟3  

2. 1 komutatif dengan elemen 𝑠𝑟𝑖 , 

𝑠 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠  𝑠𝑟2 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠𝑟2  𝑠𝑟4 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠𝑟4 
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𝑠𝑟 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠𝑟  𝑠𝑟3 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠𝑟3  

Sehingga dapat digambarkan graf commuting-nya yaitu: 

 

Gambar 3.9 Graf commuting dari Grup Dihedral-10  𝐷10  
 

Berdasarkan graf pada Gambar 3.9, didapatkan graf commuting dari 

𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4  pada grup 𝐷10  akan berbentuk graf komplit-5  𝐾5  yang 

terdiri dari lima titik 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3 dan 𝑟4, yang masing-masing titik berderajat 4 

sebagai berikut 

 

 

 

 

 
 

Gambar 3.10 Graf Komplit-5 (𝐾5) dari Grup Dihedral-10  𝐷10  

 

Graf commuting 𝐶 𝐷10 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4   berbentuk graf komplit-5, 

maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷10 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4   

adalah himpunan permutasi dari  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4 . Grup automorfisma dari graf 

commuting 𝐶 𝐷10 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4   isomorfik dengan grup automorfisma 

pada graf komplit-5 melalui korespondensi 1 ∽ 1, 𝑟 ∽ 2, 𝑟2 ∽ 3, 𝑟3 ∽ 4, 𝑟4 ∽

5. Karena grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷10 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4   
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serupa dengan permutasi pada grup simetri-5, maka dapat disimpulkan pula 

bahwa grup automorfisma dari graf commuting C 𝐷10 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4   

berbentuk grup simetri-5.  

Sedangkan untuk graf commuting dari 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4  pada 

grup 𝐷10  akan berbentuk graf bintang-5  𝐾1,5  terdiri dari enam titik 𝑉(𝐾1,5) =

{1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4} yang masing-masing titik berderajat 1 kecuali unsur 1, 

sebagai berikut 

 

 

 

 

Gambar 3.11 Graf Bintang-5 (𝐾1,5) dari Grup Dihedral-10  𝐷10  
 

Grup automorfisma pada graf commuting dari 𝑋2 = {1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4} 

isomorfik dengan grup automorfisma pada graf bintang-5 𝐾1,5   melalui 

korespondensi 1 ∽ 1, 𝑠 ∽ 2, 𝑠𝑟 ∽ 3, 𝑠𝑟2 ∽ 4, 𝑠𝑟3 ∽ 5, 𝑠𝑟6 ∽ 6. Karena grup 

automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷10 , 𝑋2 = {1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4}  serupa 

dengan permutasi pada grup simetri-5, maka grup automorfisma pada graf 

commmuting 𝐶 𝐷10 , 𝑋2 = {1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4}  berbentuk grup simetri-5.  

 

3.1.4 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-12 

 𝑫𝟐.𝟔  

Elemen-elemen dari grup dihedral-12 yaitu {1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2,

𝑠𝑟3,  𝑠𝑟4,  𝑠𝑟5}. Dengan operasi " ∘ ", maka diperoleh tabel Cayley sebagai 

berikut:  
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Tabel 3.4 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-12 

° 1 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒  𝒓𝟓  𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟓  

1 1 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒  𝒓𝟓  𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟓  

𝒓 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒  𝒓𝟓  1 𝒔𝒓𝟓  𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 

𝒓𝟐 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒  𝒓𝟓  1 r 𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟓  𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 

𝒓𝟑 𝒓𝟑 𝒓𝟒  𝒓𝟓  1 𝒓 𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟓  𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 

𝒓𝟒 𝒓𝟒 𝒓𝟓  1 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟓  𝒔 𝒔𝒓 

𝒓𝟓  𝒓𝟓  1 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒  𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟓  s 

𝒔 𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟓  1 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒  𝒓𝟓  

𝒔𝒓 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟓  s 𝒓𝟓  1 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒  

𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟓  𝒔 𝒔𝒓 𝒓𝟒 𝒓𝟓  1 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 

𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟓  𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒  𝒓𝟓  1 𝒓 𝒓𝟐 

𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟒 𝒔𝒓𝟓  𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒  𝒓𝟓  1 r 
𝒔𝒓𝟓  𝒔𝒓𝟓  𝒔 𝒔𝒓 𝒔𝒓𝟐 𝒔𝒓𝟑 𝒔𝒓𝟒 𝒓 𝒓𝟐 𝒓𝟑 𝒓𝟒  𝒓𝟓  1 

Berdasarkan Tabel 3.4, terdapat dua elemen yang menjadi center grup 

yaitu {1, 𝑟3}, karena keduanya bersifat komutatif  dengan semua elemen grup 

dihedral-12. Sehingga elemen-elemen yang saling komutatif pada grup dihedral-

12 adalah sebagai berikut: 

1. 𝑟3 komutatif dengan semua unsur 𝐷12 , 

1 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 1  

𝑟 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟  

𝑟2 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟2  

𝑠 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑠  

𝑠𝑟 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑠𝑟  

𝑠𝑟2 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑠𝑟2  

𝑟4 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟4  

𝑟5 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟5  

𝑠𝑟3 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑠𝑟3  

𝑠𝑟4 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑠𝑟4  

𝑠𝑟5 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑠𝑟5  

2. Elemen 𝑠 komutatif dengan elemen 𝑠𝑟3, elemen 𝑠𝑟 komutatif dengan 𝑠𝑟4, 

dan elemen 𝑠𝑟2 komutatif dengan 𝑠𝑟5 

𝑠 ∘ 𝑠𝑟3 = 𝑠𝑟3 ∘ 𝑠 𝑠𝑟 ∘ 𝑠𝑟4 = 𝑠𝑟4 ∘ 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 ∘ 𝑠𝑟5 = 𝑠𝑟5 ∘ 𝑠𝑟2 

Sehingga dapat digambarkan graf commuting-nya yaitu: 
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Gambar 3.12 Graf Commuting dari Grup Dihedral-12 (𝐷12) 

 

Berdasarkan graf pada Gambar 3.12, didapatkan graf commuting dari 

𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5  pada grup 𝐷12  akan berbentuk graf komplit-6  𝐾6  yang 

terdiri dari enam titik 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, dan 𝑟5, yang masing-masing titik berderajat 5 

sebagai berikut 

 

Gambar 3.13 Graf Komplit-6 (𝐾6) dari Grup Dihedral -12 (𝐷12) 

 

Graf commuting 𝐶 𝐷12 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5   berbentuk graf komplit-

6, maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷12 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5   

adalah himpunan permutasi dari  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5 . Grup automorfisma dari graf 

commuting  𝐷12 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5   isomorfik dengan grup automorfisma 

pada graf komplit-6 melalui korespondensi 1 ∽ 1, 𝑟 ∽ 2, 𝑟2 ∽ 3, 𝑟3 ∽ 4, 𝑟4 ∽

5, 𝑟5 ∽ 6. Karena grup automorfisma dari graf commuting  𝐷12 , 𝑋1 =

 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5   serupa dengan permutasi pada grup simetri-6, sehingga dapat 

disimpulkan pula bahwa grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷12 , 𝑋1 =
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 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5   berbentuk grup simetri-6.  

Sedangkan untuk graf commuting dari 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5  

pada grup 𝐷12  akan berbentuk graf kincir 𝑊𝑑3,3 yang memiliki 7 titik 

 1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5  yang masing-masing titik berderajat 2, kecuali unsur 1 

(karena titik 1 berderajat 6). 

 

Gambar 3.14 Graf Kincir (𝑊𝑑4,4) dari Grup Dihedral -12 (𝐷12) 

 

Grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷12 , 𝑋2   isomorfik dengan 

grup automorfisma dari graf kincir 𝑊𝑑3,3 melalui korespondensi 1 ∽ 1, 𝑠 ∽ 2,

𝑠𝑟3 ∽ 3, 𝑠𝑟2 ∽ 4, 𝑠𝑟5 ∽ 5, 𝑠𝑟 ∽ 6, 𝑠𝑟4 ∽ 7. Karena pada grup dihedral-12 

terdapat 2 unsur yang menjadi center grup yaitu unsur 1 dan unsur 𝑟3, maka 

kedudukan unsur 1 pada Gambar 3.14 graf kincir 𝑊𝑑3,3 dapat digantikan dengan 

unsur 𝑟3. Sehingga grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷12 , 𝑋2  tetap 

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir 𝑊𝑑3,3. 

 

3.1.5 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-14 

(𝑫𝟐⋅𝟕) 

Elemen-elemen dari grup dihedral-14 yaitu 

 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6 . Dengan operasi " ∘ ", maka 

diperoleh tabel Cayley sebagai berikut: 



39 

 

Tabel 3.5 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-14 

° 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑟3 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟4 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟5 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟6 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟5 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 𝑟 

𝑠𝑟6 𝑠𝑟6 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 1 

 

Berdasarkan Tabel 3.5, center grup dihedral-14 adalah {1}, karena 1 

komutatif dengan semua elemen grup dihedral-14. Sehingga dapat ditentukan 

elemen-elemen yang saling komutatif adalah: 

1. Elemen 𝑟𝑖  saling komutatif, 

1 ∘ 𝑟 = 𝑟 ∘ 1  

1 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 1  

1 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 1  

1 ∘ 𝑟4 = 𝑟4 ∘ 1  

1 ∘ 𝑟5 = 𝑟5 ∘ 1  

1 ∘ 𝑟6 = 𝑟6 ∘ 1  

𝑟 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 𝑟  

𝑟 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟  

𝑟 ∘ 𝑟4 = 𝑟4 ∘ 𝑟  

𝑟 ∘ 𝑟5 = 𝑟5 ∘ 𝑟  

𝑟 ∘ 𝑟6 = 𝑟6 ∘ 𝑟  

𝑟2 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟2  

𝑟4 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟4  

𝑟5 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟5  

𝑟6 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟6  

𝑟5 ∘ 𝑟4 = 𝑟4 ∘ 𝑟5  

𝑟6 ∘ 𝑟4 = 𝑟4 ∘ 𝑟5  

𝑟5 ∘ 𝑟6 = 𝑟6 ∘ 𝑟5  

2. 1 komutatif dengan elemen 𝑠𝑟𝑖 , 

𝑠 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠  𝑠𝑟 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠𝑟  𝑠𝑟2 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠𝑟2  

𝑠𝑟3 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠𝑟3  𝑠𝑟4 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠𝑟4  𝑠𝑟5 ∘ 1 = 1 ∘ 𝑠𝑟5  

𝑠𝑟6 ∘ 1 = 1 ∘  𝑠𝑟6  

Sehingga dapat digambarkan graf commuting-nya yaitu: 
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Gambar 3.15 Graf Commuting dari Grup Dihedral-14 𝐷14  
 

Berdasarkan graf pada Gambar 3.15, didapatkan graf commuting dari 

𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6  dari grup 𝐷14  akan berbentuk graf komplit-7  𝐾7  

yang terdiri dari tujuh titik 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, dan 𝑟6, yang masing-masing titik 

berderajat 6 sebagai berikut 

 

Gambar 3.16 Graf Komplit (𝐾7) dari Grup Dihedral-14 𝐷14  
 

Karena graf commuting 𝐶 𝐷14 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6   berbentuk 

graf komplit-7, maka grup automorfisma dari graf commuting  𝐶 𝐷14 , 𝑋1 =

 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6   adalah himpunan permutasi dari  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6 . 

Grup automorfisma dari graf commuting  𝐶 𝐷14 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6   

isomorfik dengan grup automorfisma pada graf komplit-7 melalui korespondensi 

1 ∽ 1,𝑟 ∽ 2, 𝑟2 ∽ 3, 𝑟3 ∽ 4, 𝑟4 ∽ 5, 𝑟5 ∽ 6, 𝑟6 ∽ 7. Karena grup automorfisma 

dari graf commuting 𝐶 𝐷14 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6   serupa dengan 

permutasi pada grup simetri-7, maka dapat disimpulkan pula bahwa grup 
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automorfisma dari graf commuting C 𝐷14 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6   berbentuk 

grup simetri-7.  

Sedangkan untuk graf commuting dari 

𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6  dari grup 𝐷14  akan berbentuk graf bintang-7 

 𝐾1,7  yang terdiri dari delapan titik 𝑉(𝐾1,7) = {1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6} 

yang masing-masing titik berderajat 1 kecuali unsur 1, sebagai berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.17 Graf Bintang (𝐾1,7) dari Grup Dihedral-14 𝐷14  
 

Grup automorfisma pada graf commuting dari 

𝑋2 = {1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6} isomorfik dengan grup automorfisma pada 

graf bintang-7 𝐾1,7   melalui korespondensi 1 ∽ 1, 𝑠 ∽ 2, 𝑠𝑟 ∽ 3, 𝑠𝑟2 ∽

4, 𝑠𝑟3 ∽ 5, 𝑠𝑟4 ∽ 6, 𝑠𝑟5 ∽ 7, 𝑠𝑟6 ∽ 8. Karena grup automorfisma pada graf 

commuting 𝐶 𝐷14 , 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6    serupa dengan 

permutasi pada grup simetri-7, maka grup automorfisma pada graf commuting 

𝐶 𝐷14 , 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6   berbentuk grup simetri-7.  

 

3.1.6 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-16 

(𝑫𝟐⋅𝟖) 
 

Elemen-elemen dari grup dihedral-16 yaitu 

 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7 . Dengan operasi " ∘ ", 

maka diperoleh tabel Cayley sebagai berikut: 
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Tabel 3.6 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-16 

° 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 

1 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 

𝑟 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 

𝑟2 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 

𝑟3 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 

𝑟4 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 

𝑟5 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 

𝑟6 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 

𝑟7 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 

𝑠 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 

𝑠𝑟 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 

𝑠𝑟2 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 

𝑠𝑟3 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 

𝑠𝑟4 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 𝑟3 

𝑠𝑟5 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 𝑟2 

𝑠𝑟6 𝑠𝑟6 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 𝑟 

𝑠𝑟7 𝑠𝑟7 𝑠 𝑠𝑟 𝑠𝑟2 𝑠𝑟3 𝑠𝑟4 𝑠𝑟5 𝑠𝑟6 𝑟 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6 𝑟7 1 

Berdasarkan Tabel 3.6, terdapat dua elemen yang menjadi center grup yaitu 

{1, 𝑟4}, karena keduanya bersifat komutatif  dengan semua elemen grup dihedral-

16. Sehingga elemen-elemen yang saling komutatif adalah: 

1. Elemen 𝑟𝑖  saling komutatif 

𝑟 ∘ 𝑟2 = 𝑟2 ∘ 𝑟  

𝑟 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟  

𝑟 ∘ 𝑟4 = 𝑟4 ∘ 𝑟  

𝑟 ∘ 𝑟5 = 𝑟5 ∘ 𝑟  

𝑟 ∘ 𝑟6 = 𝑟6 ∘ 𝑟  

𝑟 ∘ 𝑟7 = 𝑟7 ∘ 𝑟  

 𝑟2 ∘ 𝑟3 = 𝑟3 ∘ 𝑟2  

 𝑟2° ∘= 𝑟4 ∘ 𝑟2  

𝑟2° ∘= 𝑟5 ∘ 𝑟2  

 𝑟2 ∘ 𝑟6 = 𝑟6 ∘ °𝑟2  

 𝑟2 ∘ 𝑟7 = 𝑟7 ∘ 𝑟2  
𝑟3 ∘ 𝑟4 = 𝑟4 ∘ 𝑟3  

  𝑟3 ∘ 𝑟5 = 𝑟5 ∘ 𝑟3  

𝑟3 ∘ 𝑟6 = 𝑟6 ∘ 𝑟3  

𝑟3 ∘ 𝑟7 = 𝑟7 ∘ 𝑟3  

𝑟4 ∘ 𝑟5 = 𝑟5 ∘ 𝑟4  

𝑟4 ∘ 𝑟6 = 𝑟6 ∘ 𝑟4  

𝑟4 ∘ 𝑟7 = 𝑟7 ∘ 𝑟4  

𝑟5 ∘ 𝑟6 = 𝑟6 ∘ 𝑟5  

𝑟5 ∘ 𝑟7 = 𝑟7 ∘ 𝑟5  

  𝑟6 ∘ 𝑟7 = 𝑟7 ∘ 𝑟6  

 

2. 1 dan 𝑟4 saling komutatif dengan elemen 𝑠𝑟𝑖  

1 ∘ 𝑠 = 𝑠 ∘ 1  

1 ∘ 𝑠𝑟 = 𝑠𝑟 ∘ 1  

1 ∘ 𝑠𝑟2 = 𝑠𝑟2 ∘ 1  

1 ∘ 𝑠𝑟3 = 𝑠𝑟3 ∘ 1  

1 ∘ 𝑠𝑟5 = 𝑠𝑟5 ∘ 1  

1 ∘ 𝑠𝑟6 = 𝑠𝑟6 ∘ 1  

  1 ∘ 𝑠𝑟7 = 𝑠𝑟7 ∘ 1 

𝑟4 ∘ 𝑠 = 𝑠 ∘ 𝑟4  

𝑟4 ∘ 𝑠𝑟 = 𝑠𝑟 ∘ 𝑟4  

𝑟4 ∘ 𝑠𝑟2 = 𝑠𝑟2 ∘ 𝑟4  

𝑟4 ∘ 𝑠𝑟3 = 𝑠𝑟3°𝑟4  

𝑟4 ∘ 𝑠𝑟5 = 𝑠𝑟5 ∘ 𝑟4  

𝑟4 ∘ 𝑠𝑟6 = 𝑠𝑟6 ∘ 𝑟4  

   𝑟4 ∘ 𝑠𝑟7 = 𝑠𝑟7 ∘ 𝑟4
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3. Elemen 𝑠 komutatif dengan elemen 𝑠𝑟3, elemen 𝑠𝑟 komutatif dengan 𝑠𝑟4, 

dan elemen 𝑠𝑟2 komutatif dengan 𝑠𝑟5 

𝑠 ∘ 𝑠𝑟4 = 𝑠𝑟4 ∘ 𝑠  

𝑠𝑟 ∘ 𝑠𝑟5 = 𝑠𝑟5 ∘ 𝑠𝑟  

𝑠𝑟2 ∘ 𝑠𝑟6 = 𝑠𝑟6 ∘ 𝑠𝑟2  

𝑠𝑟3 ∘ 𝑠𝑟7 = 𝑠𝑟7 ∘ 𝑠𝑟3  

Sehingga dapat digambarkan graf commuting-nya yaitu: 

 

Gambar 3.18 Graf Commuting dari Grup Dihedral-16  𝐷16  
 

 Berdasarkan graf pada Gambar 3.18, didapatkan graf commuting dari 

𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7  pada grup 𝐷16  akan berbentuk graf komplit-8 

 𝐾8  yang terdiri dari delapan titik 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, dan 𝑟7, yang masing-

masing titik berderajat-7 sebagai berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3.19 Graf Komplit (𝐾8) dari Grup Dihedral-16  𝐷16  

Graf commuting 𝐶 𝐷16 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7   berbentuk graf 

komplit-8, maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷16 , 𝑋1 =

 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7   adalah himpunan permutasi dari 
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 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7 . Grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷16 , 𝑋1 =

 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7   isomorfik dengan grup automorfisma pada graf 

komplit-8 melalui korespondensi 1 ∽ 1, 𝑟 ∽ 2, 𝑟2 ∽ 3, 𝑟3 ∽ 4, 𝑟4 ∽ 5, 𝑟5 ∽

6, 𝑟6 ∽ 7, 𝑟7 ∽ 8. Karena grup automorfisma pada graf 𝐶 𝐷16 , 𝑋1 =

 1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7   serupa dengan permutasi pada grup simetri-8, maka 

grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷16 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7   

berbentuk grup simetri-8.  

Sedangkan untuk graf commuting dari 

𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7  pada grup 𝐷16  akan berbentuk graf 

kincir 𝑊𝑑3,4 yang memiliki 9 titik  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7  yang 

masing-masing simpul berderajat 2, kecuali unsur 1 (Karena titik 1 berderajat 8). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3.20 Graf Kincir (𝑊𝑑3,4) dari Grup Dihedral -16 (𝐷16) 

 

Grup automorfisma dari graf commuting 

𝐶 𝐷16 , 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, 𝑠𝑟3, 𝑠𝑟4, 𝑠𝑟5, 𝑠𝑟6, 𝑠𝑟7   isomorfik dengan grup 

automorfisma dari graf kincir 𝑊𝑑3,4 melalui korespondensi 1 ∽ 1, 𝑠 ∽ 2, 𝑠𝑟4 ∽

3, 𝑠𝑟 ∽ 4, 𝑠𝑟5 ∽ 5, 𝑠𝑟2 ∽ 6, 𝑠𝑟6 ∽ 7, 𝑠𝑟3 ∽ 8, 𝑠𝑟7 ∽ 9. Karena pada grup 

dihedral-16 terdapat 2 unsur yang menjadi center grup yaitu unsur 1 dan unsur 

𝑟4, maka kedudukan unsur 1 pada gambar 3.20 graf kincir 𝑊𝑑3,4 dapat 
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digantikan dengan unsur 𝑟4. Sehingga grup automorfisma dari graf commuting 

𝐶 𝐷16 , 𝑋2  tetap isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir 𝑊𝑑3,4. 

Berdasarkan beberapa contoh kasus pada bagian sebelumnya, maka dapat 

dirumuskan beberapa teorema sebagai berikut  

Teorema 1 

Misalkan 𝐷2𝑛 =  1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−𝑖 , 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2,… , 𝑠𝑟𝑛−𝑖  adalah grup 

dihedral dengan 𝑛 ∈ ℕ, dengan 𝑛 ≥ 3. Kemudian misalkan 𝑋1 =

 1, 𝑟, 𝑟2,… , 𝑟𝑛−𝑖  adalah subset dari 𝐷2𝑛 , maka grup automorfisma dari 

graf commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋1  isomorfik dengan grup automorfisma dari graf 

komplit-n  𝐾𝑛  yaitu berbentuk grup simetri-n  𝑆𝑛 .  

Bukti  

Berdasarkan definisi graf komplit yang menyatakan bahwa setiap titik 

berbeda saling terhubung langsung, maka pemetaan automorfisma titik 

pada graf komplit dapat dilakukan terhadap dirinya sendiri dan semua titik 

lainnya. Karena graf commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2,… , 𝑟𝑛−1   

berbentuk graf komplit dan automorfisma yang terbentuk adalah himpunan 

permutasi dari  1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1 , maka grup automorfisma pada graf 

commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2,… , 𝑟𝑛−1   isomorfik dengan grup 

automorfisma pada graf komplit-𝑛  𝐾𝑛  yang serupa pula dengan grup 

automorfisma pada grup simetri-𝑛  𝑆𝑛 . Sehingga dapat disimpulkan pula 

bahwa grup automorfisma dari graf 

commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2,… , 𝑟𝑛−1   isomorfik dengan grup 

automorfisma dari graf komplit-n  𝐾𝑛  yaitu berbentuk grup simetri-n 

 𝑆𝑛 .  
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Teorema 2. 

Misalkan 𝐷2𝑛 =  1, 𝑟, 𝑟2,… , 𝑟𝑛−𝑖 , 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−𝑖  adalah grup dihedral 

dengan 𝑛 ∈ ℕ,  dan 𝑛 adalah bilangan ganjil lebih dari atau sama dengan 3, 

kemudian misalkan 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−𝑖  adalah subset dari 𝐷2𝑛 , 

maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋2  akan isomorfik 

dengan grup automorfisma dari graf bintang 𝐾1,𝑛  yaitu berbentuk grup 

simetri-n  𝑆𝑛 .  

Bukti. 

Karena unsur 1 saling komutatif dengan semua unsur pada 𝑋2, sedangkan 

semua anggota himpunan 𝑋2 (kecuali unsur 1) tidak saling komutatif, maka 

graf commuting yang terbentuk dari 𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2,… , 𝑠𝑟𝑛−𝑖  akan 

berupa graf bintang 𝐾1,𝑛 . Automorfisma pada graf commuting dari 𝑋2 =

 1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−𝑖  serupa dengan automorfisma pada graf bintang 𝐾1,𝑛 . 

Sehingga grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋2  isomorfik 

dengan grup automorfisma dari graf bintang  𝐾1,𝑛 .  Karena pola 

automorfisma yang terbentuk dari keduanya menyerupai permutasi pada 

grup simetri-𝑛, maka dapat disimpulkan bahwa grup automorfisma dari graf 

commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋2  isomorfik dengan grup automorfisma dari graf 

bintang  𝐾1,𝑛  yaitu berbentuk grup simetri-𝑛  𝑆𝑛 .  

Teorema 3. 

Misalkan 𝐷2𝑛 =  1, 𝑟, 𝑟2,… , 𝑟𝑛−𝑖 , 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−𝑖  adalah grup dihedral 

dengan 𝑛 ∈ ℕ, dan 𝑛 adalah bilangan genap lebih dari 3. Misalkan 𝑋2 =

 1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−𝑖  atau 𝑋2 =  𝑟
𝑛

2 , 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−𝑖  adalah subset 
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dari 𝐷2𝑛 , maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋  

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir 𝑊3,
𝑛

2
. 

Bukti. 

Diketahui dari beberapa contoh kasus pada bagian sebelumnya bahwa untuk 

𝑛 genap lebih dari 3 pada 𝐷2𝑛 , terdapat 2 unsur yang menjadi center grup, 

yaitu 1 dan 𝑟
𝑛

2 , sehingga unsur 1 atau 𝑟
𝑛

2  menjadi titik pusat dari graf 

commuting. Karena 𝑛 bilangan asli genap, maka 𝑠 dan 𝑠𝑟
𝑛

2 , 𝑠𝑟 dan 𝑠𝑟
𝑛

2
+1

, 

𝑠𝑟2 dan 𝑠𝑟
𝑛

2
+2, … , 𝑠𝑟

𝑛

2
−1

 dan 𝑠𝑟𝑛−1 akan saling terhubung langsung di 

𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋2 . Dengan demikian graf commuting yang memuat 𝑋2 =

 1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−𝑖  atau 𝑋2 =  𝑟
𝑛

2  , 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−𝑖  adalah subset 

dari 𝐷2𝑛  yang akan berbentuk graf kincir 𝑊3,
𝑛

2
. Karena grup automorfisma 

dari graf commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋2  serupa dengan grup automorfisma dari graf 

kincir 𝑊3,
𝑛

2
, sehingga dapat disimpulkan bahwa grup automorfisma dari graf 

commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋2  isomorfik dengan grup automorfisma graf kincir 

𝑊3,
𝑛

2
.  

 

3.2 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Simetri 

3.2.1. Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Simetri-3  𝑺𝟑  

Misal diberikan himpunan tak kosong  Ω, dengan Ω =  1,2,3 , apabila 

dikenai fungsi bijektif dari Ω → Ω, maka dapat dituliskan fungsi bijektif tersebut 

dalam bentuk sikel sebagai berikut: 

1.  1  2  3  

2.  123  

3.  132  

4.  1  23  
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5.  2  13  6.  3  12  

Misal 𝑆3 =  1,  123 ,  132 ,  23 ,  13 ,  12  , apabila dikenai operasi 

komposisi " ∘ " pada 𝑆3 maka struktur  𝑆3,∘  membentuk grup simetri-3. Ambil 𝑋 

adalah himpunan yang memuat sikel 2 tunggal dan unsur  1  (sebagai unsur 

identitas), dengan syarat unsur yang memuat sikel 2 tunggal tersebut berbentuk 

 1 𝑚 , dimana 𝑚 ∈ ℕ,  dan 2 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛. Misal diambil  𝑋 =   1 ,  12 ,  13  , 

dengan 𝑋 adalah subset dari 𝑆3. Kemudian mengoperasikan setiap unsur pada 

himpunan 𝑋 tersebut dengan fungsi komposisi " ∘ ", maka diperoleh elemen yang 

saling komutatif sebagai berikut  

 1 ∘  12 =  1 2 ∘  1   

 1 ∘  13 =  13 ∘  1   

Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting-nya 

sebagai berikut. 

         𝟏𝟐                               𝟏𝟑  

 

 

 

        𝟏   
 

Gambar 3.21 Graf Bintang (𝐾1,2) dari Grup Simetri - 3 (S3) 

Graf commuting dari 𝑋 =   1 ,  12 ,  13   pada grup simetri-3 berbentuk 

graf bintang-2  𝐾1,2  yang terdiri dari tiga titik 𝑉 𝐾1,2 =   1 ,  12 ,  13  , 

dengan masing-masing titik berderajat satu kecuali unsur 1. Grup automorfisma 

pada graf commuting dari 𝐶 𝑆3,𝑋 =   1 ,  12 ,  13     isomorfik dengan grup 

automorfisma pada graf bintang-2  𝐾1,2  melalui korespondensi  1 ∽ 1,  12 ∽

2,  13 ∽ 3. Karena grup automorfisma pada graf commuting dari 𝐶 𝑆3,𝑋 =
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  1 ,  12 ,  13    serupa dengan permutasi pada grup simetri-2, maka grup 

automorfisma pada graf commuting 𝐶 𝑆3,𝑋  akan isomorfik dengan grup 

automorfisma dari graf bintang-2  𝐾1,2  yaitu berbentuk grup simetri-2.  

Selanjutnya, ambil 𝑌 adalah himpunan yang memuat sikel 3 tunggal dan 1 

(sebagai elemen identitas) yang dapat membentuk pola graf lain, yaitu misalkan  

𝑌 =   1 ,  123 ,  132  , 𝑌 ⊆ 𝑆𝑛 . Kemudian mengoperasikan setiap unsur pada 𝑌 

tersebut dengan fungsi komposisi " ∘ ", maka diperoleh elemen yang saling 

komutatif sebagai berikut 

 1 ∘  1 2 3 =  1 2 3 ∘  1   

 1 ∘  132 =  132 ∘  1   

 1 2 3 ∘  1 3 2 =  132 ∘  1 2 3   

Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting dari 𝑌 

sebagai berikut. 

 

 

 

 

Gambar 3.22 Graf Kincir (𝑊𝑑3,1) dari Grup Simetri - 3 (S3) 

Terlihat pada Gambar 3.22 bahwa graf commuting dari 

𝑌 =   1 ,  123 ,  132   pada grup simetri-3 berbentuk graf kincir 𝑊𝑑3,1, yaitu 

graf kincir dengan satu daun kincir. Grup automorfisma dari graf commuting 

 𝐶 𝑆3,𝑌 =   1 ,  123 ,  132    isomorfik dengan pola automorfisma pada graf 

kincir 𝑊𝑑3,1 melalui korespondensi   1 ∽ 1,  123 ∽ 2,  132 ∽ 3.  
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3.2.2. Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Simetri-4  𝑺𝟒  

Misal diberikan himpunan tak kosong  Ω, dengan Ω =  1,2,3,4 , apabila 

dikenai fungsi bijektif dari Ω → Ω, maka dapat dituliskan fungsi bijektif tersebut 

dalam bentuk sikel sebagai berikut: 

1.  1  2  3  4  
2.  1234  
3.  1243  
4.  1324  
5.  1342  
6.  1423  
7.  1432  
8.  1  234  

9.  1  243  
10.  2  134  
11.  2  143  
12.  3  124  
13.  3  142  
14.  4  123  
15.  4  132  
16.  1  2  34  

17.  1  3  24  
18.  1  4  23  
19.  2  3  14  
20.  2  4  13  
21.  3  4  12  
22.  12  34  
23.  13  24  
24.   14  23 

 

Misal 𝑆4 adalah himpunan yang memuat sikel-sikel tersebut, apabila 

dikenai operasi komposisi " ∘ " pada 𝑆4 maka struktur  𝑆4,∘  membentuk grup 

simetri-4. Ambil 𝑋 adalah himpunan yang memuat sikel 2 tunggal dan unsur  1  

(sebagai unsur identitas), dengan syarat unsur yang memuat sikel 2 tunggal 

tersebut berbentuk  1 𝑚 , dimana 𝑚 ∈ ℕ,  dan 2 ≤ 𝑚 ≤ 4. Maka, misal diambil 

𝑋 =   1 ,  12 ,  13 ,  14   dengan 𝑋 adalah subset dari 𝑆4. Kemudian 

mengoperasikan setiap unsur pada himpunan 𝑋 tersebut dengan fungsi komposisi 

" ∘ ", maka diperoleh elemen yang saling komutatif sebagai berikut   

 1 ∘  12 =  12 ∘  1   

 1 ∘  13 =  13 ∘  1   

 1 ∘  14 =  14 ∘  1   

Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting dari 

elemen tersebut. 
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                13  
  

 

           12                                             14  
 

 

 

 

 

                𝟏  
 

Gambar 3.23 Graf Bintang-3 (𝐾1,3) dari Grup Simetri-4 (S4) 

 

Graf commuting dari 𝑋 =   1 ,  12 ,  13  14   pada grup simetri-4 

berbentuk graf bintang-3  𝐾1,3  yang terdiri dari empat titik 𝑉 𝐾1,3 =

  1 ,  12 ,  13 ,  14  , dengan masing-masing titik berderajat satu kecuali unsur 

1. Grup automorfisma pada graf commuting dari 

𝐶 𝑆3,𝑋 =   1 ,  12 ,  13 ,  14     isomorfik dengan grup automorfisma pada 

graf bintang-3  𝐾1,3  melalui melalui korespondensi  1 ∽ 1,  12 ∽ 2,  13 ∽

3,  14 ∽ 4. Karena grup automorfisma pada graf commuting dari 𝐶 𝑆4,𝑋 =

  1 ,  12 ,  13 ,  14    serupa dengan permutasi pada grup simetri-3, maka grup 

automorfisma pada graf commmuting 𝐶 𝑆4,𝑋  akan isomorfik dengan grup 

automorfisma dari graf bintang-3  𝐾1,3  yaitu berbentuk grup simetri-3.  

Selanjutnya, ambil 𝑌 adalah himpunan yang memuat memuat sikel 3 

tunggal dan 1 (sebagai elemen identitas) yang dapat membentuk pola graf lain, 

yaitu misalkan  𝑌 =  
 1 ,  123 ,  132 ,  124 ,  142 ,

 134 ,  143 ,  234 ,  243 
 , 𝑌 ⊆ 𝑆𝑛 . Kemudian 

mengoperasikan setiap unsur pada 𝑌 tersebut dengan fungsi komposisi " ∘ ", maka 

diperoleh elemen yang saling komutatif sebagai berikut 

 1 ∘  1  234 =  1  234 ∘  1   

 1 ∘  1  243 =  1  243 ∘  1   

 1 ∘  2  134 =  2  134 ∘  1   

 1 ∘  2  143 =  2  143 ∘  1   

 1 ∘  3  124 =  3  124 ∘  1   

 1 ∘  3  142 =  3  142 ∘  1   
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 1 ∘  4  123 =  4  123 ∘  1   1 ∘  4  132 =  4  132 ∘  1 

  1  234 ∘  1  243 =  1  243 ∘  1  234   

 2  134 ∘  2  143 =  2  143 ∘  2  134   

 3  124 ∘  3  142 =  3  142 ∘  3  124   

 4  123 ∘  4  132 =  4  132 ∘  4  123   

Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting dari 

elemen tersebut. 

   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3.24 Graf Kincir-4 (𝑊𝑑3,4) dari Grup Simetri-4 (S4) 

 

Terlihat pada Gambar 3.24 bahwa graf commuting dari 

𝑌 =   1 ,  123 ,  132 ,  124 ,  142 ,  134 ,  143 ,  234 ,  243   pada grup 

simetri-4 berbentuk graf kincir 𝑊𝑑3,4, yaitu graf kincir dengan empat daun kincir. 

Grup automorfisma dari graf commuting 

𝐶 𝑆4,𝑌 =   1 ,  123 ,  132 ,  124 ,  142 ,  134 ,  143 ,  234 ,  243    

isomorfik dengan pola automorfisma pada graf kincir 𝑊𝑑3,4 melalui 

korespondensi   1 ∽ 1,  234 ∽ 2,  243 ∽ 3,  134 ∽ 4,  143 ∽ 5,  124 ∽

6,  142 ∽ 7,  123 ∽ 8,  132 ∽ 9.  

 

 



53 

 

3.2.3. Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Simetri-5  𝑺𝟓  

Misal diberikan himpunan tak kosong  Ω, dengan Ω =  1,2,3,4,5 , apabila 

dikenai fungsi bijektif dari Ω → Ω, maka dapat dituliskan fungsi bijektif tersebut 

dalam bentuk sikel sebagai berikut: 

1.  1  2  3  4  5  

2.  1  2345  

3.  1  2354  

4.  1  2435  

5.  1  2453  

6.  1  2534  

7.  1  2543  

8.  2  1345  

9.  2  1354  

10.  2  1435  

11.  2  1453  

12.  2  1534  

13.  2  1543  

14.  3  1245  

15.  3  1254  

16.  3  1425  

17.  3  1452  

18.  3  1524  

19.  3  1542  

20.  4  1235  

21.  4  1253  

22.  4  1325  

23.  4  1352  

24.  4  1523  

25.  4  1532  

26.  5  1234  

27.  5  1243  

28.  5  1324  

29.  5  1342  

30.  5  1423  

31.  5  1432  

32.  1  2  345  

33.  1  2  354  

34.  1  3  245  

35.  1  3  254  

36.  1  4  235  

37.  1  4  253  

38.  1  5  234  

39.  1  5  243  

40.  2  3  145  

41.  2  3  154  

42.  2  4  135  

43.  2  4  153  

44.  2  5  134  

45.  2  5  143  

46.  3  4  125  

47.  3  4  152  

48.  3  5  124  

49.  3  5  142  

50.  4  5  123  

51.  4  5  132  

52.  1  2  3  45  

53.  1  2  4  35  

54.  1  2  5  34  

55.  2  3  4  15  

56.  2  3  5  14  

57.  2  4  5  13  

58.  3  4  5  12  

59.  1  4  5  23  

60.  1  3  5  24  

61.  1  3  4  25  

62.  1  23  45  

63.  1  24  35  

64.  1  25  34  

65.  2  13  45  

66.  2  14  35  

67.  2  15  34  

68.  3  12  45  

69.  3  14  25  

70.  3  15  24  

71.  4  12  35  

72.  4  13  25  

73.  4  15  23  

74.  5  12  34  

75.  5  13  24  

76.  5  14  23  

77.  12  345  

78.  12  354  

79.  13  245  

80.  13  254  

81.  14  235  

82.  14  253  

83.  15  234  

84.  15  243  

85.  23  145  

86.  23  154  

87.  24  135  

88.  24  153  

89.  25  134  

90.  25  143  

91.  34  125  

92.  34  152  

93.  35  124  

94.  35  142  

95.  45  123  

96.  45  132  

97.  12345  

98.  12354  

99.  12435  

100.  12453  

101.  12534  

102.  12543  

103.  13245  

104.  13254  

105.  13425  

106.  13452  

107.  13524  

108.  13542  
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109.  14235  

110.  14253  

111.  14325  

112.  14352  

113.  14523  

114.  14532  

115.  15234  

116.  15243  

117.  15324  

118.  15342  

119.  15423  

120.  15432 

Misal 𝑆5 adalah himpunan yang memuat sikel-sikel tersebut, apabila 

dikenai operasi komposisi " ∘ " pada 𝑆5 maka struktur  𝑆5,∘  membentuk grup 

simetri-5. Ambil 𝑋 adalah himpunan unsur yang memuat sikel 2 tunggal dan 

unsur  1  (sebagai unsur identitas), dengan syarat unsur yang memuat sikel 2 

tunggal tersebut berbentuk  1 𝑚 , dimana 𝑚 ∈ ℕ,  dan 2 ≤ 𝑚 ≤ 5. Maka, misal 

diambil 𝑋 =   1 ,  12 ,  13 ,  14 ,  15   dengan 𝑋 adalah subset dari 𝑆5. 

Kemudian mengoperasikan setiap unsur pada himpunan 𝑋 tersebut dengan fungsi 

komposisi " ∘ ", maka diperoleh elemen yang saling komutatif sebagai berikut   

 1 ∘  12 =  12 ∘  1   

 1 ∘  13 =  13 ∘  1   

 1 ∘  14 =  14 ∘  1   

 1 ∘  15 =  15 ∘  1   

Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting dari 

elemen tersebut. 

  

            𝟏𝟑         𝟏𝟒  

 

 

           𝟏𝟐       𝟏𝟓  

 

 
 

        𝟏  
 

Gambar 3.25 Graf Bintang-4 (𝐾14) dari Grup Simetri-5 (S5) 
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Graf commuting dari 𝑋 =   1 ,  12 ,  13 ,  14 ,  15   pada grup simetri-5 

berbentuk graf bintang-4  𝐾1,4  yang terdiri dari lima titik 𝑉 𝐾1,4 =

  1 ,  12 ,  13 ,  14 ,  15  , dengan masing-masing titik berderajat satu kecuali 

unsur 1. Grup automorfisma pada graf commuting dari 

𝐶 𝑆5,𝑋 =    1 ,  12 ,  13 ,  14 ,  15    isomorfik dengan grup automorfisma 

pada graf bintang-4  𝐾1,4  melalui korespondensi  1 ∽ 1,  12 ∽ 2,  13 ∽

3,  14 ∽ 4,  15 ∽ 5. Karena grup automorfisma pada graf commuting dari 

𝐶 𝑆5,𝑋 =    1 ,  12 ,  13 ,  14 ,  15    serupa dengan permutasi pada grup 

simetri-4, maka grup automorfisma pada graf commmuting 𝐶 𝑆5,𝑋  isomorfik 

dengan grup automorfisma dari graf bintang-4  𝐾1,4  yaitu berbentuk grup 

simetri-4.  

 Selanjutnya, ambil 𝑌 adalah himpunan yang memuat memuat sikel 3 

tunggal dan 1 (sebagai elemen identitas) yang dapat membentuk pola graf lain. 

Kemudian mengoperasikan setiap elemen tersebut dengan fungsi komposisi "°", 

maka diperoleh elemen yang saling komutatif sebagai berikut 

 1 ∘  2  345 =  1  2  345 ∘  1   

 1 ∘  2  354 =  1  2  354 ∘  1   

 1 ∘  3  245 =  1  3  245 ∘  1   

 1 ∘  3  254 =  3  254 ∘  1   

 1 ∘  4  235 =  4  235 ∘  1  

 1 ∘  4  253 =  4  253 ∘  1  

 1 ∘  5  234 =  5  234 ∘  1   

 1 ∘  5  243 =  5  243 ∘  1   

 1 ∘  3  145 =  3  145 ∘  1   

 1 ∘  3  154 =  3  154 ∘  1   

 1 ∘  4  135 =  4  135 ∘  1   

 1 ∘  4  153 =  4  153 ∘  1   

 1 ∘  5  134 =  5  134 ∘  1  

 1 ∘  5  143 =  5  143 ∘  1  

  1 ∘  4  125 =  4  125 ∘  1   

 1 ∘  4  152 =  4  152 ∘  1   

 1 ∘  5  124 =  5  124 ∘  1   

 1 ∘  5  142 =  5  142 ∘  1    
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 1 ∘  5  123 =  5  123 ∘  1    1 ∘  5  132 =  5  132 ∘  1 

 1  2  345 ∘  1  2  354 =  1  2  354 ∘  1  2  345   

 1  3  245 ∘  1  3  254 =  1  3  254 ∘  1  3  245   

 1  4  235 ∘  1  4  253 =  1  4  253 ∘  1  4  235   

 1  5  234 ∘  1  5  243 =  1  5  243 ∘  1  5  234   

 2  3  145 ∘  2  3  154 =  2  3  154 ∘  2  3  145   

 2  4  135 ∘  2  4  153 =  2  4  153 ∘  2  4  135   

 2  5  134 ∘  2  5  143 =  2  5  143 ∘  2  5  134   

 3  4  125 ∘  3  4  152 =  3  4  152 ∘  3  4  125   

 3  5  124 ∘  3  5  142 =  3  5  142 ∘  3  5  124   

 4  5  123 ∘  4  5  132 =  4  5  132 ∘  4  5  123   

Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting dari 

elemen tersebut. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.26 Graf Kincir-10 (𝑊𝑑3,10) dari Grup Simetri-5 (S5) 

Terlihat pada Gambar 3.26 bahwa graf commuting dari 

𝑌 =  
 1 ,  345 ,  354 ,  245 ,  254 ,  235 ,  253 ,  234 ,  243 ,  145 ,  154 ,

 135 ,  153 ,  134 ,  143 ,  125 ,  152 ,  124 ,  142 ,  123 ,  132 
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pada grup simetri-5 berbentuk graf kincir 𝑊𝑑3,10, yaitu graf kincir dengan 

sepuluh daun kincir. Grup utomorfisma dari graf commuting 𝐶  𝑆5, 𝑌 =

 
 1 ,  345 ,  354 ,  245 ,  254 ,  235 ,  253 ,  234 ,  243 ,  145 ,  154 ,

 135 ,  153 ,  134 ,  143 ,  125 ,  152 ,  124 ,  142 ,  123 ,  132 
   

isomorfik dengan pola automorfisma pada graf kincir 𝑊𝑑3,10 melalui 

korespondensi   1 ∽ 1,  345 ∽ 2,  354 ∽ 3,  245 ∽ 4,  254 ∽ 5,  235 ∽

6,  253 ∽ 7,  234 ∽ 8,  243 ∽ 9,  145 ∽ 10,  154 ∽ 11,  135 ∽

112,  153 ∽ 13,  134 ∽ 14,  143 ∽ 15,  125 ∽ 16,  152 ∽ 17,  124 ∽

18 ,  142 ∽ 19,  123 ∽ 20,  132 ∽ 21 .  

Selanjutnya, dari beberapa contoh kasus pada grup simetri tersebut akan 

dirumuskan bebarap teorema, yaitu  

Teorema 4 

Misalkan 𝑆𝑛  adalah grup simetri berorder 𝑛! dengan 𝑛 ∈ ℕ, dan 𝑛 ≥ 3. 

Misalkan 𝑋 adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan semua sikel 

2 tunggal di 𝑆𝑛 . Maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝑆𝑛 , 𝑋  

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf bintang 𝐾1,𝑛−1, yang 

berbentuk grup simetri  𝑆𝑛−1  

Bukti  

Karena unsur 1 saling komutatif dengan semua unsur pada 𝑋, sedangkan 

semua anggota himpunan 𝑋 (kecuali unsur 1) tidak saling komutatif,  maka 

graf commuting 𝐶 𝑆𝑛 ,𝑋  akan berbentuk seperti graf bintang  𝐾1,𝑛−1 . 

Karena unsur 1 merupakan titik pusat pada graf bintang  𝐾1,𝑛−1 , maka 

harus dipetakan terhadap dirinya sendiri, dan unsur lainnya yang memuat 

sikel 2 tunggal dengan syarat berbentuk  1 𝑚 , ∀𝑚 ∈ ℕ dan 2 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, 
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masing-masing berderajat satu di 𝐾1,𝑛−1, sehingga grup automorfisma  dari 

graf commuting 𝐶 𝑆𝑛 ,𝑋  isomorfik grup automorfisma pada 𝐾1,𝑛−1. Karena 

pola automorfisma yang terbentuk dari keduanya menyerupai permutasi 

pada grup simetri  𝑆𝑛−1 , maka dapat disimpulkan bahwa grup 

automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝑆𝑛 ,𝑋  isomorfik dengan grup 

automorfisma dari graf bintang  𝐾1,𝑛−1  yaitu berbentuk grup simetri-

𝑛  𝑆𝑛−1 .  

Teorema 5 

Misalkan 𝑆𝑛  adalah grup simetri berorder 𝑛! dengan 𝑛 ∈ ℕ, dan 𝑛 ≥ 3. 

Misalkan 𝑌 adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan semua sikel 

3 tunggal di 𝑆𝑛 . Maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝑆𝑛 , 𝑌  

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir 𝑊3,
𝑚

2
.  

Bukti  

Diketahui bahwa semua anggota 𝑌 saling komutatif dengan unsur 1, dan 

unsur yang memuat sikel 3 dengan bentuk  𝑎𝑏𝑐  hanya terhubung dengan 

unsur yang berbentuk  𝑎𝑐𝑏 , maka antara unsur yang memuat sikel 3 

tersebut dan unsur identitas akan membentuk graf komplit-3  𝐾3  yang 

merupakan daun kincir dari graf kincir. Sehingga graf commuting 𝐶 𝑆𝑛 , 𝑌  

akan berbentuk menyerupai graf kincir 𝑊3,
𝑚

2
. Maka grup automorfisma dari 

graf commuting 𝐶 𝑆𝑛 ,𝑌  isomorfik dengan grup automorfisma dari graf 

kincir 𝑊3,
𝑚

2
, yaitu graf kincir dengan 

𝑚

2
 daun kincir yang masing-masing 

berbentuk graf komplit-3  𝐾3 , dengan 𝑚 adalah banyaknya sikel 3 tunggal 

pada 𝑆𝑛 . 
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3.3 Kajian Teori Graf dan Grup dalam Islam 

3.3.1 Kajian Teori Graf dalam Islam  

Sebagaimana dijelaskan pada bab sebelumnya mengenai hubungan 

manusia sebagai makhluk yang berakal dengan tuhan sebagai penciptanya, yang 

tercantum pada surat Ali-Imran ayat 59 

                                   
“Sesungguhnya misal (penciptaan) Isa di sisi Allah, adalah seperti (penciptaan) 

Adam. Allah menciptakan Adam dari tanah, kemudian Allah berfirman 

kepadanya: “Jadilah” (seorang manusia), maka jadilah dia.” (QS. Ali-

Imran/3:59). 

Menurut Ar-Rifa’i (1999), ayat tersebut menjelaskan bahwa sebenarnya 

kejadian Isa yang menakjubkan itu adalah seperti penciptaan Adam 

Alaihimassalam, yang dijadikan dari tanah, keduanya diciptakan Allah Swt. 

dengan cara yang lain dari penciptaan manusia biasa. Segi persamaan itu ialah Isa 

diciptakan tanpa ayah, dan Adam diciptakan tanpa ayah dan tanpa ibu.  

Pelajaran yang dapat diambil dari ayat tersebut salah satunya adalah 

penegasan tentang hak ketuhanan Allah Swt. yang tidak boleh dimiliki oleh selain 

Dia. Dan kesalahan anggapan orang-orang Nasrani yang menuhankan Isa 

Alaihimassalam. Oleh karena itu manusia sebagai makhluk ciptaan-Nya haruslah 

menjalin hubungan yang baik dengan tuhannya yakni dengan cara menjalankan 

perintah-Nya dan menjauhi larangan-Nya. Dijelaskan dalam firman Allah Swt. 

berikut: 
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“Hai manusia, sembahlah Tuhanmu yang telah menciptakanmu dan orang-

orang yang sebelummu, agar kamu bertakwa. Dialah yang menjadikan bumi 

sebagai hamparan bagimu dan langit sebagai atap, dan Dia menurunkan air 

(hujan) dari langit, lalu Dia menghasilkan dengan hujan itu segala buah-buahan 

sebagai rezeki untukmu; karena itu janganlah kamu mengadakan sekutu-sekutu 

bagi Allah, padahal kamu mengetahui” (QS. Al-Baqarah/2:21-22) 

 

Dari ayat tersebut Allah Swt. memerintahkan manusia untuk menyembah 

kepada-Nya agar mereka mampu melepaskan diri mereka dari kerugian. Di 

samping itu, Allah Swt. memperkenalkan diri-Nya kepada mereka, bahwa Dia 

memiliki sifat-sifat Yang Agung dan Sempurna, supaya mereka lebih mengenal-

Nya dan mau memenuhi seruan-Nya. Yaitu agar mereka mau mengabdi kepada-

Nya, sebuah pengabdian yang akan menyelamatkan mereka dari adzab-Nya dan 

berhasil meraih ridha dan surga-Nya. 

Sebagaimana dijelaskan dalam Tafsir Al-Aisar bahwa dari kedua ayat 

tersebut diatas Allah Swt. menyebutkan keadaan orang-orang beriman yang 

beruntung dan keadaan orang-orang kafir yang merugi. Selanjutnya untuk 

menarik perhatian mereka, Allah Swt.  memerintahkan mereka untuk menyembah 

kepada-Nya agar mereka mampu melepaskan diri mereka untuk menyembah 

kepada agar mereka mampu melepaskan diri mereka dari kerugian. Di samping itu 

Allah Swt. memperkenalkan diri-Nya kepada mereka bahwa Dia memiliki sifat-

sifat Yang Agung dan Sempurna, supaya mereka lebih mengenalnya dan mau 

memenuhi seruan-Nya. Yaitu agar mereka mau mengabdi kepada-Nya, sebuah 

pengabdian yang dapat menyelamatkan mereka dari adzab-Nya dan berhasil 

meraih ridha dan surga-Nya.  

Dalam ilmu matematika, konsep hubungan antara manusia dengan Allah 

Swt. sebagai Sang Pencipta dapat diterapkan pada konsep keterhubungan dua titik 

yang dapat digambarkan dalam bentuk graf. Sebagaimana definisi yang telah 
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tercantum sebelumnya, bahwa graf merupakan pasangan himpunan  𝑉, 𝐸  dengan 

𝑉 adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut 

titik (𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥) dan 𝐸 adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak beraturan 

dari titik-titik berbeda di 𝑉 yang disebut sisi  𝑒𝑑𝑔𝑒 . Berdasarkan ayat dan tafsir 

tersebut diatas dapat diilustrasikan bahwa antara manusia dan Allah Swt. saling 

terhubung, maka dapat digambarkan dalam bentuk graf sebagai berikut.  

 

 Manusia  Allah 
 

Gambar 3.22 Graf Terhubung 

 

3.3.2 Kajian Grup dalam Islam 

Dalam matematika, grup adalah suatu himpunan, beserta suatu operasi 

biner, seperti perkalian atau penjumlahan, yang memenuhi beberapa aksioma yang 

diuraikan di bawah ini. Misalnya, himpunan bilangan bulat adalah suatu grup 

terhadap operasi penjumlahan. Berikut ayat yang menjelaskan tentang suatu 

himpunan.   

                          

“(yaitu) jalan orang-orang yang Telah Engkau beri nikmat kepada mereka; 

bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan) mereka yang sesat” 

(QS. Al-Fatihah/1:7) 

 

Berdasarkan tafsir Ibnu Katsir I, makna dari ayat tersebut secara umum 

adalah sesudah seorang mukmin memohon kepada Tuhannya untuk menunjukkan 

ke jalan yang lurus, yang merupakan jalan mereka diberi nikmat berupa iman, 

ilmu dan amal. Sebagai upaya maksimal dalam permohonan petunjuk jalan 

kebenaran tersebut dan kekhawatiran akan tersesat, maka diberi penegasan dengan 
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mengecualikan jalan orang-orang yang dimurkai Allah Swt. dan jalan orang-orang 

yang tersesat.  

Orang-orang yang memperoleh anugerah nikmat dari Allah Swt adalah 

mereka yang disebutkan dalam surat an-Nisaa melalui firman-Nya: 

                                      

                                  

 

“Dan barang siapa yang taat kepada Allah dan Rasul-Nya, mereka itu akan 

bersama-sama dengan orang-orang yang dianugerahi nikmat oleh Allah, yaitu 

para nabi, para siddiqin, para syuhada, dan orang-orang yang shaleh. Dan 

mereka itulah teman yang sebaik-baiknya. Yang demikian itu adalah karunia 

Allah, dan Allah cukup mengetahuinya.” (QS. An-Nisaa/4:69-70) 

   

Adh-Dhahhak menceritakan dari Ibnu Abbas, “Jalannya orang yang telah 

Engkau anugerahi nikmat atas mereka karena menaati dan menyembah-Mu, yaitu 

dari kalangan para malaikat-Mu, nabi-Mu, shiddiqin, orang-orang yang mati 

syahid, dan orang yang shaleh.” Hal ini setara dengan firman Allah, “Dan barang 

siapa menaati Allah dan Rasul-Nya, mereka itu bersama dengan orang-orang yang 

dianugerahi nikmat oleh Allah.”  

Ayat tersebut di atas merupakan contoh bahwa kehidupan manusia terdiri 

dari beberapa macam golongan atau kelompok. Yang dapat diartikan pula, bahwa 

kumpulan beberapa golongan itu merupakan suatu himpunan. Pada ayat tersebut 

manusia terbagi menjadi 3 kelompok, yaitu (1) kelompok yang mendapat nikmat 

dari Allah Swt., (2) kelompok yang mendapat murka dari Allah Swt., dan (3) 

kelompok yang sesat (Abdussakir, 2009:47) 
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Dalam ilmu matematika, bahasan mengenai konsep himpunan atau 

kelompok dapat diterapkan pada konsep teori grup. Berdasarkan definisinya, Grup 

adalah struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (𝐺,∗) dengan 𝐺 adalah himpunan 

tidak kosong  𝐺 ≠ ∅  dan ∗ adalah operasi biner pada 𝐺 yang memenuhi sifat-

sifat berikut: 

(i) Operasi ∗ bersifat assosiatif di 𝐺 

 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗  𝑏 ∗ 𝑐  untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 

(ii) Terdapat suatu elemen 𝑒 di 𝐺 sehingga 𝑎 ∗  𝑒 = 𝑒 ∗  𝑎 = 𝑎, untuk semua 

𝑎 ∈ 𝐺 (𝑒 disebut identitas di 𝐺).  

Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, terdapat suatu elemen 𝑎−1 di 𝐺 sehingga 𝑎 ∗  𝑎−1 =

𝑎−1 ∗  𝑎 = 𝑒 (𝑎−1 disebut invers dari 𝑎) (Raisinghania dan Aggarwal, 

1980:31).  
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan  

Pada bab sebelumnya telah dibahas tentang grup automorfisma dari graf 

commuting pada grup dihedral dan simetri. Dari pembahasan yang telah 

dilakukan, maka dapat diambil kesimpulan sebagai berikut: 

1. Grup automorfisma yang terbentuk dari 𝐷2𝑛  dengan mengambil beberapa 

subset dari 𝐷2𝑛  tersebut akan isomorfik dengan grup automorfisma dari 

beberapa jenis graf lainnya. Diantaranya yaitu, 

a  Ketika diambil 𝑋1 adalah subset dari 𝐷2𝑛 , dengan 𝑋1 =  1, 𝑟, 𝑟2, … , 𝑟𝑛−1 , 

maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋  isomorfik dengan 

grup automorfisma dari graf komplit-𝑛  𝐾𝑛 .  

b Ketika diambil 𝑋2 adalah subset dari 𝐷2𝑛 , dengan 

𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1  pada 𝑛 ganjil lebih dari 3, maka grup 

automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋2  isomorfik dengan grup 

automorfisma dari graf bintang  𝐾1,𝑛 . 

c Ketika diambil 𝑋2 adalah subset dari 𝐷2𝑛 , dengan 

𝑋2 =  1, 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1  atau 𝑋2 =  𝑟
𝑛

2 , 𝑠, 𝑠𝑟, 𝑠𝑟2, … , 𝑠𝑟𝑛−1  pada 𝑛 genap 

lebih dari 3, maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝐷2𝑛 , 𝑋2  

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir 𝑊𝑑3,
𝑛

2
. 
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2. Grup automorfisma yang terbentuk dari grup simetri  𝑆𝑛  dengan mengambil 

beberapa subset dari 𝑆𝑛  tersebut akan isomorfik dengan grup automorfisma 

dari beberapa jenis graf lainnya. Di antaranya yaitu, 

a Ketika diambil 𝑋 adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan semua 

sikel 2 tunggal di 𝑆𝑛 , maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝑆𝑛 , 𝑋  

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf bintang 𝐾1,𝑛−1, 

b Ketika diambil 𝑌 adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan semua 

sikel 3 tunggal di 𝑆𝑛 , maka grup automorfisma dari graf commuting 𝐶 𝑆𝑛 , 𝑋  

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir 𝑊3,
𝑚

2
. 

3. Berdasarkan uraian mengenai kajian agama tentang teori grup dan teori graf 

pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa konsep teori grup dan teori 

graf tercantum dalam ayat al-Quran. Kajian mengenai teori graf dalam islam 

tercantum dalam surat ali-Imran ayat 59 dan surat al-Baqarah ayat 21-22 yang 

berisi tentang bagaimana hubungan antara manusia dengan Allah Swt. sebagai 

Penciptanya. Kemudian kajian mengenai teori grup dalam Islam tercantum 

dalam surat al-Fatihah ayat 7 dan diperjelas dalam surat an-Nisaa ayat 69-70 

yang berisi tentang beberapa macam golongan atau kelompok manusia yang 

mendapat nikmat dari Allah Swt., kelompok manusia yang mendapat murka 

Allah Swt., dan kelompok manusia yang sesat.  

 

4.2 Saran  

Dalam penulisan skripsi ini, penulis hanya meneliti dan mencari pola 

umum yang terbentuk dari grup automorfisma pada graf commuting dari grup 

dihedral dan grup simetri. Masih banyak kajian dalam bidang aljabar yang dapat 
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diterapkan pada graf commuting. Oleh karena itu, penulis memberikan saran 

kepada pembaca yang tertarik  yang ingin melakukan penelitian terhadap grup 

yang lain ataupun mengenai kajian teori graf yang belum pernah diteliti pada graf 

commuting. 
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