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“Katakanlah: “Dengan karunia Allah dan rahmat-Nya, hendaklah dengan itu
mereka (orang-orang yang berilmu) bergembira (berbangga), karunia Allah dan
rahmat-Nya itu adalah lebih baik daripada apa (kesenangan duniawi) yang
dikumpulkan (oleh manusia)”

QS Yunus/10:58

Life that you get now is the best condition from the God
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ABSTRAK

Putri, Dini Chandra Aulia. 2016. Grup Automorfisma pada Graf Commuting
dari Grup Dihedral dan Grup Simetri. Skripsi. Jurusan Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd (1) Dr. H. Imam
Sujarwo, M.Pd

Kata Kunci: automorfisma, graf commuting, grup, grup dihedral, grup simetri

Penelitian ini mengkaji tentang bagaimana pola umum dari grup
automorfisma pada graf commuting yang terbentuk dari grup dihedral dan grup
simetri. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur.
Analisa diawali dengan menentukan unsur-unsur yang saling komutatif dari grup
dihedral dan grup simetri. Langkah berikutnya adalah menggambar graf
commuting yang terbentuk dari grup dihedral dan simetri. Kemudian menentukan
pola umum yang terbentuk pada grup automorfisma pada graf commuting dari
grup dihedral dan simetri.

Hasil penelitian ini adalah: (1)Pola grup automorfisma yang terbentuk
pada graf commuting dari grup dihedral (D,,, ={1,7,72,...,v""1,s,sr,sr?, ...,
sr™1}) dengan mengambil X; = {1,r,7?,...,r"1} akan isomorfik dengan grup
automorfisma dari graf komplit-n(K,). (2)Pola grup automorfisma yang
terbentuk pada graf commuting dari grup dihedral (D,,) dengan n ganjil lebih
dari 3, dengan mengambil X, = {1,s,sr,sr?,...,sr® 1} akan isomorfik dengan
grup automorfisma dari graf bintang (Kl,n)- (3)Pola grup automorfisma yang
terbentuk pada graf commuting dari grup dihedral (D,,) dengan n genap lebih
dari 3, dengan mengambil X, = {1,s,sr,sr?, ...,sr* 1} akan isomorfik dengan
grup automorfisma dari graf kincir Wd3%. (4)Pola grup automorfisma yang

terbentuk pada graf commuting dari grup simetri-n (S,,) dengan mengambil
X C S, adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan semua sikel 2 tunggal
di S,, akan isomorfik dengan grup automorfisma graf bintang K ,,_;. (5)Pola grup
automorfisma yang terbentuk pada graf commuting dari grup simetri-n (S,)
dengan mengambil Y € §,, adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan
semua sikel 3 tunggal di S,, akan isomorfik dengan grup automorfisma dari graf

Kincir W m.
’2
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ABSTRACT

Putri, Dini Chandra Aulia. 2016. Automorphism Group of Commuting Graph
from Dihedral and Symmetry Group. Thesis. Mathematics Department,
Faculty of Science and Technolgy, Islamic State University of Maulana
Malik lbrahim Malang, Advisors: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd (1) Dr. H.
Imam Sujarwo, M.Pd

Keywords: automorphism, commuting graph, dihedral group, group, symmetry
group

This research assesing about the common pattern of an automorphism
group of commuting graph from the Dihedral group and the symmetry group.
Research methods used in this thesis is literature study, with the analysis is begun
by determining elements that are commutative to each other from a dihedral group
and a symmetry group. The next step is drawing commuting graph formed from a
dihedral group and a symmetry group.Then determine the common pattern which
is formed on an automorphism group of commuting graph from a dihedral group
and a symmetry group.

The result of this research is: (1) The common pattern of automorphism
group which is formed on commuting graph from a dihedral group (D,, =
W r st S S HI Sith B VX -t N was
isomorphic to an automorphism group of complete graph-n (K,). (2) The
common pattern of automorphism group which is formed on commuting graph
from a dihedral group (D,,) and n is an odd numbers more than 3, with
{1,s,sr,sr%,...,sr™ "1} was isomorphic to an automorphism group of star (k).
(3) The common pattern of automorphism group which is formed on commuting
graph from a dihedral group (D,,) and n is an even numbers more than 3, with
{1,s,sr,sr?, ..., sr™ 1} was isomorphic to an automorphism group of spool graph
Wd3%. (4) The common pattern of automorphism group which is formed on

commuting graph from a symmetry group (S,,) with X € S, is the set of
containing an identity element and all cycle 2 single in S,, was isomorphic to an
automorphism group of star (kl,n—l)- (5) The common pattern of automorphism
group which is formed on commuting graph from a symmetry group with Y € S,
is the set of containing an identity element and all cycle 3 single in S, was
isomorphic to an automorphism group of spool graph Wd3%.

XV
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Berbicara tentang ilmu pengetahuan, al-Quran telah memberikan kepada
manusia kunci ilmu pengetahuan tentang dunia dan akhirat serta menyediakan
peralatan untuk mencari dan meneliti segala sesuatu agar dapat mengungkap dan
mengetahui keajaiban dari kedua dunia itu (Rahman, 1992:12). Hal tersebut
menunjukkan keluasan suatu ilmu. Dalam al-Quran hal tersebut telah dijelaskan

oleh Allah Swt. dalam firman-Nya pada surat al-Kahfi ayat 109, yaitu
- N E/: ,/'J.a/.// LP g L o ’/94/ /’4:‘.
35 Go el das of I3 501 dad ) e eddJ 1310 3T 8 Y

4
Z - - = £l
PO | & "
K’ﬁ dde o Ls>
z // rd /' A

(L)
Nem?’

“Katakanlah: sekiranya lautan menjadi tinta untuk (menulis) kalimat-kalimat
Tuhanku, sunggu habislah lautan itu sebelum habis (ditulis) kalimat-kalimat
Tuhanku, meskipun kami datangkan tambahan sebanyak itu (pula)”’(QS. Al-
Kahfi/18:109).

Ayat tersebut menjelaskan bahwa hendaknya manusia memahami akan
kewajiban untuk menuntut ilmu serta mempelajarinya. Karna tidak sedikitnya
ilmu pengetahuan untuk dipelajari, maka tidak ada batasan usia pula untuk selalu

menambah pengetahuan di berbagai bidang.

Dalam al-Quran surat al-Qamar ayat 49 disebutkan:
-7 8 27 5 f 1 L&
S PREI LN

“Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukurannya” (QS.Al-
Qamar/267:49).
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Avyat tersebut menjelaskan bahwa alam dan isinya diciptakan oleh Allah
Swt. dengan ukuran, takaran, dan hitungan yang seimbang. Sehingga dapat
disimpulkan bahwa matematika telah ada sejak jaman dahulu, manusia hanya
menyimbolkan dari fenomena-fenomena yang ada dalam kehidupan sehari-hari.

Matematika termasuk salah satu ilmu pengetahuan yang banyak dikaji,
diterapkan, dan digunakan pada bidang ilmu yang lain. Matematika banyak
membantu dalam mempermudah dan menyelesaikan permasalahan pada kajian-
kajian ilmu yang lain terutama di bidang sains, sehingga matematika berperan
penting dalam berbagai ilmu pengetahuan. Salah satu cabang matematika yang
penting dan banyak digunakan untuk memecahkan berbagai permasalahan dalam
kehidupan sehari-hari adalah teori graf. Dengan menggunakan rumusan atau
model teori graf yang tepat, suatu permasalahan menjadi lebih jelas, sehingga
lebih mudah menganalisanya. Permasalahan yang dirumuskan dengan teori graf
dibuat sederhana, yaitu diambil aspek-aspek yang diperlukan dan abaikan aspek-
aspek lainnya (Purwanto, 1998:1).

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik (vertex) dan E adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V
yang disebut sebagai sisi (edge). Himpunan titik di ¢ dinotasikan dengan V(G)
dan himpunan sisi dinotasikan dengan E (G). Banyaknya unsur di V disebut order
dari G dan dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur di E disebut size dari
G dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka
order dan ukuran dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan g (Chartrand dan

Lesniak, 1986:4).
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Sisi e = {u, v} atau juga dapat ditulis e = uv adalah sisi dalam G, yaitu u
dan v adalah titik-titik ujung dari sisi e, maka u dan v dikatakan adjacent
(terhubung langsung), v dan e serta u dan e disebut incident (terkait langsung).
Derajat titik v di graf G ditulis dengan deg.(v) adalah banyaknya sisi di G yang
terkait langsung dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf
G, maka tulisan deg;(v) disingkat menjadi deg(v) (Chartrand dan Lesniak,
1986).

Berkaitan dengan aplikasi teori graf pada cabang ilmu matematika yang
lain, terdapat beberapa penelitian yang membahas tentang graf yang dibangun dari
grup. Misal G grup berhingga dan X adalah subset dari G. Graf commuting
C(G,X) adalah graf yang memiliki himpunan titik X dan dua titik berbeda akan
terhubung langsung jika saling komutatif di G. Jadi, titik x dan y akan terhubung
langsung di C(G,X) jika dan hanya jika xy = yx di G (Vahidi & Talebi,
2010:123). Berhubungan dengan graf commuting, Abdussakir, dkk (2013) telah
meneliti tentang spectrum dari graf commuting yang diperoleh dari grup dihedral.

Automorfisma pada graf G adalah permutasi ¢ pada himpunan V(G)
dengan syarat bahwa untuk sebarang u,veV(G) berlaku uv € E(G) jika dan
hanya jika ¢@(u)p(v) € E(G) (Cartrand dan Lesniak, 1986:250). Dengan kata
lain, automorfisma pada graf G adalah permutasi pada himpunan titik di G yang
mempertahankan keterhubungan langsung antara dua titik. Himpunan semua
automorfisma pada graf G dengan operasi komposisi fungsi membentuk grup
yang disebut grup automorfisma, dan dinotasikan dengan Aut(G) (Cameron,
2001:2). Kardinalitas himpunan Aut(G), atau |Aut(G)\, dinamakan bilangan

automorfisma pada G.
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Berdasarkan uraian di atas, maka penulis akan mengkaji tentang graf

commuting yang bermula dari grup, dengan judul penelitian “Grup Automorfisma

pada Graf Commuting dari Grup Dihedral dan Grup Simetri”.

1.2
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Rumusan Masalah

Masalah yang dirumuskan pada penelitian ini adalah:
Bagaimana pola umum grup automorfisma pada graf commuting dari grup
dihedral?
Bagaimana pola umum grup automorfisma pada graf commuting dari grup
simetri?

Bagaimana kajian ayat al-Quran mengenai konsep teori grup dan teori graf?

Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah:
Untuk menentukan pola umum grup automorfisma pada graf commuting dari
grup dihedral.
Untuk menentukan pola umum grup automorfisma pada graf commuting dari
grup simetri.
Untuk mengetahui kajian ayat al-Quran mengenai konsep teori grup dan teori

graf.

1.4 Manfaat Penelitian

Berdasarkan tujuan penelitian, maka manfaat dari penelitian ini dibedakan

menjadi beberapa bagian berdasarkan kepentingan beberapa pihak, yaitu:



1.

Bagi Penulis

Penelitian ini diharapkan menjadi pembelajaran untuk memahami dan
menentukan pola umum grup automorfisma pada graf commuting dari grup
dihedral dan grup simetri, sehingoa dapat menambah dan mengembangkan
wawasan ilmu, khususnya dalam bidang aljabar dan teori graf.

Bagi Mahasiswa

Penelitian ini diharapkan menjadi sumber refensi pengembangan dalam
pembelajaran grup dihedral, grup simetri, dan teori graf.

Bagi Instansi

Hasil penelitian ini dapat digunakan sebagai tambahan bahan pustaka, sarana
pembelajaran dan bahan pengembangan ilmu matematika, khususnya yang

berkaitan dengan grup dan teori graf.

1.5 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini menggunakan studi

literatur yaitu penelitian yang dilakukan di perpustakaan dengan cara

mengumpulkan data dan informasi dengan bantuan material yang terdapat di

ruang perpustakaan. Jurnal utama yang digunakan dalam skripsi ini adalah jurnal

yang berjudul Automorphism Group of Graphs, oleh Ganesan (2012). Adapun

langkah-langah yang dilakukan dalam menyelesaikan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1.

2.

Menentukan anggota grup dihedral dari Dg, Dg, D1, D13, D14, dan Dy¢.
Mengilustrasikan tabel cayley dan menentukan unsur yang saling komutatif

dari grup dihedral D¢, Dg, D1, D13 D14, dan Dy.
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11.

6
Menggambar graf commuting dari grup dihedral Dg, Dg, D1g, D12, D14, dan
Di6.
Menentukan pola graf commuting yang terbentuk ke dalam beberapa jenis
agraf berdasarkan unsur-unsur pembentuknya dan dinyatakan sebagai teorema.
Membuktikan teorema yang diperoleh.
Menentukan anggota grup simetri dari S5, S, dan Ss.
Memilih anggota dari S3,S,, dan Ss yang memuat sikel dua tunggal dan sikel
tiga tunggal.
Mengoperasikan setiap anggota dengan operasi komposisi "o ", dan
menentukan unsur yang saling komutatif.
Menggambar graf commuting dari grup simetri Sz, S;, dan Ss.
Menentukan pola graf commuting yang terbentuk ke dalam beberapa jenis

graf berdasarkan unsur-unsur pembentuknya dan dinyatakan sebagai teorema.

Mengkaitkan kajian agama dengan topik penelitian, yaitu mengenai graf dan

grup.

1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan dalam penelitian ini dibagi menjadi 4 bab dan setiap

bab memiliki beberapa subbab sebagai berikut:

Bab | Pendahuluan

Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,

manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan.



Bab 11 Kajian Pustaka
Pada bab ini penulis menjelaskan konsep-konsep yang berkaitan dengan
dengan penelitian ini, yaitu grup dihedral, grup simetri, graf, derajat titik,
araf terhubung, graf commuting, dan automorfisma pada graf.

Bab 111 Pembahasan
Pada bab ini penulis akan menguraikan tentang bagaimana pola umum
automorfisma grup pada graf commuting dari grup dihedral dan grup
simetri.

Bab IV Penutup
Bab ini berisi tentang kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian ini dan

saran yang berhubungan dengan hasil penelitian.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Grup
IImu aljabar merupakan salah satu cabang ilmu dari matematika yang
penting dan banyak manfaatnya. Karena teori-teorinya dapat diterapkan untuk
memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari. llmu aljabar yang merupakan
bagian dari ilmu matematika, pada dasarnya berkembang pesat karena
berhubungan dengan himpunan, operasi dan sifat struktur-struktur di dalamnya.
Teori grup adalah salah satu teori dalam ilmu aljabar. Definisi grup adalah
struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (G,*) dengan G adalah himpunan tidak
kosong (G # @) dan * adalah operasi biner pada G yang memenuhi sifat-sifat
berikut:
a. Operasi * bersifat assosiatif di G
(axb)*c=ax(b=c)untuk semuaa,b,c € G.
b. Terdapat suatu elemen e di G sehingga a * e = e * a = a, untuk semua
a € G (e disebut identitas di G).
c. Untuk setiap a € G, terdapat suatu elemen a=! di G sehinggaa * a=! = a1 *

a = e (a~! disebut invers dari a) (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:31).

2.1.1 Grup Dihedral
Grup dihedral adalah himpunan simetri-simetri dari segi n-beraturan
(poligon-n), dinotasikan dengan D,,, untuk setiap n € Z*, dan n > 3, dengan

operasi komposisi "o " yang memenuhi aksioma-aksioma grup. Dimisalkan D,



9
adalah suatu grup yang didefinisikan dengan st untuk s,t € D,,, yang diperoleh
dari penerapan pertama t kemudian s dalam segi-n dari simetri (simetri sebagai
fungsi segi—n, jadi st merupakan fungsi komposisi). Jika s,t merupakan akibat
permutasi dari titik-titik yang berturut-turut yaitu o, T maka s, t merupakan akibat
o o t. Operasi biner di D,, adalah asositif karena fungsi komposisi adalah
asosiatif. Identitas dari D,,, merupakan identitas dari simetri yang dinotasikan
dengan 1, dan invers dari s € D,, merupakan kebalikan semua putaran dari
simetri s (jadi jika s merupakan efek permutasi pada titik-titik o, s~! akibat dari
o 1).

Grup dihedral akan digunakan secara ekstensif dalam seluruh teks maka
perlu beberapa notasi dan hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan
selanjutnya, serta membantu mengamati D,,, sebagai grup abstrak, yaitu:

1. 1,7r,7% ..,r" ! danr™ =1, sehingga |r| =n,n € N

A YEi=zZ

3. s # 7', untuk sebarang i, Vi € Z*.

4. sr' # sr/ untuk semua 0 < i,j < n — 1dengani = j, jadi
Dy, = {1,772, ..., r" 1, s,sr,s1%, ..., sr"1}, vaitu setiap elemen dapat
dituliskan secara tunggal dalam bentuk s*r! untuk beberapa k = 0 atau
0<i<n-1,VijkeZ".

5 rs=srl

6. r's=sr"! untuksemua0 <i < n.
Hal ini menunjukkan bagaimana s komutatif dengan perpangkatan dari r

(Dummit dan Foote, 2004:26).
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2.1.2 Grup Simetri

Misalkan € adalah sebarang himpunan tak kosong dan misal S, adalah
himpunan yang memuat semua fungsi-fungsi bijektif dari Q ke Q (atau himpunan
yang memuat permutasi dari Q). Himpunan S, dengan operasi komposisi "o "
atau (Sq,0) adalah sebuah grup. Operasi komposisi ““ o”” adalah operasi biner pada
Sq karena jika a: Q = Q dan 7: Q — Q adalah fungsi-fungsi bijektif, maka o o T
juga fungsi bijektif dari Q — Q. Selanjutnya operasi “o” adalah komposisi fungsi
yang bersifat asosiatif. Identitas dari S adalah permutasi | yang didefinisikan
dengan I(a) = a,Va € Q. Untuk setiap a: Q — Q maka terdapat fungsi invers
o 1:Q > Q yang memenuhi 6 oo™ =67 og = 1. Dengan demikian semua
aksioma grup telah dipenuhi oleh S¢, dengan operasi komposisi " o ". Grup (Sqg,°)
disebut sebagai grup simetri pada himpunan Q. Yang perlu diketahui bahwa
elemen dari S adalah permutasi dari Q, bukan elemen dari Q itu sendiri.
(Dummit dan Foote, 2004:29)

Pada kasus khusus dengan Q = {1,2,3, ..., n} merupakan grup simetri pada
Q yang dinotasikan S, yaitu grup simetri dengan derajat n (Dummit dan Foote,
2004:29).

Contoh Grup Simetri-3:

Misal diberikan himpunan tak kosong €, dengan Q = {1,2,3}, apabila
dikenai fungsi bijektif dari Q — Q, maka dapat dituliskan fungsi bijektif tersebut
dalam bentuk sikel sebagai berikut:

Grup S; adalah permutasi yang memuat 3! = 6 elemen, dengan Q =

{1,2,3}, maka diperoleh:

=1 5 3)=O@G =1
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0=(3 2 2)=az
0=t 2 P=as
w=( 2 =0
0= 7 -0z

Jadi grup simetri S5 = {1, (123), (132), (23), (13), (12)}
Misal S; = {1,(123),(132),(23),(13),(12)} apabila dikenai operasi
komposisi "o " pada S3, maka struktur (S3,0) membentuk grup simetri-3 yang

dapat dilihat pada tabel Cayley seperti yang dipaparkan pada tabel berikut.

Tabel 2.1 Tabel Cayley dari Grup Simetri-3 (S3)
° (1) (123) | (132) | (23) (13) | (12)

1 | @ [@23)((132)| (23) | (13) | (12)
(123) | (123) | (132) | (1) | (12) | 23) | (13)
(132) [ (132) | () [@23)]| 13) | (12) | 23)
@23) | @3 | 13 [ 12 | @ [@a23) @32
13) | (13) | 12) | @3) |(132)| ) [@23)
12) | a2 [ @3 | a3) [@23) [ 132 | (1

2.1.3 Center Grup

Dummit dan Foote (2004:50) menjelaskan, misalkan G adalah grup, center
G didefinisikan Z(G) = {g € G|gx = xg,Vx € G}. Dengan kata lain, center dari
G merupakan himpunan elemen-elemen di G yang komutatif dengan semua

elemen di G.
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Contoh
Diberikan grup dihedral D¢ dengan D¢ = {1,7,72,s, sr, sr?}. Tentukan Z(Dg)!
Jawab: 1 € Dgdan 1°x = x °1,Vx € Dg, sehingga 1 € Z(Dg)

reDgsdanr°s #s°r,Vs € Dg, sehingoar & Z(Dy)

r? € Dg danr2 ° sr # sr °r?,Vsr € D, sehingga r? & Z(Dg)

s € Dg dan s ° sr # sr°s,Vsr € Dg, sehingga s & Z (D)

sr € Dg dan sr°s # s °sr,Vs € Dg, sehingga sr & Z(Dg)

sr? € D¢ dan sr? ° sr # sr ° sr?,Vsr € D, sehingga sr? & Z(Dg)

Jadi Z(Dg) = {1}

2.2 Graf
2.2.1 Definisi Graf

Teori graf lahir pada tahun 1736 melalui tulisan Euler sebagai seorang ahli
matematika asal Swiss. Tulisannya berisi tentang upaya pemecahan masalah
jembatan Konigsberg yang sangat terkenal di Eropa. Kemudian dari pemecahan
masalah tersebut semakin berkembang dengan beberapa konsep mengenai teori
graf.

Teori graf berkembang semakin pesat dalam rentan waktu yang tak lama.
Hal ini karena aplikasinya yang sangat luas dalam kehidupan sehari-hari maupun
dalam bidang ilmu, seperti: Teknik, IImu Komputer, Sains, bahkan Ilmu Sosial
dan Bisnis. Adapun definisi dari graf itu sendiri adalah:
Definisi 1

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik (vertex) dan E adalah
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himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V
yang disebut sebagai sisi (edge). Himpunan titik di G dinotasikan dengan V(G)
dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G). Banyaknya unsur di V disebut order
dari G dan dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur di E disebut size dari
G dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka
order dan ukuran dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan g (Chartrand dan
Lesniak, 1986:4).

Sisi (edge) e = {u, v} atau juga dapat ditulis e = uv adalah sebuah sisi
dalam G, yaitu u dan v adalah titik-titik ujung dari sisi e, maka u dan v dikatakan
adjacent (terhubung langsung), v dan e serta u dan e disebut incident (terkait
langsung). Derajat titik v di graf G ditulis dengan deg, (v) adalah banyaknya sisi
di G yang terkait langsung dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat
satu graf G, maka tulisan deg;(v) disingkat menjadi deg(v) (Chartrand dan

Lesniak, 1986).

2.2.2 Derajat Titik Graf
Definisi 2

Derajat dari titik v di graf G ditulis dengan deg (v) adalah banyaknya sisi
di G yang terkait langsung (incident) dengan v (Chartrand dan Leniak, 1986:7).
Apabila dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G saja, maka
penulisan deg. (v) dapat disingkat menjadi degit). Titik yang berderajat genap
disebut titik genap (even vertices) dan titik yang berderajat ganjil disebut titik

ganjil (odd vertices). Titik yang berderajat nol disebut isolated vertices dan titik
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yang berderajat satu disebut titik ujung (end vertices) (Chartrand dan Lesniak,
1986:7).

Perhatikan graf G berikut yang mempunyai himpunan titik V =
{k,l,m,n, o0} dan himpunan sisi E = {e;,e,,e;, e, ez, eq,e,}. Graf G tersebut

dapat digambar sebagai berikut

Gambar 2.1 Graf G

Berdasarkan gambar, diperoleh bahwa:

deg(k) = 3
deg() = 3

deg(m) = 4
deg(n) = 3
deg(o) = 1

Titik k, I, n, dan o adalah titik ganijil, titik m adalah titik genap. Hubungan
antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan banyak sisi, yaitu q,
adalah Y, degifv) = 2q.

Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut.
Teorema 1

Jika G graf dengan V(G) = {vy, vy, ..., v, }

Maka Y.¥_, deg; (v;) = 2q (Chartrand dan Lesniak, 1986:7).
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Bukti:
Setiap sisi adalah terkait langsung dengan 2 titik. Jika setiap derajat titik
dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kali.
Corollary 1
Pada sebarang graf, jumlah derajat titik ganjil adalah genap.
Bukti:
Misalkan graf G dengan size g. Dan misalkan W himpunan yang memuat
titik ganjil pada G serta U himpunan yang memuat titik genap di G. Dari

teorema 1 maka diperoleh:

z degGv=ZdegGv+ZdegGv=2q

vev(G) vEW vel
Dengan demikian karena Y.,y deg; v genap, maka Y.,ew degs v juga

genap. Sehingga |W| adalah genap.

2.2.3 Graf Terhubung
Definisi 3

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v)
adalah sisi pada graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent),
sedangkan u dan e disebut terkait langsung (incident), sebagaimana v dan e. Dua
sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung (adjacent) jika terkait langsung
pada satu titik yang sama. Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan ditulis dengan
e = uv (Chartrand dan Lesniak, 1986:1) pada gambar berikut

\' e1 u eo W

Gambar 2.2 Adjacent dan Incident pada Graf
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diperoleh:
v dan u, u dan w terhubung langsung (adjacent)
v dan u terkait langsung (incident) dengan e;
u dan w terkait langsung (incident) dengan e,

e; dan e, terhubung langsung (adjacent)
2.2.4 Graf Komplit

Graf komplit (complete graph) adalah graf dengan dua titik yang berbeda

saling adjacent. Graf komplit dengan n titik dinyatakan dengan K,, (Novandika,

S

Gambar 2.3 Graf Komplit

2009).

Contoh:

2.2.5 Graf Bintang
Graf bintang (star graph), S,,, adalah graf dengan n + 1 titik, memiliki satu
titik pusat v, yang terhubung dengan n titik lainnya. Derajat dari titik v, adalah n

sedangkan derajat semua titik lainnya adalah 1.

Gambar 2.4 Graf Bintang S



2.3 Isomorfisma pada Graf

Budayasa (2007:9-10) menyebutkan bahwa dua graf G dan H dikatakan

isomorfik, ditulis G = H, jika:

1. Terdapat korespondensi satu-satu antara V(G) dan E(G) dengan V(H) dan

E(H);

2. Banyaknya sisi yang menghubungkan dua titik u dan v di G, sama dengan

banyaknya sisi yang menghubungkan dua titik di H yang berkorespondensi

dengan titik u dan v.

Misalnya pada Gambar 2.5 Graf G; isomorfik dengan graf G, lewat

korespondensi berikut: a & t,b & s,c or,d o qeep, feou.

d
T‘ t S
L / \\ N\ \ )//'/
A |\ \\;\\ & // \ v g b4 ]
/ R A \ /.
a g b »¢ % / N/
.\\\ ! i £ /’/ /// ) N // \\
\\\ D / \ /// ‘,'/ ” > \ >
s '\».\ 5a \ / N g
// ! \\ / (- kN N
73 3 /
@ - q p
G, &

Gambar 2.5 Graf G; Isomorfik dengan graf G,

2.4 Graf Commuting

Misal G adalah grup berhingga dan X adalah subset dari G. Graf
commuting C(G, X) adalah graf dengan X sebagai himpunan titik dan dua elemen
berbeda di X terhubung langsung jika keduanya adalah elemen yang saling

komutatif di G (Nawawi dan Rowley, 2012). Dalam kasus X = G, maka C(G, X)

akan ditulis C(G).

T
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Sebagai contoh, pada grup dihedral order 6 yaitu D¢ = {1, r, I, s, sr, sr’}
terhadap operasi komposisi fungsi. Misal diambil X = Dg maka akan ditentukan

unsur yang saling komutatif melalui tabel berikut.

Tabel 2.2 Tabel Cayley untuk Dy

S Sr | Sr

1 1 r | 2 | s | sr | sr?

i r g2 B odslgsr2 | s [esr

r2 | r2 | 1 7" s g2 [ s

s 5. WskMAsr2f et r | r2

SRS sr | sr s | r2 i’ r

sr? | sr s | sr| r | r? 1

Dari Tabel 2.2 terlihat bahwa:

1. ror? = r?20 r =1 merupakan elemen-elemen yang komutatif sehingga
terhubung langsung di C (D).

2. Untuk elemen-elemen yang tidak komutatif maka elemen-elemen tersebut
tidak terhubung langsung di C(Dg).

Secara geometri, graf commuting pada D, dapat disajikan sebagai berikut.

Sr

2

r r
Gambar 2.6 Graf Commuting pada D

2.5 Automorfisma pada Graf
Automorfisma pada graf G adalah permutasi ¢ pada himpunan V(G)

dengan syarat bahwa untuk sebarang u, veV(G) berlaku uveE(G) jika dan hanya
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jika oUW e(v)eE(G) (Chartrand dan Lesniak, 1986:250). Dengan kata lain,
automorfisma pada graf G adalah permutasi pada himpunan titik di G yang
mempertahankan keterhubungan langsung antara dua titik. Himpunan semua
automorfisma pada graf G dengan operasi komposisi fungsi membentuk grup

yang disebut grup automorfisma, dan dinotasikan dengan Aut(G) (Cameron,

2001:2). Kardinalitas himpunan Aut(G), atau \Aut(G) , dinamakan bilangan
automorfisma pada G.

Grup automorfisma dari graf G adalah grup permutasi dari semua
automorfisma graf G yang dinotasikan dengan Aut(G). Automorfisma dari V;
dinotasikan dengan Aut, (G) dan untuk E; dinotasikan dengan Autz(G).

Contoh:

Misalkan diberikan graf G seperti di bawah ini:

Gambar 2.7 Graf G

Berdasarkan definisi dari automorfisma yaitu
uveE(G) © o(w)p(v) €E(G), maka automorfisma yang mungkin dari graf
tersebut antara lain:

1.{1234

1 2 3 4} =M@ =1D) identitas

(1,3) € E(G) ® ¢(1)o(3) = (1,3) € E(G)

(24) € E(G) ® 9(2)9(4) = (2,4) € E(G)



1 (13)0(13) = (

{23 Y- avom
(1,3) € E(G) ® o(D)e3) = (3,1) € E(G)

1 2 3 4_
{1 4 3 2} = ()4
(2,4) € E(G) © 9o(2)9(4) = (4,2) € E(G)

Giie

=3
(1,3) € E(G) & p(1)9(3) = (3,1) € E(G)
(24) € E(G) © 9(2)9(4) = (4,2) € E(G)

Giid

(1,3) € E(G) = ¢(1)o(3) = (2,4) € E(G)

Giid

(24) € E(G) © ¢(2)9(4) = (1,3) € E(G)

automorfisma

automorfisma

automorfisma

bukan automorfisma

bukan automorfisma
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Maka akan ditunjukkan bahwa automorfisma dari graf di G tersebut

merupakan suatu grup.

3 2 14

=M@ =)

(1)(2)(3)(4)0(1)(3)(24)=(1 % 31)
- (HEEY
19°@0=(3 53 7 2)°G 4 3
@HoD=(; § 33)°( 3 14
wEE-aney=(1 2 3 1o

EECEEEE

(1452

4
;)= (13)(24)

)= (13)(24)

3112
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= (13)(24)

dan seterusnya, sehingga diperoleh bentuk tabel cayley berikut ini:

Tabel 2.3 Tabel Cayley Grup (G,°)

° (1) (13) (24) | (13)(24)

(1) (1) (13) (24) | (13)(24)
(13) (13) 1 a3y | 24
(24) 24) |13y | @O (13)
(13)(24) | (13)(24) | (24 (13) (1)

Berdasarkan uraian di atas dapat dilihat bahwa himpunan dari graf G tersebut

memenuhi sifat-sifat grup, yaitu:
1 Operasi o bersifat tertutup
2 Operasi o bersifat assosiatif

Misal (1) o ((13) ¢ (24)) = ((1) 2 (13)) o (24)

(1) = (13)(24) = (13) ~ (24)
(13)(24) = (13)(24)

3 Setiap unsur G mempunyai invers di dalam G pula

Misal

awow=( 2 39

Maka invers dari (13)(2)(4) atau ((13)(2)(4))_1 merupakan kebalikan dari

permutasi (13)(2)(4).

-1 1 2 3 4
(a3)(2)@) =(3 2 1 4)

Karena kebalikan dari (13)(2)(4) adalah (13)(2)(4) itu sendiri maka invers

dari g adalah (13)(2)(4) itu sendiri.
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2.6 Kajian Teori Graf dan Grup dalam Islam
Berdasarkan definisinya, graf adalah pasangan himpunan titik dan
himpunan sisi yang saling terhubung langsung. Dalam kajian Islam dapat
direfleksikan melalui hubungan antara manusia dengan Allah Swt., baik hubungan
antara manusia dengan Allah Swt, maupun hubungan antarmanusia itu sendiri,
sebagaimana dijelaskan pada subbab berikut.
2.6.1 Hubungan Manusia dengan Allah Swt.
Dalam kajian Islam hubungan antara Allah Swt. dengan manusia adalah
sebagai pencipta dan makhluk ciptaan-Nya. Berikut ayat yang menjelaskan

mengenai hubungan manusia dengan penciptanya.

o A &y & AT sk A s SNV 4 IO IR ICa
“Sesungguhnya misal (penciptaan) Isa di sisi Allah, adalah seperti (penciptaan)

Adam. Allah menciptakan Adam dari tanah, kemudian Allah berfirman
kepadanya: “Jadilah” (seorang manusia), maka jadilah dia.” (QS. Ali-

Imran/3:59).

Pada ayat tersebut, dijelaskan bahwa antara nabi Adam dan nabi Isa
Alaihissalam memiliki kesamaan, yaitu keduanya diciptakan tanpa bapak. Dengan
kekuasaan Allah Swt. sebagai Sang Pencipta, maka sebagai manusia hendaklah
untuk bertakwa kepada Allah Swt. agar menjaga hubungan ini. Bertakwa kepada
Allah Swi. dapat dilakukan dengan cara menjalankan perintah-Nya dan menjauhi
larangan-Nya, dan menjaga diri agar terhindar dari neraka atau murka Allah Swt.

Penjelasan tersebut juga didukung dengan adanya firman Allah Swt. dalam
Hadits Qudsi:

“Hai anak Adam, luangkan waktu untuk beribadah kepada-Ku niscaya Aku
penuhi dadamu dengan kekayaan dan Aku menghindarkan kamu dari

kemelaratan. Kalau tidak, Aku penuhi tanganmu dengan kesibukan kerja dan Aku
tidak menghindarkanmu dari kemelaratan.” (HR. Tirmidzi dan Ibnu Majah)
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2.6.2 Hubungan Manusia dengan Sesamanya
Pada hakikatnya, tidak ada manusia yang dapat hidup sendiri tanpa
bantuan manusia lainnya. Karena pada dasarnya, setiap manusia memiliki
kemampuan yang berbeda-beda. Allah Swt. menganjurkan kepada manusia untuk
menjaga tali silaturrahmi terhadap sesamanya. Hal ini dijelaskan dalam ayat

berikut.

S e d < <

V) G £33 L) b Gl °~1?ju~44w,5‘1° Al (355 1557 1

‘m; ‘eﬁjﬁibulfewlul (b)\“ﬁ 4 Q}l Lw_,d_,\j j,s |)_a_*,13 /;L;fj‘;,‘éf

“Hai sekalian manusia, bertakwalah kepada Tuhan-mu yang telah menciptakan
kau dari seorang diri, dan dari padanya Allah menciptakan isterinya; dan dari
pada keduanya Allah memperkembang biakkan lak-laki dan perempuan yang
banyak. Dan bertakwalah kepada Allah yang dengan (mempergunakan) nama-
Nya kamu saling meminta satu sama lain, dan (peliharalah) hubungan
silaturrahim. Sesungguhnya Allah selalu menjaga dan mengawasi kamu,” (QS.

Al-Bagarah/2:21-22)

.
A -
(i
N

Orang yang selalu bersilaturrahmi akan memiliki banyak teman dan

memperbanyak saudara. Dengan hal tersebut, maka manusia telah meningkatkan
ketakwaannya kepada Allah Swt.. Hal ini sejalan dengan hadits yang menjelaskan
larangan memutus silaturrahmi, yaitu:
“Abu Ayyub ra menceritakan, bahwa Rasulullah Saw bersabda, ‘Tidak Halal
(boleh) seorang islam menyisihkan saudaranya lebih dari tiga hari, jika keduanya
bertemu, maka yang seorang berpaling kesana dan seorang lagi berpaling kesini.
Tetapi yang paling baik diantara yang kedua itu ialah siapa yang memulai
mengucapkan salam kepada lawannya’.” (Muttafaqun Alaih)

Dampak yang ditimbulkan dari putusnya silaturrahmi, yaitu segala
amalnya tidak berguna dan tidak berpahala, amalan sholatnya tidak berpahala, dan
seorang yang memutus silaturrahmi diharamkan untuk masuk surga. Hal ini

menunjukkan bahwa Allah Swt. sangat murka dengan kaum yang memutus tali

silaturrahmi antar sesamanya.
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2.6.3 Kelompok Manusia yang Dicintai Allah Swt.

Dalam matematika, grup adalah suatu himpunan, beserta suatu operasi
biner, seperti perkalian atau penjumlahan, yang memenuhi beberapa aksioma yang
diuraikan dibawah ini. Misalnya, himpunan bilangan bulat adalah suatu grup
terhadap operasi penjumlahan. Berikut ayat yang menjelaskan tentang suatu

himpunan.

)<(0)

o 5. I S A
659 LT 5 agle —pmaddi 22 rgele Cal Al D

“(vaitu) jalan orang-orang yang Telah Engkau beri nikmat kepada mereka;
bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan) mereka yang sesat”
(QS. Al-Fatihah/1:7)

Ayat tersebut merupakan contoh bahwa kehidupan manusia terdiri dari

a

beberapa macam golongan atau kelompok. Yang dapat diartikan pula, bahwa
kumpulan beberapa golongan itu merupakan suatu himpunan. Pada ayat tersebut
manusia terbagi menjadi 3 kelompok, yaitu (1) kelompok yang mendapat nikmat
dari Allah Swt., (2) kelompok yang mendapat murka dari Allah Swt., dan (3)
kelompok yang sesat (Abdussakir, 2006:47).

Salah satu contoh kelompok yang mendapat nikmat dari Allah Swt. adalah
orang-orang yang taat kepada Allah Swt. dan Rasul-Nya, sebagaimana dijelaskan

dalam al-Quran surat an-Nisaa’ ayat 69 berikut.

~

PP AT TIPEEET S VI PR Y S SR IR & TP -
120215 i dalls Sl o ol AT L0 Gl i S50 U5l 015 A ez 23

z PR I 7 T
Lﬁéjélgj)‘(‘w} 5 ekl

"Dan Barangsiapa yang mentaati Allah dan Rasul(Nya), mereka itu akan
bersama-sama dengan orang-orang yang dianugerahi nikmat oleh Allah, Yaitu:
Nabi-nabi, Para shiddiigiin[314], orang-orang yang mati syahid, dan orang-
orang saleh. dan mereka Itulah teman yang sebaik-baiknya.” (QS. An-Nisaa/4:
69)
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Ayat tersebut didukung adanya sebuah hadits yang mengatakan bahwa

Allah  Swt. memberi nikmat-Nya kepada orang-orang Yyang senantiasa

mengerjakan kewajibannya. Dari Abu Hurairah ra, berkata bahwa Rasulullah Saw
bersabda,

“Bahwasanya Allah Swt berfirman (Hadits Qudsi), ‘Siapa saja yang memusuhi
kekasih-Ku, maka Aku akan nyatakan perang terhadapnya. Sesuatu yang paling
Aku sukai dari yang dikerjakan hamba-Ku, yaitu apabila ia mengerjakan apa
yang telah Aku wajibkan kepadanya. Seseorang itu senantiasa mendekatkan diri
kepada-Ku dengan mengerjakan amalan-amalan sunnah sehingga Aku
mencintainya. Apabila Aku mencintainya, maka Aku merupakan penglihatan yang
dia gunakan untuk melihat. Aku merupakan tangan yang ia pergunakan untuk
meraih sesuatu. Aku juga merupakan kaki yang ia pergunakan untuk berjalan.
Seandainya ia memohon kepada-Ku, Aku akan mengabulkannya. Seandainya ia
berlindung kepada-Ku, niscaya Aku akan melindunginya’.” (HR. Bukhari)
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PEMBAHASAN

3.1 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral
Berdasarkan teori sebelumnya, telah diketahui bahwa grup dihedral dengan

order 2n adalah D,, ={1,7,7% ..., r" Ls,sr,sr?, ...,sr"1}.  Dalam

pembahasan ini, untuk menentukan gup automorfisma dari graf commuting pada

grup dihedral, penulis memilih beberapa contoh kasus, yaitu D, Dg, D1, D12, D14

dan Dy.

3.1.1 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-6 (D, 3)

Elemen-elemen dari grup dihedral-6 yaitu {1,7,72,s,sr,sr?}. Dengan
operasi " o ", maka diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.2 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-6

o |1 |71 |r2| s |sr]|sr?
VI~ P W
r UGl r> P sr? s | sr
r2|r2| 1| r |sr|srfy s
s BSM sr|sr3 1| r | r?
st Bl st3 s |21 | r
st sr¥ s |sr|r |r?| 1

Berdasarkan Tabel 3.1, center grup dihedral-6 adalah {1}, karena 1
komutatif dengan semua elemen grup dihedral-6. Selanjutnya dapat ditentukan
elemen-elemen yang saling komutatif adalah:

1. Elemen r! saling komutatif,

2

lor=rol lor2=7r201 ror:i=r2or

2. 1 komutatif dengan elemen sr*,

26
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sol=1os srol=1osr sr2o01 =1osr?

Sehingga dapat digambarkan graf commuting dari grup dihedral-6 sebagai

berikut:

@
[

1
Gambar 3.1 Graf Commuting Grup Dihedral-6 (D)

Dari graf commuting yang telah terbentuk, kemudian dikelompokkan
menjadi beberapa jenis graf lain dengan mengambil X adalah subset dari Ds,,.
Ambil X; = {1,7,72, ..., ™1} untuk membentuk graf commuting C(D,,, X;), dan
ambil X, = {1, s, s7, ..., st™~ 1} untuk membentuk graf commuting C (D, X5).

Untuk graf commuting dari X; = {1,r,r2} dari grup D, akan berbentuk
graf komplit-3 (K3) yang terdiri dari tiga titik 1,7, dan r2, untuk masing-masing
titik berderajat 2 sebagai berikut

r

By 2

Gambar 3.2 Graf Komplit (K3) dari Grup Dihedral-6 (Dg)

Berdasarkan definisi, graf komplit merupakan graf dengan setiap titik yang
berbeda saling terhubung langsung (adjacent). Sehingga pemetaan automorfisma

titik pada graf komplit dapat dilakukan terhadap dirinya sendiri dan semua titik
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lainnya. Karena graf commuting C(Dg, X; = {1,7,7%}) berbentuk graf komplit-3,
maka grup automorfisma dari graf commuting C(Dg, X; = {1,7,72}) adalah
himpunan permutasi dari {1,r,7%}, yaitu
(), (1r),Ar%,(rr®),(1,r,r?),(1r>r)}. Grup automorfisma dari graf
commuting C(Dg, X; = {1,7,72%}) isomorfik dengan grup automorfisma pada graf

komplit-3 melalui pemetaan berikut

2y @ ® (H(2)®3)
W) SO 7o o
(1r) ® ®
) i i (13)
(17" - 9 23
@) o (123)
(17‘7‘2) (132)

Gambar 3.3 Pemetaan dari A ke B

Grup automorfisma dari graf commuting C(Dg, X; = {1,7,72}) isomorfik
dengan grup automorfisma pada graf komplit-3 serupa dengan permutasi pada
grup simetri-3, maka dapat disimpulkan pula bahwa grup automorfisma dari graf
commuting C(Dg, X = {1, 7,72}) berbentuk grup simetri-3.

Untuk graf commuting dari X, = {1,s,sr,sr?} pada grup D, akan
berbentuk graf bintang-3 (K3 3) terdiri dari empat titik V(Ky3) = {1,s,s7, sT%}
yang masing-masing titik berderajat 1 kecuali unsur 1, sebagai berikut

sr

ST * 1

S
Gambar 3.4 Graf Bintang (K; 3) dari Grup Dihedral-6 (D)
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Berdasarkan definisi, automorfisma pada graf G adalah permutasi ¢ pada
himpunan V(G) dengan syarat bahwa untuk sebarang u, veV(G) berlaku uveE(G)
jika dan hanya jika @(u)@(v) €E(G). Maka automorfisma pada graf commuting
dari X, = {1, s, sr, sr?} adalah sebagai berikut
1 (D(s)(sr)(s1?)

. (D (s sr)(sr?)
. (D(s sr®)(sr)

g (6 (sr si%)

N

w

D

Ul

. (D(s.srsT2)

(o)}

. (D(s°sx? sr)

Automorfisma pada graf commuting dari X, = {1,s,sr,sr?} serupa
dengan automorfisma pada graf bintang K3 ,yaitu
{(1),(23),(24),(34),(234),(243)}. Maka dapat disimpulkan bahwa grup
automorfisma dari graf commuting C(Dg, X, = {1,s,sr,sr?}) (disimbolkan
dengan A) isomorfik dengan grup automorfisma dari graf bintang-3 (K1,3)

(disimbolkan dengan B) lewat pemetaan berikut.

(D) (sT)(sT oY 79 (LB
(D(ssr) O\ 70 (H(23)
1)(5 ST‘Z) . [ ® (1)(24)

( ® \ ® (1)(34)
(D(srsr?) @ \ ® (1)(234)
(D(ssrsr?) @ @ (1)(243)

(1)(s sr? sr)

Gambar 3.5 Pemetaan dari A ke B

Terlihat bahwa pola automorfisma yang terbentuk tersebut menyerupai
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permutasi pada grup simetri-3, maka grup automorfisma pada graf commmuting
C(Dg, X, = {1, s, sr, sr?}) isomorfik dengan grup automorfisma dari graf bintang-

3 (K1 3) yaitu berbentuk grup simetri-3.

3.1.2 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-8 (D, 4)
Elemen-elemen dari grup dihedral-8 yaitu {1,7,72%,13,s,sr,sr?,sr3}.
Dengan operasi " o ", maka diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.3 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-8

o | 1 | r |2 |13 | s | sr |sr?|sr
NV | e 72 B3] s || st e
' 2 PRl 1 |sr3| s [“sr |sr?
A e e A g
> R 1 PR r: | sr |sr?|sr3 s
s SR sr BShdll sr3 | 1| r .
st PGl s> 5l s | 7° ] 1 | r IS
sr G s> e s el r: |1 | r
s el s BSe™ s r Rl 3 | 1

Berdasarkan Tabel 3.2, terdapat dua elemen yang menjadi center grup
yaitu {1,72}, karena keduanya bersifat komutatif dengan semua elemen grup
dihedral-8. Sehingga elemen-elemen yang saling komutatif adalah:

1. r? komutatif dengan semua unsur Dg,

lor2=r2o1 sror2=r2osr
roré=rlor sréor? = ri o gr?
r3or2 =r2o0p3 sr3or? = r2ogsr3

sor?=rlog

2. Elemen s komutatif dengan elemen sr?,dan elemen sr komutatif dengan s73,

sosr?=srlos srosrd =srdosr
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Sehingga dapat digambarkan graf commuting-nya yaitu:

r2

Gambar 3.6 Graf Commuting dari Grup Dihedral-8 (Dg)

Berdasarkan graf pada Gambar 3.6, didapatkan graf commuting dari
X, ={1,r,7%,13} pada grup Dg akan berbentuk graf komplit-4 (K,) yang terdiri
dari empat titik 1,7,72, dan r3, yang masing-masing titik berderajat 3 sebagai

berikut

r3 r2

Gambar 3.7 Graf Komplit (K,) dari Grup Dihedral-8 (Dg)

Graf commuting C(Dg, X; = {1,r,72,73}) berbentuk graf komplit-4, maka
grup automorfisma dari graf commuting C(Dg, X; = {1,r,7%,r3}) adalah
himpunan permutasi dari {1,r,72,73}. Grup automorfisma dari graf commuting
C(Dg, X, = {1,7,7%,13}) isomorfik dengan grup automorfisma pada graf komplit-
4 melalui korespondensi 1 —~ 1, r —~ 2,72 «~ 3,r3 — 4. Karena grup automorfisma
dari graf commuting C(Dg, X; = {1,7,72,73}) serupa dengan permutasi pada grup

simetri-4, sehingga dapat disimpulkan pula bahwa grup automorfisma dari graf
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commuting C(Dg, X; = {1,7,72,73}) berbentuk grup simetri-4.
Sedangkan untuk graf commuting dari X, = {1, s, sr,sr?,sr3} pada grup
Dg akan berbentuk graf kincir Wds , yang memiliki 5 titik (1, s, sr, sr2, sr3) yang
masing-masing titik berderajat 2, kecuali unsur 1 (Karena titik 1 berderajat 4).

2

S Sr

sr’ sr
Gambar 3.8 Graf Kincir Wds , dari Grup Dihedral-8 (Dg)

Automorfisma dari graf commuting C(Dg, X, = {1, s, sr, sr?, sr3}) adalah

sebagai berikut

(D () (sr)(sr?)(sr?)
(1) (s sr?)(sr)(sr?)
(D) (srsr3)(s)(sr?)
(1) (s sr)(sr? sr?)

(1) (s sr?)(sr sr?)

(1) (s sr3)(sr sr?)

(1) (s sr sr? srd)

(1)( s srdsr? sr)

© N o 0~ w.oNd P

Grup automorfisma dari graf commuting C(D;,,X,) isomorfik dengan
grup automorfisma dari graf kincir Wd3 3 melalui korespondensi 1 « 1, sr2 - 2,
sr ~ 3,513 ~ 4. Karena pada grup dihedral-8 terdapat 2 unsur yang menjadi
center grup yaitu unsur 1 dan unsur r2, maka kedudukan unsur 1 pada gambar 3.8

graf kincir Wds , dapat digantikan dengan unsur r2. Sehingga grup automorfisma
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dari graf commuting C(Dg, X,) tetap isomorfik dengan grup automorfisma dari

graf kincir Wds ,.

3.1.3 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-10
(D35)

Elemen-elemen dari grup dihedral-10 yaitu
{1,7,7%,7r3,r% s,sr,sr?, sr3,sr*}. Dengan operasi "o", maka diperoleh tabel

Cayley sebagai berikut:

Tabel 3.3 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-10

/ 1 r || | rr | s | sr|sr?|sr®|srt
1 i r |2 | P | r* | s | sr |sr?|srd|srt
T r | | | r* | 1 |srt| s | sr |sr?| s
2. Nl - [ r |sr3|srt| s | sr | sr?
2 I L r | r2 |sr?|sr3|srt| s | sr
| rt |1 r | r2 | 3 | sr | sr?|srd®|srt| s
s Sl sz |bsr? | sed [set | 1 r | rr | | rt
st WSl srZ | sr3 | srt | si|emt A r | r |
st | sr? | sr3|srt| s | sr| ¥ | | 1 r | r?
sr3 | sr3 | sr*| s | sr|sr2|r2 | |t | 1 T
st |srt| s | sr|sr¥|sr3 | r |2 || rt | 1

Dari Tabel 3.3, terlihat bahwa center grup dihedral-10 yaitu {1}, karena 1
komutatif dengan semua elemen grup dihedral-10. Sehingga elemen-elemen yang
saling komutatif adalah:

1. Elemen r* saling komutatif,

lor=rol ror:=r2or réort =rtor?
lor?=1r2%201 ror3d=r3or r3ort=rtor3
lor3=71301 ror*=rtor

lor*=1r%01 r2or3 =7r3or?

2. 1 komutatif dengan elemen s,

sol=1os sr2o1 =10 sr? sr¥ol=10sr*
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srol=1osr sr3o01=10sr3

Sehingga dapat digambarkan graf commuting-nya yaitu:

sr? sr?

P
SN

Gambar 3.9 Graf commuting dari Grup Dihedral-10 (D;,)

Berdasarkan graf pada Gambar 3.9, didapatkan graf commuting dari
X, ={1,r,v%,r3,r*} pada grup D;, akan berbentuk graf komplit-5 (Ks) yang
terdiri dari lima titik 1,7,72, r3 dan r*, yang masing-masing titik berderajat 4

sebagai berikut

r3
r2
Gambar 3.10 Graf Komplit-5 (K5) dari Grup Dihedral-10 (D;,)

Graf commuting C(Dyg,X; = {1,7,7%,73,r*}) berbentuk graf komplit-5,
maka grup automorfisma dari graf commuting C(Dyg, X, = {1,7,7%,73,7%})
adalah himpunan permutasi dari {1,7,7%,73,r*}. Grup automorfisma dari graf
commuting C(Dyo,X; = {1,7,7%,73,r*}) isomorfik dengan grup automorfisma

pada graf komplit-5 melalui korespondensi 1~ 1, r - 2, r2 <« 3, r3 « 4,r* -

5. Karena grup automorfisma dari graf commuting C(Dyo, X, = {1,7,7%,73,7%})
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serupa dengan permutasi pada grup simetri-5, maka dapat disimpulkan pula
bahwa grup automorfisma dari graf commuting C(Dyo, X1 = {1,7,72,73,1*})
berbentuk grup simetri-5.

Sedangkan untuk graf commuting dari X, = {1, s, sr, sr?, sr3, sr*} pada
grup D;, akan berbentuk graf bintang-5 (K1_5) terdiri dari enam titik V(K;5) =
{1,s,sr,sr%,sr3,sr*} yang masing-masing titik berderajat 1 kecuali unsur 1,

sebagai berikut

2
SIre 1

sr
Sr

Gambar 3.11 Graf Bintang-5 (K 5) dari Grup Dihedral-10 (Dyq)

Grup automorfisma pada graf commuting dari X, = {1,s, sr, sr?, sr3, sr*}
isomorfik dengan grup automorfisma pada graf bintang—S(KLS) melalui
korespondensi 1 -1, s~ 2, sr - 3, sr? - 4,513 ~ 5,5r% —~ 6. Karena grup
automorfisma dari graf commuting C(Dyo, X, = {1,s,sr, sr?,sr3,sr*}) serupa
dengan permutasi pada grup simetri-5, maka grup automorfisma pada graf

2

commmuting C (Do, X, = {1,s, sr,sr?,sr3, sr*}) berbentuk grup simetri-5.

3.1.4 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-12
(D26)
Elemen-elemen dari grup dihedral-12 yaitu {1,r,7%,73,v%, 15 s,sr,sr?,

sr3, sr*, sr°}. Dengan operasi "o", maka diperoleh tabel Cayley sebagai

berikut:
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Tabel 3.4 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-12

° 1 r | 2| |t | sr | sr? | sr3 | srt | sr®
1 1 r | r2 | | r* | sr | sr? | sr3 | srt | sr®
T r | r2 | | rt | 1 |[sr® | s st | sr? | srd | sr*
r2 | r2 | B | rt | 1 r |srt|sr® | s | sr | sr2 | sr3
||| 1 r | r2 |srd3|srt|sr®| s | sr | sr?
| rt | 1 r | r2 | 13 | sr? | sr3 | srt|sr° | s ST
r5 | r® 1 r | 2 | 3 | rt | sr | sr? | sr3 | srt|sr5 | s
s s sr | sr? | sr3 | srt | sr5 | 1 r | r |||
sr | sr | sr? | sr3 |srt st | s | 1] 1 r | r | r r*
sr? | sr2 | sr3 | srt | sr® | s sr | r re 1 T 2 | 3
sr3 | sr3 | srt|sr® | s | sr|sr2| 3 | rt | 1S 1 r | r?
srt | srt |sr® | s | sr|srt|sr3 | 2 | 3| rt | S ] r
st |sr5 | s | sr|sr2|sr3|srt| r | 2| 3 |t | 1S 1

Berdasarkan Tabel 3.4, terdapat dua elemen yang menjadi center grup

yaitu {1,73}, karena keduanya bersifat komutatif dengan semua elemen grup

dihedral-12. Sehingga elemen-elemen yang saling komutatif pada grup dihedral-

12 adalah sebagai berikut:

1. 13 komutatif dengan semua unsur Dy,

ler =7 il Ry, — 4
rord=rdor sror3 =r3osr
e ars = ridpA sr2ord =130 sr?
ri % e=rort SEe9r® = 13 o sr°
roord=r3or® S g
sroord =13 osr?

2. Elemen s komutatif dengan elemen sr3, elemen sr komutatif dengan sr?,

dan elemen sr? komutatif dengan sr>

sosr3=srdos srosrt =srtosr

sr2 o sr° = sr° o s1?

Sehingga dapat digambarkan graf commuting-nya yaitu:
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Gambar 3.12 Graf Commuting dari Grup Dihedral-12 (D;,)

Berdasarkan graf pada Gambar 3.12, didapatkan graf commuting dari
X, ={1,r,7%,7r3,r* r>} pada grup D;, akan berbentuk graf komplit-6 (K;) yang
terdiri dari enam titik 1, 7,72, 73,7, dan r°, yang masing-masing titik berderajat 5

sebagai berikut

re 12

Gambar 3.13 Graf Komplit-6 (K) dari Grup Dihedral -12 (D;,)

Graf commuting C(Dy,, X; = {1,7,72,r3,7*,1r°}) berbentuk graf komplit-
6, maka grup automorfisma dari graf commuting C(D;,, X, = {1,7,7%,r3,r*%,r>})
adalah himpunan permutasi dari {1,r,72,r3,7* r°}. Grup automorfisma dari graf
commuting (Dqy, X, = {1,7,72,73,r%,r>}) isomorfik dengan grup automorfisma
pada graf komplit-6 melalui korespondensi 1~ 1, r - 2, r?> «~ 3, r3 « 4,r* -
51>~ 6. Karena grup automorfisma dari graf commuting (D;,,X; =
{1,r,7%,73,r*,1r5}) serupa dengan permutasi pada grup simetri-6, sehingga dapat

disimpulkan pula bahwa grup automorfisma dari graf commuting C(D;,, X; =
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{1,r,7%,73,r*,1r°}) berbentuk grup simetri-6.
Sedangkan untuk graf commuting dari X, = {1,s,sr,sr?,sr3,sr#,sr°}
pada grup D;, akan berbentuk graf Kincir Wds3; yang memiliki 7 titik

2

(1,s,sr,sr?, sr3,sr* sr>) yang masing-masing titik berderajat 2, kecuali unsur 1

(karena titik 1 berderajat 6).

Sr

=1 1 Sr
Gambar 3.14 Graf Kincir (Wd, 4) dari Grup Dihedral -12 (D;;)
Grup automorfisma dari graf commuting C(D;,,X,) isomorfik dengan
grup automorfisma dari graf kincir Wds ; melalui korespondensi 1 -~ 1, s -~ 2,
sr3 <3, sr? ~4,s5r° ~5,sr - 6,sr* -~ 7. Karena pada grup dihedral-12
terdapat 2 unsur yang menjadi center grup yaitu unsur 1 dan unsur r3, maka
kedudukan unsur 1 pada Gambar 3.14 graf kincir Wd3 ;3 dapat digantikan dengan
unsur r3. Sehingga grup automorfisma dari graf commuting C(D;,,X,) tetap

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir Wds 5.

3.1.5 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-14
(D2.7)

Elemen-elemen dari grup dihedral-14 yaitu

(1,7, 75,73, 74,75, 1%, s, 51,512, 513, 5%, sr°, sr®}. Dengan operasi "o", maka

diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:



Tabel 3.5 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-14
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° |1 rlr2 |3 rt | S |8 | s | sr|sr?|srd|srt | srd | sré
1 |1 r|lr® | r3|rt |5 |r8 | s |sr|sr?|srd|srt|srd|srf
rlr [r2 3t S o |1 |sr® s | sro|sr?|sr3 | srt|sr®
r2 |l r2 3t | S re |1 r |sr3|sr®| s | sr |sr?|sr3|sr?
33 irt| | el r | r? |srtsro|sr®| s | sr | sr? | srd
rd | rd || e |1 r | r?2 | r3 | sr3srt|sr®|sr®| s | sr | sr?
r° [l r | r® | r3 |t | sr? sr3|srt | sr®|sr®| s |sr
r® | r® |1 | r [ ¥2 |3 | r* | v> | sr|[sr?|srd|srt|srd|sr® | s
s | s |sr|sr®|srd3|srt|srd|sr®|1l | r | 2 | 3| rr | > | r®
sr | sr | sr? sr3®| srt|sro|sré| s [r® |1 r|r2 | r3 | rt|rs
sr2 | srigise3| srt| sr® | srb s | sro| v 76 |1 ro|ré2 | 3 |rt
sr3 | g4 'srt| srd|srl| s | sr|sré|rt |3 | r® |1 r | r® |r3
srt Psgh B sr3|sre| s |sr |sr¥|sr3|rd | rt | 5| 8 |1 r | r?
sr° MGl sr0 s | srolsr®|srd|srt| 2 3 | rt | 5 | o2 r
sn® WSl s | st |sr?|srd3|srt|sré| r | v¥ e ot | 0 W1
Berdasarkan Tabel 3.5, center grup dihedral-14 adalah {1}, karena 1

komutatif dengan semua elemen grup dihedral-14. Sehingga dapat ditentukan

elemen-elemen yang saling komutatif adalah:

1. Elemen r' saling komutatif,

lor=r

o1l
r2el

r3o1

ror?

rors

rort

ror

ror®

2

r-or

B

3! 7

=r-or

2. 1 komutatif dengan elemen sr*,

sol=1

sr3ol=1o0sr

°S

3

srol=1osr

sr*ol=1o0sr

4

srlol=1o0sr
sr®o1=1osr

srol =10 sr

Sehingga dapat digambarkan graf commuting-nya yaitu:

2

5

6



40

Gambar 3.15 Graf Commuting dari Grup Dihedral-14(D;,)

Berdasarkan graf pada Gambar 3.15, didapatkan graf commuting dari
X, ={1,rr%r3r%r>r dari grup Dy, akan berbentuk graf komplit-7 (K;)
yang terdiri dari tujuh titik 1,7,72,73,7%r>, dan r°, yang masing-masing titik

berderajat 6 sebagai berikut

Gambar 3.16 Graf Komplit (K) dari Grup Dihedral-14(D;,)

Karena graf commuting C(Dy4,X; = {1,7,7%,73,7v%,7r>,r%}) berbentuk
graf komplit-7, maka grup automorfisma dari graf commuting C(Dq4, X1 =
{1,7,7%,r3,r* r>,r®}) adalah himpunan permutasi dari {1,7,7%,73,1% 1> r°}.
Grup automorfisma dari graf commuting C(Dy4, X1 = {1,7,7%, 73,74, 7>,7%})
isomorfik dengan grup automorfisma pada graf komplit-7 melalui korespondensi
1-1r~2,r>2-3, r3~4,r* -~ 5,r> ~ 6,r® — 7. Karena grup automorfisma
dari graf commuting C(Di4, X, = {1,7,7%,73,r%r>,r®}) serupa dengan

permutasi pada grup simetri-7, maka dapat disimpulkan pula bahwa grup
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automorfisma dari graf commuting C(Dy4, X; = {1,7,72,73,r% r>,r°®}) berbentuk
grup simetri-7.

Sedangkan untuk graf commuting dari
X, ={1,s,sr,sr?, sr3,sr* sr>, sré} dari grup Dy, akan berbentuk graf bintang-7
(K1) yang terdiri dari delapan titik V(K ;) = {1,s,sr,sr?,sr3,sr% s>, 576}

yang masing-masing titik berderajat 1 kecuali unsur 1, sebagai berikut

S ST
sr?
1 o513
srt
6
. sr

Gambar 3.17 Graf Bintang (K; ;) dari Grup Dihedral-14(Dy,)

Grup automorfisma pada graf commuting dari

A CHSIspsrsrs, s

,sr°,sr®} isomorfik dengan grup automorfisma pada
graf bintang-7(Ky;) melalui korespondensi 1 -1, s -2, sr -3, sr? -
4,sr3 < 5,51* ~ 6,s1°> —~ 7,5r% ~ 8. Karena grup automorfisma pada graf
commuting  C(Dy4, X, = {1, s, sr,sr?,sr3,sr*, sr>, sr}) serupa  dengan
permutasi pada grup simetri-7, maka grup automorfisma pada graf commuting
C(Dy14, X, = {1,s,s1, 512,513, sr*,s1°, s7°}) berbentuk grup simetri-7.
3.1.6 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Dihedral-16
(D2.8)
Elemen-elemen dari grup dihedral-16 yaitu

304 15,16, r7 s, s, 512, 513, 1%

{1,r,7%r ,sr°,sr® sr’}. Dengan operasi "o",

maka diperoleh tabel Cayley sebagai berikut:
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Tabel 3.6 Tabel Cayley dari Grup Dihedral-16
7

° 11 rlrE |t | r s | sr | sr2| sr3| srt| sro| sre| sr’
1 |1 r|r2 |3t P 8| 7| s | st | sr?| srd| srt| s sr®| sr?

rlr |t S| |7 | L | sr7| s | sr|sr?| srd| srt| srd| sr®
22t |7 | L r | sr®| sr’| s | sr | sr?| srd| srt| srd
Pt |7 |1 r | r2 | sr®| sr|sr’| s | sr | sr?| sr3| srt
ot e 7L r | r2 | 3 | srt| sro| sr®| sr’| s | sr | sr?| srd
T R B LI B A rlr2 3t 3 srt | sre| srf| s’ s | sr | sr?
ro | | 7 |1 ol r2 | 3t | S | srd| s srt| sr® | sr®| sr7| s | sr
|7 |1 ro| 23t | | o | sr| sr?| sr3| srt| sro| srl| sr7| s

s | s | sr|sre|srd3| srt|sr3| sré| sr’| 1 ro|lr2 |3t S| e | 7
sr | sr | sr?|srd| srt| sro|sré|sr’| s | r7 |1 rolr2 |3t |t
sre| sr?| sr3| srt|sr®| sré|sr’| s | sr|r® | |1 r|r2 ||t s
el 57 P! o2 || 5722 | s7dl sl &7 | &2 722 12 || # | ro|r2 || rt
srt| su® sro | srb| sr?| s | sr | sr?| s Be o | 8 | 7 1 ro|r2 |
sr> (@8all sro | srZ| s V| sr | sr2 |Isr3 st 22 R S | | 7N 1 r | r?
sit’ (il sr 2l seal sy | spBsrd | srd [ Usea i n2 |0 (I 3 | e el r
sr/iNsal s | sr | srZ|sr3| srt| srP| s r [rd i el | rO% W | 1

Berdasarkan Tabel 3.6, terdapat dua elemen yang menjadi center grup yaitu

{1,7*}, karena keduanya bersifat komutatif dengan semua elemen grup dihedral-

16. Sehingga elemen-elemen yang saling komutatif adalah:

11

2.

Elemen r! saling komutatif

roré=r2or
Ker =7rior
ror*=rtor
b X2 =N
Mo B8 = %%
ror’ =r’or
r2 M= 1 or?
‘r‘zoo:‘r4o‘r2
120 o 15 o 12

2

rZor® =rbo°r

2

1 dan r* saling komutatif dengan elemen sr*

72077 = 77 o2
F3opt = ph o3
los=s01
losr=srol
losr? =sr?o1
losr3=sr301
losr®=sr’o01
losr® =sr®o1
losr’ =sr’o1

305 = 5 093
73 076 = 16 o 3
3
rh o5 = 5 o
o6 = p6 ot
e =1 ol
75 076 = 16 o 15
5 077 = pT o ft5
g M
r*fos=sort
rtosr=srort
r*osr? =sr2ort
r¥osr3 = sr3ort
rfosr® =srdort
r*osr® = sréort
rtosr’ =sr’ort
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3. Elemen s komutatif dengan elemen sr3, elemen sr komutatif dengan sr*,

dan elemen sr? komutatif dengan sr>

6 2

sosrt=srtos sr2osr® =srbosr

srosr® =sr’osr sr3osr’ =sr’ osrd

Sehingga dapat digambarkan graf commuting-nya yaitu:

Gambar 3.18 Graf Commuting dari Grup Dihedral-16 (D)

Berdasarkan graf pada Gambar 3.18, didapatkan graf commuting dari
X, ={1L,rr%r3r%r5,r% v’} pada grup Dyc akan berbentuk graf komplit-8
(Kg) yang terdiri dari delapan titik 1,7,72,73,r% 7>, 7%, dan r’, yang masing-

masing titik berderajat-7 sebagai berikut

rs r

pe r
1,.2
Gambar 3.19 Graf Komplit (Kg) dari Grup Dihedral-16 (D)
Graf commuting C(Dyg, X, = {1,7,7%,73,7v%,75,7%,r7}) berbentuk graf

komplit-8, maka grup automorfisma dari graf commuting C(Di6,X; =

(1,r, 75734 r5,r%,r7}) adalah himpunan permutasi dari



44
(1,7, 73,73, r%, 75, 7% r7}. Grup automorfisma dari graf commuting C (D¢, X; =
{(1,r, 72,73, v 5% r7}) isomorfik dengan grup automorfisma pada graf
komplit-8 melalui korespondensi 1 <1, r~2, 12«3, r3 « 4,r* « 5,r>
6,7 ~7,r7 ~8. Karena grup automorfisma pada graf C(Dy, X; =
{1,r,7%,73,v%,r°,r% r7}) serupa dengan permutasi pada grup simetri-8, maka
grup automorfisma dari graf commuting C(Dy¢, X, = {1,7,72,73,v%, 1>, 7%,77})
berbentuk grup simetri-8.
Sedangkan untuk graf commuting dari
X, ={1,s,sr,sr?,sr3,srt, sr° sr® sr’} pada grup D;s akan berbentuk graf
kincir Wdsz, yang memiliki 9 fitik (1,s,sr,sr?, sr3, sr*, sr>, sré, sr’) yang
masing-masing simpul berderajat 2, kecuali unsur 1 (Karena titik 1 berderajat 8).

S s
7 i
BT ot \ g
\\\ \ /,«‘ //_,///‘7/
SRS
2 b 7 ==
g A 5r5
sroé—» 572
Gambar 3.20 Graf Kincir (W d5 4) dari Grup Dihedral -16 (D)

Grup automorfisma dari graf commuting
C(Dy16, X, = {1,5, 51,512,573, 51%, 5r°, 51, s17}) isomorfik dengan grup
automorfisma dari graf kincir Wd3 , melalui korespondensi 1 «~ 1, s « 2, sr* «
3, sr —~4,5r° ~ 5,512 « 6,51% ~ 7,53 ~ 8,sr” - 9. Karena pada grup

dihedral-16 terdapat 2 unsur yang menjadi center grup yaitu unsur 1 dan unsur

r*, maka kedudukan unsur 1 pada gambar 3.20 graf kincir Wds, dapat
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digantikan dengan unsur r*. Sehingga grup automorfisma dari graf commuting

C (D6, X,) tetap isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir Wds 4.

Berdasarkan beberapa contoh kasus pada bagian sebelumnya, maka dapat

dirumuskan beberapa teorema sebagai berikut

Teorema 1

Bukti

Misalkan Dy, = {1,7,7%,...,7",s,sr,s12,...,st" "'}  adalah  grup
dihedral dengan n €N, dengann > 3. Kemudian misalkan X; =
{1,7,72,..,7""} adalah subset dari D,,, maka grup automorfisma dari
graf commuting C(D,,,, X;) isomorfik dengan grup automorfisma dari graf

komplit-n (K,,) yaitu berbentuk grup simetri-n (S,,).

Berdasarkan definisi graf komplit yang menyatakan bahwa setiap titik
berbeda saling terhubung langsung, maka pemetaan automorfisma titik
pada graf komplit dapat dilakukan terhadap dirinya sendiri dan semua titik
lainnya. Karena graf commuting C(D,,,X; = {1,7,7%, ..., r""1})
berbentuk graf komplit dan automorfisma yang terbentuk adalah himpunan
permutasi dari {1,7,7%, ..,7" '}, maka grup automorfisma pada graf
commuting C(D,,, X; = {1,7,7%,...,r* 1} isomorfik dengan grup
automorfisma pada graf komplit-n (K,,) yang serupa pula dengan grup
automorfisma pada grup simetri-n (S,,). Sehingga dapat disimpulkan pula
bahwa grup automorfisma dari graf
commuting C(D,,,, X; = {1,7,r%,..,r*71}) isomorfik dengan grup
automorfisma dari graf komplit-n (K,,) yaitu berbentuk grup simetri-n

(Sn).
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Teorema 2.
Misalkan D,, = {1,7,72,..,7",s,s1,s72, ..., st""'} adalah grup dihedral
dengan n € N, dan n adalah bilangan ganjil lebih dari atau sama dengan 3,
kemudian misalkan X, = {1,s,sr,sr2,..,sr""} adalah subset dari D,,,
maka grup automorfisma dari graf commuting C(D,,,X,) akan isomorfik
dengan grup automorfisma dari graf bintang K, yaitu berbentuk grup
simetri-n (S,,).
Bukti.
Karena unsur 1 saling komutatif dengan semua unsur pada X,, sedangkan
semua anggota himpunan X, (kecuali unsur 1) tidak saling komutatif, maka
graf commuting yang terbentuk dari X, = {1,s,sr,sr?% ...,sr™"'} akan
berupa graf bintang K ,. Automorfisma pada graf commuting dari X, =

A sr”‘i} serupa dengan automorfisma pada graf bintang K; ,,.

{1, S, ST, ST
Sehingga grup automorfisma dari graf commuting C(D,,,X,) isomorfik
dengan grup automorfisma dari graf bintang (Kl,n)- Karena pola
automorfisma yang terbentuk dari keduanya menyerupai permutasi pada
grup simetri-n, maka dapat disimpulkan bahwa grup automorfisma dari graf
commuting C(D,,,X,) isomorfik dengan grup automorfisma dari graf
bintang (K ,, ) yaitu berbentuk grup simetri-n (S,,).
Teorema 3.

Misalkan D,, = {1,7,72,..,7"7,s,sr,s72, ..., st""} adalah grup dihedral

dengan n € N, dan n adalah bilangan genap lebih dari 3. Misalkan X, =

. n .
{1,s,sr,s12,...,s7""} atau X, ={r2,s,sr,sr2,...,sr"_l} adalah subset
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dari D,,, maka grup automorfisma dari graf commuting C(D,,,X)

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir W, ».
2

Bukti.
Diketahui dari beberapa contoh kasus pada bagian sebelumnya bahwa untuk

n genap lebih dari 3 pada D,,, terdapat 2 unsur yang menjadi center grup,

yaitu 1 dan r%, sehingga unsur 1 atau r% menjadi titik pusat dari graf

n n
commuting. Karena n bilangan asli genap, maka s dan srz, sr dan sr2tl

2

n n
sr? dan srz™?, .., srz~' dan sr"~! akan saling terhubung langsung di

C(D,,,X>). Dengan demikian graf commuting yang memuat X, =

{1,s,sr,sr2,...,s7""} atau X, = {ﬁ,s,sr,srz,...,sr"_i} adalah subset

dari D,, yang akan berbentuk graf Kincir W,=. Karena grup automorfisma
’2

dari graf commuting C(D,,, X,) serupa dengan grup automorfisma dari graf

Kincir W, », sehingga dapat disimpulkan bahwa grup automorfisma dari graf
"2

commuting C(D,,,X,) isomorfik dengan grup automorfisma graf Kincir

W,n.
3,3

3.2 Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Simetri

3.2.1. Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Simetri-3 (S3)
Misal diberikan himpunan tak kosong £, dengan Q = {1,2,3}, apabila

dikenai fungsi bijektif dari Q — Q, maka dapat dituliskan fungsi bijektif tersebut

dalam bentuk sikel sebagai berikut:

1. (D)) 3. (132)
2. (123) 4. (1)(23)
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5. (2)(13) 6. (3)(12)
Misal S; = {1,(123),(132),(23),(13),(12)}, apabila dikenai operasi

komposisi " o " pada S; maka struktur (S5,0) membentuk grup simetri-3. Ambil X
adalah himpunan yang memuat sikel 2 tunggal dan unsur (1) (sebagai unsur
identitas), dengan syarat unsur yang memuat sikel 2 tunggal tersebut berbentuk
(1m), dimana m € N, dan 2 <m < n. Misal diambil X = {(1),(12),(13)},
dengan X adalah subset dari S3. Kemudian mengoperasikan setiap unsur pada
himpunan X tersebut dengan fungsi komposisi " o ", maka diperoleh elemen yang
saling komutatif sebagai berikut

(D°(12)=(12)-(1)

(1) 2 (13) = (13) (1)

Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting-nya
sebagai berikut.

(12) (13)

(1)

Gambar 3.21 Graf Bintang (K ) dari Grup Simetri - 3 (S3)

Graf commuting dari X = {(1),(12), (13)} pada grup simetri-3 berbentuk
graf bintang-2 (Ky,) yang terdiri dari tiga titik V(Ky,) = {(1),(12), (13)},
dengan masing-masing titik berderajat satu kecuali unsur 1. Grup automorfisma
pada graf commuting dari C(S3, X = {(1),(12),(13)}) isomorfik dengan grup
automorfisma pada graf bintang-2 (K1,2) melalui korespondensi (1) -~ 1,(12) -

2,(13) ~ 3. Karena grup automorfisma pada graf commuting dari C(S5,X =
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{(1),(12),(13)}) serupa dengan permutasi pada grup simetri-2, maka grup
automorfisma pada graf commuting C(S3,X) akan isomorfik dengan grup
automorfisma dari graf bintang-2 (K1,z) yaitu berbentuk grup simetri-2.

Selanjutnya, ambil Y adalah himpunan yang memuat sikel 3 tunggal dan 1
(sebagai elemen identitas) yang dapat membentuk pola graf lain, yaitu misalkan
Y ={(1),(123),(132)},Y € §,,. Kemudian mengoperasikan setiap unsur pada Y
tersebut dengan fungsi komposisi "o ", maka diperolenh elemen yang saling
komutatif sebagai berikut
(1)e(123)=(123)0(1)

(1) 2 (132) = (132) = (1)

(123)0(132)=(132)0(123)
Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting dari Y

sebagai berikut.

(1)

(123) (132)

Gambar 3.22 Graf Kincir (Wds ;) dari Grup Simetri - 3 (S3)
Terlihat pada Gambar 3.22 bahwa graf commuting dari

Y = {(1),(123),(132)} pada grup simetri-3 berbentuk graf kincir Wds i, yaitu
graf kincir dengan satu daun kincir. Grup automorfisma dari graf commuting
C(S;,Y ={(1),(123),(132)}) isomorfik dengan pola automorfisma pada graf

kincir Wd3 ; melalui korespondensi (1) -~ 1,(123) -~ 2,(132) -~ 3.
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3.2.2. Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Simetri-4 (S,)
Misal diberikan himpunan tak kosong €, dengan Q = {1,2,3,4}, apabila
dikenai fungsi bijektif dari Q — Q, maka dapat dituliskan fungsi bijektif tersebut

dalam bentuk sikel sebagai berikut:

1. (WH@B@) 9. (1)(243) 17. (1)(3)(24)
2. (1234) 10. (2)(134) 18. (1)(4)(23)
3. (1243) 11. (2)(143) 19. (2)(3)(14)
4. (1324) 12. (3)(124) 20. (2)(4)(13)
5. (1342) 13. (3)(142) 21. (3)(4)(12)
6. (1423) 14. (4)(123) 22. (12)(34)
7. (1432) 15. (4)(132) 23. (13)(24)
8. (1)(234) 16. (1)(2)(34) 24. (14)(23)

Misal S, adalah himpunan yang memuat sikel-sikel tersebut, apabila

dikenai operasi komposisi "o " pada S, maka struktur (S;,o) membentuk grup
simetri-4. Ambil X adalah himpunan yang memuat sikel 2 tunggal dan unsur (1)
(sebagai unsur identitas), dengan syarat unsur yang memuat sikel 2 tunggal
tersebut berbentuk (1 m), dimana m € N, dan 2 < m < 4. Maka, misal diambil
X ={(1),(12),(13),(14)} dengan X adalah subset dari S,. Kemudian
mengoperasikan setiap unsur pada himpunan X tersebut dengan fungsi komposisi

1

"o " maka diperoleh elemen yang saling komutatif sebagai berikut

(1) » (12) = (12) = (1)

(1) e (13) = (13) = (1)

(1) e (14) = (14) = (1)

Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting dari

elemen tersebut.
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(13)
[

(12) (14)

(1)
Gambar 3.23 Graf Bintang-3 (K 3) dari Grup Simetri-4 (S,)

Graf commuting dari X = {(1),(12),(13)(14)} pada grup simetri-4
berbentuk graf bintang-3 (Ky3) yang terdiri dari empat titik V(K3)=
{(1),(12),(13),(14)}, dengan masing-masing titik berderajat satu kecuali unsur
1. Grup automorfisma pada graf commuting dari
C(S;,X ={(1),(12),(13),(14)}) isomorfik dengan grup automorfisma pada
graf bintang-3 (Ky3) melalui melalui korespondensi (1) - 1,(12) - 2,(13) -
3,(14) -~ 4. Karena grup automorfisma pada graf commuting dari C(S4, X =
{(1),(12),(13),(14)}) serupa dengan permutasi pada grup simetri-3, maka grup
automorfisma pada graf commmuting C(S,,X) akan isomorfik dengan grup
automorfisma dari graf bintang-3 (Kllg) yaitu berbentuk grup simetri-3.

Selanjutnya, ambil Y adalah himpunan yang memuat memuat sikel 3

tunggal dan 1 (sebagai elemen identitas) yang dapat membentuk pola graf lain,

Y = {(1), (123),(132),(124), (142),

yaitu misalkan (134), (143), (234), (243)

},Y c S,. Kemudian

mengoperasikan setiap unsur pada Y tersebut dengan fungsi komposisi " o ", maka
diperoleh elemen yang saling komutatif sebagai berikut

(1) ° (1)(234) = (1)(234) = (1) (1) 2 (2)(143) = (2)(143) = (1)

(1) ° (1)(243) = (1)(243) = (1) (1) > (3)(124) = (3)(124) = (1)

(1) ° (2)(134) = (2)(134) = (1) (1) » (3)(142) = (3)(142) = (1)
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(1) (9)(123) = (4)(123) ° (1) (1) » (9)(132) = (4)(132) = (1)
(1)(234) = (1)(243) = (1)(243) » (1)(234)
(2)(134) © (2)(143) = (2)(143) = (2)(134)

(3)(124) = (3)(142) = (3)(142) » (3)(124)

(4)(123) = (4)(132) = (4)(132) = (4)(123)
Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting dari

elemen tersebut.

(4)(123) / \\ (2)(143)
“ %

(3)(142) (3)(124)
Gambar 3.24 Graf Kincir-4 (Wd3 4) dari Grup Simetri-4 (S,)

Terlihat pada Gambar 3.24 bahwa graf commuting dari
Y = {(1),(123),(132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)} pada grup
simetri-4 berbentuk graf kincir Wdj 4, yaitu graf kincir dengan empat daun kincir.
Grup automorfisma dari graf commuting
C(S,,Y =1{(1),(123),(132),(124), (142),(134), (143), (234),(243)})
isomorfik dengan pola automorfisma pada graf kincir Wds;, melalui
korespondensi (1) -~ 1,(234) - 2,(243) -~ 3,(134) ~ 4,(143) -~ 5,(124) -~

6,(142) - 7,(123) - 8,(132) -~ 9.
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3.2.3. Grup Automorfisma dari Graf Commuting pada Grup Simetri-5 (S5)
Misal diberikan himpunan tak kosong €, dengan Q = {1,2,3,4,5}, apabila
dikenai fungsi bijektif dari Q — Q, maka dapat dituliskan fungsi bijektif tersebut

dalam bentuk sikel sebagai berikut:

1. (D(2)B)(@)(5) 37.  (1)(4)(253) 73.  (4)(15)(23)
2. (1)(2345) 38.  (1)(5)(234) 74.  (5)(12)(34)
3. (1)(2354) 39.  (1)(5)(243) 75.  (5)(13)(24)
4. (1)(2435) 40.  (2)(3)(145) 76.  (5)(14)(23)
5. (1)(2453) 41.  (2)(3)(154) 77.  (12)(345)
6. (1)(2534) 42.  (2)(4)(135) 78.  (12)(354)
7. (1)(2543) 43.  (2)(4)(153) 79.  (13)(245)
8. (2)(1345) 44, (2)(5)(134) 80.  (13)(254)
9. (2)(1354) 45, (2)(5)(143) 81.  (14)(235)
10.  (2)(1435) 46.  (3)(4)(125) 82.  (14)(253)
11.  (2)(1453) 47.  (3)(4)(152) 83.  (15)(234)
12.  (2)(1534) 48.  (3)(5)(124) 84.  (15)(243)
13.  (2)(1543) 49.  (3)(5)(142) 85.  (23)(145)
14.  (3)(1245) 50.  (4)(5)(123) 86.  (23)(154)
15.  (3)(1254) 51.  (4)(5)(132) 87. (24)(135)
16.  (3)(1425) 52.  (1)(2)(3)(45) 88.  (24)(153)
17.  (3)(1452) 53.  (1)(2)(4)(35) 89.  (25)(134)
18.  (3)(1524) 54.  (1)(2)(5)(34) 90.  (25)(143)
19.  (3)(1542) 55.  (2)(3)(4)(15) 91.  (34)(125)
20.  (4)(1235) 56.  (2)(3)(5)(14) 92.  (34)(152)
21.  (4)(1253) 57.  (2)(4)(5)(13) 93.  (35)(124)
22.  (4)(1325) 58.  (3)(4)(5)(12) 94,  (35)(142)
23.  (4)(1352) 59.  (1)(4)(5)(23) 95.  (45)(123)
24.  (4)(1523) 60. (1)(3)(5)(24) 96.  (45)(132)
25.  (4)(1532) 61. (1)(3)(4)(25) 97.  (12345)
26.  (5)(1234) 62.  (1)(23)(45) 98.  (12354)
27.  (5)(1243) 63.  (1)(24)(35) 99.  (12435)
28.  (5)(1324) 64. (1)(25)(34) 100. (12453)
29.  (5)(1342) 65.  (2)(13)(45) 101. (12534)
30.  (5)(1423) 66.  (2)(14)(35) 102. (12543)
31.  (5)(1432) 67. (2)(15)(34) 103. (13245)
32, (1)(2)(345) 68.  (3)(12)(45) 104. (13254)
33.  (1)(2)(354) 69.  (3)(14)(25) 105. (13425)
34.  (1)(3)(245) 70.  (3)(15)(24) 106. (13452)
35.  (1)(3)(254) 71.  (4)(12)(35) 107. (13524)

36.  (1)(4)(235) 72.  (4)(13)(25) 108. (13542)
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109. (14235) 113. (14523) 117. (15324)
110. (14253) 114. (14532) 118. (15342)
111.  (14325) 115. (15234) 119. (15423)
112. (14352) 116. (15243) 120. (15432)

Misal Ss adalah himpunan yang memuat sikel-sikel tersebut, apabila

n

dikenai operasi komposisi "o " pada S; maka struktur (Ss,e) membentuk grup
simetri-5. Ambil X adalah himpunan unsur yang memuat sikel 2 tunggal dan
unsur (1) (sebagai unsur identitas), dengan syarat unsur yang memuat sikel 2
tunggal tersebut berbentuk (1 m), dimana m € N, dan 2 < m < 5. Maka, misal
diambil X = {(1),(12),(13),(14),(15)} dengan X adalah subset dari Ss.
Kemudian mengoperasikan setiap unsur pada himpunan X tersebut dengan fungsi
komposisi " o ", maka diperoleh elemen yang saling komutatif sebagai berikut
(1)~ (12) = (12) (1)
(1) (13) = (13) = (1)
(1) o (14) = (14) ~ (1)
(1) » (15) = (15) = (1)

Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting dari

elemen tersebut.

(13) (14)

(12) (15)

(1D

Gambar 3.25 Graf Bintang-4 (K;4) dari Grup Simetri-5 (Ss)
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Graf commuting dari X = {(1), (12), (13), (14), (15)} pada grup simetri-5
berbentuk graf bintang-4 (Ky,) yang terdiri dari lima titk V(Ky4) =
{(1),(12),(13),(14), (15)}, dengan masing-masing titik berderajat satu kecuali
unsur 1. Grup automorfisma pada graf commuting dari
C(Ss, X = {(1),(12),(13),(14),(15)}) isomorfik dengan grup automorfisma
pada graf bintang-4 (K;,) melalui korespondensi (1) - 1,(12) - 2,(13) -
3,(14) - 4,(15) -~ 5. Karena grup automorfisma pada graf commuting dari
C(Ss, X = {(1),(12),(13),(14),(15)}) serupa dengan permutasi pada grup
simetri-4, maka grup automorfisma pada graf commmuting C(Ss, X) isomorfik
dengan grup automorfisma dari graf bintang-4 (K1_4) yaitu berbentuk grup
simetri-4.

Selanjutnya, ambil Y adalah himpunan yang memuat memuat sikel 3
tunggal dan 1 (sebagai elemen identitas) yang dapat membentuk pola graf lain.
Kemudian mengoperasikan setiap elemen tersebut dengan fungsi komposisi "°",
maka diperoleh elemen yang saling komutatif sebagai berikut
(1) » (2)(345) = (1)(2)(345) » (1)
(1) » (2)(354) = (1)(2)(354) » (1)
(1) = (3)(245) = (1)(3)(245) » (1)

(1) = (3)(154) = (3)(154) » (1)
(1) o (4)(135) = (4)(135) » (1)
(1) o (4)(153) = (4)(153) = (1)

(1) 2 (3)(254) = (3)(254) » (1)
(1) o (4)(235) = (4)(235) » (1)
(1) o (4)(253) = (4)(253) » (1)
(1) = (5)(234) = (5)(234) » (1)
(1) 2 (5)(243) = (5)(243) » (1)
(1) 2 (3)(145) = (3)(145) » (1)

(1) 2 (5)(134) = (5)(134) = (1)
(1) 2 (5)(143) = (5)(143) = (1)
(1) o (4)(125) = (4)(125) » (1)
(1) o (4)(152) = (4)(152) » (1)
(1) = (5)(124) = (5)(124) » (1)
(1) 2 (5)(142) = (5)(142) » (1)



(1) = (5)(123) = (5)(123) = (1) (1) = (5)(132) = (5)(132) = (1)

(1)(2)(345) = (1)(2)(354) = (1)(2)(354)  (1)(2)(345)
(1)(3)(245) = (1)(3)(254) = (1)(3)(254)  (1)(3)(245)
(1)(4)(235) = (1)(4)(253) = (1)(4)(253) = (1)(4)(235)
(1)(5)(234) » (1)(5)(243) = (1)(5)(243)  (1)(5)(234)
(2)(3)(145) » (2)(3)(154) = (2)(3)(154) ° (2)(3)(145)
(2)(4)(135)  (2)(4)(153) = (2)(4)(153) = (2)(4)(135)
(2)(5)(134) = (2)(5)(143) = (2)(5)(143) = (2)(5)(134)
(3)(4)(125)  (3)(4)(152) = (3)(4)(152) » (3)(4)(125)
(3)(5)(124)  (3)(5)(142) = (3)(5)(142)  (3)(5)(124)
(4)(5)(123) » (9)(5)(132) = (4)(5)(132) = (4)(5)(123)

Dari hasil operasi diatas dapat digambarkan bentuk graf commuting dari

elemen tersebut.

(345) (354)

(132)/.‘ "~ ° (245)

o7 “\ / /*\
(123) ~ \\ // \'(254)
\ Z 5
( 142;/,\\\\ : / 1 // /q\(23 )
\\x\\ \

(124) §___ QY @3
ol *
(m)T*; ‘@(zm

i K / \\ -
(125) // /1 \\ S \o/(243)

>y
” (145)
(143;/\/ u\.({s‘})

139 (153) (139

Gambar 3.26 Graf Kincir-10 (Wdj3 1) dari Grup Simetri-5 (Ss)

Terlihat pada Gambar 3.26 bahwa graf commuting

y = {(1), (345), (354), (245), (254), (235),(253), (234), (243), (145), (154),
L (135),(153),(134), (143), (125), (152), (124), (142), (123), (132)
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pada grup simetri-5 berbentuk graf Kkincir Wds 4, Yyaitu graf kincir dengan
sepuluh daun Kincir. Grup utomorfisma dari graf commuting C<S5,Y=

(1),(345), (354), (245),(254), (235),(253),(234), (243), (145), (154),})
{ (135),(153),(134), (143),(125), (152), (124), (142),(123),(132)

isomorfik dengan pola automorfisma pada graf kincir Wdsq, melalui
korespondensi (1) -~ 1,(345) - 2,(354) - 3,(245) - 4,(254) -~ 5,(235) -
6,(253) -~ 7,(234) - 8,(243) -~ 9,(145) -~ 10,(154) -~ 11,(135) -~
112,(153) ~ 13,(134) ~ 14, (143) ~ 15,(125) ~ 16, (152) «~ 17, (124) -
18,(142) ~ 19,(123) - 20,(132) - 21.
Selanjutnya, dari beberapa contoh kasus pada grup simetri tersebut akan
dirumuskan bebarap teorema, yaitu
Teorema 4
Misalkan S,, adalah grup simetri berorder n! dengan n € N, dan n > 3.
Misalkan X adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan semua sikel
2 tunggal di S,,. Maka grup automorfisma dari graf commuting C(S,,,X)
isomorfik dengan grup automorfisma dari graf bintang K;,_;, yang
berbentuk grup simetri (S,_1)
Bukti
Karena unsur 1 saling komutatif dengan semua unsur pada X, sedangkan
semua anggota himpunan X (kecuali unsur 1) tidak saling komutatif, maka
graf commuting C(S,,X) akan berbentuk seperti graf bintang (Ki,_1).
Karena unsur 1 merupakan titik pusat pada graf bintang (Kl,n—l)’ maka
harus dipetakan terhadap dirinya sendiri, dan unsur lainnya yang memuat

sikel 2 tunggal dengan syarat berbentuk (1 m),vm € N dan 2 < m <n,
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masing-masing berderajat satu di K, ,,_;, sehingga grup automorfisma dari
graf commuting C(S,, X) isomorfik grup automorfisma pada K, ,,_;. Karena
pola automorfisma yang terbentuk dari keduanya menyerupai permutasi
pada grup simetri (S,_;), maka dapat disimpulkan bahwa grup
automorfisma dari graf commuting C(S,,X) isomorfik dengan grup

automorfisma dari graf bintang (Kl_n_l) yaitu berbentuk grup simetri-

n (Sn—l)'

Teorema 5
Misalkan S,, adalah grup simetri berorder n! dengan n € N, dan n > 3.
Misalkan Y adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan semua sikel
3 tunggal di S,,. Maka grup automorfisma dari graf commuting C(S,,Y)

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir W, m.
2

Bukti
Diketahui bahwa semua anggota Y saling komutatif dengan unsur 1, dan
unsur yang memuat sikel 3 dengan bentuk (abc) hanya terhubung dengan
unsur yang berbentuk (acb), maka antara unsur yang memuat sikel 3
tersebut dan unsur identitas akan membentuk graf komplit-3 (K3) yang
merupakan daun Kincir dari graf kincir. Sehingga graf commuting C(S,,Y)

akan berbentuk menyerupai graf kincir W, =. Maka grup automorfisma dari
’2
graf commuting C(S,,Y) isomorfik dengan grup automorfisma dari graf
Kincir W, m, yaitu graf kincir dengan % daun kincir yang masing-masing
’2

berbentuk graf komplit-3 (K3), dengan m adalah banyaknya sikel 3 tunggal

pada S,,.
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3.3 Kajian Teori Graf dan Grup dalam Islam
3.3.1 Kajian Teori Graf dalam Islam
Sebagaimana dijelaskan pada bab sebelumnya mengenai hubungan
manusia sebagai makhluk yang berakal dengan tuhan sebagai penciptanya, yang
tercantum pada surat Ali-lmran ayat 59

P
(29055 8 oA JB 25 O e saals 5312 JoS B e (e J0 2
“Sesungguhnya misal (penciptaan) Isa di sisi Allah, adalah seperti (penciptaan)
Adam. Allah menciptakan Adam dari tanah, kemudian Allah berfirman
kepadanya: “Jadilah” (seoranQ manusia), maka jadilah dia.” (QS. Ali-
Imran/3:59).

m
]

Menurut Ar-Rifa’i (1999), ayat tersebut menjelaskan bahwa sebenarnya
kejadian Isa yang menakjubkan itu adalah seperti penciptaan Adam
Alaihimassalam, yang dijadikan dari tanah, keduanya diciptakan Allah Swt.
dengan cara yang lain dari penciptaan manusia biasa. Segi persamaan itu ialah Isa
diciptakan tanpa ayah, dan Adam diciptakan tanpa ayah dan tanpa ibu.

Pelajaran yang dapat diambil dari ayat tersebut salah satunya adalah
penegasan tentang hak ketuhanan Allah Swt. yang tidak boleh dimiliki oleh selain
Dia. Dan kesalahan anggapan orang-orang Nasrani yang menuhankan Isa
Alaihimassalam. Oleh karena itu manusia sebagai makhluk ciptaan-Nya haruslah
menjalin hubungan yang baik dengan tuhannya yakni dengan cara menjalankan
perintah-Nya dan menjauhi larangan-Nya. Dijelaskan dalam firman Allah Swit.
berikut:

Jaz sl :Du}:dpi@pi“wu’j‘ M&Jj‘p&)b RH el
i&) éjgg);:siﬁ o g ’C;;u il G O3l 70 LT L,wjﬁuo\“
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“Hai manusia, sembahlah Tuhanmu yang telah menciptakanmu dan orang-
orang yang sebelummu, agar kamu bertakwa. Dialah yang menjadikan bumi
sebagai hamparan bagimu dan langit sebagai atap, dan Dia menurunkan air
(hujan) dari langit, lalu Dia menghasilkan dengan hujan itu segala buah-buahan
sebagai rezeki untukmu; karena itu janganlah kamu mengadakan sekutu-sekutu
bagi Allah, padahal kamu mengetahui” (QS. Al-Bagarah/2:21-22)

Dari ayat tersebut Allah Swt. memerintahkan manusia untuk menyembah
kepada-Nya agar mereka mampu melepaskan diri mereka dari kerugian. Di
samping itu, Allah Swt. memperkenalkan diri-Nya kepada mereka, bahwa Dia
memiliki sifat-sifat Yang Agung dan Sempurna, supaya mereka lebih mengenal-
Nya dan mau memenuhi seruan-Nya. Yaitu agar mereka mau mengabdi kepada-
Nya, sebuah pengabdian yang akan menyelamatkan mereka dari adzab-Nya dan
berhasil meraih ridha dan surga-Nya.

Sebagaimana dijelaskan dalam Tafsir Al-Aisar bahwa dari kedua ayat
tersebut diatas Allah Swt. menyebutkan keadaan orang-orang beriman yang
beruntung dan keadaan orang-orang kafir yang merugi. Selanjutnya untuk
menarik perhatian mereka, Allah Swt. memerintahkan mereka untuk menyembah
kepada-Nya agar mereka mampu melepaskan diri mereka untuk menyembah
kepada agar mereka mampu melepaskan diri mereka dari kerugian. Di samping itu
Allah Swt. memperkenalkan diri-Nya kepada mereka bahwa Dia memiliki sifat-
sifat Yang Agung dan Sempurna, supaya mereka lebih mengenalnya dan mau
memenuhi seruan-Nya. Yaitu agar mereka mau mengabdi kepada-Nya, sebuah
pengabdian yang dapat menyelamatkan mereka dari adzab-Nya dan berhasil
meraih ridha dan surga-Nya.

Dalam ilmu matematika, konsep hubungan antara manusia dengan Allah

Swt. sebagai Sang Pencipta dapat diterapkan pada konsep keterhubungan dua titik

yang dapat digambarkan dalam bentuk graf. Sebagaimana definisi yang telah
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tercantum sebelumnya, bahwa graf merupakan pasangan himpunan (V, E')) dengan
I adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut
titik (vertex) dan E adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak beraturan
dari titik-titik berbeda di V yang disebut sisi (edge). Berdasarkan ayat dan tafsir
tersebut diatas dapat diilustrasikan bahwa antara manusia dan Allah Swt. saling
terhubung, maka dapat digambarkan dalam bentuk graf sebagai berikut.

@ o
Manusia Allah

Gambar 3.22 Graf Terhubung

3.3.2 Kajian Grup dalam Islam

Dalam matematika, grup adalah suatu himpunan, beserta suatu operasi
biner, seperti perkalian atau penjumlahan, yang memenuhi beberapa aksioma yang
diuraikan di bawah ini. Misalnya, himpunan bilangan bulat adalah suatu grup
terhadap operasi penjumlahan. Berikut ayat yang menjelaskan tentang suatu
himpunan.

w g =5 5 o SRR S A
(D IR gl il 22 2o Ll Gl L

“(vaitu) jalan orang-orang yang Telah Engkau beri nikmat kepada mereka;
bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan) mereka yang sesat”
(QS. Al-Fatihah/1:7)

Berdasarkan tafsir lIbnu Katsir I, makna dari ayat tersebut secara umum
adalah sesudah seorang mukmin memohon kepada Tuhannya untuk menunjukkan
ke jalan yang lurus, yang merupakan jalan mereka diberi nikmat berupa iman,
ilmu dan amal. Sebagai upaya maksimal dalam permohonan petunjuk jalan

kebenaran tersebut dan kekhawatiran akan tersesat, maka diberi penegasan dengan
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mengecualikan jalan orang-orang yang dimurkai Allah Swt. dan jalan orang-orang
yang tersesat.

Orang-orang yang memperoleh anugerah nikmat dari Allah Swt adalah

mereka yang disebutkan dalam surat an-Nisaa melalui firman-Nya:

“Dan barang siapa yang taat kepada Allah dan Rasul-Nya, mereka itu akan
bersama-sama dengan orang-orang yang dianugerahi nikmat oleh Allah, yaitu
para nabi, para siddigin, para syuhada, dan orang-orang yang shaleh. Dan
mereka itulah teman yang sebaik-baiknya. Yang demikian itu adalah karunia
Allah, dan Allah cukup mengetahuinya.” (QS. An-Nisaa/4:69-70)

Adh-Dhahhak menceritakan dari Ibnu Abbas, “Jalannya orang yang telah
Engkau anugerahi nikmat atas mereka karena menaati dan menyembah-Mu, yaitu
dari kalangan para malaikat-Mu, nabi-Mu, shiddigin, orang-orang yang mati
syahid, dan orang yang shaleh.” Hal ini setara dengan firman Allah, “Dan barang
siapa menaati Allah dan Rasul-Nya, mereka itu bersama dengan orang-orang yang
dianugerahi nikmat oleh Allah.”

Ayat tersebut di atas merupakan contoh bahwa kehidupan manusia terdiri
dari beberapa macam golongan atau kelompok. Yang dapat diartikan pula, bahwa
kumpulan beberapa golongan itu merupakan suatu himpunan. Pada ayat tersebut
manusia terbagi menjadi 3 kelompok, yaitu (1) kelompok yang mendapat nikmat
dari Allah Swt., (2) kelompok yang mendapat murka dari Allah Swt., dan (3)

kelompok yang sesat (Abdussakir, 2009:47)
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Dalam ilmu matematika, bahasan mengenai konsep himpunan atau
kelompok dapat diterapkan pada konsep teori grup. Berdasarkan definisinya, Grup
adalah struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (G,*) dengan G adalah himpunan
tidak kosong (G # @) dan = adalah operasi biner pada G yang memenuhi sifat-
sifat berikut:
(i) Operasi * bersifat assosiatif di G
(a*b)*xc=a=(bx*c)untuksemuaa,b,c € G
(if) Terdapat suatu elemen e di G sehingga a * e = e * a = a, untuk semua
a € G (e disebut identitas di G).
Untuk setiap a € G, terdapat suatu elemen a! di G sehingga a * a™! =
alxa=e (a~! disebut invers dari a) (Raisinghania dan Aggarwal,

1980:31).



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Pada bab sebelumnya telah dibahas tentang grup automorfisma dari graf

commuting pada grup dihedral dan simetri. Dari pembahasan yang telah

dilakukan, maka dapat diambil kesimpulan sebagai berikut:

1.

Grup automorfisma yang terbentuk dari D,, dengan mengambil beberapa
subset dari D,, tersebut akan isomorfik dengan grup automorfisma dari
beberapa jenis graf lainnya. Diantaranya yaitu,

Ketika diambil X; adalah subset dari D,,, dengan X; = {1,r,72,.., "1},
maka grup automorfisma dari graf commuting C(D,,,X) isomorfik dengan
grup automorfisma dari graf komplit-n (K,,).

Ketika diambil X, adalah subset dari Dy, dengan
X, ={1,s,sr,sr?,...,sr" '} pada nm ganjil lebih dari 3, maka grup
automorfisma dari graf commuting C(D,,,X,) isomorfik dengan grup
automorfisma dari graf bintang (K ,,).

Ketika diambil X, adalah subset dari Doy, dengan
X, ={1,s,sr,sr?, ..., sr" }atau X, = {rf, s, sr,sre, ...,srn_l} pada n genap

lebih dari 3, maka grup automorfisma dari graf commuting C(D,,, X3)

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir Wd .
2

64



65

2. Grup automorfisma yang terbentuk dari grup simetri (S,,) dengan mengambil
beberapa subset dari S, tersebut akan isomorfik dengan grup automorfisma
dari beberapa jenis graf lainnya. Di antaranya yaitu,

a Ketika diambil X adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan semua
sikel 2 tunggal di S,,, maka grup automorfisma dari graf commuting C(S,,, X)
isomorfik dengan grup automorfisma dari graf bintang K; ,,_1,

b Ketika diambil Y adalah himpunan yang memuat unsur identitas dan semua
sikel 3 tunggal di S,,, maka grup automorfisma dari graf commuting C(S,,, X)

isomorfik dengan grup automorfisma dari graf kincir W, m.
’2

3. Berdasarkan uraian mengenai kajian agama tentang teori grup dan teori graf
pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa konsep teori grup dan teori
graf tercantum dalam ayat al-Quran. Kajian mengenai teori graf dalam islam
tercantum dalam surat ali-lImran ayat 59 dan surat al-Bagarah ayat 21-22 yang
berisi tentang bagaimana hubungan antara manusia dengan Allah Swt. sebagai
Penciptanya. Kemudian kajian mengenai teori grup dalam Islam tercantum
dalam surat al-Fatihah ayat 7 dan diperjelas dalam surat an-Nisaa ayat 69-70
yang berisi tentang beberapa macam golongan atau kelompok manusia yang
mendapat nikmat dari Allah Swt., kelompok manusia yang mendapat murka

Allah Swt., dan kelompok manusia yang sesat.

4.2 Saran
Dalam penulisan skripsi ini, penulis hanya meneliti dan mencari pola
umum yang terbentuk dari grup automorfisma pada graf commuting dari grup

dihedral dan grup simetri. Masih banyak kajian dalam bidang aljabar yang dapat
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diterapkan pada graf commuting. Oleh karena itu, penulis memberikan saran
kepada pembaca yang tertarik yang ingin melakukan penelitian terhadap grup
yang lain ataupun mengenai kajian teori graf yang belum pernah diteliti pada graf

commuting.
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