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ABSTRAK 
 

Mawaddah, Siti Sakinah, 2023. Analisis Dinamik Model Sel Kanker prostat dengan 

Terapi Vaksin kuratif. Skripsi. Progam Studi Matematika, Fakultas Sains Dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: I) Dr. Usman Pagalay, M. Si, II) Ach Nasichuddin, M.A. 

 

Kata Kunci: Analisis Dinamik, Sel Kanker prostat, Sel dendritik, Sel Efektor, Vaksin 

Kuratif, Analisis Kestabilan 

 

 

Kanker iprostat imerupakan jenis kanker yang terjadi pada pria dan 

membutuhkan pendekatan terapi yang efektif. Pengobatan kanker prostat terganutng pada 

tingkat stadium saat didiagnosis. Pada stadium lanjut kanker prostat dapat diobati dengan 

terapi hormon seperti kemoterapi yang kemudian diikuti dengan terapi vaksin yang 

bertujuan untuk membantu meningkatkan respons sistem kekebalan tubuh terhadap sel 

kanker prostat.  Model ini terdiri dari sistem persamaan diferensial biasa dengan lima 

variabel yang digunakan, antara lain yaitu sel kanker prostat yang bergantung pada 

androgen, sel kanker prostat yang tidak bergantung pada androgen, sel dendritik, sel 

efektor, dan vaksin kuratif. Kemudian dihasilkan dua kondisis titik kesetimbangan, ketika 

tanpa vaksin (𝑞 = 0) untuk kondisi bebas penyakit 𝑌0 dan kondisi endemik 𝑌1, kemudian 

ketika dengan vaksin (𝑞 > 0) terdapat tiga kondisi kesetimbangan yaitu bebas penyakit 

𝑌2, efek samping 𝑌3 dan eksis lokal antara sel kanker prostat dengan vaksin 𝑌4. Dari hasil 

analisis kestabilan dari setiap titik kesetimbangan menunjukkan ketika (𝑞 = 0), untuk 

kondisi 𝑌𝑜 bersifat asimtotik global, sedangkan kondisi 𝑌1 bersifat stabil karena nilai 

eigen bernilai negatif. Ketika 𝑞 > 0 untuk kondisi 𝑌2bersifat tidak stabil karena dua akar 

positif, kemudian untuk kondisi 𝑌3 bersifat asimtotik global dan untuk kondisi 𝑌4 bersifat 

asimtotik lokal karena semua nilai eigen bernilai negatif. Simulasi numerik dari titik 

kesetimbangan yang didapatkan dengan menggunakan metode runge-kutta orde empat 

sesuai nilai parameter 𝑞 yang berbeda menunjukkan bahwa semakin besar sel dendritik 

dan sel efektor yang diaktifkan semakin besar juga vaksin yang masuk ke dalam tubuh, 

maka mengakibatkan sel kekebala tubuh akan melawan sel kanker prostat. 
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ABSTRACT 

 

Mawaddah, Siti Sakinah, 2023.  A Dynamic Analysis of Prostat Cancer Cells Model 

with Curative Vaccine Therapy, Thesis. Mathematics Study Program, Faculty 

of Science and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim 

Malang. Supervisor: I) Dr. Usman Pagalay, M. Si, II) Ach Nasichuddin, M.A. 

 

Keywords: Dynamic Analysis, Prostate Cancer Cells, Dendritic Cells, Effector Cells, 

Curative Vaccines, Stability Analysis 

 

Prostate cancer is a type of cancer that occurs in men and requires an effective 

therapeutic approach. Treatment of prostate cancer depends on the stage at diagnosis. In 

advanced stages of prostate cancer can be treated with hormone therapy such as 

chemotherapy which is then followed by vaccine therapy which aims to help increase the 

body’s immune system response to prostate cancer cells. This model consists of a system 

of ordinary differential equations with five variables used, including androgen-dependent 

prostate cancer cells, androgen-independent prostate cancer cells, dendritic cells, effector 

cells, and curative vaccines. Then two equilibrium point conditions are produced, when 

there is no vaccine (𝑞 = 0) for disease free conditions 𝑌0 and endemic conditions 𝑌1, then 

when the vaccine (𝑞 > 0) there are three equilibrium conditions namely disease free 𝑌2, 

side effects 𝑌3 and local existence between prostate cancer cells with vaccine 𝑌4. The 

results of the stability analysis for each equilibrium point show that when (𝑞 = 0), the 

condition 𝑌0 is global asymptotic, while the condition 𝑌1 is stable because the eigenvalue 

is negative. When 𝑞 >  0 for the condition 𝑌2 it is unstable because the two roots are 

positive, then for the condition 𝑌3 it is global asymptotic and for the condition 𝑌4 it is 

asymptotically local because all the eigenvalues are negative. The Numerical simulations 

of equilibrium points obtained using the fourth-order runge-kutta method according to 

different 𝑞 parameter values show that the larger the dendritic cells and effector cells 

activated, the greater the vaccine that enters the body, resulting in immune cells that will 

fight prostate cancer cells.  
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 مستخلص البحت 
 

سكينة، ستي  باللقاح  .۲۰۲۳  مودة،  العلاج  مع  البروستاتا  سرطان  خلايا  لنماذج  الديناميكي  التحليل 
الجامعي.  العلاجي قسم  البحث  إبراهيم  .  مالك  مولانا  جامعة  والتكنولوجيا.  العلوم  الرياضيات. كلية 

 ( المشرف:  مالانج.  الحكومية  )١الإسلامية  الماجستير.  فاكالاي  عثمان  نا٢(  أحمد  الدين  (  صيح 
 الماجستير. 

المستجيبة، اللقاحات  : التحليل الديناميكي، خلايا سرطان البروستاتا، الخلايا المتغصنة، الخلايا  الكلمة الرئيسية 
 العلاجية، تحليل الاستقرار. 

 
فعالا. يعتمد علاج   سرطان البروستاتا هو نوع من السرطان يحدث عند الرجال ويتطلب نهجا علاجيا 

المرحلة  على  البروستاتا  فيشخيصتال   سرطان  المتقدمة   .  البروستاتا  المراحل  سرطان  علاج  من  بالعلاج يمكن    ة 
الذي يهدف إلى المساعدة في زيادة استجابة    بعد ذلك العلاج باللقاح  الكيميائي الذي يتبعه العلاج    الهرموني مثل

الجهاز المناعي لخلايا سرطان البروستاتا. يتكون هذا النموذج من نظام من المعادلات التفاضلية العادية مع خمسة  
، وخلايا سرطان البروستاتا ندروجينوستاتا المعتمدة على الأمتغيرات مستخدمة ، بما في ذلك خلايا سرطان البر 

ثم تم إنتاج شرطين لنقطة   .، واللقاحات العلاجية  المتغصنة، والخلايا المستجيبة المعتمدة على الأندروجين ، والخلايا
= 𝑞)التوازن ، عندما يكون بدون لقاح  ، ثم عندما Y1وظروف مستوطنة    Y0لظروف خالية من الأمراض    (0 

𝑞)يكون اللقاح  > الآثار الجانبية والوجود المحلي   Y3،  المرض   Y2هناك ثلاثة شروط توازن ، وهي خالية من   (0
𝑞). من نتائج تحليل الاستقرار لكل نقطة توازن يظهر متى Y4بين خلايا سرطان البروستاتا ولقاح  = 0)   ،Y0 

𝑞)مستقرة لأن القيمة الذاتية سلبة. عندما يكون   Y1، في حين أن الظروف  الظروف هي أعراض عالمية  = 0) 
يكون مقاربا عالميا وبالنسبة للظروف   Y3، فإنه بالنسبة للظروف  غير مستقر بسبب جذرين موجبين  Y2لظروف  

Y4   القيم الذاتية سالبة تظهر المحاكاة العددية لنقاط التوازن التي تم الحصول عليها  .  يكون مقاربا محليا لأن جميع 
معلمات    runge-kuttaستخدام طريقة  با لقيم  وفقا  الرابعة  الدرجة  زاد حجم الخلايا    𝑞من  أنه كلما  المختلفة 

المستجيبة التي تم تنشيط اللقاح الذي يدخل الجسمالمتغصنة والخلايا  ينتج عنه خلايا مناعية تحارب  ها، زاد  ، مما 
 خلايا سرطان البروستاتا.
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Kanker iprostat imrupakan jenis kanker yang terjadi pada pria dan 

membutuhkan pendekatan terapi yang efektif. Kanker prostat biasanya tumbuh 

perlahan dan awanya terbatas pada prostat, namun dalam beberapa kasus, kanker 

prostat ini dapat menjadi agresif dan menyebar ke bagian lain tubuh. Pengobatan 

kanker prostat terganutng pada tingkat stadium saat didiagnosis. Pada stadium 

lanjut kanker prostat dapat diobati dengan terapi hormon seperti kemoterapi yang 

kemudian diikuti dengan terapi vaksin yang bertujuan untuk membantu 

meningkatkan respons sistem kekebalan tubuh terhadap sel kanker prostat.  

(Fajrudin, 2020).  

Model sel kanker prostat pada penelitian ini melibatkan Vaksin Kuratif 

sebagai variabel (V), dimana vaksin ini dapat merangsang respons imun yang 

efektif terhadap sel kanker prostat dari jaringan tubuh, dengan tujuan untuk 

merangsang kekebalan tubuh dan menghancurkan sel kanker prostat secara 

signifikan. Sel Dendritik (T) berfungsi dalam mengaktifkan respons imun tubuh. 

Selanjutnya terdapat Sel Efektor (E) akan merangsang respon imun pasien, yang 

berfungsi untuk mengahancurkan sel kanker prostat.  Sel Kanker Prostat Yang 

Bergantung pada Androgen (𝐴𝑑) berpotensi untuk menghilangkan sel kanker 

yang tersisa, sedangkan sel kanker prostat yang tidak bergantung pada Androgen 

(𝐴𝑖) akan digunakan untuk membuktikan kemanjuran vaksin kuratif pada pasien 

kanker prostat.  
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Sebagai manusia kita harus selalu sabar dan berikhtiar ikepada iAllah 

iSWT ikarena ihanya ikepada-Nya kita dapat imemohon perlindungan, kesehatan, 

serta memohon kesembuhan.iSebagaimana ifirman iAllah iSWT idalam iQS. 

Yunus iayat 57 iyang iberbunyi (Al - Qur'an, 2015): 

راحْماةٌ للِْمُؤْمِنِينا ياا أاي ُّهاا النَّاسُ قادْ جااءاتْكُمْ ماوْعِظاةٌ مِنْ رابِ كُمْ واشِفااءٌ لِماا في الصُّدُورِ واهُدًى وا   

Artinya: “Wahai manusia, sesungguhnya telah datang kepadamu pelajaran dari Tuhan – 

Mu dan penyembuh bagi penyakit – penyakit (yang berada) dalam dada dan petunjuk 

serta rahmat bagi orang – orang yang beriman.” 

 

Berdasarkan iayat di atas terdapat kalimat  ٌشِفااء, yang artinya penyembuh, 

dalam tafsir Al–Misbah menjelaskan bahwa Allah SWT merupakan sumber segala 

penyembuhan dan kuasa–Nya tidak terbatas dalam memberikan kesembuhan 

kepada hamba–Nya. Mereka yang menderita penyakit dan kesulitan diharapkan 

untuk memohon kesembuhan kepada Allah dan mengandalkan–Nya sebagai 

sumber penyembuh sejati (Shihab, 2002). Oleh karena itu, setiap penyakit pasti 

memiliki obat dan apabila obatnya sesuai maka dia akan sembuh. Hal ini 

merupakan bukti dari kebesaran Allah SWT yang manaisesungguhnya ilmu 

pengetahuan manusia itu sangat sedikit, sehingga sebagai manusia kita harus 

senantiasa berikhtiar, isalah satunya iadalah iberikhtiar dalam ipengobatan isuatu 

penyakit.iSeperti halnya penelitian ini membuktikan bahwa dengan adanya terapi 

vaksin kuratif akan mengurangi kemungkinan sel kanker prostat yang kambuh.  

Vaksin kuratif diberikan sebagai obat bagi penderita kanker prostat, 

diberikan dengan disuntikkan ke jaringan tubuh dengan jumlah konsentrasi dosis 

vaksin (𝑞). Vaksin akan mengalami pengurangan (𝑟) karena telah berinteraksi 

dengan sel imun di dalam tubuh. Vaksin yang telah dimasukkan ke dalam tubuh 
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akan mengaktivasi sel dendritik dari sel efektor (𝜌), sehingga mengakibatkan sel 

dendritik mengalami tingkat kematian alami pada sel efektor (𝑛). Sel efektor yang 

bertugas untuk membunuh sel kanker yang ada di dalam tubuh yang memiliki 

masa hidup yang terbatas, dengan tingkat kematian (𝑧) akibat adanya perlawanan 

pada sel efektor dengan sel dendritik (𝑐). Pertumbuhan (𝑦1) dari sel kanker 

prostat yang bergantung pada androgen dengan kapasitas tampungnya (𝑔) yaitu 

beban sel kanker maksimal. Sel kanker prostat berkurang karena sel kanker 

prostat dimusnahkan oleh sel efektor dan dimasukkan melalui vaksin pada laju 

(𝜂1) dan (𝜂2). Perubahan sel kanker protat yang bergantung pada androgen 

berkurang karena tingkat mutasi (𝜇) yang mengalami tingkat kematian alami (𝑏) 

pada sel kanker prostat yang bergantung pada androgen.  

Pemodelan matematika ini membantu dalam memprediksi dari perawatan 

terhadap pasien. Terdapat beberapa penelitian sebelumnya diantaranya penelitian 

oleh (Yoshito Hirata, 2012) pengembangan model matematika yang memprediksi 

hasil terapi hormon untuk kanker prostat. Sedangkan (X. Lai, 2017) menjelaskan 

tentang model matematika terapi kombinasi kanker dengan vaksin kanker dan 

pemeriksaan penghambat imun, dan (H. Peng, 2016) yang menerangkan mengenai 

model matematika pada prediksi kemanjuran pengobatan untuk kanker prostat. 

Pada artikel (Salim & dkk, 2021) menjelaskan pemodelan matematika pada 

dinamika kanker prostat dengan vaksin kuratif, dimana penelitian tersebut, 

menekankan dalam pengembangan model matematika yang digunakan untuk 

menganalisis dinamika kanker prostat dan efek dari vaksin kuratif.  

Berdasarkan penelitian diatas, penulis mendapatkan motivasi untuk 

mengembangkan model sel kanker prostat dari artikel (Salim & dkk, 2021) 
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dengan cara mensimulasikan  analisis  dinamik model sel kanker prostat dengan 

terapi vaksin kuratif tanpa vaksin dan dengan  vaksin, dinamika imun untuk kasus 

penerapan vaksin yang berkelanjutan, dan juga mempelajari interaksi dengan 

sistem lima persamaan diferensial biasa nonlinier. Sehingga penelitian ini berjudul 

“Analisis Dinamik Model Sel Kanker Prostat dengan Terapi Vaksin Kuratif”.  

  

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut irumusan imasalah idalam ipenelitian 

iini iadalah: 

1. Bagaimana analisis dinamik dari model sel kanker prostat dengan 

pengobatan vaksin kuratif? 

2. Bagaimana simulasi numerik dari model sel kanker prostat dengan 

pengobatan vaksin kuratif? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan idari ipenelitian iini iadalah: 

1. Untuk mengetahui bagaimana analisis model sel kanker prostat dengan 

pengobatan vaksin kuratif. 

2. Untuk mengetahui hasil simulasi numerik model sel kanker prostat dengan 

pengobatan vaksin kuratif. 
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1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat idari ipenelitian iini iadalah: 

1. Memberikan wawasan yang lebih spesifik tentang dinamika pertumbuhan 

sel kanker prostat dan respons kekebalan tubuh terhadap terapi vaksin 

kuratif.  

2. Dapat digunakan sebagai landasan untuk penelitian selanjutnya 

pengembangan terapi vaksin kuratif untuk kanker prostat.  

 

1.5 Batasan Masalah 

Adapun ibatasan imasalah iyang iakan iditeliti diberikan batasan pada objek 

kajian sebagai berikut: 

1. Pembatasan kajian analisis dinamik akan dibatasi hanya pada kanker 

prostat yang bergantung pada androgen dan tidak bergantung pada 

androgen. 

2. Model dan parameter yang digunakan berdasarkan penelitian Salim, dkk 

(2021) sebagai berikut: 

𝑑𝐴𝑑

𝑑𝑡
= 𝑦1𝐴𝑑 (1 −

𝐴𝑑

𝑔
) − 𝜂1𝐴𝑑𝐸 − 𝜂2𝑉𝐴𝑑 − 𝜇𝐴𝑑 −  𝑏𝐴𝑑   

𝑑𝐴𝑖

𝑑𝑡
= 𝑦2𝐴𝑖 (1 −

𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂3𝐴𝑖𝐸 + 𝜇𝐴𝑑 − 𝑓𝐴𝑖  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑠 + 𝑇(𝜌𝑉 − 𝑛)  

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑐𝑇 − 𝑧𝐸  

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑞 − 𝑟𝑉 

 



 

6 

 

 

1.6 Definisi Istilah 

Berdasarkan rumusan imasalah dan ijudul ipenelitian imaka iuraian idefinisi 

iistilah idalam ipenelitian ini antara lain: 

1. Kanker iprostat yang bergantung pada androgen adalah jenis kanker yang 

membutuhkan hormone androgen, seperti tertosteron, untuk pertumbuhan 

dan kelangsungan hidupnya. Sebagian besar kanker prostat awal biasanya 

bergantung pada androgen (Hastarita, 2019).  

2. Kanker prostat yang tidak bergantung pada androgen adalah jenis kanker 

prostat resisten terhadap hormon yang bentuk kanker prostat tidak lagi 

merespon terhadap terapi yang menargetkan hormone androgen seperti 

terapi androgen (Hastarita, 2019). 

3. Sel Dendritik merupakan jenis sel imun dalam system kekebalan tubuh 

yang memiliki peran penting dalam merangsang dan mengatur respon 

imun (Baratawidjaja, 2010). 

4. Vaksin Kuratif merupakan upaya untuk  pencegahan penyakit dengan 

merangsang system kekebalan tubuh untuk menghasilkan respon imun 

terhadap antigen penyebab penyakit (Susanto, 2020).  

5. Sistem imun merupakan system yang berfungsi untuk mencegah terjadinya 

kerusakan tubuh atau timbulnya penyakit. 

6. Sel Efektor  merupakan  jenis sel dalam kekebalan tubuh yang berperan 

dalam merespons dan mevawan sel kanker..   

7. Analisis dinamik imerupakan isuatu analisis model matematika yang 

mempresentasikan perilaku suatu fenomena dalam sistem persamaan 
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diferensial bergantung waktu dan digunakan untuk mendapatkan solusi 

model tesebut dengan simulasi numerik (Boyce, 2000). 

8. Simulasi numerik merupakan suatu bentuk tiruan yang menggambarkan 

perilaku sistem menggunakan program dari perangkat komputer untuk 

dapat mempelajari secara numerik. 
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BAB II  

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Teori Pendukung 

2.1.1 Model Sel Kanker Prostat dengan Terapi Vaksin Kuratif 

Dalam penelitian ini, salim, dkk (2021) merumuskan model untuk 

mendeskripsikan dinamika interaksi sel kanker prostat dengan pengobatan terapi 

vaksin. Model tersebut terdiri dari lima subpopulasi yang terbentuk dalam sistem 

non linier, yaitu sel kanker prostat yang bergantung pada androgen (𝐴𝑑), sel 

kanker prostat yang tidak bergantung pada androgen (𝐴𝑖), Sel Dendritik (𝑇), Sel 

Efektor (𝐸), dan Vaksin Kuratif (𝑉). Model terdiri Dengan diagram 

kompartmennya adalah:  

 
Gambar 2.1 Diagram Kompartmen dengan tanda panah warna merah menunjukkan 

indikasi aktivasi, dan panah yang diblok (warna biru) menunjukkan indikasi 

pemusnahan.  
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Diagram diatas dapat dinyatakan dalam lima persamaan non linier tehadap waktu 

berikut: 

𝑑𝐴𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑦1𝐴𝑑(𝑡) (1 −

𝐴𝑑(𝑡)

𝑔
) − 𝜂1𝐴𝑑(𝑡)𝐸(𝑡) − 𝜇𝐴𝑑(𝑡) − 𝜂2𝑉(𝑉)𝐴𝑑(𝑡) −

 𝑏𝐴𝑑(𝑡)            (2.1) 

Kompartmen 𝐴𝑑(𝑡) mempresentasikan bahwa sel kanker prostat dan 

diasumsikan bahwa sel kanker prostat pertumbuhan logistik. Pada suku pertama 

sel kanker prostat yang bergantung pada androgen bertambah dengan 𝑦1 adalah 

pertumbuhan dari kanker prostat 𝐴𝑑(𝑡) dan g adalah kapasitas tampungnya 

(carrying capacity), yaitu beban sel tumor maksimal. Pada suku kedua sel kanker 

prostat berkurang karena sel kanker prostat dan dimusnahkan oleh sel efektor dan 

ditekan melalui vaksin pada laju 𝜂1 dan 𝜂2. Pada suku berikutnya perubahan sel 

kanker prostat yang bergantung pada androgen berkurang karena 𝜇 adalah tigkat 

mutasi sel kanker 𝐴𝑑 yang diwakili oleh 𝜇𝐴𝑑(𝑡).  b adalah tingkat kematian alami 

ada sel kanker prostat 𝐴𝑑(𝑡).  

𝑑𝐴𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑦2𝐴𝑖(𝑡) (1 −

𝐴𝑖(𝑡)

ℎ
) − 𝜂3𝐴𝑖(𝑡)𝐸(𝑡) + 𝜇𝐴𝑑(𝑡) − 𝑓𝐴𝑖(𝑡)       (2.2) 

Kompartmen 𝐴𝑖(𝑡) mempresentasikan dinamika sel kanker prostat yang 

tidak bergantung pada androgen dan diasusmsikan pertumbuhan PCa yang 

bergantung pada sekresi testosteron dengan menggunakan testis. Pada suku 

pertama sel kanker prostat bertambah dengan 𝑦2 adalah laju pertumbuhan 

intrinsik sel kanker prostat dan ℎ adalah kapasitas tampungnya (carrying 

capacity). Pada suku kedua sel kanker prostat yang tidak bergantung pada 

androgen berkurang karena laju 𝜂3 adalah kecepatan sel efektor untuk 
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memberantas sel 𝐴𝑖(𝑡). Padahal itu diasumsikan bahwa tingkat mutasi sel 

kanker 𝐴𝑑(𝑡). Setelah itu berkurang pada kematian sel kanker prostat 𝐴𝑖(𝑡). 

𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑠 + 𝜌𝑇(𝑡)𝑉(𝑡) − 𝑛𝑇(𝑡)                  (2.3) 

Kompartmen 𝑇(𝑡) mempresentasikan dinamika sel dendritik. Pada suku 

pertama 𝑠 adalah sumber dendritik sehingga aktivasi sel dendritik pada vaksin 

bertambah dengan tingkat 𝜌. Pada suku kedua sel dendritik berkurang pada 

kematian alami yang diwakili oleh 𝑛. 

𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑐𝑇(𝑡) − 𝑧𝐸(𝑡)                (2.4) 

Kompartmen E mempresentasikan dinamika sel efektor dan diasumsikan 

bahwa sel efektor diaktifkan oleh sel efektor dan sitokin yang mampu 

menghancurkan sel kanker. Pada suku pertama mengasumsikan bahwa 𝑐𝑇(𝑡) 

adalah penyembuhan kembali sel efektor oleh sel dendritik. Pada suku kedua 

berkurang karena laju 𝑧 adalah kematian sel efektor. 

𝑑𝑉(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑞 − 𝑟𝑉(𝑡)         (2.5) 

Kompartmen 𝑉(𝑡) mempresentasikan dinamika vaksin kuratif dan 

diasumsikan bahwa sel kanker 𝐴𝑑(𝑡) dan 𝐴𝑖(𝑡) mengaktifkan makrofag yang 

mampu menghancurkan sel efektor. Pada suku pertama mengasumsikan bahwa 𝑞 

adalah konsentrasi dosis vaksin, dimana vaksin ini disiapkan dengan bantuan 

menggunakan sel yang mengaktifkan sel dendritik dan setelah memicu sel efektor 

untuk menyembuhkan kanker prostat, dimana akan berkurang karena adanya  𝑟 

yang merupakan laju pembusukan vaksin. 

Variabel dan parameter yang digunakan merujuk pada artikel Salim, dkk 

(2021), sebagai berikut: 
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𝐴𝑑(𝑡) adalah banyaknya populasi sel kanker prostat yang bergantung pada 

androgen terhadap waktu. 

𝐴𝑖(𝑡) adalah banyaknya populasi sel kanker protat yang tidak bergantung pada 

androgen terhadap waktu. 

𝑇(𝑡) adalah banyaknya populasi sel dendritik terhadap waktu. 

𝐸(𝑡) adalah banyaknya populasi sel efektor terhadap waktu. 

𝑉(𝑡) adalah banyaknya populasi pemberian vaksin kuratif terhadap waktu. 

Dari persamaan (2.1) – (2.5) secara ringkas model sel kanker prostat 

dengan terapi vaksin kuratif  
𝑑𝐴𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
,
𝑑𝐴𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
,
𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
,
𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
,
𝑑𝑉(𝑡)

𝑑𝑡
 yaitu sebagai berikut: 

𝑑𝐴𝑑

𝑑𝑡
= 𝑦1𝐴𝑑 (1 −

𝐴𝑑

𝑔
) − 𝜂1𝐴𝑑𝐸 − 𝜇𝐴𝑑 − 𝜂2𝑉𝐴𝑑 −  𝑏𝐴𝑑   

𝑑𝐴𝑖

𝑑𝑡
= 𝑦2𝐴𝑖 (1 −

𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂3𝐴𝑖𝐸 + 𝜇𝐴𝑑 − 𝑓𝐴𝑖  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑠 + 𝑇(𝜌𝑉 − 𝑛)      (2.6) 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑐𝑇 − 𝑧𝐸   

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑞 − 𝑟𝑉  

 

2.1.2 Persamaan Diferensial Biasa 

Persamaan Diferensial Biasa merupakan suatu persamaan diferensial yang 

dimana turunan fungsinya hanya bergantung pada satu variabel bebas. System 

persamaan diferensial dapat ditulis dalam bentuk 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)       (2.7) 

   ⋮ 
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𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

dengan 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 sebagai variable terikat dan 𝑡 sebagai variable bebas, 

sehingga 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
 yakni turunan fungsi 𝑥𝑛 terhadap 𝑡 (Kartono, 2012). Sisitem 

persamaan diferensial biasa dapat dibagi berdasarkan kelinierannnya menjadi 2 

yaitu sistem persamaan diferensial linier dan sistem persamaan diferensial 

nonlinier. Berikut contoh dari bentuk system persamaan diferensial adalah model 

matematika sel kanker prostat yaitu sebagai berikut: 

𝑑𝐴𝑑

𝑑𝑡
= 𝑦1𝐴𝑑 (1 −

𝐴𝑑

𝑔
) − 𝜂1𝐴𝑑𝐸 − 𝜇𝐴𝑑 − 𝜂2𝑉𝐴𝑑 −  𝑏𝐴𝑑    

𝑑𝐴𝑖

𝑑𝑡
= 𝑦2𝐴𝑖 (1 −

𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂3𝐴𝑖𝐸 + 𝜇𝐴𝑑 − 𝑓𝐴𝑖  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑠 + 𝑇(𝜌𝑉 − 𝑛)       (2.8) 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑐𝑇 − 𝑧𝐸  

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑞 − 𝑟𝑉   

Dengan 𝐴𝑑 ,𝐴𝑖, T, E, V adalah ivariabel iterikat idan t adalah ivariabel 

bebas, sehingga dapat dinyatakan dengan 𝐴𝑑(𝑡), 𝐴𝑖(𝑡), 𝑇(𝑡), 𝐸(𝑡) dan 𝑉(𝑡) (Salim 

& dkk, 2021). 

 

2.1.3 Analisis Dinamik 

Perilaku suatu model matematika yang berupa sistem persamaan 

diferensial dapat diketahui dengan melakukan analisis dinamik. Analisis dinamik 

model dilakukan dengan menggunakan analisis stabilitas dengan tujuan untuk 

menentukan kestabilan sistem persamaan dalam model matematis. Analisis 

stabilitas dapat dilakukan dengan menganalisis suatu titik kesetimbangan, 
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kemudian linearisasi untuk mencari matriks Jacobian di sekitar titik 

kesetimbangan. Selanjutnya mencari nilai eigen dari Jacobian yang dihasilkan. 

Jika nilai eigen dari Jacobian bisa negatif, maka titik kesetimbangan persamaan 

tersebut stabil (Boyce, 2000).   

 

2.1.3.1 Titik Kesetimbangan 

Titik ikesetimbangan adalah solusi dari system yang tidak mengalami 

perubahan terhadap waktu (Driessche & Watmough, 2002). Misalidiberikan 

isuatu isistem ipersamaan idiferensial orde satu 𝑥̇ = 𝑓(𝑥), yang mempunyai 

solusi, dengan kondisi awal 𝑥(0) = 𝑥0.#Suatu vektor 𝑥̅ yang memenuhi 𝑓(𝑥̅) = 

0 disebut titik kesetimbangan. Artinya titik kesetimbangan dapat diperoleh 

dengan cara menggantinya dengan titik lain. Ada dua klasifikasi titik 

kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 

kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas penyakit merupakan 

keadaan dimana tidak ada infeksi penyakit dalam populasi. Sedangkan titik 

kesetimbangan endemik merupakan kondisi ketika terjadi infeksi penyakit pada 

populasi (W. E. Boyce, 2017).  

 

2.1.3.2 Linearisasi 

Linearisasi merupakan sebuah pendekatan persamaan diferensial 

nonlinear dengan persamaan diferensial linear dengan menggunakan deret 

Taylor. Ekspansi deret taylor dalam proses linearisasi dengan menggunakan 

sistem autonomous. Lilnearisasi digunakan melengkapi istem independen yang 

berupa: 
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𝑑𝑎

𝑑𝑡
=  𝑝 (𝑎, 𝑏)       

𝑑𝑏

𝑑𝑡
=  𝑞(𝑎, 𝑏)       (2.9) 

Dengan 𝑎 dan 𝑏 adallah tidak linier. Jika (𝑎0, 𝑏0) adalah titik kritis dari 

persamaan (2.9) maka 

𝑝(𝑎
0
, 𝑏0)  = 0 

𝑞(𝑎
0
, 𝑏0)  = 0 

Selanjutnya menurut deret Taylor akna dicari pendekatan sisitem linier  

(𝑎, 𝑏) terhadap titik (𝑎0, 𝑏0) dengan cara melakukan ekspansi di sekitar titik 

(𝑎0, 𝑏0) dan menghillangkan suku tak liniernya sebagai berikut: 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
=  𝑝 (𝑎

0
, 𝑏0)  +

𝜕𝑝

𝜕𝑎
(𝑎

0
, 𝑏0) (𝑎 − 𝑎0) +

𝜕𝑝

𝜕𝑏
(𝑎

0
, 𝑏0) (𝑏 − 𝑏0) 

𝑑𝑏

𝑑𝑡
= 𝑞 (𝑎

0
, 𝑏0)  +

𝜕𝑞

𝜕𝑎
(𝑎

0
, 𝑏0) (𝑎 − 𝑎0) +

𝜕𝑞

𝜕𝑏
(𝑎

0
, 𝑏0) (𝑏 − 𝑏0) 

Jika dilakukan substitusi 𝑎 − 𝑎0 = 𝑘 dan 𝑏 − 𝑏0 = 𝑙, maka 
𝑑𝑎

𝑑𝑡
=

𝑑𝑘

𝑑𝑡
 dan 

𝑑𝑏

𝑑𝑡
=

𝑑𝑙

𝑑𝑡
, 

dalam keadaan setimbang 𝑝 (𝑎0, 𝑏0) = 𝑞 (𝑎0, 𝑏0) = 0 sehingga didapatkan suatu 

persamaan linier sebagai berikut: 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
=

𝜕𝑝

𝜕𝑎
(𝑎0, 𝑏0) 𝑘 +

𝜕𝑝

𝜕𝑏
(𝑎0, 𝑏0) 𝑙   

𝑑𝑏

𝑑𝑡
=

𝜕𝑞

𝜕𝑎
(𝑎0, 𝑏0) 𝑘 +

𝜕𝑞

𝜕𝑏
(𝑎0, 𝑏0) 𝑙     (2.10) 

Peramaan (2.10) dapat ditulis dalam bentuk matriks 

𝑑

𝑑𝑡
 (𝑋⃗⃗ ) = 𝐴0𝑋⃗⃗   

Dimana  

𝑋 = (𝑘, 𝑙)𝑇 
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Sehingga 

𝐴0 = [

𝜕𝑝

𝜕𝑎

𝜕𝑝

𝜕𝑏
𝜕𝑞

𝜕𝑎

𝜕𝑞

𝜕𝑏

]|

(𝑎0,𝑏0)

     (2.11) 

Dimana 𝐴 = 𝐴0 pada 𝑎 = 𝑎0, 𝑏 = 𝑏0. Matriks diatas disebut matriks Jacobi, 

dimana ukuran matriks tergantung pada jumlah persamaan yang menusun 

sistem persamaan diferensial, akar-akar dari akar karakteristik akan 

menentukan kestabilan pada persamaan diferensial linier (Boyce, 2000). 

 

2.1.3.3 Matriks Jacobi 

Salah satu cara unutk mengetahui kestablan suatu titi kesetimbangan 

yaitu dengan menggunakan maktriks Jacobi. Oleh karena itu, pada bagian ini 

menjelaskan matriks Jacobi. Diketahui  suatu sistem persamaan diferensial 

berikut. 

𝑥′ = 𝑎(𝑘, 𝑙) dan 𝑦′ = 𝑏(𝑘, 𝑙) 

dengan 𝑎 dan 𝑏 yaitu fungsi yang dapat diturunkan dengan turunan parsial 

kontinu. Misalkan matriks 𝐽 merupakan matriks Jacobi di titik (𝑘∗, 𝑙∗) sehingga  

𝐽 = (
𝑎𝑘(𝑘∗, 𝑙∗) 𝑎𝑙(𝑘

∗, 𝑙∗)
𝑏𝑘(𝑘

∗, 𝑙∗) 𝑏𝑙(𝑘
∗, 𝑙∗)

 ) 

Titik kesetimbangan (𝑘∗, 𝑙∗) dapat dikatakan stabil asimtotik apabila 

seluruh bagian riil nilai dari natriks 𝐽 bernillai negatif. Titik kesetimbangan 

tersebut dapat dikatakan tidak stabil apabila salah satu dari bagian riil nilai 

eigen matriks Jacobi bernilai positif. Kestabilan titik kesetimbangan tidak bisa 

disimpulkan apabila bagian riil berdasarkan nilai eigen merupakan nol. Titik 
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kesetimbangan ini dinamakan dengan titik kesetimbangan non-hiperbolik 

(Ndii, 2018). 

  

2.1.3.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Misalkan  𝑨𝒏×𝒏 dan 𝑥̅ ∈ 𝑅𝑛. Apabila 𝒙̅ = 𝝀𝒙̅ , maka 𝜆 dinyatakan 

dengan nilai eigen dari persamaan 𝑨 dan 𝑥̅ dinamakan dengan vektor eigen 

(eigenvector) terkait dengan  𝜆. Dari persamaan  𝑨𝒙̅ = 𝝀𝒙̅, persamaan 

didapatkan (Boyce, 2000): 

𝑨𝒙̅ = 𝝀𝒙̅    

𝑨𝒙̅ − 𝝀𝒙̅ = 𝟎   

(𝑨 − 𝝀𝑰)𝒙̅ = 𝟎     (2.12) 

Agara 𝜆 dapat menjadi nilai eigen, maka minimal ada satu penyelesaian 

atau solusi tak nol dari persamaan (𝑨 − 𝝀𝑰)𝒙̅ = 𝟎. Persamaan (2.12) memiliki 

penyelesaian tak nol jika dan hanya jika  

𝑑𝑒𝑡(𝑨 − 𝝀𝑰) = 0 atau  𝑑𝑒𝑡(𝝀𝑰 − 𝑨) = 0 (2.13) 

2.1.3.5 Jenis Kestabilan 

 Jenis ikestabilan titik kesetimbangan dapat digunakan untuk 

mengetahui penyelesaian sistem persamaan diferensial. Penyelesaian 

kestabilan titik kesetimbangan dapat ditentukan melalui Nilai Eigen. Jenis 

kestabilan titik kesetimbangan memiliki tiga jenis, yakni stabil, stabil 

asimtotik, dan tidak stabil. Berikut tabel jenis kestabilan titik kesetimbangan 

yaitu: (W. E. Boyce, 2017). 
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 Tabel 2.1 Jenis Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Linear (W. E. Boyce, 2017). 

  

2.1.3.6 Kriteria Routh-Hurwitz 

Kriteria Routh-Hurwitz adalah suatu metode yang digunakan untuk 

menunjukkan kestabilan dari sistem dengan tetap memperhatikan koefisien dari 

persamaan karakteristik dengan tidak menghitung akar-akar secara langsu, dan 

juga digunakan untuk menganalisis titik kesetimbangan, sehingga perlu 

divakukan pemeriksaan apakah semua bilangan rill dari nivai eigen matriks 

Jacobian bernilai negatif atau ada yang positif. Misalkan persamaan 

karakteristik dari suatu linier berderajat n yaitu sebagai berikut:  

𝑎0𝜆
𝑛+𝑎1𝜆

𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛 = 0   (2.14) 

Memiliki bagian riil negatif jika dan hanya jika determinannya sebagai 

berikut: 

No. Nilai Eigen “Kestabilan 

Titik 

Kesetimbangan  

“Jenis Titik 

Kesetimbangan”  

1. 𝜆1,2 > 0 Tidak stabil Simpul 

2. 𝜆1,2 < 0 Stabil asimtotik Simpul 

3. 𝜆2 < 0 < 𝜆1 Tidak stabil Pelana 

4. 𝜆1 = 𝜆2 > 0 Tidak stabil Simpul 

5. 𝜆1 = 𝜆2 < 0 Stabil asimtotik Simpul 

6. 

𝜆1,2 = 𝑘 ± 𝑏𝑙,   

a. 𝑘 > 0 Tidak stabil Spiral 

b. 𝑘 < 0 Stabil Asimtotik Spiral 

c. 𝑘 = 0 Stabil Terpusat 
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𝑱𝒙 =

[
 
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2 𝑎4 … 𝑎2𝑘−1

𝑎0 𝑎1 𝑎3 … 𝑎2𝑘−2

0 𝑎0 𝑎2 … 𝑎2𝑘−3

0 0 𝑎1 … 𝑎2𝑘−4

⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 0 … 𝑎𝑛 ]

 
 
 
 
 

 

Akar-akar persamaan karakteristik akan bernilai real positif jika dan 

hanya jika determinan dari semua matriks Routh-Hurtwitz  bernilai positif. 

det(𝐽𝑘) > 0 

Apabila (𝐽𝑘) > 0 untuk setiap 𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛 maka titik kesrtimbangan 

di sistem tersebut bernilai stabil (Ndii, 2018). 

2.1.3.7 Matriks Generasi Selanjutnya 

Pendekatan katriks generasi selanjutnya bergantung pada pengamatan 

karakteristik bilangan reproduksi dasar yang dilakukan dengan menganggap 

transmisi penyakit terjadi dalam keturunan, yaitu melahirkan individu baru 

yang yang juga terinfeksi. Yang berarti proses infeksi berkaitan dengan proses 

demograsi dalam generasi yang terinfeksi secara berurutan (Boyce, 2000). Jika 

jumlah generasi selanjutnya bertambah pesat, maka dapat terjadi epidemic. 

Berikut langkah-langkah penerapan matriks generasi selanjutnya: 

1. Persamaan diferensial biasa dibuat sedemikian hingga n kompartemen 

pertama dari system persamaan diferensial biasa sesuai dengan 

kompartemen terinfeksi. Sistem persamaan diferensial ini dapat ditulis 

seperti berikut: 

𝑝′
𝑘 = 𝑓𝑘(𝑝, 𝑞)     (2.15) 

𝑞′
𝑗 = 𝑔𝑗(𝑝, 𝑞) 
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2. Persamaan pada ruas kanan dapat dipisahkan menjadi  

𝑝′
𝑘 = 𝑓𝑘(𝑝, 𝑞) − 𝑉𝑘(𝑝, 𝑞)               𝑘 = 1,2,… , 𝑛   (2.16) 

𝑞′
𝑗 = 𝑔𝑗(𝑝, 𝑞)                                   𝑘 = 1,2,… , 𝑛  

Dengan 𝐹𝑘(𝑝, 𝑞) merupakan tingkat kemunculan infeksi pada 

kompartemen 𝑘 dan 𝑉𝑘(𝑝, 𝑞) merupakan transisi lainnya yaitu kelahiran, 

perkembangan, kematian, penyakit dan kesembuhan. Asumsikan 𝑞′
𝑗 =

𝑔𝑗(0, 𝑞) mempunyai titik kesetimbangan 𝜀0,𝑗 = (0, 𝑞0) sehingga semua 

keadaan dengan kondisi awal dalam bentuk (0, 𝑞) mendekati (0, 𝑞0) 

maka didapatkan 

𝐹 =
𝜕𝐹𝑘(𝑝,𝑞)

𝜕𝑝𝑗
,          𝑉 =

𝜕𝑉𝑘(𝑝,𝑞)

𝜕𝑝𝑗
     (2.17) 

Dimana 𝐹𝑘(𝑝, 𝑞) dan 𝑉𝑘(𝑝, 𝑞) merupakan linearisasi dari bentuk 

persamaan (2.17) disekitar titik kesetimbangan, sehingga matrik 𝑘 

didefinisikan sebagai  

𝑘 = 𝑭𝑽−𝟏     (2.18) 

 

2.1.3.8 Bilangan Reproduksi Dasar (𝑹𝟎) 

Bilangan reproduksi dasar yang dilambangkan dengan R0 didefinisikan 

menjadi bilangan yang menyatakan rata – rata individu baru yang bisa 

terinfeksi sebab adanya individu yang ternfeksi masuk kepada populasi 

individu rentan (Giesecke, 2017). Bilangan reproduksi dasar dapat ditentukan 

dengan menemukan eigen value (nilai eigen) paling besar dari matriks generasi 

selanjutnya. Perlu diperhatikan beberapa kondisi yang muncul setelah 

menentukan bilangan reproduksi dasar. Titik kritis 𝑅0 berkisar antara 1, 
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bernilai lebih besar apabila 𝑅0 > 1 dan infeksinya akan kecil dan menghilang 

apabila 𝑅0 < 1. Radius spektral dari matriks A ditentukan sebagai maksimum 

dari nilai mutlak dari eigen value matriks A: 

𝜌(𝐴) = sup|𝜆|: 𝜆 𝜖 𝜎(𝐴)      (2.19) 

dimana 𝜎(𝐴) adalah himpunan eigen value dari A. sehingga bilangan 

reproduksi dasar didefinisikan sebagai eigen value positif paling besar dari 

matriks generasi se lanjutnya didapatkan dinyatakan sebagai berikut: 

𝑅0 = 𝜌(𝑭𝑽−𝟏)      (2.20) 

Dimana 𝜌 adalah nilai eigen dominan. Jika 𝑅0 < 1, maka titik kesetimbangan 

bebas penyakit adalah satu-satunya titik kesetimbangan dan bersifat stabil 

asimtotik lokal. Dan jika 𝑅0 > 1, maka ada dua titik kesetimbangan yaitu titik 

kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik, dimana titik 

kesetimbangan endemik bersifat stabil asimtotik lokal (Giesecke, 2017). 

Analisis reproduksi  dasar suapaya tidak terjadi endemik yaitu: 

1. Memilih semua nilai yang menunjukkan infeksi dan perubahan populasi 

dari system persamaan. 

2. Melakukan linearisasi yang dipresentasikan dengan suatu matriks 

Jacobian (J). Linearisasi dilakukan pada kompartemen yang terinfeksi 

saat titik kesetimbanagn bebas penyakit. 

3. Melakukan dekomposisi terhadap matriks Jacobian (J) menjadi matriks 

Transmisi (F) dan matriks Transisi (V). Transmisi merupakan suatu 

matriks dengan entri yang menggambarkan adanya suatu perubahan 

pada populasi yang terinfeksi. Matriks Transisi merupakan suatu 
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matriks dengan entri yang menggambarkan terjadinya sebuah infeksi 

baru.  

4. Menghitung nilai 𝑅0 dengan 𝑅0 = 𝜌(𝑭𝑽−𝟏). 

 

2.1.3.9 Fungsi Lyapunov 

Fungsi Lyapunov adalah suatu fungsi yang bertujuan untuk 

menganalisis dan menentukan kestabilan global dari suatu sistem linier 

maupun nonlinier sehingga akan dikontruksi pada suatu fungsi. Menurut 

(Alligood, 2000) Diberikan fungsi 𝑉:𝐷 ⊂ ℝ𝑛 → ℝ dan 𝑥̅ ∈ 𝐷 yang merupakan 

titik kesetimbangan dari sistem persamaan diferensial nonlinier. Fungsi 𝑉(𝑥) 

dikatakan fungsi Lyapunov apabila memenuhi tiga pernyataan sebagai berikut: 

1. Fungsi 𝑉(𝑥) kontinu dan memiliki turunan parsial pertama yang 

kontinu di 𝐷 atau 𝑉(𝑥) ∈ 𝐶′(𝐷).  

2. Fungsi 𝑉(𝑥) > 0 untuk 𝑥 ∈ 𝐷 dengan 𝑥 ≠ 𝑥𝑒 dan 𝑉(𝑥𝑒) = 0 dengan 

𝑥 = 𝑥𝑒 (dengan kesetimbangan 𝑥𝑒  adalah titik minimum global). 

3. Fungsi 𝑉(𝑥) > 0 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐷. 

Contoh: 

Misalkan terdapat sistem persamaan diferensial biasa: 

{
𝑥̇ = −𝑦 − 𝑥4

𝑦̇ = 𝑥 − 𝑦4   
 

Titik kesetimbangan persamaan diatas yaitu (𝑥∗, 𝑦∗) = (0,0), dengan fungsi 

Lyapunov 𝐿(𝑥, 𝑦) =
𝑥4+𝑦4

2
, sehingga didapatkan  

𝑑𝐿

𝑑𝑡
=

𝑑𝐿

𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝑑𝐿

𝑑𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
  

= 𝑥(−𝑦 − 𝑥4) + 𝑦(𝑥 − 𝑦4)  
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= −𝑥5 − 𝑦5 < 0  

Nilai 
𝑑𝐿

𝑑𝑡
 akan selalu bernilai negative kecuali untuk (𝑥, 𝑦) = (0,0). 

Sehingga 𝐿 adalah fungsi Lyapunov kuat sistem, sehingga (𝑥∗, 𝑦∗) = 0 

bersifat stabil asimtotik global (Sundari, 2017). 

  

2.1.4 Kanker Prostat  

Kanker iprostat iadalah  prostat yang ditemukan pada sistem reproduksi 

pria. Kanker prostat biasanya tumbuh perlahan dan awanya terbatas pada prostat, 

namun dalam beberapa kasus, kanker prostat ini dapat menjadi agresif dan 

menyebar ke bagian lain tubuh. dalam penelitian Salim, dkk 2021 terdapat dua sel 

kanker prostat yaitu sel kanker prostat yang bergantung pada androgen (𝐴𝑑) dan 

sel kanker prostat yang tidak bergantung pada Androgen (𝐴𝑖).  Kanker iprostat 

yang bergantung pada androgen adalah jenis kanker yang membutuhkan hormone 

androgen, seperti tertosteron, untuk pertumbuhan dan kelangsungan hidupnya. 

Sebagian besar kanker prostat awal biasanya bergantung pada androgen. 

Sedangkan Kanker prostat yang tidak bergantung pada androgen adalah jenis 

kanker prostat resisten terhadap hormon yang bentuk kanker prostat tidak lagi 

merespon terhadap terapi yang menargetkan hormone androgen seperti terapi 

androgen (Hastarita, 2019). Pengobatan kanker prostat tergantung pada tingkat 

stadium saat didiagnosis. pada penelitian ini penulis menggunakan pengobatan 

vaksin kuratif yang bertujuan untuk merangsang sistem kekebalan tubuh agar 

melawan sel kanker prostat.  
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2.1.5 Vaksin Kuratif 

Vaksin merupakan upaya sehat untuk pemulihan penyakit (kuratif). Dalam 

penelitan ini pengobatan yang digunakan pada sel kanke prostat adalah vaksin 

kuratif. Vaksin kuratif bertujuan untuk merangsang respons imun yang efektif 

terhadap sel kanker prostat. Sel Dendritik (𝐷) dan Sel Efektor (𝐸) memeiliki 

peran dalam merespons vaksin, dimana sel dendritik berperan sebagai 

penghubung antara vaksin dengan sel efektor. Sel dendritik mengaktivasi sel 

efektor, merangsang produksi antibodi, dan membantu mengarahkan respons 

imun secara efektif untuk melawan sel kanker prostat.      

 

2.2 Ikhtiar dalam Pengobatan Penyakit 

Dalam islam, ikhtiar dalam pengobatan penyakit sangat dianjurkan. 

Rasulullah SAW memberikan pengajaran kepada umatnya untuk berobat ketika 

mengalami sakit. Allah SWT berfirman dalam QS. Asy-Syu’ara’ ayat 80 yang 

berbunyi (Al - Qur'an, 2015):  

 وااذِاا  مارضِْتُ  ف اهُوا  ياشْفِيْنِ 

“Dan apabila aku sakit, Dialah yang menyembuhkan aku”. 

 

Dalam ayat diatas menjelaskan bahwa Allah SWT merupakan sumber dari 

segala kesembuhan. Meskipun manusia dapat menggunakan sarana dan upaya 

medis untuk mencari kesembuhan, sebenarnya kesembuhan datangnya dari Allah 

SWT. Menurut imam Jamaluddin Al-Qasimi dalam tafsirnya menjelaskan bahwa 

ayat ini menggambarkan seseorang hamba Allah kepada sang Khaliknya. Sebab 

penyakit itu kadang – kadang akibat dari perbuatan manusia sendiri, umpamanya 
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disebabkan oleh pelanggaran terhadap norma – norma kesehatan, atau pola hidup 

sehari - hari, maka serangan penyakit terhadap tubuh tidak dapat dielakkan. 

Namun, tetap penting bahwa Allah SWT adalah penyembuh yang sejati, dan 

segala upaya dan tindakan manusia dalam mencari kesembuhan harus didasarkan 

pada kepatuhan kepada-Nya (Al-Ghazali, 2007).  

Berdasarkan kisah diatas dapat kita teladani bahwa sebagai manusia harus 

senantiasa berikhtiar ketika mendapatkan suatu ujian yang salah satunya adalah 

beikhtiar dalam hal pengobatan suatu penyakit. Dalam hadits yang diriwayatkan 

oleh HR. Muslim, Rasulullah bersabda:  

Artinya: "Telah menceritakan kepada kami Harun bn Ma’ruf dan Abu Ath Thahir 

serta Ahmad bin ‘Isa mereka berkata; Telah menceritaan kepada kami yaitu Ibnu 

al – Harist dari ‘Abdu Rabbih bin Sa’id dari Abu Az – Zubair dari Jabir dari 

Rasulullah Shallahu ‘alaihi wasallam, beliau besabda: “Setiap penyakit ada 

obatnya. Apabila ditemukan obatyang tepat untuk suatu penyakit, akan 

sembuhlah penyakit itu dengan izin Allah ‘azza wajalla.” (HR. Muslim). 

 

Hadits diatas menjelaskan bahwa Allah SWT tidak akan memberikan 

penyakit kepada manusia tetapi menurunkan obanya juga (Az - Zuhaili, 2013). 

Oleh karena itu, sebagai umat muslim, kita dianjurkan untuk menggunakan ikhtiar 

atau usaha maksimal kita dalam mencari pngobatan yang tepat untuk penyakit 

yang kita alami. Bahkan jika ada penyakit yang tidak diketahui obatnya, itu 

karena kurangnya pemahaman manusia dalam bidang tersebut masih terbatas. Ini 

membuktikan kebesaran Allah SWT bahwa manusia harus berusaha untuk 

mengobati suatu penyakit seperti penelitian ini membuktikan bahwa dengan 

adanya sistem kekebalan dalam tubuh kita melalui pengobatan vaksin dapat 

membantu membantu kekebalan tubuh terkena kanker prostat.   
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2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

Dalam penelitian ini diperlukan teori – teori pendukung untuk 

menyelesaikan topik masalah yang telah diangkat. Topik yang diangkat pada 

penelitian ini yaitu menentukan analisis dinamik serta melakukan simulasi 

numerik model matematika sel kanker prostat dengan vaksinasi. Berdasarkan 

topik tersebut perlu diketahui bahwa model matematika sel kanker prostat adalah 

model epidemik dengan periode waktu tertentu yang disajikan dalam bentuk 

sistem persamaan diferensial biasa yang bergantung pada waktu. Maka diperlukan 

teori pendukung untuk menyelesaikan analisis perilaku dinamik dari model 

matematika tersebut. 

Teori pendukung untuk menyelesaikan analisis dinamik adalah teori titik 

kesetimbangan. Dimana akan dicari titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 

kesetimbangan endemik. Analisis kesetimbangan dilakukan untuk menentukan 

titik tetap pada model sel kanker prostat. Setelah  titik kesetimbangan didapatkan, 

selanjutnya akan dianalisis kesetabilan di setiap titik kesetimbangan. Selanjutnya 

akan dicari bilangan reproduksi dasar yang diperoleh dari spectral radius yang 

merupakan nilai eigen terbesar dari hasil matriks generasi selanjutnya. Bilangan 

reproduksi dasar digunakan untuk mengetahui batas dari parameter model sel 

kanker prostat denga melakukan vaksinasi. Analisis ini dilakukan untuk 

mengetahui jenis kestabilan di sekitar titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 

kesetimbangan endemik dengan menentukan berdasarkan matriks Jacobi dan nilai 

eigen. Jika persamaan karakteristik yang didapatkan berbentuk polynomial maka 

akan digunakan kriteria Routh-Hurwitz untuk menentukan jenis kesetabilan 
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berdasarkan akar karakteristiknya dan jika kestabilan bersifat stabil asimtotik 

global maka akan dikerjakan dengan menggunakan metode Lyapunov. 

Setelah dilakukan analisis dinamik, selanjutnya dilakukan simulasi 

numerik model matematika sel kanker prostat dengan menggunakan metode 

runge-kutta orde empat dengan bantuan software Matlab.         
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Jenis penelitian ini menggunakan penelitian kualitatif sebagai metode 

analisisnya. Penelitian kualitatif berfokus untuk mengamati fenomena dan 

mendapatkan pemahaman yang lebih dalam tentang maknanya. Dalam penelitian 

kualitatif, kekuatan kata dan kalimat yang digunakan memiliki pengaruh yang 

signifikan terhadap analisis. Dalam nada yang sama, proses dan signifikansi 

temuan berada di jantung penelitian kualitatif. Penelitian kualitatif lebih 

eksploratif karena tujuannya adalah untuk mengungkap ide-ide baru, perspektif, 

atau bahkan teori. Karena studi ini berfokus pada pemahaman yang unik dan 

spesifik, maka tidak selalu berupaya menerapkan temuannya pada konteks lain 

(Ardianto, 2021). 

 

3.2 Pra Penelitian 

Pra penelitian yang dilakukan oleh penulis adalah mempelajari serta 

mengkaji beberapa jurnal dan referensi lain yang berkaitan dengan materi 

mengenai analisis dinamik model sel kanker prostat dengan terapi vaksin kuratif. 

Maka dalam penelitian ini penulis akan mempelajari bagaimana proses 

penyembuhan sel kanker prostat dengan terapi vaksin kuratif.  
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3.3 Tahapan Penelitian 

Adapun tahapan penelitian yang dilakukan peneliti setelah melakukan pra 

penelitian sebagai berikut: 

1. Menganalisis perilaku pada model kanker prostat yang melibatkan terapi 

vaksin kuratif. Tahapan yang dilakukan yaitu: 

a. Menentukan titik kesetimbangan. 

b. Menentukan bilangan reproduksi dasar (𝑅0). 

c. Menentukan matriks jacobian setelah itu menetapkan nilai eigen. 

d. Menentukan kestabilan terhadap model sel kanker prostat. 

2.  Melakukan simulasi numerik dengan menggunakan metode runge-kutta 

orde empat dengan bantuan software Matlab dan parameter pada tabel 

(4.2). 
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BAB VI  

PEMBAHASAN 

 

4.1 Analisis Dinamik Model Sel Kanker Prostat 

Pada penelitian ini model yang disajikan pada sistem persamaan (2.6) akan 

dikaji pada dua kasus yaitu menentukan titik kesetimbangan tanpa vaksin kuratif, 

dan sesudah vaksin kuratif. kasus titik kesetimbangan tanpa vaksin memiliki dua 

kondisi yakni kondisi bebas penyakit dan kondisi endemik. Selanjutnya pada 

kasus titik kesetimbangan sesudah vaksin kuratif memiliki tiga kondisi yaitu 

kondisi bebas penyakit, efek samping, dan endemik. Setiap persamaan dalam 

sistem persamaan (2.6) harus sama dengan nol atau 
𝑑𝐴𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐴𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
=

0,
𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑉(𝑡)

𝑑𝑡
= 0. Dari paparan diatas, model yang dirumuskan pada 

penelitian (Salim & dkk, 2021) sebagai berikut:  

𝑦1𝐴𝑑 (1 −
𝐴𝑑

𝑔
) − 𝜂1𝐸𝐴𝑑 − 𝜂2𝑉𝐴𝑑 − 𝜇𝐴𝑑 − 𝑏𝐴𝑑 = 0   (4.1)        

𝑦2𝐴𝑖 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂3𝐸𝐴𝑖 − 𝑓𝐴𝑖 + 𝜇𝐴𝑑 = 0     (4.2) 

𝑠 + 𝑇(𝜌𝑉 − 𝑛) = 0         (4.3)     

𝑐𝑇 − 𝑧𝐸 = 0        (4.4)  

𝑞 − 𝑟𝑉 = 0         (4.5) 

  

Nilai awal dan parameter dari variabel yang digunakan pada model matematika 

sel kanker prostat dengan terapi vaksin sebagai berikut: 
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Tabel 4.1 Nilai Awal Model sel kanker prostat dengan terapi vaksin kuratif  

Variabel Nilai Awal 

𝐴𝑑(𝑡) 10-20 

𝐴𝑖(𝑡) 1-15 

𝑉(𝑡) 0 

𝑇(𝑡) 0.1-0.001 

𝐸(𝑡) 0.1-0.001 

 

Tabel  4.2  Nilai Parameter Model Penyakit Kanker Prostat dengan Terapi Vaksin 

Kuratif 

Parameter Keterangan Nilai Satuan Sumber 

𝑦1 

Laju 

pertumbuhan 

sel kanker 

prostat 𝐴𝑑 

0.01 Per hari 

(Yoshito 

Hirata, 

2012) 

𝑦2 

Laju 

pertumbuhan 

sel kanker 

prostat 𝐴𝑖 

0.2 Per hari 

(Salim & 

dkk, 

2021) 

𝜇 

Laju  perubahan 

sel kanker 𝐴𝑑 

ke 𝐴𝑖 

0.00005 Per hari 
(X. Lai, 

2017) 

𝜌 

Laju 

pengaktivan sel 

dendritik oleh 

vaksin 

0.0065 Per hari 

(Salim & 

dkk, 

2021) 

𝜂1 

Laju kematian 

sel kanker 

prostat 𝐴𝑑 oleh 

sel efektor 

0.2 Per hari 

(Salim & 

dkk, 

2021) 

𝜂2 

Tingkat 

penekanan pada 

vaksin ke sel 

kanker prostat 

𝐴𝑑 

10−8 Per hari 

(Salim & 

dkk, 

2021) 

𝜂3 

Laju kematian 

sel kanker 

prostat 𝐴𝑖 oleh 

sel efektor 

0.0001 Per hari 

(Salim & 

dkk, 

2021) 

𝑞 Dosis vaksin 5 − 20 Per sel  

(Hirata, 

Akakura, 

& dkk, 

2012) 
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Parameter Keterangan Nilai Satuan Sumber 

𝑧 

Laju kematian 

alami sel 

efektor 

0.168 Per hari  

(Salim & 

dkk, 

2021) 

𝑔 

Daya tampung 

sel kanker 

prostat 𝐴𝑑 

1.2 𝑥 107 Per sel  

(Salim & 

dkk, 

2021) 

ℎ 

Daya tampung 

sel kanker 

prostat 𝐴𝑖 
 1.4 𝑥 107 Sel 

(Salim & 

dkk, 

2021) 

𝑠 
Sumber sel 

dendritik 
2 Sel/hari 

(Salim & 

dkk, 

2021) 

𝑏 

Laju kematian 

alami sel 

kanker prostat  
𝐴𝑑 

0.17 Per hari 

(Yoshito 

Hirata, 

2012) 

𝑓 

Laju kematian 

alami sel 

kanker prostat  
𝐴𝑖 

0.17 Per hari 

(Salim & 

dkk, 

2021) 

𝑛 

Laju kematian 

alami sel 

dendritik 

1 Per hari 

(Yoshito 

Hirata, 

2012) 

𝑟 

Laju 

pengurangan 

pada vaksin 

2.6 Per hari 

(Salim & 

dkk, 

2021) 

𝑐 

Laju 

penyembuhan 

sel efektor oleh 

sel dendritik 

2.3 Per hari 

(Salim & 

dkk, 

2021) 

 

4.1.1 Titik Kesetimbangan Tanpa Vaksin Kuratif (𝒒 = 𝟎)  

Titik kesetimbangan model merupakan titik yang invariant terhadap 

waktu. Sehingga didapatkan dua kondisi untuk menentukan titik kesetimbangan 

yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik. Pada bagian ini akan dikaji 

terlebih dahulu titik kesetimbangan bebas penyakit sebagai berikut: 
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a. Titik Kesetimbangan bebas penyakit (𝒀𝟎) 

Pada kondisi ini menunjukkan belum adanya vaksin kuratif dan sel kanker 

prostat yang masuk ke dalam tubuh sehingga 𝑉 = 0, 𝐴𝑑 = 0 dan 𝐴𝑖 = 0. maka 

Selanjutnya persamaan (4.3) dengan 𝑉 = 0, maka: 

     𝑠 + 𝑇(𝜌𝑉 − 𝑛) = 0 

⇔ 𝑠 + 0 − 𝑛𝑇 = 0 

⇔  𝑠 − 𝑛𝑇 = 0 

⇔ 𝑛𝑇 = 𝑠 

⇔ T =
s

𝑛
 

Kemudian substitusikan 𝑇 =
𝑠

𝑛
 ke persamaan (4.4), sehingga diperoleh 

𝑐𝑇 − 𝑧𝐸 = 0   

⇔ 𝑐 (
𝑠

𝑛
) − 𝑧𝐸 = 0 

⇔ 𝑧𝐸 =
𝑐𝑠

𝑛
 

⇔ 𝐸 =
𝑐𝑠

𝑛𝑧
 

Sehingga didapatkan niai dari titik kesetimbangan bebas penyakit 𝑌0 =

(𝐴𝑑0, 𝐴𝑖0, 𝑉0, 𝑇0, 𝐸0) = (0,0,0,
𝑠

𝑛
,
𝑐𝑠

𝑛𝑧
). 

 

b. Titik kesetimbangan endemik (𝒀𝟏) 

Pada kondisi endemik ini menunjukkan belum adanya vaksin kuratif dan sel 

kanker prostat yang bergantung pada androgen(𝐴𝑑) yang masuk ke dalam tubuh, 

sehingga  𝑉 = 0 dan 𝐴𝑑 = 0. Maka   

Selanjutnya persamaan (4.3) dengan 𝑉 = 0, maka: 
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     𝑠 + 𝑇(𝜌𝑉 − 𝑛) = 0 

⇔ 𝑠 + 0 − 𝑛𝑇 = 0 

⇔  𝑠 − 𝑛𝑇 = 0 

⇔ 𝑛𝑇 = 𝑠 

⇔ T =
s

𝑛
 

Kemudian substitusikan 𝑇 =
𝑠

𝑛
 ke persamaan (4.4), sehingga diperoleh 

𝑐𝑇 − 𝑧𝐸 = 0   

⇔ 𝑐 (
𝑠

𝑛
) − 𝑧𝐸 = 0 

⇔ 𝑧𝐸 =
𝑐𝑠

𝑛
 

⇔ 𝐸 =
𝑐𝑠

𝑛𝑧
 

Selanjutnya substitusikan 𝐴𝑑 = 0 dan 𝐸 =
𝑐𝑠

𝑧𝑛
 ke persamaan (4.2), sehingga 

diperoleh 

𝑦2𝐴𝑖 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂3𝐸𝐴𝑖 − 𝑓𝐴𝑖 + 𝜇𝐴𝑑 = 0   

⇔ 𝐴𝑖 [𝑦2 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂3𝐸𝐴𝑖 − 𝑓𝐴𝑖] + 𝜇(0) = 0   

⇔ 𝐴𝑖 [𝜃𝑦2 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) −

𝜂3𝑐𝑠

𝑧𝑛
 − 𝑓] = 0 

Terdapat dua nilai 𝐴𝑖 yaitu 𝐴𝑖1 = 0 dan [𝑦2 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) −

𝜂3𝑐𝑠

𝑧𝑛
 − 𝑓] = 0 

⇔ [𝑦2 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) −

𝜂3𝑐𝑠

𝑧𝑛
 − 𝑓] = 0 

⇔ 𝑦2 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) =

𝜂3𝑐𝑠

𝑧𝑛
+ 𝑓 

⇔ 𝑦2 −
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
=

𝜂3𝑐𝑠+𝑓𝑧𝑛

𝑧𝑛
 

⇔ 𝑦2 −
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
=

𝜂3𝑐𝑠+𝑓𝑧𝑛

𝑧𝑛
  

⇔ 
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
= 𝑦2 −

𝜂3𝑐𝑠−𝑓𝑧𝑛

𝑧𝑛
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⇔ 
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
=

𝑧𝑛(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠

𝑧𝑛
 

⇔ 𝐴𝑖 =
𝑧𝑛(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠

𝑧𝑛
.

ℎ

𝑦2
 

⇔ 𝐴𝑖 =
ℎ(𝑧𝑛(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠)

𝑦2𝑧𝑛
 

Sehingga didapatkan niai dari titik kesetimbangan bebas penyakit 𝑌1 =

(𝐴𝑑1, 𝐴𝑖1, 𝑉1, 𝑇1, 𝐸1) = (0,
ℎ(𝑧𝑛(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠)

𝑦2𝑧𝑛
, 0,

𝑠

𝑛
,
𝑐𝑠

𝑛𝑧
).

4.1.2 Titik Kesetimbangan dengan Vaksin Kuratif (𝒒 > 𝟎)  

Vaksin kuratif merupakan vaksin yang dirancang khusus untuk 

merangsang respons imun yang efektif terhadap kanker prostat. Saat kondisi 𝑞 >

0  menunjukkan adanya vaksin secara berangsur-angsur. Terdapat tiga titik 

kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit, efek samping, dan 

endemik.  

a. Titik Kesetimbangan bebas Penyakit (𝒀𝟐) 

Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah titik kesetimbangan pada saat 

tidak ada penyakit dalam populasi 𝐴𝑑 = 0 dan 𝐴𝑖 = 0 atau konstan. Lankah 

awal yang dilakikan untuk menentukan titik kesetimbangan bebas penyakit 

yaitu ambil persamaan (4.5) sebagai berikut:  

𝑞 − 𝑟𝑉 = 0 

⇔ 𝑟𝑉 = 𝑞 

⇔ 𝑉 =
𝑞

𝑟
                   

Kemudian substitusikan kembali 𝑉 =
𝑞

𝑟
 ke persamaan (4.3), diperoleh 

     𝑠 + 𝑇(𝜌𝑉 − 𝑛) = 0 

⇔ 𝑠 + 𝜌 (
𝑞

𝑟
)𝑇 − 𝑛𝑇 = 0 
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⇔  𝑠 +
𝜌𝑞

𝑟
𝑇 − 𝑛𝑇 = 0 

⇔ 𝑛𝑇 −
𝜌𝑞

𝑟
𝑇 = 𝑠 

⇔ (
𝑛𝑟 − 𝜌𝑞

𝑟
) 𝑇 = 𝑠 

⇔ 𝑇 =
𝑠

𝑛𝑟 − 𝜌𝑞
𝑟

 

⇔ 𝑇 =
𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
 , 𝑛𝑟 ≠ 𝜌𝑞 

Kemudian substitusikan 𝑇 =
𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
 ke persamaan (4.4), sehingga diperoleh 

𝑐𝑇 − 𝑧𝐸 = 0   

⇔ 𝑐 (
𝑠𝑟

𝑛𝑟 − 𝜌𝑞
) − 𝑧𝐸 = 0 

⇔ 𝑧𝐸 = 𝑐 (
𝑠𝑟

𝑛𝑟 − 𝜌𝑞
) 

⇔ 𝐸 =

𝑐𝑠𝑟
𝑛𝑟 − 𝜌𝑞

𝑧
 

⇔ 𝐸 =
𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 , dengan  𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞) ≠ 0 

Sehingga didapatkan niai dari titik kesetimbangan bebas penyakit 𝑌2 =

(𝐴𝑑2, 𝐴𝑖2, 𝑉2, 𝑇2, 𝐸2) = (0,0,
𝑞

𝑟
,

𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
,

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
).  

b. Titik Kesetimbangan Efek Samping (𝒀𝟑)  

Kesetimbangan yang dicirikan dengan sistem kekebalan yang distimulasi 

secara permanen. Setelah diamati efek samping terapi vaksin kuratif pada sel 

kanker prostat dapat bervariasi tergantung faktor–faktor seperti jenis vaksin 

yang digunakan, respons individu pasien, dan karakteristik kanker prostat yang 

sedang diobati. Namun, terkadang terapi vaksin dapat mempengaruhi sistem 

kekebalan secara keseluruhan, sehingga dapat menyebab efek samping seperti 

demam, nyeri otot, kesulitan bernafas, dan kemungkinan risiko pada gangguan 

kekebalan tubuh (GLOBOCAN, 2018). Pada titk kesetimbangan bebas 



 

34 

 

 

penyakit dengan vaksin diperoleh nilai 𝑉 =
𝑞

𝑟
, 𝑇 =

𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
, 𝐸 =

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
.  

Sehingga akan dicari sel kanker prostat yang tidak bergantung pada androgen 

(𝐴𝑖) ketika sel kanker prostat dengan nilai  𝐴𝑑 = 0.  

Selanjutnya substitusikan persamaan (4.2) dengan 𝐴𝑑 = 0 dan 𝐸 =
𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
, 

sehingga diperoleh 

⇔ 𝑦2𝐴𝑖 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂3𝐴𝑖𝐸 + 𝜇𝐴𝑑 − 𝑓𝐴𝑖 = 0  

⇔ 𝐴𝑖 [𝑦2 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂3𝐸 − 𝑓] + 𝜇𝐴𝑑 = 0 Didapatkan dua 𝐴𝑖 yaitu 𝐴𝑖 =

0  atau  [𝑦2 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) −

𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 − 𝑓] + 𝜇𝐴𝑑 = 0  

Akan dicari 𝐴𝑖 yang kedua maka diperoleh 

⇔ [𝑦2 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) −

𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 − 𝑓] + 𝜇𝐴𝑑 = 0 

⇔ [𝑦2 (1 −
𝑀∗

ℎ
) −

𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 − 𝑓] + 𝜇(0) = 0 

⇔ 𝑦2 (1 −
𝑀∗

ℎ
) −

𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 − 𝑓 = 0 

⇔ 𝑦2 (1 −
𝑀∗

ℎ
) =

𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
+ 𝑓 

⇔ 𝑦2 −
𝑦2

ℎ
=

𝜂3𝑐𝑠𝑟+𝑓(𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞))

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 

⇔ 
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
= 𝑦2 −

𝜀𝑐𝑠𝑟−𝑓(𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞))

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 

⇔ 
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
=

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 

⇔ 𝐴𝑖 =
𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
.

ℎ

𝑦2
  

⇔ 𝐴𝑖 =
ℎ[𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠𝑟]

𝑦2[𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)]
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Diperoleh kedua 𝐴𝑖 yaitu 𝐴𝑖1 = 0 atau 𝐴𝑖2 =
ℎ[𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠𝑟]

𝑦2[𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)]
. Yang 

dipakai yaitu 𝐴𝑖2. Sehingga didapatkan nilai dari titik kesetimbangan efek 

samping  

𝑌3 = (𝐴𝑑3
, 𝐴𝑖3

, 𝑉3, 𝑇3, 𝐸3) = (0,
ℎ[𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)(𝑦2 − 𝑓) − 𝜂3𝑐𝑠𝑟]

𝑦2[𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)]
,
𝑞

𝑟
,

𝑠𝑟

𝑛𝑟 − 𝜌𝑞
,

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
).   

 

c. Titik Kesetimbangan Eksis Lokal Antara Sel Kanker Prostat dengan 

Vaksin (𝒀𝟒) 

Titik kesetimbangan endemik menunjukkan kondisi dimana terdapat 

penyebaran penyakit dalam populasi. Artinya dalam suatu populasi terdapat 

individu yang terinfeksi. Sehingga proses iterasi dilakukan secara runtut mulai 

variabel Vaksin, Sel Dendritik, Sel Efektor, Sel Kanker Prostat 𝐴𝑑 dan 𝐴𝑖 .  

Akan dicari sel kanker prostat 𝐴𝑑 dan 𝐴𝑖 ketika didapat nilai =
𝑞

𝑟
, 𝑇 =

𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
, 𝐸 =

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 . 

Selanjutnya substitusikan 𝑉 =
𝑞

𝑟
 dan 𝐸 =

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
  ke persamaan (4.1), 

sehingga diperoleh 

𝑦1𝐴𝑑 (1 −
𝐴𝑑

𝑔
) − 𝜂1𝐴𝑑𝐸 − 𝜂2𝑉𝐴𝑑 − 𝜇𝐴𝑑 −  𝑏𝐴𝑑 = 0  

⇔ 𝐴𝑑 [𝑦1 (1 −
𝐴𝑑

𝑔
) − 𝜂1𝐸 − 𝜂2𝑉 −  𝜇 −  𝑏] = 0  

⇔ 𝐴𝑑 [𝑦
1
(1 −

𝐴𝑑

𝑔
) − 𝜂

1
(

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
) − 𝜂

2
(
𝑞

𝑟
) −  𝜇 −  𝑏] = 0  

∴ 𝐴𝑑 = 0  

⇔ 𝑦
1
(1 −

𝐴𝑑

𝑔
) − 𝜂

1
(

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
) − 𝜂

2
(
𝑞

𝑟
) −  𝜇 −  𝑏 = 0 



 

36 

 

 

⇔ 𝑦
1
(1 −

𝐴𝑑

𝑔
) = 𝜂

1
(

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
) + 𝜂

2
(
𝑞

𝑟
) +  𝜇 +  𝑏 

⇔ 𝑦
1
−

𝑦1𝐴𝑑

𝑔
=

𝜂1𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
+

𝜂2𝑞

𝑟
+ 𝜇 +  𝑏  

⇔
𝑦1𝐴𝑑

𝑔
= 𝑦1 −

𝜂1𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
−

𝜂2𝑞

𝑟
−  𝜇 −  𝑏  

⇔
𝑦1𝐴𝑑

𝑔
= (𝑦1 − (𝜇 +  𝑏)) −

𝜂1𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
−

𝜂2𝑞

𝑟
  

Misalkan 𝜔 =
𝑦1

𝑔
  dengan 𝜔 ≠ 0 maka diperoleh 

⇔ 𝜔𝐴𝑑 = (𝑦1 − (𝜇 +  𝑏)) −
𝜂1𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
−

𝜂2𝑞

𝑟
  

⇔ 𝜔𝐴𝑑 =
(𝑦1−(𝜇+ 𝑏))[𝑟𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)]−𝜂1𝑐𝑠𝑟2−𝜂2𝑞𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

𝑟𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
  

⇔ 𝐴𝑑 = (
(𝑦1 − (𝜇 +  𝑏))[𝑟𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)] − 𝜂1𝑐𝑠𝑟

2 − 𝜂2𝑞𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝑟𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
) .

1

𝜔
 

⇔ 𝐴𝑑 =
(𝑦1 − (𝜇 +  𝑏))[𝑟𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)] − 𝜂1𝑐𝑠𝑟

2 − 𝜂2𝑞𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝜔𝑟𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
 

⇔ 𝐴𝑑 =
[𝑟(𝑦1 − (𝜇 +  𝑏)) − 𝜂2𝑞]𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞) − 𝜂1𝑐𝑠𝑟

2

𝜔𝑟𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
 

Kemudian substitusikan persamaan (4.2) ke 𝐸 =
𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 dan 𝐴𝑑 =

[𝑟(𝑦1−(𝜇+ 𝑏))−𝜂2𝑞]𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)−𝜂1𝑐𝑠𝑟2

𝜔𝑟𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
. Agar lebih mempermudah pengerjaanya kita 

misalkan 𝐴𝑑 = 𝐴 , sehingga diperoleh 

⇔ 𝑦2𝐴𝑖 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂3𝐴𝑖𝐸 + 𝜇𝐴𝑑 − 𝑓𝐴𝑖 = 0  

⇔ 𝐴𝑖 [𝑦2 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂

3
(

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
) − 𝑓] + 𝜇𝐴𝑑 = 0  

⇔ 𝐴𝑖 [𝑦2 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) −

𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
− 𝑓] + 𝜇𝐴 = 0  

⇔ 𝐴𝑖 [𝑦2 −
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
−

𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
− 𝑓] + 𝜇𝐴 = 0  

⇔ −
𝑦2𝐴𝑖

2

ℎ
− (

𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
− 𝑦2 − 𝑓)𝐴𝑖 + 𝜇𝐴 = 0  

𝑦2𝐴𝑖 
2

ℎ
+ (

𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
− 𝑦2 − 𝑓)𝐴𝑖  − 𝜇𝐴 = 0 

Buat bentuk sederhana, 

𝑘𝐴𝑖 
2 + 𝑙𝐴𝑖 + 𝑚 = 0    (4. 6) 
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Dimana  

𝑘 =
𝑦2

ℎ
  

𝑙 =
𝜂3𝑐𝑠𝑟−(𝑦2+𝑓)[𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)]

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
  

𝑚 = −𝜇𝐴  

Sehingga diperoleh 

𝐴𝑖1,2 =
−𝑙 ± √𝑙2 − 4𝑘𝑚

2𝑘
 

Dari nilai diatas maka didapat diketahui bahwa koefisien 𝑎 selalu positif. 

Karena dapat diketahui bahwa : 

i. 𝑙2 − 4𝑘𝑚 = 0 maka 𝐴𝑖1,2 = −
𝑙

2𝑘
 dengan 𝑙 < 0 

ii. 𝑙2 − 4𝑘𝑚 > 0, maka 𝐴𝑖1 =
−𝑙−√𝑙2−4𝑘𝑚

2𝑘
 dan 𝐴𝑖2 =

−𝑙+√𝑙2−4𝑘𝑚

2𝑘
 jika 𝑙 >

0, maka 𝐴𝑖1 < 0 dan 𝐴𝑖2 > 0 

dimana, 

𝑚 > 0 dan 𝑙 > 0 

⟺ 𝑙2 − 4𝑘𝑚 > 𝑙2  

⟺ √𝑙2 − 4𝑘𝑚 > 𝑙  

⟺ −𝑙 > −√𝑙2 − 4𝑘𝑚  

⟺
−𝑙+√𝑙2−4𝑘𝑚

2𝑘
 > 0  

dan, 

𝑚 > 0 dan 𝑙 > 0 

⟺ 𝑙2 − 4𝑘𝑚 > 𝑙2  

⟺ −𝑙 > 0 dan −√𝑙2 − 4𝑘𝑚 < 0 
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⟺
−𝑙−√𝑙2−4𝑘𝑚

2𝑘
< 0  

Jika 𝑙 > 0, dan 𝐴𝑖1 > 0 dan 𝐴𝑖2 > 0 

dimana, 

𝑚 > 0 dan 𝑙 < 0 

⟺ 𝑙2 − 4𝑘𝑚 > 𝑙2  

⟺ √𝑙2 − 4𝑘𝑚 > −𝑙  

⟺ 0 <
−𝑙−√𝑙2−4𝑘𝑚

2𝑘
  

Dan, 

𝑚 > 0 dan 𝑙 < 0 

⟺ −𝑙 > 0  dan √𝑙2 − 4𝑘𝑚 > 0 

⟺
−𝑙+√𝑙2−4𝑘𝑚

2𝑘
> 0  

iii. 𝑙2 − 4𝑘𝑚 < 0 , maka 𝐴𝑖1,2
∈ ℂ sehingga tidak ada solusi riil 𝐴𝑖 dari 

keterangan diatas , Batas ketika 𝐴𝑖 eksis adalah : 

𝑙2 − 4𝑘𝑚 ≥ 0 

⟺ 𝑙2 − 4𝑘(−𝜇𝐴∗) ≥ 0   

⟺ 𝑙2 + 4𝑘(𝜇𝐴∗) ≥ 0   

⟺
𝑙2

4𝑘𝜇
≤ 𝐴∗  

⟺ 𝐴𝐶 ≤ 𝐴∗  

𝐴𝐶 =
𝑙2

4𝑘𝜇
  

Dan memiliki kemungkinan percabangan mundur yang ditunjukkan 

oleh kasus 𝑚 > 0, yakni dengan  
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⟺ 𝜇𝐴∗ > 0  

⟺ 𝐴∗ > 0  

Maka didapat diketahui bahwa memiliki dua titik kesetimbangan positif 

untuk 𝐴𝐶 < 𝐴∗ dan 𝐴∗ > 0. 

Sehingga titik kesetimbangan endemik model matematika dari penyebaran 

sel kanker prostat dengan terapi vaksin kuratif yaitu 

𝐴𝑑 =
[𝑟(𝑦−𝛽)−𝜂2𝑞]𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)−𝜂1𝑐𝑠𝑟2

𝜔𝑟𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
   

𝑇 =
𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
 , 𝑛𝑟 ≠ 𝜌𝑞 

𝐸 =
𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 , 𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞) ≠ 0  

𝑉 =
𝑞

𝑟
  

𝐴𝑖 =
−𝑙±√𝑙2−4𝑘𝑚

2𝑘
, dengan 𝑘, 𝑙,𝑚 sebagaimana persamaan (4.6). 

 

4.2 Bilangan Reproduksi Dasar (R0) 

Bilangan reproduksi dasar atau biasanya diartikan R0 adalah jumlah rata – 

rata infeksi baru yang dihasilkan oeh individu yang terinfeksi atau orang 

meninggal yang terinfeksi atau melalui kontak dengan objek yang terinfeksi 

patogen dalam populasi yang seluruhnya rentan. Penulis menggunakan metode 

next generation matriks untuk menghitung R0. Langkah – angkah dalam 

menentukan bilangan reproduksi dasar yaitu sebagai berikut:  

1. Menentukan persamaan yang dimana menunjukkan terjadinya perubahan 

dalam kelas individu terinflamasi dan kasus baru terinflamasi. Pada sistem 

persamaan (4.1 – 4.5) subsistem yang terinflamasi yaitu 𝐴𝑑, 𝐴𝑖 , 𝑇, 𝐸, 𝑉.  

𝑓1 = 𝑦1𝐴𝑑 (1 −
𝐴𝑑

𝑔
) − 𝜂1𝐴𝑑𝐸 − 𝜂2𝑉𝐴𝑑 − 𝜇𝐴𝑑 −  𝑏𝐴𝑑     

𝑓2 = 𝑦2𝐴𝑖 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂3𝐴𝑖𝐸 + 𝜇𝐴𝑑 − 𝑓𝐴𝑖     (4.7) 
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𝑓3 = 𝑞 − 𝑟𝑉   

𝑓4 = 𝑐𝑇 − 𝑧𝐸  

𝑓5 = 𝑠 + 𝑇(𝜌𝑉 − 𝑛)  

2. Menentukan linierisasi terhadap objek yang terinflamasi pada titik 

kesetimbangan bebas penyakit. Maka diperoleh matriks jacobian: 

𝐽𝑥 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓

1

𝜕𝐴𝑑

𝜕𝑓
1

𝜕𝐴𝑑

𝜕𝑓
1

𝜕𝐴𝑑

𝜕𝑓
1

𝜕𝐴𝑑

𝜕𝑓
1

𝜕𝐴𝑑

𝜕𝑓
2

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝑓
2

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝑓
1

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝑓
2

𝜕𝐴𝐴𝑖

𝜕𝑓
2

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝑓
3

𝜕𝑉

𝜕𝑓
3

𝜕𝑉

𝜕𝑓
3

𝜕𝑉

𝜕𝑓
3

𝜕𝑉

𝜕𝑓
3

𝜕𝑉
𝜕𝑓

4

𝜕𝑇

𝜕𝑓
4

𝜕𝑇

𝜕𝑓
4

𝜕𝑇

𝜕𝑓
4

𝜕𝑇

𝜕𝑓
4

𝜕𝑇
𝜕𝑓

5

𝜕𝐸

𝜕𝑓
5

𝜕𝐸

𝜕𝑓
5

𝜕𝐸

𝜕𝑓
5

𝜕𝐸

𝜕𝑓
5

𝜕𝐸 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 𝑦1

−
𝑦

1
𝐴𝑑

𝑔
− 𝜂

1
𝐸 − 𝜂

2
𝑉 − 𝜇 −  𝑏 0 −𝜂

2
𝐴 0 −𝜂

1
𝐴

𝜇 𝑦
2

−
𝑦

2
𝐴𝑖

ℎ
− 𝜂

3
𝐸 − 𝑓 0 0 −𝜂

3
𝐴𝑖

0 0 −𝑟 0 0

0 0 𝜌𝑇 𝜌𝑉 − 𝑛 0

0 0 0 𝑐 −𝑧 ]
 
 
 
 
 
 

 

  

Dengan titik kesetimbangan bebas penyakit 𝑌0 = (𝐴𝑑0
, 𝐴𝑖0

, 𝑉0, 𝑇0, 𝐸0) =

(0,0,
𝑞

𝑟
,

𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
,

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
) , maka diperoleh 

𝑱𝟎 =

[
 
 
 
 
 
 
 𝑦1 −

𝜂1𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
−

𝜂2𝑞

𝑟
− 𝜇 −  𝑏 0 0 0 0

𝜇 𝑦2 −
𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
− 𝑓 0 0 0

0 0 −𝑟 0 0

0 0
𝜌𝑠𝑟

𝑛𝑟 − 𝜌𝑞

𝜌𝑞

𝑟
− 𝑛 0

0 0 0 𝑐 −𝑧]
 
 
 
 
 
 
 

 

  

3. Melakukan dekomposisi matriks Jacobi (𝐽𝑥). 𝐹 merupakan matriks yang 

menyatakan masuknya laju pertumbuhan patogen dan laju inflamasi 

pathogen. Sedangkan  𝑉 matriks yang menyatakan laju berkurangnya 



 

41 

 

 

pertumbuhan pathogen akibat pemulihan system kekebalan tubuh, serta 

kemampuan anti-inflamasi. Matriks 𝐹 dan 𝑉 didefinisikan sebagai berikut: 

𝐹 =

[
 
 
 
 
𝑦

1
0 0 0

𝜇 𝑦
2

0 0

0 0
𝜌𝑠𝑟

𝑛𝑟 − 𝜌𝑞

𝜌𝑞

𝑟
− 𝑛

0 0 0 𝑐 ]
 
 
 
 

 

 𝑉 =

[
 
 
 
 

𝜂
1
𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
+

𝜂
2
𝑞

𝑟
+ 𝜇 + 𝑏 0 0 0

0
𝜂
3
𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
+ 𝑓 0 0

0 0 𝑟 0
0 0 0 𝑧]

 
 
 
 

 

Berdasarkan definisi matriks generasi selanjutnya, matriks 𝐽𝑥 dapat 

dinyatakan sebagai 𝐽𝑥 = 𝐹 − 𝑉,  dimana  

𝐽𝑥 = 𝐹 − 𝑉 

𝑱𝒙 =

[
 
 
 
 
𝑦1 0 0 0
𝜇 𝑦2 0 0

0 0
𝜌𝑠𝑟

𝑛𝑟 − 𝜌𝑞

𝜌𝑞

𝑟
− 𝑛

0 0 0 𝑐 ]
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 

𝜂1𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
+

𝜂2𝑞

𝑟
+ 𝜇 +  𝑏 0 0 0

0
𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
+ 𝑓 0 0

0 0 𝑟 0
0 0 0 𝑧]

 
 
 
 
 

 

4. Selanjutnya yaitu menentukan Bilangan Reproduksi Dasar 𝑅0. Bilangan 

Reproduksi Dasar dinyatakan dengan 𝑅0 = 𝜌(𝐽𝑥), dimana 𝜌 adalah nilai 

eigen terbesar dari matriks 𝐽𝑥. 

Selanjutnya matriks 𝐽𝑥 di definisikan dengan: 

𝑱𝒙 = 𝐹 . 𝑉−1  

Matriks 𝑉−1 dapat diperoleh dengan langkah sebagai berikut: 

𝑉−1 =
1

det𝑉
𝑎𝑑𝑗(𝑉) 

Sehingga  

𝑉−1 =
1

det𝑉
𝑎𝑑𝑗(𝑉)  
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=
1

det𝑉

[
 
 
 
 

𝜂1𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
+

𝜂2𝑞

𝑟
+ 𝜇 +  𝑏 0 0 0

0
𝜂3𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
+ 𝑓 0 0

0 0 𝑟 0
0 0 0 𝑧]

 
 
 
 

  

𝑉−1 =

[
 
 
 
 
 
 

𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

𝜂1𝑐𝑠𝑟2+𝜂2𝑞𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+(𝜇+ 𝑏)𝑟𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
0 0 0

𝜇
𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

𝜂3𝑐𝑠𝑟+𝑓𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
0 0

0 0
1

𝑟
 0

0 0 0
1

𝑧 ]
 
 
 
 
 
 

  

 

Setelah diperoleh 𝑉−1 maka maktiks 𝑱𝒙 dapat dihitung dengan langkah 

sebagai berikut:  

𝑱𝒙 = 𝐹 . 𝑉−1 

=

[
 
 
 
 
𝑦1 0 0 0
𝜇 𝑦2 0 0

0 0
𝜌𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞

𝜌𝑞

𝑟
− 𝑛

0 0 0 𝑐 ]
 
 
 
 

.

[
 
 
 
 
 
 

𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

𝜂1𝑐𝑠𝑟
2+𝜂2𝑞𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+(𝜇+ 𝑏)𝑟𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

0 0 0

𝜇
𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

𝜂3𝑐𝑠𝑟+𝑓𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
0 0

0 0
1

𝑟
 0

0 0 0
1

𝑧]
 
 
 
 
 
 

  

𝑱𝒙 =

[
 
 
 
 
 

𝐽11 0 0 0
𝜇𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

𝜂1𝑐𝑠𝑟
2+𝜂2𝑞𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+(𝜇+ 𝑏)𝑟𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

𝐽22 0 0

0 0
𝜌𝑠𝑟

𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

𝜌𝑞−𝑛𝑟

𝑧𝑟

0 0 0
𝑐

𝑧 ]
 
 
 
 
 

  

Selanjutnya menentukan nilai eigen dominan dari matriks 𝑱𝒙 

det |𝜆𝐼 − 𝑱𝒙| = 0 

|

|

[

𝜆 0 0 0
0 𝜆 0 0
0 0 𝜆 0
0 0 𝑐 𝜆

] −

[
 
 
 
 
 
 
 

𝐽11 0 0 0

𝜇𝑧𝑟(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝜂
1
𝑐𝑠𝑟2 + 𝜂

2
𝑞𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞) + 𝛽𝑟𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝐽22 0 0

0 0
𝜌𝑠𝑟

𝑟(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝜌𝑞 − 𝑛𝑟

𝑧𝑟

0 0 0
𝑐

𝑧 ]
 
 
 
 
 
 
 

|

|

 = 0 

det

(

 
 
 
 
 

𝜆 − 𝐽11 0 0 0

𝜇𝑧𝑟(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝜂
1
𝑐𝑠𝑟2 + 𝜂

2
𝑞𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞) + (𝜇 +  𝑏)𝑟𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝜆 − 𝐽22 0 0

0 0 𝜆 −
𝜌𝑠𝑟

𝑟(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝜌𝑞 − 𝑛𝑟

𝑧𝑟

0 0 0 𝜆 −
𝑐

𝑧 )

 
 
 
 
 

= 0 
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dengan  

𝑗11 =
𝑦1𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

𝜂1𝑐𝑠𝑟2+𝜂2𝑞𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+(𝜇+ 𝑏)𝑟𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
  

𝑗22 =
𝜇𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

𝜂
3
𝑐𝑠𝑟+𝑓𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)

  

Sehingga diperoleh polynomial pangkat empat sebagai berikut: 

(𝜆−𝑗11)(𝜆−𝑗22)( 𝜆 −
𝜌𝑠𝑟

𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
)(𝜆 − 

𝑐

𝑧
) = 0 

Dengan memisalkan 𝑗11 = 𝑝, 𝑗22 = 𝑞,
𝜌𝑠𝑟

𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
= 𝑟,

𝑐

𝑧
= 𝑠 diperoleh 

(𝜆2 − 𝜆(𝑝 + 𝑞) + 𝑝𝑞)( 𝜆 − 𝑟)(𝜆 −  𝑠) = 0  

⇔ (𝜆3 − (𝜆2𝑟) − (𝜆2(𝑝 + 𝑞)) + 𝜆𝑟(𝑝 + 𝑞) + 𝜆(𝑝𝑞) − 𝑝𝑞𝑟)(𝜆 − 𝑠) = 0  

⇔ (𝜆3 − 𝜆2((𝑝 + 𝑞) + 𝑟) + 𝜆(𝑟(𝑝 + 𝑞) + (𝑝𝑞)) − 𝑝𝑞𝑟)(𝜆 − 𝑠) = 0  

⇔ (𝜆4 − 𝜆3𝑠 − (𝜆3((𝑝 + 𝑞) + 𝑟) + 𝜆2𝑠((𝑝 + 𝑞) + 𝑟) + 𝜆2(𝑟(𝑝 + 𝑞) + (𝑝𝑞)) −

𝜆𝑠(𝑟(𝑝 + 𝑞) + (𝑝𝑞)) − 𝜆(𝑝𝑞𝑟) + 𝑝𝑞𝑟𝑠 = 0  

⇔ (𝜆4 − 𝜆3(𝑠 + ((𝑝 + 𝑞) + 𝑟) + 𝜆2 (𝑠((𝑝 + 𝑞) + 𝑟) + (𝑟(𝑝 + 𝑞) + (𝑝𝑞))) −

𝜆 (𝑠(𝑟(𝑝 + 𝑞) + (𝑝𝑞)) + (𝑝𝑞𝑟)) + 𝑝𝑞𝑟𝑠 = 0  

Dari persamaan polynomial tersebut didapatkan nilai eigen absolut dominan yaitu  

 𝜆1 = (𝑠(𝑟(𝑝 + 𝑞) + (𝑝𝑞)) + (𝑝𝑞𝑟)) , 𝜆2 = (𝑠((𝑝 + 𝑞) + 𝑟) + (𝑟(𝑝 + 𝑞) +

(𝑝𝑞))) , 𝜆3 = (𝑠 + ((𝑝 + 𝑞) + 𝑟),  𝜆4 = 0 

Sehingga, bilangan reproduksi dasar yang didapatkan dari nilai eigen absolut 

dominan adalah  

𝑅0 = (
𝑐

𝑧
 + ((

𝑦1𝑧𝑟(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝜂1𝑐𝑠𝑟
2 + 𝜂2𝑞𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞) + (𝜇 +  𝑏)𝑟𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

+
𝜇𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝜂3𝑐𝑠𝑟 + 𝑓𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
 ) +

𝜌𝑠𝑟

𝑟(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
)) 
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4.3 Analisis Kestabilan  

Analisis kestabilan titik kesetimbangan pada sistem persamaan (2.6) dapat 

diperoleh dengan cara linierisasi menggunakan Deret taylor untuk menghilangkan 

suku nonlinear disekitar titik kesetimbangan. Apabila bagian real pada niai 

karakteristiknya bernilai negatif maka sistem dipersekitaran titik kesetimbangan 

dapat dikatakan stabil, namun apabia bagian sistem real pada nilai 

karakteristiknya bernilai positif maka dapat dikatakan sistem dipersekitaran titik 

kesetimbangan tidak stabil. Sehingga akan dilakukan analisis terhadap titik 

kesetimbangan dengan menggunakan matriks jacobian untuk menghitung nilai 

eigen, yang dapat didapatkan dari persamaan: 

𝑓1 = 𝑦1𝐴𝑑 (1 −
𝐴𝑑

𝑔
) − 𝜂1𝐸𝐴𝑑 − 𝜂2𝑉𝐴𝑑 − 𝜇𝐴𝑑 − 𝑏𝐴𝑑  

𝑓2 = 𝑦2𝐴𝑖 (1 −
𝐴𝑖

ℎ
) − 𝜂3𝐸𝐴𝑖 − 𝑓𝐴𝑖 + 𝜇𝐴𝑑    (4.8) 

𝑓3 = 𝑠 + 𝑇(𝜌𝑉 − 𝑛)  

𝑓4 = 𝑐𝑇 − 𝑧𝐸  

𝑓5 = 𝑞 − 𝑟𝑉  

Dari persamaan (4.8) akan ditentukan matriks Jacobi yaitu : 

𝑱 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1

𝜕𝐴𝑑

𝜕𝑓1

𝜕𝐴𝑑

𝜕𝑓1

𝜕𝐴𝑑

𝜕𝑓1

𝜕𝐴𝑑

𝜕𝑓1

𝜕𝐴𝑑

𝜕𝑓2

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝑓2

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝑓1

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝑓2

𝜕𝐴𝐴𝑖

𝜕𝑓2

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝑓3

𝜕𝑇

𝜕𝑓3

𝜕𝑇

𝜕𝑓3

𝜕𝑇

𝜕𝑓3

𝜕𝑇

𝜕𝑓3

𝜕𝑇
𝜕𝑓4

𝜕𝐸

𝜕𝑓4

𝜕𝐸

𝜕𝑓4

𝜕𝐸

𝜕𝑓4

𝜕𝐸

𝜕𝑓4

𝜕𝐸
𝜕𝑓5

𝜕𝑉

𝜕𝑓5

𝜕𝑉

𝜕𝑓5

𝜕𝑉

𝜕𝑓5

𝜕𝑉

𝜕𝑓5

𝜕𝑉 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

          (4.9) 

Sehingga didapatkan matriks Jacobian  
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𝑱 =

[
 
 
 
 
 
 𝑦1 −

𝑦1𝐴𝑑

𝑔
− 𝜂1𝐸 − 𝜂2𝑉 − 𝜇 − 𝑏 0 −𝜂2𝐴𝑑 0 −𝜂1𝐴𝑑

𝜇 𝑦2 −
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
− 𝜂3𝐸 − 𝑓 0 0 −𝜂3𝐴𝑖

0 0 −𝑟 0 0
0 0 𝜌𝑇 𝜌𝑉 − 𝑛 0
0 0 0 𝑐 −𝑧 ]

 
 
 
 
 
 

 

          (4.10) 

4.3.1 Kestabilan Di Sekitar Titik Kesetimbangan Tanpa Vaksin Kuratif 

(𝒒 = 𝟎) 

a. Kestabilan Di Sekitar Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit (𝒀𝟎) 

Analisis kestabilan di sekitar titik kesetimbangan dilakukan berdasarkan 

nilai eigen yang didapatkan dari matriks Jacobi dengan metode linearisasi. 

Matriks jacobi yang dihasilkan dari proses linearisasi dari model disekitar titik 

kesetimbangan bebas penyakit tanpa vaksin kuratif 𝑌0 =

(𝐴𝑑0, 𝐴𝑖0, 𝑉0, 𝑇0, 𝐸0) = (0,0,0,
𝑠

𝑛
,
𝑐𝑠

𝑛𝑧
). 

Sehingga didapatkan matriks Jacobi sebagai berikut: 

𝑱 =

[
 
 
 
 
 𝑦1 −

𝑦1𝐴𝑑

𝑔
− 𝜂1𝐸 − 𝜇 − 𝑏 0 0 0

𝜇 𝑦2 −
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
− 𝜂3𝐸 − 𝑓 0 0

0 0 −𝑛 0
0 0 𝑐 −𝑧]

 
 
 
 
 

 

Sehingga 

𝑱(𝑌0) =

[
 
 
 
 𝑦1 −

𝜂1𝑐𝑠

𝑛𝑧
− 𝜇 − 𝑏 0 0 0

𝜇 𝑦2 −
𝜂3𝑐𝑠

𝑛𝑧
− 𝑓 0 0

0 0 −𝑛 0
0 0 𝑐 −𝑧]

 
 
 
 

  (4.11) 

akan ditentukan kestabilan bebas penyakit tanpa vaksin kuratif dengan 

menggunakan matriks Jacobi (4.11). Nilai eigen (4.11) didapatkan sebagai 

berikut: 

det (𝜆𝐼 − 𝑱(𝑌0)) = 𝟎 
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det

(

 
 

[

𝜆 0
0
0
0

𝜆
0
0

    

0 0
0
𝜆
0

0
0
𝜆

] −

[
 
 
 
 𝑦1 −

𝜂1𝑐𝑠

𝑛𝑧
− 𝜇 − 𝑏 0 0 0

𝜇 𝑦2 −
𝜂3𝑐𝑠

𝑛𝑧
− 𝑓 0 0

0 0 −𝑛 0
0 0 𝑐 −𝑧]

 
 
 
 

)

 
 

= 0  

𝑑𝑒𝑡

(

  
 

𝜆 − 𝑦
1
+

𝜂
1
𝑐𝑠

𝑛𝑧
+ 𝜇 + 𝑏 0 0 0

𝜇 𝜆 − 𝑦
2
+

𝜂
3
𝑐𝑠

𝑛𝑧
+ 𝑓 0 0

0 0 𝜆 + 𝑛 0

0 0 𝑐 𝜆 + 𝑧)

  
 

= 0  

Sehingga diperoleh didapatkan polynomial dari matriks J, yaitu: 

(𝜆 − 𝑔)(𝜆 − ℎ)(𝜆 + 𝑛) (𝜆 + 𝑧) = 0 

dengan 𝑔 =
𝑦1𝑛𝑧+𝜂

1
𝑐𝑠+𝜇𝑛𝑧+𝑏𝑛𝑧

𝑛𝑧
 dan ℎ =

𝑦2𝑛𝑧+𝜂3𝑐𝑠+𝑓𝑛𝑧

𝑛𝑧
 

Sehingga diperoleh hasil determinan seperti, 

(𝜆 − 𝑔)(𝜆 − ℎ)(𝜆 + 𝑛)(𝜆 + 𝑧) = 0 

(𝜆2 − 𝜆(𝑔 + ℎ) + 𝑔ℎ)(𝜆 + 𝑛) = 0 

(𝜆3 + 𝜆2𝑛 − 𝜆2(𝑔 + ℎ) − 𝜆𝑛(𝑔 + ℎ) + 𝜆(𝑔ℎ) + 𝑔ℎ𝑛)(𝜆 + 𝑧) = 0 

(𝜆3 − 𝜆2(𝑛 + (𝑔 + ℎ)) − 𝜆((𝑔ℎ) + 𝑛(𝑔 + ℎ)) + 𝑔ℎ𝑛)(𝜆 + 𝑧) = 0 

(𝜆4 + 𝜆3𝑧 − 𝜆3(𝑛 + (𝑔 + ℎ)) − 𝜆2𝑧(𝑛 + (𝑔 + ℎ)) − 𝜆2((𝑔ℎ) + 𝑛(𝑔 + ℎ))

− 𝜆𝑧((𝑔ℎ) + 𝑛(𝑔 + ℎ)) + 𝜆𝑔ℎ𝑛 + 𝑔ℎ𝑛𝑧) = 0 

(𝜆4 + 𝜆3 (𝑧 − (𝑛 + (𝑔 + ℎ)) − 𝜆2 (𝑧(𝑛 + (𝑔 + ℎ)) + 𝜆2((𝑔ℎ) + 𝑛(𝑔 + ℎ))))

+ 𝜆 (𝑔ℎ𝑛 − ((𝑔ℎ) + 𝑛(𝑔 + ℎ)))) + 𝑔ℎ𝑛𝑧) = 0 

Dari matriks diatas maka didapatkan persamaan karakteristik seperti, 

𝑎0𝜆
4 + 𝑎1𝜆

3 + 𝑎2𝜆
2 + 𝑎3𝜆

1 + 𝑎4 = 0   (4.12) 

Dengan  

𝑎0 = 1  

𝑎1 = (𝑧 − (𝑛 + (𝑔 + ℎ)))  
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𝑎2 = (𝑧(𝑛 + (𝑔 + ℎ)) + 𝜆2((𝑔ℎ) + 𝑛(𝑔 + ℎ)))) 

𝑎3 = (𝑔ℎ𝑛 − ((𝑔ℎ) + 𝑛(𝑔 + ℎ))) 

𝑎4 = 𝑔ℎ𝑛𝑧  

perhatikan bahwa nilai akar-akar persamaan karakteristik (4.12) dapat 

dianalisis kestabilannya jika memenuhi syarat kestabilan berdasarkan 

berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz untuk 𝑛 = 4, yaitu 

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 > 0 

Selanjutnya mensubstitusikan nilai parameter pada tabel 4.2 untuk melihat 

kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit secara khusus, sehingga 

diperoleh 

𝑎0 = 1 > 0  

𝑎1 = 7.491621428 > 0  

𝑎2 = 7.383130433 > 0  

𝑎3 = 0.8628046269 > 0   

𝑎4 = −0.02870437838 < 0  

Berdasarkan hasil kriteria diatas diketahui bahwa terdapat nilai 

karakteristik yang memiliki empat real positif 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 > 0, dan satu 

akar real negatif 𝑎1 < 0. Perubahan tanda dari positif atau sebaliknya pada 

kriteria Routh-Hurwitz menunjukkan banyaknya akar-akar positif dari 

persamaan karakteristik. Selanjutnya akan dihitung nilai eigen dari 

persamaan karakteristik (4.12) dengan menggunakan nilai parameter pada 

tabel 4.2, maka diperoleh  

𝜆1 = 0.0269047619 > 0  

𝜆2 = −6.35052619 < 0  
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𝜆3 = −0.1680 < 0   

𝜆4 = −1 < 0  

Perhitungan nilai eigen dapat diizlihat Lampiran 3. Berdasarkan hasil 

tersebut diketahui bahwa terdapat nilai eigen yang memiliki satu akar real positif 

yaitu 𝜆1 > 0 dan tiga akar negatif yaitu 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4 < 0. Agar titik kesetimbangan 

𝜆1 bersifat stabil, maka nilai dari semua eigen harus negatif. Sehingga digunakan 

analisis kestabian global, fungsi Lyapunov yaitu suatu fungsi yang digunakan 

untuk menentukan dan memeriksa kestabilan global dari suatu sistem. 

Didefinisikan suatu fungsi 𝐿 untuk 𝑃∗ sebagai berikut: 

𝐿(𝑃∗) = 𝛾1(𝑇 − 𝑇∗ − 𝑇∗ ln
𝑇

𝑇∗ ) +  𝛾2(𝐸 − 𝐸∗ − 𝐸∗ ln
𝐸

𝐸∗ )   

dengan 𝛾1 = 𝛾2 > 0 (Salim & dkk, 2021). 

Fungsi 𝐿 disebut sebagai fungsi Lyapunov untuk 𝑃∗ karena memenuhi 

syarat fungsi Lyapunov yaitu sebagai berikut: 

1. Pembuktian 𝐿(𝑃∗) = 0  

𝐿(𝑃∗) = 𝐿(𝑇∗, 𝐸∗)  

 = 𝛾1(𝑇 − 𝑇∗ − 𝑇∗ ln
𝑇

𝑇∗ ) + 𝛾2(𝐸 − 𝐸∗ − 𝐸∗ ln
𝐸

𝐸∗ )   

 = 𝛾1(0 − 𝑇∗(0)) + 𝛾2(0 − 𝐸∗(0))  

 = 0  

Sehingga terbukti 𝐿(𝑃∗) = 0 

2. Pembuktian 𝐿(𝑇, 𝐸) > 0, ∀(𝑇, 𝐸) ≠ (𝑇∗, 𝐸∗)   

𝐿(𝑇, 𝐸) = 𝛾1(𝑇 − 𝑇∗ − 𝑇∗ ln
𝑇

𝑇∗
 ) +  𝛾2(𝐸 − 𝐸∗ − 𝐸∗ ln

𝐸

𝐸∗
 )  

Misalkan ℎ(𝑇)diperoleh ketika ℎ′(𝑇) = 0. Nilai 𝑇 yang memenuhi 

ℎ′(𝑇) = 0 adalah ketika 𝑇 = 𝑇∗ sehingga ℎ(𝑇∗) = 0. Jika 𝑇 ∈ (0, 𝑇∗) 
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maka ℎ′(𝑇) < 0 atau jika 𝑇 ∈ (𝑇∗, ∞) maka ℎ′(𝑇) > 0. Sedemikian 

hingga, ℎ(𝑇) monoton turun pada interval (0, 𝑇∗) dan monoton nai 

pada interval (𝑇∗, ∞).  

Maka jelas bahwa (𝑇∗, 0) merupakan titik minimum ℎ(𝑇). Karena 0 

merupakan nilai minimum ℎ(𝑇) maka berlaku ℎ(𝑇) > 0 untuk 

(𝐴𝑑, 𝐴𝑖 , 𝑇, 𝐸) ≠ (𝐴𝑑
∗, 𝐴𝑖

∗, 𝑇∗, 𝐸∗). Dengan cara yang sama dapat 

dibuktikan juga bahwa ℎ(𝐸) =  𝛾2(𝐸 − 𝐸∗ − 𝐸∗ ln
𝐸

𝐸∗ ) > 0. Sehingga 

terbukti 𝐿(𝐴𝑑, 𝐴𝑖 , 𝑇, 𝐸) > 0, ∀(𝐴𝑑, 𝐴𝑖 , 𝑇, 𝐸) ≠ (𝐴𝑑
∗, 𝐴𝑖

∗, 𝑇∗, 𝐸∗). 

3. Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa fungsi 𝐿 memenuhi kondisi 2.1.10 

yaitu 𝐿′(𝐴𝑑, 𝐴𝑖 , 𝑇, 𝐸) > 0, ∀(𝐴𝑑, 𝐴𝑖 , 𝑇, 𝐸) ≠ (𝐴𝑑
∗, 𝐴𝑖

∗, 𝑇∗, 𝐸∗) dan 

untuk 𝑥∗ = 0 dengan menggunakan aturan ranai, sehingga diperoleh 

𝐿′(𝑇, 𝐸) =
𝑑𝐿

𝑑𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑡
+

𝑑𝐿

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝑡
   

= 𝛾1 (1 −
𝑇∗

𝑇
)𝑇′ + 𝛾2 (1 −

𝐸∗

𝐸
)𝐸′  

Dengan mensubstitusikan 𝑇′ dan 𝐸′ diperoleh 

𝐿′ =  𝛾1 (1 −
𝑇∗

𝑇
) ((𝑠 + 𝜌𝑇)) + 𝛾2 (1 −

𝐸∗

𝐸
) ((𝑐𝑇 + 𝑧𝐸)) 

Dengan menggunakan persamaan (4.8) dan (4.9), diperoleh 

 𝜌 = −𝑠
𝑇

𝑇∗ 

𝑧 = −𝑐𝑇
𝐸

𝐸∗  

Sedemikian sehingga diperoleh 

𝐿′ =  𝛾1 (1 −
𝑇∗

𝑇
)  𝑠 − 𝑠

𝑇

𝑇∗ + 𝛾2 (1 −
𝐸∗

𝐸
)  𝑐𝑇 − 𝑐𝑇

𝐸

𝐸∗  

=  𝛾1 (1 −
𝑇∗

𝑇
)  𝑠 (1 −

𝑇

𝑇∗) + 𝛾2 (1 −
𝐸∗

𝐸
)  𝑐𝑇(

𝑇

𝑇∗ −
𝑇

𝑇∗

𝐸

𝐸∗)  (4.13) 

Misalkan 
𝑇

𝑇∗ = 𝑝,  dan 
𝐸

𝐸∗ = 𝑞, maka persamaan (4.23) 
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𝐿′ =  𝛾1 (1 −
𝑇∗

𝑇
)  𝑠(1 + 𝑝) + 𝛾2 (1 −

𝐸∗

𝐸
)  𝑐𝑇∗(𝑝 + 𝑝𝑞)    

=  𝛾1 (1 −
1

𝑝
) 𝑠(1 + 𝑝) + 𝛾2 (1 −

1

𝑞
)  𝑐𝑇∗(𝑝 + 𝑝𝑞)  

=
1

𝑝
 𝛾1𝑠(1 + 𝑝) −

1

𝑞
𝛾2 𝑐𝑇

∗(𝑝 + 𝑝𝑞)     (4.14) 

Dimana  

𝑝 =  𝛾1𝑠(1 + 𝑝) + 𝛾2 𝑐𝑇
∗(𝑝 + 𝑝𝑞)  

𝑞 =  𝛾2 𝑐𝑇
∗(𝑝 + 𝑝𝑞)   

Jika 𝑝 < 𝑞 maka 𝐿′ < 0 untuk semua 𝐴,𝑀, 𝑇, 𝐸 > 0 dan 𝐿′ = 0 jika dan 

hanya jika 𝑝 = 𝑞 = 1.  Telah diketahui bahwa  𝛾1 adalah kondisi bebas 

penyakit. Oleh karena itu, 𝐿′(𝑇, 𝐸) memenuhi Teorema 2.1, sehingga titik 

kesetimbangan eksis global ( 𝛾0) bersifat stabi asimtotik global jika dan 

hanya jika 𝑝 < 𝑞. Ini membuktikan bahwa sel kanker prostat dapat 

dihilangkan dari jaringan tubuh. 

 

b. Kestabilan Di Sekitar Titik Kesetimbangan Endemik Tanpa Vaksin 

Kuratif (𝒀𝟏) 

Analisis kestabilan di sekitar titik kesetimbangan dilakukan berdasarkan 

nilai eigen yang didapatkan dari matriks Jacobi dengan metode linearisasi. 

Matriks jacobi yang dihasilkan dari proses linearisasi dari model disekitar titik 

kesetimbangan bebas penyakit tanpa vaksin kuratif 𝑌1 = (𝐴𝑑, 𝐴𝑖 , 𝑉, 𝑇, 𝐸) =

(0,
ℎ(𝑧𝑛(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠)

𝑦2𝑧𝑛
, 0,

𝑠

𝑛
,
𝑐𝑠

𝑛𝑧
). 

Sehingga didapatkan matriks Jacobi sebagai berikut: 
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𝑱 =

[
 
 
 
 
 𝑦1 −

𝑦1𝐴𝑑

𝑔
− 𝜂1𝐸 − 𝜇 − 𝑏 0 0 0

𝜇 𝑦2 −
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
− 𝜂3𝐸 − 𝑓 0 0

0 0 −𝑛 0
0 0 𝑐 −𝑧]

 
 
 
 
 

 

Sehingga 

𝑱(𝑌1) =

[
 
 
 
 
 𝑦1 −

𝜂1𝑐𝑠

𝑛𝑧
− 𝜇 − 𝑏 0 0 0

𝜇 𝑦2 −
𝑦2(,

ℎ(𝑧𝑛(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠)

𝑦2𝑧𝑛
)

ℎ
−

𝜂3𝑐𝑠

𝑛𝑧
− 𝑓 0 0

0 0 −𝑛 0
0 0 𝑐 −𝑧]

 
 
 
 
 

  

          (4.15) 

akan ditentukan kestabilan endemik tanpa vaksin kuratif dengan 

menggunakan matriks Jacobi (4.15). Nilai eigen (4.15) didapatkan sebagai 

berikut: 

det (𝜆𝐼 − 𝑱(𝑌1)) = 𝟎 

det

(

 
 
 

[

𝜆 0
0
0
0

𝜆
0
0

    

0 0
0
𝜆
0

0
0
𝜆

] −

[
 
 
 
 
 𝑦1 −

𝜂1𝑐𝑠

𝑛𝑧
− 𝜇 − 𝑏 0 0 0

𝜇 𝑦2 −
𝑦2(

ℎ(𝑧𝑛(𝑦2−𝑓)−𝜀𝑐𝑠)

𝑦2𝑧𝑛
)

ℎ
−

𝜂3𝑐𝑠

𝑛𝑧
− 𝑓 0 0

0 0 −𝑛 0
0 0 𝑐 −𝑧]

 
 
 
 
 

)

 
 
 

= 0  

𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 

𝜆 −
𝑦1𝑛𝑧 − 𝜂1𝑐𝑠 − 𝜇𝑛𝑧 − 𝑏𝑛𝑧

𝑛𝑧
0 0 0

𝜇 𝜆 −
𝑦2ℎ𝑛𝑧 − 𝑦2 (

ℎ(𝑧𝑛(𝑦2 − 𝑓) − 𝜀𝑐𝑠)
𝑦2𝑧𝑛

) − 𝜂3𝑐𝑠ℎ − 𝑓ℎ𝑛𝑧

ℎ𝑛𝑧
0 0

0 0 𝜆 + 𝑛 0
0 0 𝑐 𝜆 + 𝑧)

 
 
 
 

= 0 

Sehingga didapatkan polinom sebagai berikut: 

(𝜆 − 𝑎)(𝜆 − 𝑏)(𝜆 + 𝑛) (𝜆 + 𝑧) = 0 

dimana 𝑎 =
𝑦1𝑛𝑧−𝜂

1
𝑐𝑠−𝜇𝑛𝑧−𝑏𝑛𝑧

𝑛𝑧
 dan  𝑏 =

𝑦2ℎ𝑛𝑧−𝑦
2
(
ℎ(𝑧𝑛(𝑦2−𝑓)−𝜀𝑐𝑠)

𝑦2𝑧𝑛
)−𝜂3𝑐𝑠ℎ−𝑓ℎ𝑛𝑧

ℎ𝑛𝑧
 

Sehingga diperoleh hasil determinan seperti, 

(𝜆 − 𝑚)(𝜆 − 𝑏)(𝜆 + 𝑛)(𝜆 + 𝑧) = 0 
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(𝜆2 − 𝜆(𝑚 + 𝑏) + 𝑚𝑏)(𝜆 + 𝑛) = 0 

(𝜆3 + 𝜆2𝑛 − 𝜆2(𝑚 + 𝑏) − 𝜆𝑛(𝑚 + 𝑏) + 𝜆(𝑚𝑏) + 𝑚𝑏𝑛)(𝜆 + 𝑧) = 0 

(𝜆3 − 𝜆2(𝑛 + (𝑚 + 𝑏)) − 𝜆((𝑚𝑏) + 𝑛(𝑚 + 𝑏)) + 𝑚𝑏𝑛)(𝜆 + 𝑧) = 0 

(𝜆4 + 𝜆3𝑧 − 𝜆3(𝑛 + (𝑚 + 𝑏)) − 𝜆2𝑧(𝑛 + (𝑚 + 𝑏)) − 𝜆2((𝑚𝑏) + 𝑛(𝑚 + 𝑏))

− 𝜆𝑧((𝑚𝑏) + 𝑛(𝑚 + 𝑏)) + 𝜆𝑚𝑏𝑛 + 𝑚𝑏𝑛𝑧) = 0 

(𝜆4 + 𝜆3 (𝑧 − (𝑛 + (𝑚 + 𝑏))

− 𝜆2 (𝑧(𝑛 + (𝑚 + 𝑏)) + 𝜆2((𝑚𝑏) + 𝑛(𝑚 + 𝑏))))

+ 𝜆 (𝑚𝑏𝑛 − ((𝑚𝑏) + 𝑛(𝑚 + 𝑏)))) + 𝑚𝑏𝑛𝑧) = 0 

Dari matriks diatas maka didapatkan persamaan karakteristik seperti, 

𝑎0𝜆
4 + 𝑎1𝜆

3 + 𝑎2𝜆
2 + 𝑎3𝜆

1 + 𝑎4 = 0   (4.16) 

Dengan  

𝑎0 = 1  

𝑎1 = (𝑧 − (𝑛 + (𝑚 + 𝑏)))  

𝑎2 = (𝑧(𝑛 + (𝑚 + 𝑏)) + 𝜆2((𝑚𝑏) + 𝑛(𝑚 + 𝑏)))) 

𝑎3 = (𝑚𝑏𝑛 − ((𝑚𝑏) + 𝑛(𝑚 + 𝑏))) 

𝑎4 = 𝑚𝑏𝑛𝑧  

perhatikan bahwa nilai akar-akar persamaan karakteristik (4.16) dapat 

dianalisis kestabilannya jika memenuhi syarat kestabilan berdasarkan 

berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz untuk 𝑛 = 4, yaitu 

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 > 0 

Selanjutnya mensubstitusikan nilai parameter pada tabel 2.2 untuk melihat 

kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit secara khusus, sehingga 

diperoleh 
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𝑎0 = 1 > 0  

𝑎1 = 7.545430952 > 0  

𝑎2 = 7.787698747 > 0  

𝑎3 = 1.270972173 > 0   

𝑎4 = 0.02870437838 > 0  

Berdasarkan hasil kriteria diatas diketahui bahwa jenis titik 

kesetimbangan tidak stabil, dikarenakan terdapat kriteria yang tidak 

terpenuhi yaitu 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 > 0. Perubahan tanda dari positif atau sebaliknya 

pada kriteria Routh-Hurwitz menunjukkan bahnyaknya akar-akar positif 

dari persamaan karakteristik. Selanjutnya akan dihitung nilai eigen dari 

persamaan karakteristik (4.16) dengan menggunakan nilai parameter pada 

tabel 2.2, maka diperoleh  

𝜆1 = −0.0269047619 < 0  

𝜆2 = −6.35052619 < 0  

𝜆3 = −0.1680 < 0   

𝜆4 = −1 < 0  

Perhitungan nilai eigen dapat diizlihat Lampiran 4. Berdasarkan hasil 

tersebut diketahui bahwa terdapat nilai eigen yang memiliki empat akar 

real negatif yaitu 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4 < 0 dan tiga akar negatif yaitu. Dengan 

demikian, sifat titik kesetimbangan endemik tanpa vaksin kuratif adalah 

stabil. 
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4.3.2 Kestabilan Di Sekitar Titik Kesetimbangan dengan Vaksin Kuratif 

(𝒒 > 𝟎)  

a. Kestabilan Di Sekitar Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit (𝒀𝟐) 

Analisis kestabilan di sekitar titik kesetimbangan dilakukan berdasarkan 

nilai eigen yang didapatkan dari matriks Jacobi dengan metode linearisasi. 

Matriks jacobi yang dihasilkan dari proses linearisasi dari model disekitar titik 

kesetimbangan bebas penyakit tanpa vaksin kuratif 𝑌2 =

(𝐴𝑑2, 𝐴𝑖2, 𝑉2, 𝑇2, 𝐸2) = (0,0,
𝑞

𝑟
,

𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
,

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
). 

Sehingga didapatkan matriks Jacobi sebagai berikut: 

𝑱 =

[
 
 
 
 
 
 𝑦1 −

𝑦1𝐴𝑑

𝑔
− 𝜂1𝐸 − 𝜂2𝑉 − 𝜇 − 𝑏 0 −𝜂2𝐴𝑑 0 −𝜂1𝐴𝑑

𝜇 𝑦2 −
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
− 𝜂3𝐸 − 𝑓 0 0 −𝜂3𝐴𝑖

0 0 −𝑟 0 0
0 0 𝜌𝑇 𝜌𝑉 − 𝑛 0
0 0 0 𝑐 −𝑧 ]

 
 
 
 
 
 

 

Sehingga 

𝑱(𝑌2) =

[
 
 
 
 
 𝑦1 −

𝜂1𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
−

𝜂2𝑞

𝑟
− 𝜇 − 𝑏 0 0 0 0

𝜇 𝑦2 −
𝜂1𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
− 𝑓 0 0 0

0 0 −𝑟 0 0
0 0 𝜌𝑇 𝜌𝑉 − 𝑛 0
0 0 0 𝑐 −𝑧]

 
 
 
 
 

  (4.17) 

akan ditentukan kestabilan bebas penyakit tanpa vaksin kuratif dengan 

menggunakan matriks Jacobi (4.17). Nilai eigen (4.17) didapatkan sebagai 

berikut: 

det(𝜆𝐼 − 𝑱(𝑌2)) = 0 
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det

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝜆 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0
0 0 𝜆 0 0
0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 𝜆]

 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 𝑦1

−
𝜂

1
𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
−

𝜂
2
𝑞

𝑟
− 𝜇 − 𝑏 0 0 0 0

𝜇 𝑦
2

−
𝜂

1
𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
− 𝑓 0 0 0

0 0 −𝑟 0 0

0 0
𝜌𝑠𝑟

𝑛𝑟 − 𝜌𝑞

𝜌𝑞

𝑟
− 𝑛 0

0 0 0 𝑐 −𝑧]
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

= 0  

det

(

 
 
 

𝜆 − 𝐽11 0 0 0 0
−𝜇 𝜆 − 𝐽22 0 0 0
0 0 𝜆 + 𝑟 0 0

0 0
𝜌𝑠𝑟

𝑛𝑟 − 𝜌𝑞
𝜆 −

𝜌𝑞 + 𝑟𝑛

𝑟
0

0 0 0 𝑐 𝜆 + 𝑧)

 
 
 

= 0 

Sehingga didapatkan polinom sebagai berikut: 

(𝜆 − 𝐽11)(𝜆 − 𝐽22)(𝜆 + 𝑟)(𝜆 + 𝐽44) (𝜆 + 𝑧) = 0 

Dimana 

 𝐽11 =
𝑦1𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+𝜂1𝑐𝑠2+𝜂2𝑞𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+𝜇𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)𝑏

𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
  

𝐽22 =
𝑦2𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+𝑓𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+𝜂1𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
  

 𝐽44 =
𝜌𝑞+𝑟𝑛

𝑟
 

Berdasarkan akar-akar persamaan karakteristik diatas, maka hasil dari 

kestabilannya diselesaikan dengan mensubstitusikan Tabel 4.2 ke polynomial 

pada 𝑎0𝜆
5 + 𝑎1𝜆

4 + 𝑎2𝜆
3 + 𝑎3𝜆

2 + 𝑎4𝜆
1 + 𝑎5 = 0 seperti yang telah 

terlampir pada Lampiran 3. Sehingga dengan nilai parameter yang diberikan 

sesuai dengan tabel 4.2 akan diperlehnilai eigen untuk titik kesetimbangan 

bebas penyakit dengan vaksin kuratif adalah  
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𝜆1 = 0.300000825 > 0  

𝜆2 = −0.73680799 < 0    

𝜆3 = −0.1680 < 0   

𝜆4 = 3499.0000 > 0  

𝜆5 = −2.600000 < 0  

Perhitungan nilai eigen dapat dilihat Lampiran 3. Berdasarkan hasil tersebut 

diketahui bahwa terdapat nilai eigen yang memiliki tiga akar real negatif yaitu 

𝜆2, 𝜆3, 𝜆5 < 0 dan dua akar real positif yaitu 𝜆1, 𝜆4 > 0. Dengan demikian, sifat 

titik kesetimbangan endemik tanpa vaksin kuratif adalah tidak stabil. 

b. Kestabilan Di Sekitar Titik Kesertimbangan Efek Samping (𝒀𝟑) 

Analisis kestabilan di sekitar titik kesetimbangan dilakukan berdasarkan 

nilai eigen yang didapatkan dari matriks Jacobi dengan metode linearisasi. 

Matriks jacobi yang dihasilkan dari proses linearisasi dari model disekitar titik 

kesetimbangan efek samping 

  𝑌3 = (𝐴𝑑3
, 𝐴𝑖3

, 𝑉3, 𝑇3, 𝐸3) = (0,
ℎ[𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠𝑟]

𝑦2[𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)]
,
𝑞

𝑟
,

𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
,

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
). 

Sehingga didapatkan matriks Jacobi sebagai berikut: 

𝑱 =

[
 
 
 
 
 
 𝑦1 −

𝑦1𝐴𝑑

𝑔
− 𝜂1𝐸 − 𝜂2𝑉 − 𝜇 − 𝑏 0 −𝜂2𝐴𝑑 0 −𝜂1𝐴𝑑

𝜇 𝑦2 −
𝑦2𝐴𝑖

ℎ
− 𝜂3𝐸 − 𝑓 0 0 −𝜂3𝐴𝑖

0 0 −𝑟 0 0
0 0 𝜌𝑇 𝜌𝑉 − 𝑛 0
0 0 0 𝑐 −𝑧 ]

 
 
 
 
 
 

 

 

 

Sehingga 

𝑱(𝑌3) =

[
 
 
 
 
𝐽11 0 0 0 0
𝜇 𝐽22 0 0 0
0 0 −𝑟 0 0

0 0
𝜌𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞

𝜌𝑞+𝑟𝑛

𝑟
0

0 0 0 𝑐 −𝑧]
 
 
 
 

  (4.18) 
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akan ditentukan kestabilan bebas penyakit tanpa vaksin kuratif dengan 

menggunakan matriks Jacobi (4.18). Nilai eigen (4.18) didapatkan sebagai 

berikut: 

det(𝜆𝑰 − 𝐽(𝑌3)) = 0 

det

(

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝜆 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0
0 0 𝜆 0 0
0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 𝜆]

 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
𝐽11 0 0 0 0

𝜇 𝐽22 0 0 0

0 0 −𝑟 0 0

0 0
𝜌𝑠𝑟

𝑛𝑟 − 𝜌𝑞

𝜌𝑞 + 𝑟𝑛

𝑟
0

0 0 0 𝑐 −𝑧]
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 

= 0  

det

(

 
 
 

𝜆 − 𝑀11 0 0 0 0
−𝜇 𝜆 − 𝑀22 0 0 0
0 0 𝜆 + 𝑟 0 0

0 0
𝜌𝑠𝑟

𝑛𝑟 − 𝜌𝑞
𝜆 −

𝜌𝑞 + 𝑟𝑛

𝑟
0

0 0 0 𝑐 𝜆 + 𝑧)

 
 
 

= 0 

Sehingga didapatkan polinom sebagai berikut: 

(𝜆 − 𝑀11)(𝜆 − 𝑀22)(𝜆 + 𝑟)(𝜆 +
𝜌𝑞+𝑟𝑛

𝑟
) (𝜆 + 𝑧) = 0 

Dimana 

 𝑀11 =
𝑦1𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+𝜂1𝑐𝑠2+𝜂2𝑞𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+𝜇𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)+𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)𝑏

𝑧𝑟(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
  

𝑀22 =
𝑦2ℎ𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)−𝜂3𝑐𝑠𝑟−𝑓ℎ𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)−

𝑦2ℎ[𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠𝑟]

𝜃[𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)]

ℎ𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
  

Berdasarkan akar-akar persamaan karakteristik diatas, maka hasil dari 

kestabilannya diselesaikan dengan mensubstitusikan Tabel 4.2 ke polynomial 

pada 𝑎0𝜆
5 + 𝑎1𝜆

4 + 𝑎2𝜆
3 + 𝑎3𝜆

2 + 𝑎4𝜆
1 + 𝑎5 = 0 seperti yang telah 

terlampir pada Lampiran 3. Sehingga dengan nilai parameter yang diberikan 

sesuai dengan tabel 4.2 akan diperoleh nilai eigen untuk titik kesetimbangan 

bebas penyakit dengan vaksin kuratif adalah  

𝜆1 = −0.3000024764 > 0  



 

58 

 

 

𝜆2 = −0.73680799 < 0    

𝜆3 = −0.1680 < 0   

𝜆4 = 12499.000 > 0  

𝜆5 = −2.600000 < 0  

Perhitungan nilai eigen dapat dilihat Lampiran 3. Berdasarkan hasil 

tersebut diketahui bahwa terdapat nilai eigen yang memiliki empat akar real 

negatif yaitu 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆5 < 0 dan satu akar real positif yaitu  𝜆4 > 0. Agar titik 

kesetimbangan 𝜆4 bersifat stabil, maka nilai dari semua eigen harus negatif. 

Sehingga digunakan analisis kestabian global, fungsi Lyapunov yaitu suatu fungsi 

yang digunakan untuk menentukan dan memeriksa kestabilan global dari suatu 

sistem. Didefinisikan fungsi 𝐿 untuk 𝑌3 sebagai berikut: 

𝐿(𝑃∗) = 𝛾1(𝑉 − 𝑉∗ − 𝑉∗ ln
𝑉

𝑉∗ ) + 𝛾2(𝑇 − 𝑇∗ − 𝑇∗ ln
𝑇

𝑇∗ ) +  𝛾3(𝐸 − 𝐸∗ −

𝐸∗ ln
𝐸

𝐸∗ )   

dengan 𝛾1 = 𝛾2 = 𝛾3 > 0 (Salim & dkk, 2021) 

Fungsi 𝐿 disebut sebagai fungsi Lyapunov untuk 𝑃∗ karena memenuhi 

syarat fungsi Lyapunov yaitu sebagai berikut: 

1. Pembuktian 𝐿(𝑃∗) = 0  

𝐿(𝑃∗) = 𝐿(𝑇∗, 𝐸∗)  

 = 𝛾1(𝑉 − 𝑉∗ − 𝑉∗ ln
𝑉

𝑉∗ ) + 𝛾2(𝑇 − 𝑇∗ − 𝑇∗ ln
𝑇

𝑇∗ ) + 𝛾3(𝐸 −

𝐸∗ − 𝐸∗ ln
𝐸

𝐸∗ )   

  = 𝛾1(0 − 𝑉∗(0)) + 𝛾2(0 − 𝑉∗(0)) + 𝛾3(0 − 𝐸∗(0))  

 = 0  

Sehingga terbukti 𝐿(𝑃∗) = 0 
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2. Pembuktian 𝐿(𝑉, 𝑇, 𝐸) < 0, ∀(𝑉, 𝑇, 𝐸) ≠ (𝑉∗, 𝑇∗, 𝐸∗)   

𝐿(𝑉, 𝑇, 𝐸) = 𝛾1(𝑉 − 𝑉∗ − 𝑉∗ ln
𝑉

𝑉∗ ) + 𝛾2(𝑇 − 𝑇∗ − 𝑇∗ ln
𝑇

𝑇∗ ) + 𝛾3(𝐸 − 𝐸∗ − 𝐸∗ ln
𝐸

𝐸∗ )  

Misalkan ℎ(𝑉) diperoleh ketika ℎ′(𝑉) = 0. Nilai 𝑉 yang 

memenuhi ℎ′(𝑉) = 0 adalah ketika 𝑉 = 𝑉∗ sehingga ℎ(𝑉∗) = 0. Jika 

𝑉 ∈ (0, 𝑉∗) maka ℎ′(𝑉) < 0 atau jika 𝑉 ∈ (𝑉∗, ∞) maka ℎ′(𝑉) > 0. 

Sedemikian hingga, ℎ(𝑉) monoton turun pada interval (0, 𝑉∗) dan 

monoton nai pada interval (𝑉∗, ∞).  

Maka jelas bahwa (𝑉∗, 0) merupakan titik minimum ℎ(𝑉). Karena 0 

merupakan nilai minimum ℎ(𝑉) maka berlaku ℎ(𝑉) > 0 untuk 

(𝐴𝑑, 𝐴𝑖 , 𝑉, 𝑇, 𝐸) ≠ (𝐴𝑑
∗, 𝐴𝑖

∗, 𝑉∗, 𝑇∗, 𝐸∗). Dengan cara yang sama dapat 

dibuktikan juga bahwa ℎ(𝐸) =  𝛾2(𝐸 − 𝐸∗ − 𝐸∗ ln
𝐸

𝐸∗ ) > 0. Sehingga 

terbukti 𝐿(𝐴𝑑, 𝐴𝑖 , 𝑉, 𝑇, 𝐸) > 0, ∀(𝐴𝑑, 𝐴𝑖, 𝑉, 𝑇, 𝐸) ≠

(𝐴𝑑
∗, 𝐴𝑖

∗, 𝑉∗, 𝑇∗, 𝐸∗). 

3. Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa fungsi 𝐿 memenuhi kondisi 2.1.10 

yaitu 𝐿′(𝐴𝑑, 𝐴𝑖, 𝑉, 𝑇, 𝐸) < 0, ∀(𝐴𝑑, 𝐴𝑖 , 𝑉, 𝑇, 𝐸) ≠ (𝐴𝑑
∗, 𝐴𝑖

∗, 𝑉∗, 𝑇∗, 𝐸∗) 

dan untuk 𝑥∗ = 0 dengan menggunakan aturan ranai, sehingga 

diperoleh 

𝐿′(𝑉, 𝑇, 𝐸) =
𝑑𝐿

𝑑𝑉

𝑑𝑉

𝑑𝑡
+

𝑑𝐿

𝑑𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑡
+

𝑑𝐿

𝑑𝐸

𝑑𝐸

𝑑𝑡
   

= 𝛾1 (1 −
𝑉∗

𝑉
)𝑉′ + 𝛾2 (1 −

𝑇∗

𝑇
)𝑇′ + 𝛾3 (1 −

𝐸∗

𝐸
)𝐸′  

Dengan mensubstitusikan 𝑉′,  𝑇′ dan 𝐸′ diperoleh 

𝐿′ =  𝛾1 (1 −
𝑉∗

𝑉
) (

𝑞

𝑟
) +  𝛾2 (

𝑠𝑇∗

𝑇
) +  𝛾2((𝑛𝑇 − 𝜌𝑉)) + 𝛾3 (1 −

𝐸∗

𝐸
) ((𝑐𝑇 − 𝑧𝐸))  

Dengan menggunakan persamaan (4. 3) - (4. 5), diperoleh 
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𝑞 = 𝑟𝑉∗  

𝑠 = 𝑛𝑇∗ − 𝜌𝑉∗  

𝑐 =
𝑧𝐸∗

𝑇∗   

Selanjutnya substitusi ke persamaan (4.3) – (4.5) dan demikian 

sehingga diperoleh 

𝐿′ = −
 𝛾1𝑟

𝑉
(𝑉 − 𝑉∗)2 −

 𝛾2𝑛

𝑇
 (𝑇 − 𝑇∗)2 + [𝑏]       (4.19) 

Dimana 

𝑏 =
 𝛾2𝑧(𝑇−𝑇∗)(𝑉−𝑉∗)

𝐸
+

 𝛾3𝜌𝑧(𝐸−𝐸∗)(𝐸𝑇−𝐸𝑇∗)

𝐸𝑇∗   

Mengidentifikasi bahwa jika fungsi 𝐹(𝑉, 𝑇, 𝐸) negatif, maka turunan 𝐿′ <

0, yang menunjukkan bahwa 𝐿′ berkurang seiring berjalannya waktu. Ini 

mengimlikasikan bahwa 𝐿′ mengalami penurunan bertahap. Ketika turunan 

𝐿′ = 0, hal ini hanya terjadi pada satu titik tunggal dalam lruang keadaan 

𝐿. Ini menunjukkan bahwa dalam kondisi ini, nilai 𝐿 stabil dan tidak 

mengalami perubahan seiring berjalannya waktu. Himpunan terbesar dari 

variabel yang tidak berubah dan memiliki batasan yang ketat adalah ketika 

= 0 (𝑉, 𝑇, 𝐸) ∈ Ω ∶ 𝐿 = 0. Dapat disimpulkan bahwa 𝑌3 stabil global 

asimtotik. 

 

c. Kestabilan Di Sekitar Titik Kesetimbangan Endemik dengan Vaksin 

Kuratif (𝒀𝟒) 

Bentuk penyelesaian analisis kestabilan titik kesetimbangan endemik. 

Nilai eigen akan dicari menggunakan matriks pada persamaan (4.10) melalui 

persamaan karakteristiknya yaitu dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan 

endemik. Untuk mendapatkan persamaan karakteristik dari matriks  Jacobi 
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diperlukan software Maple. Adapun nilai parameter yang digunakan dalam 

penelitian ini dapat dilihat pada tabel (4.2) sehingga didapatkan matriks jacobi 

sebagai berikut: 

𝑱(𝒀𝟒) =

[
 
 
 
 

𝐽11 0 0 𝐽14 𝐽15

0.00005 𝐽22 0 0 𝐽25

0 0 𝐽44 𝐽34 0
0 0 𝐽43 −2.6 0
0 0 2.6 0 −0.168]

 
 
 
 

   (4.20) 

akan ditentukan kestabilan bebas penyakit tanpa vaksin kuratif dengan 

menggunakan matriks Jacobi (4.20). Nilai eigen (4.20) didapatkan sebagai 

berikut: 

det(𝜆𝑰 − 𝐽(𝑌4)) = 0 

det

(

 
 

[
 
 
 
 
𝜆 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0
0 0 𝜆 0 0
0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 𝜆]

 
 
 
 

−

[
 
 
 
 

𝐽11 0 0 𝐽14 𝐽15

0.00005 𝐽22 0 0 𝐽25

0 0 𝐽44 𝐽34 0
0 0 𝐽43 −2.6 0
0 0 2.6 0 −0.168]

 
 
 
 

)

 
 

 = 0  

𝑑𝑒𝑡

[
 
 
 
 
𝜆 − 𝐽11 0 0 𝐽14 𝐽15

0.00005 𝜆 − 𝐽22 0 0 𝐽25

0 0 𝜆 − 𝐽34 𝐽34 0
0 0 𝐽43 𝜆 − 𝐽44 0
0 0 2.6 0 𝜆−𝐽55]

 
 
 
 

= 0    (4.21) 

Sehingga didapatkan  

(𝜆 − 𝐽11)(𝜆 − 𝐽22)(𝜆 + 2.6)(𝜆 − 𝐽44)(𝜆 + 0.168) = 0  (4.22)  

Dimana  

𝐽11 = −6.350526192  

𝐽22 = −0.02855725072  

𝐽34 = −0.0999999  

𝐽44 = −2.6  

𝐽55 = −0.168  



 

62 

 

 

Sehingga diperoleh nilai – nilai eigen sebagai berikut: 

𝜆1 = −0.02855725072  

𝜆2 = −6.350526192  

𝜆3 = −0.1680  

𝜆4 = −0.0999999  

𝜆5 = −2.6   

Berdasarkan hasil tersebut dapat diketahui bahwa terdapat nilai eigen yang 

mempunyai lima akar real negatif yaitu 𝜆1, 𝜆2,  𝜆3,  𝜆4, 𝜆5. Dengan demikian 

dapat dikatakan bahwa sifat titik kesetimbangan pada model sel kanker prostat 

stabil asimtotik lokal.  

 

4.4 Simulasi Numerik 

Selanjutnya akan dilakukan simulasi numerik dari persamaan model 

matematika kanker prosat dengan pengobatan vaksin kuratif menggunakan 

metode runge-kutta orde empat dengan bantuan aplikasi MATLAB, dengan nilai 

awal yang digunakan 𝐴𝑑 = 10, 𝐴𝑖 = 9, 𝑉 = 0, 𝑇 = 0.1, 𝐸 = 0.1,   dan 

menggunakan nilai parameter persamaan sesuai tabel (4.2), sehingga akan 

didapatkan perbandingan dari beberapa kondisi. Pada Penelitian ini terdapat dua 

kondisi simulasi numerik dengan lima perlakuan pada masing-masing variabel.  

 

4.4.1 Kondisi Endemik Tanpa Vaksin Kuratif 

Simulasi numerik dilakukan menguji beberapa nilai 𝑞 untuk mengetahui 

perilaku dari setiap populasi sebagai akibat dari perubahan parameter tersebut, 



 

63 

 

 

pada kondisi 𝑌1 inindigunakan parameter yang sesuai dengan tabel 4.2 dengan 

nilai konsentrasi Vaksin kuratif yang efektif yaitu 𝑞 = 0 . 

 

 

Berdasarkan gambar (4.1) menunjukkan bahwa dari waktu ke waktu 

Vaksin kuratif akan mendatar, dan tidak akan mengalami kenaikan  karena tidak 

terdapat konsentrasi yang efektif dari Vaksin kutarif. Kemudian pada populas Sel 

Efektor (E), jumlpopulasinya akan mengalami penurunan dari hari pertama 

sampai hari ke 20, dari 10 sampai menjadi nol, hal ini karena sel efektor akan 

mengalami perlawanan dengan sel kanker, yang diikuti dengan meningkatnya sel 

kanker dalam tubuh pasien. Sedangkan Sel Kanker Prostat 𝐴𝑑 mengalami 

kenaikan dari hari pertama sampai harin ke 2, dari 0 hingga 2 setelah itu mendatar 

kembali sampai hari ke 20, karena tidak adanya konsentrasi efektif dari vaksin 

kuratif yang masuk kedalam tubuh. Sel kanker prostat 𝐴𝑖 akan mengalami 

kenaikan jumlah populasinya dari awal 0 hingga 20 hari melebihi 20. kondisi ini 

sesuai dengan titik kesetimbangan endemik tanpa vaksin 

(0,
ℎ(𝑧𝑛(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠)

𝑦2𝑧𝑛
, 0,

𝑠

𝑛
,
𝑐𝑠

𝑛𝑧
). Keadaan ini menunjukkan bahwa sel kanker prostat 

akan terus mengalami perkembangan tanpa adanya pengobatan Vaksin. Sehingga 

Gambar 4.1 Simulasi Numerik untuk 𝒒 = 𝟎 
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dapat dikatakan bahwa solusi numerik dari kondisi ini bersifat sabil asimtotik 

lokal. 

 

4.4.2 Kondisi Dengan Vaksin Kuratif dengan 𝒒 = 𝟓 

Simulasi numerik dilakukan dengan menguji beberapa nilai 𝑞 untuk 

mengetahui perilaku dari setiap populasi sebagai akibat dari perubahan parameter 

tersebut, pada kondisi 𝑌2 ini digunakan parameter yang sesuai dengan tabel (4.2) 

dengan nilai konsentrasi vaksin kuratif yaitu 𝑞 > 0. 

 

Gambar 4.2 Simulasi numerik untuk 𝒒 = 𝟓 

Berdasarkan Gambar 4.2 menunjukkan bahwa Vaksin kuratif mengalami 

kenaikan sebesar 20 dihari pertama dan tidak mengalami penurunan , yang  

bertujuan untuk menginfeksi sel kanker prostat dan melawannya sehingga sel 

kanker dapat dimusnahkan. Populasi sel dendritik juga mengalami kenaikan hari 

pertama sebesar 10 dan mengalami penurunan pada hari ke 1 sampai hari ke 20. 

Sel efektor mengalami kenaikan sebesar 4 dan mengalami penurunan pada hari ke 

2 sampai 20. Sel kanker prostat 𝐴𝑑 mengalami kenaikan sebesar 9 di hari pertama 

dan mengalami penurunan derastis di hari ke 2 sampai 20. Hal ini menunjukkan 
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bahwa sel dendritik tidak merespons pada sel kanker prostat yang diberikan dosis 

vaksin dan juga tidak dapat dimusnahkan oleh sel efektor. Sedangkan sel kanker 

prostat 𝐴𝑖 akan mengalami kenaikan di hari kedua, yang kemudian akan berhenti 

merespons pada hari ke 2 sampai 20. Hal ini sel kanker prostat tidak merespons 

jika dimasukkan vaksin ke dalam tubuh pasien karena sel kekebalan tubuhnya 

tidak sehat, dan sistem tidak stabil di titik kesetimbangan bebas penyakit dengan 

vaksin kuratif. 

 

4.4.3 Kondisi Dengan Vaksin Kuratif Dengan 𝒒 = 𝟏𝟎  

Simulasi numerik dilakukan dengan menguji beberapa nilai 𝑞 untuk 

mengetahui perilaku dari setiap populasi sebagai akibat dari perubahan parameter 

tersebut, pada kondisi 𝑌4 ini digunakan parameter yang sesuai dengan tabel (4.2) 

dengan nilai konsentrasi Vaksin yang efektif yaitu 𝑞 > 0. 

 

Gambar 4.3 Simulasi numerik untuk 𝒒 = 𝟏𝟎 

Berdasarkan Gambar 4.3 menunjukkan bahwa pada penevitian ini, penulis 

juga melakukan simulasi numerik dengan nilai 𝑞, yang menunjukkan laju 
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penekanan pada vaksin yangefektif dalam lima keadaan yang berbeda, yaitu 

kondisi ketika 𝑞 = 0, 𝑞 = 5, 𝑞 = 10, 𝑞 = 15. Pada kondisi 𝑞 = 10 menunjukkan 

bahwa semakin besar laju penekanan Vaksin yang efektif, semakin besar populasi 

vaksin yang didapatkan namun akan semakin kecil populasi dari sel dendritik dan 

sel efektor, sel kanker prostat 𝐴𝑑 dan sel kanker prostat 𝐴𝑖 yang didapatkan. 

Sehingga semakin besar vaksin yang masuk ke dalam tubuh semakin besar sel 

dendritik dan sel efektor yang di aktifkan, maka mengakibatkan semakin besar 

juga perlawanan sel efektor dan sel dendritik dengan sel kanker prostat yang ada 

di dalam tubuh. 

 

4.4.4 Kondisi Dengan Vaksin Kuratif Dengan 𝒒 = 𝟏𝟓 

Simulasi numerik dilakukan dengan menguji beberapa nilai 𝑞 untuk 

mengetahui perilaku dari setiap populasi sebagai akibat dari perubahan parameter 

tersebut, pada kondisi 𝑌4 ini digunakan parameter yang sesuai dengan tabel (4.2) 

dengan nilai konsentrasi Vaksin yang efektif yaitu 𝑞 > 0. 

 

Gambar 4.4 Simulasi numerik dengan 𝒒 = 𝟏𝟎 
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Pada penelitian ini, penulis juga melakukan simulasi numerik dngan nilai 

𝑞, yang menunjukkan tingkat penekanan Vaksin kuratif yang efektif daklam lima 

yang berbeda, yaitu kondisi ketika 𝑞 = 0, 𝑞 = 5, 𝑞 = 10, 𝑞 = 15. Pada kondisi 

𝑞 = 15 ini menunjukkan bahwa semakin besar tingkat penekanan pada Vaksin 

yang efektif, maka semakin besarpopulasi Vaksin yang didapatkan, namun akan 

semakin kecil populasi sel dendritik, sel efektor, sel kanker prostat 𝐴𝑑 dan sel 

kanker prostat 𝐴𝑖 yang didapatkan. Sehingga menunjukkan bahwa semakin besar 

dosis vaksin yang diberikan maka semakin besar sel efektor yang diaktifkan, ini 

mengakibatkan semakin besar juga perlawanan sel efektor di dalam tubuh. 

4.4.5 Simulasi Numerik Populasi Sel Kanker Prostat Dengan Vaksin 

𝒀𝟑 dengan 𝒒 = 𝟓, 𝒒 = 𝟏𝟎, 𝒒 = 𝟏𝟓 

 

Gambar 4.5  Populasi Sel Kanker Prostat dengan Tiga Simulasi 𝒒 

Pada penelitian ini, penulis juga melakukan simulasi numerik dengan nilai 

𝑞, yang menunjukkan tingkat penekanan vaksin kuratif yang efektif dalam tiga 

keadaan yang berbeda, yaitu kondisi ketika 𝑞 = 5, 𝑞 = 10, 𝑞 = 15. Pada simulasi 

grafik yang berwarna merah menunjukkan kondisi 𝑞 = 5, kemudian untuk grafik 
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yang berwarna hijau menunjukkan bahwa kondisi 𝑞 = 10, dan untuk grafik yang 

berwarna hitam dengan 𝑞 = 15. Berdasarknzan grafik diatas dapat diketahui 

bahwa semakin besar nilai 𝑞 maka semakin besar populasi yang terkena sel 

kanker prostat, maka semakin banyak populasi sel kanker prostat yang dapat 

dimatikan. Sebaliknya jika nilai 𝑞 semakin kecil maka semakin sedikit juga 

populasi yang terkena kanker prostat.  

4.4.6 Simulasi Numerik Populasi Sel Kanker Prostat Dengan Vaksin Ketika 

𝒀𝟒 dengan 𝒒 = 𝟓, 𝒒 = 𝟏𝟎, 𝒒 = 𝟏𝟓 

 

Gambar 4.6 Populasi Sel Kanker Prorstat dengan tiga Simulasi 𝒒 

Pada penelitian ini, penulis melakukan simulasi numerik ketika nilai awal 

𝑉(𝑡) disekitar 𝑌4 yaitu 0, dan dengan nilai 𝑞, yang menunjukkan tingkat 

penekanan pada vaksin yang efektif dalam tiga keadaan yang berdeba, yaitu 

kondisi ketika 𝑞 = 5, 𝑞 = 10, 𝑞 = 15. Pada grafik diatas menunjukkan bahwa 

semakin besar sel dendritik dan sel efektor yang diaktifkan semakin besar juga 

vaksin yang masuk ke dalam tubuh, maka mengakibatkan sel kekebala tubuh akan 

melawan sel kanker prostat.  
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4.5 Analisis Dinamik Model Sel Kanker Prostat dalam Pandangan Islam 

Islam mengajarkan kita sebagai manusia untuk senantiasa berikhtiar. 

Berikhtiar dalam mencari kesembuhan adalah tindakan yang dianjurkan. Ini 

berarti bahwa ketika seseorang mengalami sakit, mereka dianjurkan untuk 

mengambil langkah-langkah yang diperlukan untuk mendapatkan pengobatan 

yang sesuai dan sementara hasilnya sepenuhnya atas apa yang di ridhoi oleh Allah 

SWT. Sesungguhnya karunia Allah SWT akan datang kepada mereka yang 

senantiasa berusaha dengan bersungguh – sungguh dalam berikhtiar. Analisis 

dinamik model sel kanker prostat menjadi salah satu bentuk berikhtiar untuk 

mendapatkan kesembuhan. Rasulullah telah mengajarkan umatnya untuk berobat 

ketika mengalami sakit. Sebagaimana dalam Al-Qur’an QS. Asy-Syu’ara’ ayat 80 

bahwa segala kesembuhan. Meskipun manusia dapat menggunakan sarana dan 

upaya medis untuk mencari kesembuhan, sebenarnya kesembuhan datangnya dari 

Allah SWT.  
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BAB V  

PENUTUP

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan  hasil dari pembahasan yang teah diakukan, dapat disimpukan 

sebagai berikut: 

1. Pada model persamaan diferensial yang diberikan akan didapatkan 2 

kondisi titik kesetimbangan yaitu sebelum terapi vaksin dan dengan terapi 

vaksin:  

a. Titik Kesetimbangan tanpa vaksin 𝑞 = 0 

𝑌0 = (𝐴𝑑0, 𝐴𝑖0, 𝑉0, 𝑇0, 𝐸0) = (0,0,0,
𝑠

𝑛
,
𝑐𝑠

𝑛𝑧
). 

𝑌1 = (𝐴𝑑1, 𝐴𝑖1, 𝑉1, 𝑇1, 𝐸1) = (0,
ℎ(𝑧𝑛(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠)

𝑦2𝑧𝑛
, 0,

𝑠

𝑛
,
𝑐𝑠

𝑧𝑛
).  

b. Titik Kesetimbangan dengan vaksin 𝑞 > 0 

→ 𝑌2 = (𝐴𝑑2
, 𝐴𝑖2

, 𝑉2, 𝑇2, 𝐸2) = (0,0,
𝑞

𝑟
,

𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
,

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
) . 

→ 𝑌3(𝐴𝑑3
, 𝐴𝑖3

, 𝑉3, 𝑇3, 𝐸3) = (0,
ℎ[𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)(𝑦2−𝑓)−𝜂3𝑐𝑠𝑟]

𝑦2[𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)]
,
𝑞

𝑟
,

𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
,

𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
).    

→ 𝑌4 = (𝐴𝑑4
, 𝐴𝑖4

, 𝑉4, 𝑇4, 𝐸4) =  

𝐴𝑑4
= [𝑟(𝑦−𝛽)−𝛿𝑞]𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)−𝜂𝑐𝑠𝑟2

𝜔𝑟𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
   

𝑇4 =
𝑠𝑟

𝑛𝑟−𝜌𝑞
 , 𝑛𝑟 ≠ 𝜌𝑞 

𝐸4 =
𝑐𝑠𝑟

𝑧(𝑛𝑟−𝜌𝑞)
 , 𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞) ≠ 0  

𝑉4 =
𝑞

𝑟
  

𝐴𝑖4
∗ =

−𝑙±√𝑙
2
−4𝑘𝑚

2𝑘
, dengan 𝑘, 𝑙, 𝑚 sebagaimana persamaan (4.16). 
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Selanjutnya dengan menggunakan metode matriks generasi selanjutnya 

untuk mencari bilagan reproduksi dasar dari system tersebut, didapatkan: 

𝑅0 = (
𝑐

𝑧
 + ((

𝑦1𝑧𝑟(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝜂1𝑐𝑠𝑟
2 + 𝜂2𝑞𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞) + 𝛽𝑟𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

+
𝜇𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)

𝜂3𝑐𝑠𝑟 + 𝑓𝑧(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
 )

+
𝜌𝑠𝑟

𝑟(𝑛𝑟 − 𝜌𝑞)
)) 

Sehingga berdasarkan analisis dinamik yang didapatkan menunjukkan 

bahwa untuk titik kesetimbangan bebas penyakit ketika (𝑞 = 0), 𝑌0 stabil  

asimtotik global dengan menggunakan metode fungsi lyapunov, untuk titik 

kesetimbangan endemik tanpa vaksin ketika (𝑞 = 0), 𝑌1 bersifat stabil 

asimtotik lokal,  Sedangkan untuk titik kesetimbangan bebas penyakit 

dengan vaksin ketika 𝑞 > 0, 𝑌2 bersifat tidak stabil karena menghasilkan 

nilai eigen oyang menunjukkan salah satunya bernilai positif. Untuk titik  

kesetimbangan efek samping 𝑌3 bersifat stabil simtotik global dengan 

fungsi lyapunov, dan untuk titik kesetimbangan endemik 𝑌4 bersifat stabil 

asimtotik lokal.  

2. Dari simulasi numerik yang dilakukan dapat diketahui bahwa kondisi 

kestabilan setiap titik kesetimbangan dilakukan dari dua simulasi ketika 

kondisi (𝑞 = 0)dan 𝑞 > 0). Berdasarkan simulasi numerik ketika kondisi 

𝑞 = 5, 𝑞 = 10, 𝑞 = 15 diketahui semakin besar nillai 𝑞 maka semakin 

besar populasi sel kanker maka semakin banyak populasi sel kanker yang 

dapat dimatikan. Sehingga diketahui bahwa vaksin kuratif dapat 

membersihkan sel kanker prostat dari tubuh.  

5.2 Saran 
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Pada penelitian ini, penulis menyarankan untuk meneruskan penelitian 

selanjutnya yang membahas mengenai kontrol optimal terhadap vaksin kuratif 

dengan tujuan untuk mencapai tingkat respons kanker yang maksimal dan 

meminimalkan efek samping yang diinginkan. 
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1. Perhitungan Maple untuk titik kesetimbangan tanpa vaksin dan 

dengan vaksin 

1. Titik kesetimbangan tanpa vaksin 

• Titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
>  

 

>  

 

 

2. Titik kesetimbangan dengan vaksin 

• Titik kesetimbangan bebas penyakit dan efek samping 

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

>  
>  

 

>  

Mencari nilai  , ketika nilai A[d] = 0 dan  maka diperoleh 

>  

 

>  

 

>  

 

sehingga didapat 2 titik tetap yaitu 𝐴𝑖 = 0 dan 

 

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

 

 

 

• Titik Kesetimbangan Endemik  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

>  
>  

 

>  

 

 

 

>  
 

>  

 

>  

 

>  

 

misalkan  dengan  maka diperoleh 

>  
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>  

 

selanjutnya mencari titik tetap  

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

buat bentuk sederhana dengan persamaan  

dimana dan  

gunakan persamaan akar kuadrat  

> 
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Lampiran 2. Perhitungan Maple Menentukan Bilangan Reproduksi Dasar ( 𝑅0) 

 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
>  

 

>  
>  

 

 

>  
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>  

 

>  
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>  
 

>  

 

>  
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Lampiran 3.  Perhitungan  Maple Menetukan Analisis Kestabilan 

 

1.  Menentukan Analisis Kestabilan pada titik kesetimbangan tanpa vaksin  

• Analisis kestabilan pada titik kesetimbangan bebas penyakit 

 
 

> 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
>  

 

>  
>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

• Analisis kestabilan pada titik kesetimbangan endemik 

 
 

> 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
>  

 

>  
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2. Menentukan Kestabilan pada titik kesetimbangan dengan vaksin  

• Analisis kestabilan pada titik kesetimbangan bebas penyakit 
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• Analisis kestabilan pada titik kesetimbangan efek samping 
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• Analisis kestabilan pada titik kesetimbangan endemik 
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Lampiran 4.  M-Fille Untuk Simulasi Model Matematika Sel kanker Prostat 

tanpa vaksin dan dengan Vaksin 
 

Simulasi numerik ketika 𝑞 = 0 
function udot=saki1(~,u) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
    A1=u(1); M1=u(2); T1=u(3); V1=u(4); E1=u(5); 
    dA1=A1*a*(1-(A1/g))-(d*E1*A1)-(j*A1*V1)-mu*A1-b*A1; 
    dM1=M1*k*(1-(M1/h))-(e*E1*M1)-(f*M1)+(mu*A1); 
    dT1=s+T1*y*V1-T1*n; 
    dV1=q-r*V1; 
    dE1=c*T1-z*E1; 
    udot = [dA1; dM1; dT1; dV1; dE1]; 
end 

 
function udot2=saki2(~,v) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
    A2=v(1); M2=v(2); T2=v(3); V2=v(4); E2=v(5); 
    dA2=A2*a*(1-(A2/g))-(d*E2*A2)-(j*A2*V2)-mu*A2-b*A2; 
    dM2=M2*k*(1-(M2/h))-(e*E2*M2)-(f*M2)+(mu*A2); 
    dT2=s+T2*y*V2-T2*n; 
    dV2=q-r*V2; 
    dE2=c*T2-z*E2; 
    udot2 = [dA2; dM2; dT2; dV2; dE2]; 
end 
 function udot3=saki3(~,w) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
    A3=w(1); M3=w(2); T3=w(3); V3=w(4); E3=w(5); 
    dA3=A3*a*(1-(A3/g))-(d*E3*A3)-(j*A3*V3)-mu*A3-b*A3; 
    dM3=M3*k*(1-(M3/h))-(e*E3*M3)-(f*M3)+(mu*A3); 
    dT3=s+T3*y*V3-T3*n; 
    dV3=q-r*V3; 
    dE3=c*T3-z*E3; 
    udot3 = [dA3; dM3; dT3; dV3; dE3]; 
end 

   
clc; clear all;  
global a b c d e f g h j k n s r y z mu q 
a=0.01; g=1.2; d=0.002; j=0.1; mu=0.000005;  
b=0.17; k=1.7; h=1.4; e=0.0001; f=0.17; s=2;  
y=0.0065; n=1; c=2.3; z=0.168; r=2.6; 

  

  
%SIMULASI 1 
t1=20; 
u1=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=5; 
[t,usol]=ode45(@saki1,[0,t1],u1); 
A1=usol(:,1); M1=usol(:,2); T1=usol(:,3); V1=usol(:,4); 

E1=usol(:,5); 
%SIMULASI 2 
t2=20; 
u2=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=10; 
[tm,vsol]=ode45(@saki2,[0,t2],u2); 
A2=vsol(:,1); M2=vsol(:,2); T2=vsol(:,3); V2=vsol(:,4); 

E2=vsol(:,5); 
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%SIMULASI 3 
t3=20; 
u3=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=15; 
[tn,wsol]=ode45(@saki3,[0,t3],u3); 
A3=wsol(:,1); M3=wsol(:,2); T3=wsol(:,3); V3=wsol(:,4); 

E3=wsol(:,5); 

  
figure(1); 
plot(t,A1,'r-','linewidth',2);hold on; 
plot(tn,M3,'g','linewidth',2); 
plot(t,T1,'k','linewidth',2); 
plot(tn,E3,'b-','linewidth',2);hold off; 
grid on; axis([0 20 0 20]); 
grid on; xlabel('time(days)'); ylabel('cell'); 
legend('Sel Efektor','Sel Dendritik','Sel kanker prostat Ad','Sel 

Kanker prostat Ai'); 
  

simulasi numerik ketika 𝑞 = 5, 𝑞 = 10, 𝑞 = 15 
function udot=saki1(~,u) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
    A1=u(1); M1=u(2); T1=u(3); V1=u(4); E1=u(5); 
    dA1=A1*a*(1-(A1/g))-(d*E1*A1)-(j*A1*V1)-mu*A1-b*A1; 
    dM1=M1*k*(1-(M1/h))-(e*E1*M1)-(f*M1)+(mu*A1); 
    dT1=s+T1*y*V1-T1*n; 
    dV1=q-r*V1; 
    dE1=c*T1-z*E1; 
    udot = [dA1; dM1; dT1; dV1; dE1]; 
end 

 
function udot2=saki2(~,v) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
    A2=v(1); M2=v(2); T2=v(3); V2=v(4); E2=v(5); 
    dA2=A2*a*(1-(A2/g))-(d*E2*A2)-(j*A2*V2)-mu*A2-b*A2; 
    dM2=M2*k*(1-(M2/h))-(e*E2*M2)-(f*M2)+(mu*A2); 
    dT2=s+T2*y*V2-T2*n; 
    dV2=q-r*V2; 
    dE2=c*T2-z*E2; 
    udot2 = [dA2; dM2; dT2; dV2; dE2]; 
end 
 function udot3=saki3(~,w) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
    A3=w(1); M3=w(2); T3=w(3); V3=w(4); E3=w(5); 
    dA3=A3*a*(1-(A3/g))-(d*E3*A3)-(j*A3*V3)-mu*A3-b*A3; 
    dM3=M3*k*(1-(M3/h))-(e*E3*M3)-(f*M3)+(mu*A3); 
    dT3=s+T3*y*V3-T3*n; 
    dV3=q-r*V3; 
    dE3=c*T3-z*E3; 
    udot3 = [dA3; dM3; dT3; dV3; dE3]; 
end 

   
clc; clear all;  
global a b c d e f g h j k n s r y z mu q 
a=0.01; g=1.2; d=0.002; j=0.1; mu=0.000005;  
b=0.17; k=1.7; h=1.4; e=0.0001; f=0.17; s=2;  
y=0.0065; n=1; c=2.3; z=0.168; r=2.6; 
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%SIMULASI 1 
t1=20; 
u1=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=5; 
[t,usol]=ode45(@saki1,[0,t1],u1); 
A1=usol(:,1); M1=usol(:,2); T1=usol(:,3); V1=usol(:,4); 

E1=usol(:,5); 
%SIMULASI 2 
t2=20; 
u2=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=10; 
[tm,vsol]=ode45(@saki2,[0,t2],u2); 
A2=vsol(:,1); M2=vsol(:,2); T2=vsol(:,3); V2=vsol(:,4); 

E2=vsol(:,5); 
%SIMULASI 3 
t3=20; 
u3=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=15; 
[tn,wsol]=ode45(@saki3,[0,t3],u3); 
A3=wsol(:,1); M3=wsol(:,2); T3=wsol(:,3); V3=wsol(:,4); 

E3=wsol(:,5); 

 
figure(2) 
plot(t,E1,'r-.','linewidth',2);hold on; 
plot(tm,V2,'b-.','linewidth',2); 
plot(tm,A2,'g','linewidth',2); 
plot(tn,M3,'k','linewidth',2); 
plot(tn,T3,'c','linewidth',2);hold off; 
grid on;axis([0 20 0 20]); 
grid on; xlabel ('time(day)'); ylabel('cell'); 
legend('Vaksin kuratif','Sel Efektor','Sel Dendritik','Sel kanker 

prostat Ad','Sel Kanker prostat Ai'); 

 

Simulasi numerik populasi sel kanker prostat 𝑌2 dengan 𝑞 = 5, 𝑞 = 10, 𝑞 = 15 
function udot=saki1(~,u) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
    A1=u(1); M1=u(2); T1=u(3); V1=u(4); E1=u(5); 
    dA1=A1*a*(1-(A1/g))-(d*E1*A1)-(j*A1*V1)-mu*A1-b*A1; 
    dM1=M1*k*(1-(M1/h))-(e*E1*M1)-(f*M1)+(mu*A1); 
    dT1=s+T1*y*V1-T1*n; 
    dV1=q-r*V1; 
    dE1=c*T1-z*E1; 
    udot = [dA1; dM1; dT1; dV1; dE1]; 
end 

 
function udot2=saki2(~,v) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
    A2=v(1); M2=v(2); T2=v(3); V2=v(4); E2=v(5); 
    dA2=A2*a*(1-(A2/g))-(d*E2*A2)-(j*A2*V2)-mu*A2-b*A2; 
    dM2=M2*k*(1-(M2/h))-(e*E2*M2)-(f*M2)+(mu*A2); 
    dT2=s+T2*y*V2-T2*n; 
    dV2=q-r*V2; 
    dE2=c*T2-z*E2; 
    udot2 = [dA2; dM2; dT2; dV2; dE2]; 
end 
 function udot3=saki3(~,w) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
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    A3=w(1); M3=w(2); T3=w(3); V3=w(4); E3=w(5); 
    dA3=A3*a*(1-(A3/g))-(d*E3*A3)-(j*A3*V3)-mu*A3-b*A3; 
    dM3=M3*k*(1-(M3/h))-(e*E3*M3)-(f*M3)+(mu*A3); 
    dT3=s+T3*y*V3-T3*n; 
    dV3=q-r*V3; 
    dE3=c*T3-z*E3; 
    udot3 = [dA3; dM3; dT3; dV3; dE3]; 
end 

   
clc; clear all;  
global a b c d e f g h j k n s r y z mu q 
a=0.01; g=1.2; d=0.002; j=0.1; mu=0.000005;  
b=0.17; k=1.7; h=1.4; e=0.0001; f=0.17; s=2;  
y=0.0065; n=1; c=2.3; z=0.168; r=2.6; 

   
%SIMULASI 1 
t1=20; 
u1=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=5; 
[t,usol]=ode45(@saki1,[0,t1],u1); 
A1=usol(:,1); M1=usol(:,2); T1=usol(:,3); V1=usol(:,4); 

E1=usol(:,5); 
%SIMULASI 2 
t2=20; 
u2=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=10; 
[tm,vsol]=ode45(@saki2,[0,t2],u2); 
A2=vsol(:,1); M2=vsol(:,2); T2=vsol(:,3); V2=vsol(:,4); 

E2=vsol(:,5); 
%SIMULASI 3 
t3=20; 
u3=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=15; 
[tn,wsol]=ode45(@saki3,[0,t3],u3); 
A3=wsol(:,1); M3=wsol(:,2); T3=wsol(:,3); V3=wsol(:,4); 

E3=wsol(:,5); 

  
figure(3); 
plot(t,A1,'r-','linewidth',2);hold on; 
plot(tm,A2,'g','linewidth',2); 
plot(tn,A3,'k','linewidth',2);hold off; 
grid on;axis([0 20 0 10]); 
grid on; xlabel ('time(day)'); ylabel('V(t)'); 
legend ('q=5','q=10','q=15'); 
  

simulasi numerik populasi sel kanker prostat dengan ketika 𝑌4 

dengan 𝑞 = 5, 𝑞 = 10, 𝑞 = 15 
 

function udot=saki1(~,u) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
    A1=u(1); M1=u(2); T1=u(3); V1=u(4); E1=u(5); 
    dA1=A1*a*(1-(A1/g))-(d*E1*A1)-(j*A1*V1)-mu*A1-b*A1; 
    dM1=M1*k*(1-(M1/h))-(e*E1*M1)-(f*M1)+(mu*A1); 
    dT1=s+T1*y*V1-T1*n; 
    dV1=q-r*V1; 
    dE1=c*T1-z*E1; 
    udot = [dA1; dM1; dT1; dV1; dE1]; 
end 
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function udot2=saki2(~,v) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
    A2=v(1); M2=v(2); T2=v(3); V2=v(4); E2=v(5); 
    dA2=A2*a*(1-(A2/g))-(d*E2*A2)-(j*A2*V2)-mu*A2-b*A2; 
    dM2=M2*k*(1-(M2/h))-(e*E2*M2)-(f*M2)+(mu*A2); 
    dT2=s+T2*y*V2-T2*n; 
    dV2=q-r*V2; 
    dE2=c*T2-z*E2; 
    udot2 = [dA2; dM2; dT2; dV2; dE2]; 
end 
 function udot3=saki3(~,w) 
    global a b c d e f g h j k n s q r y z mu  
    A3=w(1); M3=w(2); T3=w(3); V3=w(4); E3=w(5); 
    dA3=A3*a*(1-(A3/g))-(d*E3*A3)-(j*A3*V3)-mu*A3-b*A3; 
    dM3=M3*k*(1-(M3/h))-(e*E3*M3)-(f*M3)+(mu*A3); 
    dT3=s+T3*y*V3-T3*n; 
    dV3=q-r*V3; 
    dE3=c*T3-z*E3; 
    udot3 = [dA3; dM3; dT3; dV3; dE3]; 
end 

   
clc; clear all;  
global a b c d e f g h j k n s r y z mu q 
a=0.01; g=1.2; d=0.002; j=0.1; mu=0.000005;  
b=0.17; k=1.7; h=1.4; e=0.0001; f=0.17; s=2;  
y=0.0065; n=1; c=2.3; z=0.168; r=2.6; 

   
%SIMULASI 1 
t1=20; 
u1=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=5; 
[t,usol]=ode45(@saki1,[0,t1],u1); 
A1=usol(:,1); M1=usol(:,2); T1=usol(:,3); V1=usol(:,4); 

E1=usol(:,5); 
%SIMULASI 2 
t2=20; 
u2=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=10; 
[tm,vsol]=ode45(@saki2,[0,t2],u2); 
A2=vsol(:,1); M2=vsol(:,2); T2=vsol(:,3); V2=vsol(:,4); 

E2=vsol(:,5); 
%SIMULASI 3 
t3=20; 
u3=[10; 9; 0.1; 0; 0.1]; 
q=15; 
[tn,wsol]=ode45(@saki3,[0,t3],u3); 
A3=wsol(:,1); M3=wsol(:,2); T3=wsol(:,3); V3=wsol(:,4); 

E3=wsol(:,5); 

 
figure(4) 
plot(t,V1,'r','linewidth',2);hold on; 
plot(tm,V2,'b','linewidth',2); 
plot(tn,V3,'k','linewidth',2);hold off; 
grid on;axis([0 20 0 10]); 
grid on; xlabel ('time(day)'); ylabel('V(t)'); 
legend ('q=5','q=10','q=15'); 
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RIWAYAT HIDUP 
 

 

         Siti Sakinah Mawaddah, lahir di Kabupaten Lamongan, 

pada 23 November 1999. Biasa disapa dengan Sakinah, 

merupakan anak ke dua dari dua bersaudara dari pasangan 

Bapak Mustajab dan Ibu Azimatul Husnah (Almh.) yang 

bertempat tinggal di Desa Dukuhtunggal Kecamatan Glagah 

Kabupaten Lamongan.  

Penulis telah menempuh pendidikan formal dimulai dari TK Tarbiyatul Wathon 

dan lulus pada tahun 2006. Selanjutnya menempuh pendidikan dasar di MI 

Tarbiyatul Wathon. Setelah itu melanjutkan sekolah menengah pertama di MTs 

Tarbiyatul Wathon dan lulus pada tahun 2015. Kemudian penulis melanjutkan 

sekolah menengah atas di MAN 1 GRESIK dan lulus pada tahun 2018. Pada 

tahun yang sama, penulis melanjutkan pendidikan di Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang pada Program Studi Matematika, Fakultas Sains 

dan Teknologi.  
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