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ABSTRAK

Khayati, Eliya Nur, 2023. Analisis Kestabilan Model Populasi Predator Prey Dengan
Pemanenan Pada Pengelolaan Perikanan. Skripsi. Program Studi Matematika,
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (I) Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Si. (I1) Ach. Nashichuddin,
M.A.

Kata Kunci: Model Predator Prey, Dinamik, Perikanan.

Interaksi antar tiga populasi dalam satu ekosistem dapat mengakibatkan dinamika
setiap populasi mengalami perubahan terhadap pertumbuhannya. Hal ini, dilakukan
analisis untuk mengetahui yang terjadi jika ketiga populasi ditempatkan di ekosistem
yang sama. Tiga populasi yaitu ikan Butini kecil (x) sebagai prey, ikan Mujair besar (y)
sebagai predator pertama dan ikan Nila besar (z) sebagai predator kedua. Sehingga
pembahasan difokuskan pada modifikasi model Dua Predator dan Satu Prey dengan
menambahkan parameter u; dan p, dimana masing-masing merupakan laju prey
memakan predator pertama dan predator kedua, dilanjut mencari kestabilan dari setiap
titik tetap. Terakhir, simulasi ODE45 dilakukan untuk melihat dinamika lintasan ketiga
populasi. Hasil analisis didapatkan empat titik tetap yaitu (TE;) tidak stabil. (TE,) tidak
stabil dengan syarat kestabilan r > E;, (TE;) tidak stabil dengan syarat kestabilan 8 >
U, dan terakhir (TE,) bersifat stabil asimtotik dengan syarat kestabilan § > y;. Dengan
demikian, pada kondisi nilai parameter pemangsaan prey terhadap predator pertama dan
pemangsaan prey terhadap predator kedua berada di rentan [0, 0,4] dan harus tepat
sama. Sehingga ketiga populasi Ikan yakni Ikan Butini kecil, Ikan Mujair besar dan Ikan
Nila besar mengalami kondisi ko-eksistensi atau tidak ada yang punah. Hal ini dapat
membantu masyarakat untuk mengetahui langkah atau pengawasan agar tidak sampai
pada kepunahan.
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ABSTRACT

Khayati, Eliya Nur, 2023. Stability analysis of predator prey population models with
harvesting in fisheries management. Thesis. Mathematics Study Program,
Faculty of Science and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Advisor: (I) Ari Kusumastuti, M.Pd., M.Sc. (ll) Ach.
Nashichuddin, M.A.

Keywords: Predator Prey, Dynamics, Fisheries.

The interaction between three populations in one ecosystem can result in the
dynamics of each population changing its growth. In this case, an analysis is carried out
to find out what happens if the three populations are placed in the same ecosystem. The
three populations are small Butini fish (x) as prey, large Mujair fish (y) as the first
predator and large Tilapia fish (z) as the second predator. So that a special discussion on
the Two Predator and One Prey modification model by adding the parameters p; and u,
where respectively are the rate of prey eating the first predator and the second predator,
continues to seek stability from each fixed point. Finally, the ODE45 simulation was
carried out to see the dynamics of the movement of the three populations. The results of
the analysis obtained four fixed points, namely (TE;) is unstable. (TE,) is unstable under
conditions of stability » > E;, (TE5) is unstable under conditions of stability 6 > u,, and
finally (TE,) is asymptotically stable under conditions of stability § > u,. Thus, under
conditions of predation parameter values for the first predator and predation for the
second predator are in the range of [0, 0,4] and must be exactly the same. So that the
three fish populations, namely small Butini fish, large Mujair fish and large tilapia
experience a coexistence condition or none of them become extinct. This can help the
community to know the steps or supervision so as not to become extinct.

Xvii
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Allah menciptakan semesta serta segala isinya dengan menggunakan
pengukuran yang tepat, perhitungan yang mapan, dan aturan serta persamaan yang
seimbang dan teratur (Abdussakir, 2007). Kebenaran alqur'an tidak dapat
dipisahkan dari suatu bentuk aplikasi ilmu, seperti dalam Q.S. Ar-Rum: 41 yaitu
“Telah tampak kerusakan di darat dan di laut disebabkan perbuatan tangan

manusia; Allah menghendaki agar mereka merasakan sebagian dari (akibat)
perbuatan mereka, agar mereka kembali (ke jalan yang benar).”

Menurut Shihab (2003), dalam tafsir Al-Misbah dijelaskan bahwa pada ayat
ini mengisyaratkan tentang penciptaan Allah SWT, dimana tidak ada kerusakan,
pencemaran atau hilangnya keseimbangan sebagaimana awal diciptakannya,
karena pada dasarnya Allah menciptakan dunia ini dalam keseimbangan dan
keselarasan yang sempurna. Akan tetapi, jika ada kerusakan, pencemaran
lingkungan atau hilang keseimbangan di muka bumi ini, yang disebabkan karena
aktivitas manusia yang dilakukan dengan sengaja. Hal ini dapat mengubah fitrah
Allah SWT terhadap lingkungan yang telah diciptakan secara seimbang dan
sempurna. Oleh karena itu, kerusakan yang terjadi membuat Allah SWT dapat
menurunkan bencana sebagai akibat dari perbuatan dan pelanggaran yang telah
dilakukan manusia, agar mereka kembali ke jalan Allah SWT. Sehingga, manusia
diharapkan dapat menjaga agar keseimbangan ekosistem yang diciptakan oleh
Allah SWT tidak mengalami kerusakan dan keseimbangan akan tetap terjaga.

Keseimbangan ekosistem sendiri adalah suatu kondisi dimana ekosistem
berjalan seimbang atau harmonis meskipun di dalamnya tetap terjadi aktivitas

makan memakan antara predator-prey. Salah satu bahasan penting dalam



keseimbangan ekosistem yaitu rantai makanan. Bagian paling sederhana dari
suatu rantai makanan berupa interaksi dua spesies yaitu interaksi antara spesies
prey (mangsa) dengan spesies predator (pemangsa). Dimana jumlah prey akan
selalu dipengaruhi kehadiran predator. Sedangkan, apabila interaksi terjadi pada
tiga spesies yang terdiri dari prey dan dua predator disebut model rantai makanan
tiga spesies (Pratikno, 2010). Dimana jumlah prey dan jumlah predator pertama
akan dipengaruhi karena kehadiran predator kedua, sehingga di dalam suatu
rantai makanan setiap komponennya akan saling memberi pengaruh satu sama
lain. Dalam bidang matematika, model sederhana tersebut dikenal sebagai model
predator-prey Lotka-Volterra (Boyce, 1999).

Salah satu contoh interaksi yang terjadi pada predator-prey Lotka Volterra
dapat ditemukan pada ekosistem perairan yang memuat spesies endemik misalnya
Glossogobius matanensis atau biasa disebut Ikan Butini x(t). lkan Butini
merupakan ikan golongan Karnivora dimana ikan tersebut dikonsumsi juga oleh
manusia dengan laju pemanenan sebesar E; (Mamangkey, 2004). Campur tangan
manusia dalam hal pemanenan tersebut dikhawatirkan merusak ekosistem yang
dimaksud. Kemudian faktor kedua yaitu terdapat populasi yang dilepasliarkan
oleh masyarakat seperti ikan Mujair y(t) dan ikan Nila z(t) dimana ikan tersebut
merupakan ikan golongan Omnivora yang mana dapat mengancam populasi
Butini kecil, sehingga cepat atau lambat ikan Butini dapat mengalami kepunahan
(Faried, 2020). Oleh karena itu, model matematika predator-prey yang
menceritakan interaksi antara ketiga populasi x(t), y(t) dan z(t) akan dibahas

pada penelitian ini.



Analisis pada penelitian ini mengacu pada penelitian Toaha (2014) yang
mana menganalisis stabilitas dan kebijakan pemanenan optimal. Dalam
penelitiannya dijelaskan bahwa interaksi antar spesies yang terjadi pada suatu
ekosistem dapat menyebabkan keadaan populasi suatu spesies berubah. Sehingga,
salah satu penyebab kepunahan dari populasi adalah tingkat pemangsaan terhadap
populasi mangsa yang sangat tinggi dan rendahnya tingkat pertumbuhan populasi
mangsa. Kemudian, Didiharyono (2016) menganalisis stabilitas dua predator dan
satu prey dengan Holling tipe 11l dan memanen pada populasi predator. Dari hasil
analisis menunjukkan bahwa diperoleh titik interior yang stabil asimtotik dan
memperoleh keuntungan yang maksimal meskipun pemanenan terjadi pada kedua
populasi pemangsa. Populasi pemangsa dan mangsa juga tetap stabil meskipun
dimanfaatkan dengan upaya pemanenan.

Selanjutnya, dikembangkan lagi oleh Didiharyono (2021) vyang
menganalisis stabilitas model populasi dua predator dan satu prey yang mana
model tersebut menambahkan faktor campur tangan manusia sebagai fungsi
pemanenan yang dikenakan di semua populasi predator dan prey yang terlibat.
Variabel model memuat satu variabel prey yakni x(t) sebagai ikan Butini dan dua
variabel predator yakni y(t) dan z(t) sebagai ikan Mujair dan ikan Nila. Pada
populasi prey diasumsikan bahwa pertambahan populasi diawal naik secara
logistik dengan pertumbuhan prey yang dibatasi oleh kapasitas daya dukung
lingkungan. Asumsi kedua adalah karena makanan utama predator adalah prey,
maka ketika tidak adanya populasi prey akan mengakibatkan ketersediaan

makanan untuk predator menjadi habis. Sehingga predator tidak dapat hidup



karena putusnya rantai makanan. Hal ini mengakibatkan terjadi kematian alami
pada kedua predator menjadi meningkat.

Sehingga, pembahasan pada penelitian ini diarahkan pada analisis model
Didiharyono (2021) dengan memodifikasi kembali model. Dengan adanya
modifikasi maka diharapkan dapat diinterpretasi efek yang muncul serta dapat
memperjelas kembali interaksi yang terjadi pada penelitian sebelumnya. Pada
model penelitian ini interaksi yang terjadi yaitu interaksi antara dua predator dan
satu prey dimana predator-prey tersebut diasumsikan saling memangsa satu sama
lain untuk mempertahankan hidupnya masing-masing. Dikarenakan dua predator
adalah golongan Omnivora maka prey menjadi makanan utama yang dikonsumsi
oleh predator. Sebaliknya, prey juga dapat memakan predator pertama ataupun
predator kedua ukuran berapapun untuk menjaga kelangsungan hidupnya yang
mana masing-masing sebesar p; dan u,, hal ini dikarenakan prey termasuk dalam
golongan karnivora.

Kemudian, simulasi pada penelitian ini akan melibatkan perubahan nilai
parameter. Dalam parameter u; dan u, yang masing-masing menyatakan tingkat
konsumsi prey terhadap predator pertama dan predator kedua ukuran berapapun
nilainya akan di anggap 0.1, karena parameter asumsi harus lebih besar dari nol
dengan tujuan mengetahui di titik mana kestabilan terjadi, sehingga pada simulasi
akan diperoleh batasan nilai u; dan u, yang sebenarnya. Oleh karena itu,
kedalaman pada penelitian ini yaitu melihat sejaun mana stabilitas yang dapat
dicapai dengan penambahan parameter u;, dan u,. Sehingga penelitian ini
diarahkan pada penelitian keseimbangan ketiga populasi dalam ekosistem

perairan.



Banyak terjadi di sekitar kita tentang persaingan antara dua predator dan

satu prey. Sehingga penelitian ini sangatlah penting untuk dikaji yaitu untuk

memahami dinamika yang dihasilkan dari kegiatan penangkapan atau pemanenan

ikan dan mendapatkan hasil yang optimal. Khususnya, teknologi yang mengatur

kondisi alam di perairan dalam memanen populasi predator untuk menjaga

keseimbangan ekosistem.

1.2

1.

1.3

Rumusan Masalah

Bagaimana analisis modifikasi model dua predator dan satu prey pada
pengelolaan perikanan dengan pemanenan populasi x(t),y(t) dan z(t)
dengan penambahan u, dan u,?

Bagaimana analisis kestabilan model dua predator dan satu prey pada
pengelolaan perikanan dengan pemanenan populasi x(t),y(t) dan z(t)
dengan penambahan u, dan u,?

Bagaimana simulasi beserta interpretasi dari model dua predator dan satu
prey pada pengelolaan perikanan dengan pemanenan populasi x(t), y(t)
dan z(t) dengan penambahan yu, dan u,?

Tujuan Penelitian

Mengetahui analisis modifikasi model dua predator dan satu prey pada
pengelolaan perikanan dengan pemanenan populasi x(t),y(t) dan z(t)
dengan penambahan p, dan u,.

Mengetahui analisis kestabilan model dua predator dan satu prey pada
pengelolaan perikanan dengan pemanenan populasi x(t),y(t) dan z(t)

dengan penambahan u, dan u,.
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1.5

Mengetahui hasil simulasi beserta interpretasi dari model dua predator dan
satu prey pada pengelolaan perikanan dengan pemanenan populasi
x(t), y(t) dan z(t) dengan penambahan p; dan y,.

Manfaat Penelitian

Pada penelitian ini diharapkan memberikan manfaat yaitu

Dengan menganalisis modifikasi model dua predator dan satu prey pada
pengelolaan perikanan dengan pemanenan populasi x(t),y(t) dan z(t)
dengan penambahan p, dan u, maka model dapat dilihat sejauh mana efek
keseimbangan ekosistem yang terjadi.

Dengan melakukan analisis kestabilan model dua predator dan satu prey
dalam populasi perikanan maka dapat mengetahui stabilitas model tersebut
agar tidak terjadi kepunahan pada suatu spesies terutama pada spesies prey.
Dengan mengetahui hasil simulasi dan interpretasi dari model dua predator

dan satu prey maka dapat mengetahui arah kepunahan suatu spesies.

Batasan Masalah

Dalam penelitian ini memberikan batasan masalah pada objek kajian

sebagai berikut:

1.

Model yang diteliti mencakup 3 Populasi antara lain yaitu Ikan Butini (x),
Ikan Mujair (y), dan Ikan Nila (z).

Analisis pada penelitian ini diarahkan pada modifikasi model Didiharyono
(2021).

Pertumbuhan prey mengikuti model pertumbuhan logistik.

Diasumsikan terjadi kematian alami pada populasi predator pertama dan

predator kedua.



5. Pemanenan terjadi pada ketiga populasi yaitu prey, predator pertama dan
predator kedua.

6. Diasumsikan bahwa pemanenan adalah suatu laju pemanenan yang
sepanjang waktu konstan.

7. Model matematika Didiharyono (2021) yang akan dimodifikasi adalah

sebagai berikut:

(d’; Ef) = rx(t) <1 - %) — ax()y(t) = fx(D)z(t) — Exx(t)
9 dz_(tt) = dx(t)y(t) — by(t) — dy(t) — E;y(t)
kdz—(tt) = 0x(t)z(t) — cz(t) + dy(t) — E5z(t)

1.6 Definisi Istilah
Berikut diberikan definisi istilah dalam penelitian ini yaitu
1. Model predator prey adalah model interaksi yang melibatkan populasi dua
predator dan satu prey.
2. Populasi prey adalah ikan Butini, populasi predator pertama adalah ikan

Mujair, dan populasi predator kedua adalah ikan Nila.



BAB Il
KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung

2.1.1 Analisis Model Dua Predator dan Satu Prey dengan Pemanenan

Ketiga Populasi Didiharyono (2021)

Model Predator-Prey adalah model interaksi antara makhluk hidup yang
berada di dalam suatu ekosistem, dimana prey bertindak sebagai spesies yang
dimangsa sedangkan predator sebagai spesies yang memangsa. Model inilah
dikenal sebagai model Lotka Volterra (Boyce, 1992). Interaksi yang terjadi
didalam suatu populasi antara predator-prey akan menyebabkan terjadinya
proses makan-memakan yang dapat berpengaruh terhadap padatnya masing-
masing populasi.

Didiharyono (2021) meneliti tentang interaksi populasi di pengelolan
perikanan. Penelitian tersebut melibatkan dua predator yaitu (y dan z) dan satu
prey yaitu (x). Satu prey tersebut adalah ikan Butini. Kemudian terdapat
predator yang dilepasliarkan oleh masyarakat yatu ikan Mujair (Oreochromis
mossambicus) dan ikan Nila (Oreochromis niloticus). Berdasarkan jenis
makanan utama, ikan Butini ini digolongkan pada karnivora (Pemakan daging).
Sedangkan ikan Mujair dan ikan Nila termasuk dalam golongan pemakan segala
atau omnivora (pemakan hewan dan tumbuhan). Dari paparan sifat masing-
masing populasi, maka yang terjadi pada ketiga populasi di atas ketika
ditempatkan di ekosistem yang sama adalah ikan Mujair dan ikan Nila ada
kemungkinan memakan ikan Butini dengan ukuran yang lebih kecil. Sehingga

ikan Mujair dan ikan Nila sebagai predator sedangkan ikan Butini sebagai prey.



Ketiga populasi tersebut merupakan makhluk hidup yang terletak didalam
lingkup perairan. Dalam lingkup perairan pasti menimbulkan terjadinya proses
makan dan dimakan antara populasi prey dan populasi predator. Sehingga dalam
interaksinya mengakibatkan adanya predasi. Predasi adalah perjuangan untuk
bertahan hidup dimana predator bersaing demi memperebutkan prey (Toaha,
2013). Pada model interaksinya melibatkan tiga spesies dimana dipaparkan model
yang meliputi populasi prey, populasi predator pertama, dan populasi predator
kedua berturut-turut yaitu sebagai berikut:

Populasi Prey
Pada populasi prey x(t) dari waktu ke waktu laju pertumbuhan intrinsiknya

sebesar (r). Sedangkan untuk laju perkapita populasi prey akan berkurang sebesar
(%) karena tiap bertambahnya prey dibatasi oleh daya dukung lingkungan (Safitri,
2019). Sehingga populasi prey akan mengikuti pertumbuhan logistik. Kemudian,
ketika adanya interaksi prey dengan predator pertama dan predator kedua maka
pertumbuhan prey akan terjadi pengurangan masing-masing sebesar (ax(£)y(t))
dan (,Bx(t)z(t)). Kemudian, untuk mengontrol suatu populasi agar tidak
mengalami kepunahan, maka dilakukan tingkat pemanenan konstan sebesar

(E,x(¢)). Sehingga persamaannya menjadi

dx(t) x(t)
7 —® (1 - T) —ax(t)y(t) — Bx(t)z(t) — Eyx(t)

Populasi Predator Pertama
Jumlah populasi y(t) dari waktu ke waktu dipengaruhi oleh laju
bertambahnya predator pertama yang disebabkan karna interaksi predator

pertama dengan prey sebesar (8x(t)y(t)). Disisi lain, karena prey adalah
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makanan utama bagi predator maka ketika populasi prey habis, populasi predator
akan mengalami kelaparan sehingga dapat menyebabkan kematian alami pada
predator pertama sebesar (by(t)). Kemudian, terjadi pengurangan pada predator
pertama karena variabel tingkat konversi yaitu predator pertama berkurang karena
dikonversi menjadi predator kedua sebesar (dy(t)). Kemudian, untuk
mengontrol suatu populasi agar tidak mengalami kepunahan, maka dilakukan
tingkat pemanenan konstan sebesar (Ezy(t)). Sehingga persamaannya

membentuk

d{l_(tt) = §x(D)y(t) — by(t) — dy(t) — E,y(t)

Populasi Predator Kedua

Jumlah populasi z(t) dari waktu ke waktu dipengaruhi oleh laju
bertambahnya predator kedua yang disebabkan karna interaksi predator kedua
dengan prey sebesar (Hx(t)z(t)). Disisi lain, ketika tidak adanya interaksi
predator-prey atau populasi prey habis maka populasi ikan predator kedua akan
mengalami kelaparan sehingga mengakibatkan kematian alami dengan tingkat
kematian sebesar (cz(t)). Kemudian, terjadi penambahan pada predator kedua
karena variabel tingkat konversi pada predator pertama yaitu predator kedua
bertambah karena terkonversi dari predator pertama sebesar (dy(t)).
Selanjutnya, untuk mengontrol suatu populasi agar tidak mengalami kepunahan,
maka dilakukan tingkat pemanenan konstan sebesar (E3y(t)). Maka persamaan
menjadi

dz(t)
dt

= 0x(t)2(t) — cz(t) + dy(t) — Esz(t)
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Dari penjabaran diatas, maka didapatkan model matematika Didiharyono

(2021) secara lengkap dapat dinyatakan sebagai berikut:

A

(d);it) — TX(t) <1 - %) - (XX(t)y(t) — ﬁx(t)Z(t) _ E1X(t)
djc/i(tt) = 8x(D)y(t) — by(t) — dy(t) — Epy(t) 2.1)
kdz(tt) = 0x(t)z(t) — cz(t) + dy(t) — E3z(t)

Dengan keterangan data dan satuannya sebagai berikut:

Tabel 2.1 Keterangan Model Didiharyono (2021)

Parameter Keterangan Satuan
x(t) Banyaknya populasi prey pada waktu t Ekor
Banyaknya populasi predator pertama pada
y(® waktu t Ekor
2() \Ilsvzrlg/slinya populasi predator kedua pada Ekor
a Laju prey di mangsa oleh predator pertama Evl;i;uper satuan
B Laju prey di mangsa oleh predator kedua \val;i;uper satuan
. Ekor per satuan
) Laju predator pertama memangsa prey waktu
. Ekor per satuan
0 Laju predator kedua memangsa prey waktu
d ) ) Ekor per satuan
Tingkat konversi predator pertama waktu
b ) ) Ekor per satuan
Kematian alami predator pertama waktu
) ) Ekor per satuan
¢ Kematian alami predator kedua waktu
K Kapasitas daya dukung lingkungan Ekor per satuan
waktu
E EE Usaha pemanenan prey, predator pertama dan | Ekor per satuan
b2 =3 predator kedua waktu
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Parameter yang digunakan pada penelitian Didiharyono (2021), yaitu:

Tabel 2.2 Nilai Parameter Didiharyono (2021).

Parameter Nilai
r 1,6
a 0,4
B 0,5
é 0,5
0 0,5
d 0,3
b 0,8
c 1,3
K 1000
E; 0,1
E, 0,3
E; 0,2

dimanaa,p,é6,0,d,b,c, E,, E, dan E5 adalah parameter positif.

Ada dua proses dalam menuntaskan persamaan diferensial nonlinier
dimana akan dicari seluruh hasil dinamiknya (Waluya, 2006). Dua proses
tersebut yaitu titik kesetimbangan dan kestabilannya. Model Lotka-Volterra
layak untuk dipergunakan dalam hubungan yg terjadi pada spesies yang sama
atau hubungan intraspesies (Dwaradi, 2011).

2.1.2 Sistem Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang melibatkan satu atau

lebih fungsi variabel bebas dan turunannya terhadap satu atau lebih variabel

bebas (Pamuntjak,1990).
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Definisi 1. Persamaan Diferensial Linier merupakan persamaan diferensial biasa
linier orde-n dengan variabel bebas t dan variabel terikat y, sehingga dapat

ditulis sebagai

n n-—1

d"y d"y dy
ao(t)ﬁ + al(t)W + et an—1(t)E +a,(y = F(t) (2.2)

Diasumsikan bahwa a, tidak nol, ay,a,,...,a, dan F adalah fungsi-
fungsi kontinu pada interval a < t < b dan ay(t) # O untuk tiap t padaa <t <
b (Ross, 1984).

Contoh persamaan diferensial linier:

Dari persamaan (2.1) dimisalkan sebagai berikut:

fey,2) = rx(® (1 - %) — ax(©)y(8) = Fx(D2(0) — Exx(®

9(x,y,z) = 6x(t)y(t) — by(t) — dy(t) — E;y(t)
h(x,y,z) = 0x(t)z(t) — cz(t) + dy(t) — E5z(t)

(2.3)

sehingga dapat ditulis
x(t) = f(x,9,2)
y(t) =g(xy,2)
z(t) = h(x,y,2)

Kemudian dilinierisasi menggunakan ekspansi deret Taylor dimana proses
linierisasinya berada disekitar (x*,y*,z*) dan untuk titik tetap pertama yaitu
T, = (0,0,0) sebagai berikut:

foy,z) = fx"y"2°) + (X7, y", 2 (x = x7) + f,(x%, y", 25) (y — y7)
+ (Y2 (z = 27)
g, y,z) = gx,y,z") + gx(x",y", z)(x —x*) + g, (x", ¥, 2) (y — y*)

+ gz(x*»y*,Z*)(Z - Z*)



h(x,y,z) = h(x",y",z") + h(x*,¥",2") (x — x*) + h, (x",¥*, 2" ) (y — ¥")
+ h,(x*,y*",z")(z—z") (2.4)

dimana:

fGy,2) = rx(®) (1 - %) — ax(©)y(0) = fr(©)2(8) — Exx(©)

9g(x,y,z) = 6x(t)y(t) — by(t) — dy(t) — E;y(t)
h(x,y,z) = 0x(t)z(t) — cz(t) + dy(t) — E3z(t)

L f(xy,2) =rx(®) (1-22) - ax(®)y(t) — pr(t)z(t) — Eyx(t)

2
fley. ) =r(1-20) ~ ay@ - gz -

fy(x,y,2) = —ax(t)
f2(x,y,2) = —Bx(¢)
2. g(x,y,2) = 8x(0)y(t) — by(t) — dy(t) — Ezy(t)
9x(x,y,2) = y(t)
gy(x,y,2) = 8x(t) —b — d — E,
9:(x,y,2) =0
3. h(x,y,2) =0x(t)z(t) — cz(t) + dy(t) — Esz(t)
hy(x,y,2) = 0z(t)
h,(x,y,2) =d
hy(x,y,2) = 0x(t) — c — Ey
lalu persamaan (2.4) disubstitusi dengan titik tetapnya menjadi
foy,z) = fx"y",2°) + (X7, y", 2 (x = x7) + f,(x%, y", 25) (y — y7)
+ L0y 27)(z - 27)
fl,y,2) =(0)+ (r—E)(x—0)+ (0)(y — 0) + (0)(z — 0)

=rx—Ex

14
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9, y,2) = g(x*, y",2") + g (x", y", 2) (x = x) + g, (X", y", 2) (v = )
+9,("y", 2z~ 2)
9(x,y,2) = (0) + (0)(x = 0) + (—b — d — Ez)(y — 0) + (0)(z — 0)
= —by —dy — Ezy
h(x,y,2) = h(x",y",z") + hy(x",¥%,27) (x —x*) + hy (X", ¥", 2")(y — y")
+ h,(x*,y",z")(z—z")
h(x,y,z) = (0) + (0)(x = 0) + ()(y = 0) + (—c — E3)(z — 0)
=dy—cz—Ezz
Sehingga diperoleh contoh persamaan diferensial linier sebagai berikut:
x(t) = rx(t) — Eyx(t)
y() = =by(t) — dy(t) — Exy(t)
zZ(t) = dy(t) — cz(t) — E5z(t) (2.5)
Definisi 2. Persamaan diferensial non linier adalah suatu persamaan diferensial
yang mengandung variabel tak bebas beserta turunannya yang mana memiliki
derajat lebih dari satu atau yang memuat suatu perkalian antara variabel tak
bebas beserta turunannya (Ross, 1984).

Contoh persamaan diferensial non linier:

& x® (1 _ %) — ax(©y () - r(O2(0) - Ex(t)
L~ 5x(y(6) — by(©)  dy(©) = Exy(®) (2.6)
% = 0x(t)z(t) — cz(t) + dy(t) — E;z(t)

Variabel bebas ¢t dan variabel terikat x,y dan z digunakan dalam sistem
(2.6), karena terjadi perkalian antara variabel terikat (x dan y) serta (x dan z)

pada persamaan pertama dalam sistem (2.6), maka persamaan tersebut dikatakan
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sebagai persamaan nonlinier. Kemudian, pada persamaan kedua juga terdapat
perkalian antara variabel terikat (x dan y). Lalu, pada persamaan ketiga terdapat
perkalian antara variabel terikat (x dan z). Oleh karena itu, sistem (2.6) adalah
bentuk dari persamaan predator-prey yang bersifat nonlinier, dimana untuk
menyelesaikannya perlu dilinierisasi terlebih dahulu seperti pada persamaan
(2.4).

2.1.3 Sistem Persamaan Diferensial Autonomous

Misalkan diberikan sistem persamaan diferensial autonomous

& fxy)
g}t] 2.7)
P g(x,y)

dimana f dan g adalah fungsi kontinu dari x dan y dan turunan parsial
pertamanya juga kontinu. Oleh karena itu, jika f dan g tidak bergantung secara
eksplisit terhadap t, maka persamaan (2.7) dikatakan persamaan autonomous.
Sebaliknya dikatakan persamaan nonautonomous apabila f dan g bergantung
secara eksplisit terhadap t (Hariyanto, 1992).

Jika bentuk sistem autonomous sebagai berikut:

%= f(xy)
¥ =g(x,y) (2.8)

maka pada sistem (2.8) titik kritisnya adalah p* = (x*, y™*) sehingga
f(x7,y") =0dan g(x*,y*) =0 (2.9)
Persamaan diferensial biasa autonomous memiliki titik kesetimbangan,
atau p* dalam ruang fase di mana semua turunan variabel sama dengan nol. Titik
tetap atau suatu posisi yang stabil adalah nama lain dari titik kesetimbangan. Jika

demikian maka titik kesetimbangannya adalah p* = x*,y* dan penyelesaian
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solusi konstannya adalah x = x*,y = y* (untuk sembarang t) adalah suatu
solusi konstan (Robinson, 2004).
Jika sistem (2.9) adalah linier dengan koefisien konstan maka sistem

autonomous memiliki bentuk berikut:

WX ax+b

— =ax + by

dr (2.10)
Y cx+d

dt =CcXx y

dengan a, b, c dan d merupakan konstanta. Misalkan ad — bc # 0 maka salah
satu titik kritis pada persamaan (2.10) adalah titik (0,0) serta bentuk persamaan
karakteristiknya adalah
A —(a—d)A+(ad—bc) =0 (2.11)

dimana A, dan A, adalah akar-akar karakteristiknya.
2.1.4 Sistem Dinamik

Sistem dinamik umumnya dipahami sebagai masalah dunia nyata yang
telah direpresentasikan secara matematis menggunakan persamaan diferensial.
Persamaan ini mengandung parameter yang saling berkaitan, dan perubahan
parameternya akan mempengaruhi seberapa stabil kesetimbangan dari titik
tersebut.

Sistem yang umumnya bergantung pada waktu dinyatakan bentuk sebagai
berikut:

X1 = f1(xq, Xg, oo, X, £),

Xy = fo(x1, %9, e, X, £),

ng = f3(x1) xZ) "'1xn) t)) (212)

Xp = fn(x1, X2, o, Xp, t),
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dengan x = % dan f;(xq, x5, ..., X, t) Untuk i = 1,2, ...,n merupakan fungsi
umum dari x; = 1,2, ..., n dan waktu t. Oleh karena itu, bentuk kesetimbangan
akan terjadi apabila x, = 0 dimana i = 1,2, ..., n. Titik keseimbangan x* =
(x4, x5, ..., x,,) akan memenuhi berikut ini

fi(x1, X5, i, X, t) =0

fo(x1, %2, vy Xp, t) =0

f3(x1!x2J vy X t) =0 (213)

(X1, %0, oo, X, ) =0
dimana f;(x, X3, ..., xp, t) = 0 untuk i = 1,2, ..., n (Strongatz, 1994).

Berikut diberikan definisi titik kesetimbangan serta kestabilan dari sistem
(2.12).
Definisi 3. (Wiggins, 2003)
Titik x* = (xq, x5, ...,x,) € R™ merupakan titik kesetimbangan dari sistem
(2.12) apabila x, = 0, untuk i = 1,2, ..., n.

Contoh menentukan titik kesetimbangan:

Pada persamaan (2.1) dengan memisalkan & = 0, & 0, dan & -0
dt dt dt
maka persamaan tersebut menjadi :
x(t)
0=rx(t){1- raN ax(t)y(t) — Bx(t)z(t) — E;x(t) (2.14)
0 =6x(®)y(t) — by(t) — dy(t) — Exy(t) (2.15)

0 = 0x(8)2(t) — cz(t) + dy(t) — Esz(t) (2.16)
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Dengan memisalkan z(t) = 0. Kemudian, disubstitusikan ke persamaan
(2.16), maka diperoleh:
0=0x(t)z(t) — cz(t) + dy(t) — E5z(t)
0 = 6x(t)(0) — c(0) + dy(t) — E5(0)
0=dy(t)
Didapatkan bahwa z(t) bergantung pada y(t). Kemudian, ketika y(t) = 0
lalu disubstitusikan ke persamaan (2.15) maka :
0 = 6x(®)y(t) — by(t) — dy(t) — Exy(t)
0 = 6x(t)(0) — b(0) — d(0) — E,(0)
Diperoleh z(t) = 0 dan y(t) = 0, kemudian substitusikan ke persamaan

(2.14), maka diperoleh:

x(t)
0 =rx(t) <1 - T) —ax(t)(0) — Bx(t)(0) — E;x(t)
0 =rx(t) <1 - %) — E x(t)

rx()K —rx(t)> —E;xx(t)K =0
Sehingga didapatkan nilai z(t) =0, y(t) =0, x(t) =0dan x(t) =

x(t)=@. Maka didapatkan titik kesetimbangan pertama yaitu

(1 (O, vy, ()", z,(1)") = (0,0,0) dan titik kesetimbangan kedua
(2(6)", 728", 22(0)) = (F=2,0,0).

Definisi 4. (Wiggins, 1990)

Berikut diberikan definisi titik keseimbangan x* € R"™ dari sistem (2.12):



20

1. Titik kesetimbangan dikatakan stabil, jika untuk setiap € > 0 ada bilangan &
> (0 sedemikian sehingga setiap solusi x(t) yang memenuhi |x(ty) — x*| <
& berlaku |x(t) — x*| < € untuk semua t > t, dimana t, € R.

2. Dikatakan stabil asimtotik lokal, jika titik kesetimbangan x* € R™ stabil
dan ada a, > 0 sehingga untuk setiap solusi x(t) yang memenuhi |x(t,) —

x*| < ay maka berlaku tlim x(t) = x".
—00

3. Dikatakan tidak stabil, jika titik kesetimbangan x* € R™ tidak memenuhi
kondisi keduanya yaitu tidak stabil ataupun stabil asimtotik.

Tabel 2.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Dinamik (Boyce ,2009)

No Nilai Eigen Kestabilan Jenis
Ai,Aj ER

1. A, A2 >0 Tidak Stabil Node/Simpul

2. A, A2 <0 Stabil Asimtotik Node/Simpul

3. M<0<A, Tidak Stabil Saddle/Pelana

4. AM=24,>0 Tidak Stabil Node/Simpul

5. AM=21,<0 Stabil Asimtotik Node/Simpul

11’2=a+biEC

6. a>0 Tidak Stabil Spiral
7. a<o0 Stabil Asimtotik Spiral
8. a=0 Stabil Terpusat

2.1.5 Linierisasi PDB Autonomous

Persamaan Diferensial Biasa yang digunakan dalam penelitian ini bersifat
nonlinier, maka harus dilinierisasi terlebih dahulu. Linearisasi adalah metode
untuk mendekati persamaan diferensial linier dengan persamaan diferensial
nonlinier dalam memahami masalah diferensial nonlinier (Boyce, 1999). Model

akan dilinierisasi menggunakan matrik Jacobian.
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Definisi 5. (Thomas, 2014)
Misalkan terdapat x = (xq, x5, ..., x,, t) yang merupakan titik kesetimbangan
pada sistem (2.12), maka bentuk matriks Jacobi di titik x = (x4, x5, ..., xp,, t) dari

sistem tersebut yaitu

0h Oh - O]
dx; 0x, dx,
f, 0f, af>
JF®) =|ox, ox, ~ ox,
[0x; Ox, 0xp,

2.1.6 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Berikut diberikan definisi secara formal dari nilai Eigen dan vektor Eigen.
Definisi 6. Misalkan A adalah sebuah mariks yang berukuran n X n, maka
vektor bukan nol x berada di dalam R™ sehingga vektor x disebut sebagai vektor
Eigen dari A jika Ax merupakan sebuah kelipatan skalar dari x yaitu

Ax = Ix (2.17)
untuk sebarang skalar A € R. Dimana A adalah suatu nilai eigen atau nilai
karakteristik dari matriks A sedangkan suatu vektor eigen dari A yang berkaitan
dengan A disebut dengan x (Anton dan Rorres, 2004).

Untuk mentukan nilai eigen matriks A berukuran n x n dapat ditulis
sebagai berikut

(A—-ADx=0 (2.18)

Agar A menjadi bentuk nilai eigen, maka paling tidak terdapat satu solusi
yang tidak nol dari persamaan (2.18). Namun, persamaan (2.18) tidak memiliki
solusi sama dengan nol jika dan hanya jika

det(A—AI) =0 (2.19)
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sehingga persamaan (2.23) merupakan persamaan karakteristik dari matriks A
dan skalar yang memenuhi pada persamaan karakteristiknya disebut nilai eigen.
Diberikan contoh dalam menentukan nilai Eigen dan vektor Eigen dari
matrik A dengan ordo n X n sebagai berikut:
Contoh 2.1
Diberikan matriks
*= (_34 —_121)"
atau
X = Ax

Maka dapat juga ditulis persamaan diferensialnya adalah

dx;
E = _4x1 - sz
dx,
W = 3X1 11X2

Langkah I. mencari nilai Eigen
Nilai eigen akan diperoleh dengan menghitung
det(A—AI) =0

Kemudian substitusi nilai A dan juga matriks identitas, sehingga menjadi

G 526 Dl=0
Lalu kalikan A dengan I, maka
|(_34 —_121) B (61 ?1)| =0
Kemudian, operasi pengurangan dilakukan pada matriks sehingga diperoleh

|(_43_ ! —112— ,1)| =0
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Selanjutnya, hitung determinan matriks tersebut dan menghasilkan persamaan
karakteristik
A2 +1514+50=0
Lakukan pemfaktoran, sehingga didapatkan nilai eigen yaitu
Ay =-5dan 1, = -10
Langkah I1. mencari vektor eigen

Vektor eigen akan didapatkan dari perhitungan

(( — Al’)” =0
Nilai eigen pertama didapatkan A, = —5, lalu substitusi nilai A, I diperoleh
o ) -5 0\)\(V1)_
(( 3 —11) N ( 0 _5)> (vz) =0
Kemudian selesaikan operasi pengurangan pada matriks tersebut sehingga
1 =2\ (V1) _
(3 —6) (U2> =0
Kalikan kedua matriks sehingga didapatkan
Ul—sz :Odan3U1_6v2 :O
v1 = 2172
Missal v, = h maka v; = 2h, sehingga diperoleh vektor eigen yaitu
v 2h 2
W=(1)= =
v®=(,,) = () = ()
Sama halnya,vektor eigen kedua akan didapatkan dari perhitungan
-4 =2\ @) _
(( R Al’)” =0

dengan A, = —10 lalu substitusi nilai 4,1 diperoleh

(G 2= 90)G =0
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Lakukan operasi pengurangan pada matriks tersebut diperoleh
6 —2\ (V1) _
(3 —1) (vz) =0
Kalikan kedua matriks maka didapatkan
6171_2172 =0dan3v1—172 :0
172 == 3171

Missal v; = h maka v, = 3h, sehingga diperoleh vektor eigen yaitu

1%
v® = (5,) = (5) = (5)*
2.2 Keseimbangan Ekosistem dalam Alqur’an

Ekosistem merupakan suatu bentuk sistem interaksi atau hubungan yang
terjadi antara makhluk hidup dengan lingkungan. Sedangkan keseimbangan
ekosistem merupakan kondisi dimana suatu ekosistem dapat berjalan seimbang
dan harmonis. Sehingga, pada makhluk yang diciptakan oleh Allah SWT tidak
ada satupun yang tidak mengalami ketidakseimbangan.

Lingkungan akan dirugikan jika terjadi ketidakseimbangan di Bumi.
Kerusakan lingkungan tersebut disebabkan oleh tindakan manusia karena manusia
tidak bisa menjaga keseimbangan lingkungan. Seperti yang tersurat dalam
Alqur’an Surat Al-Qasas ayat 77.

40 AT TR Bl 5 AN (e Sliai (5 Y 35581 S0 20 L5 Ls &l 5

(YY) Caanedal St ¥ AT B e 5NT 8 LT &5 Y 5=t
”Dan carilah pada apa yang Telah dianugerahkan Allah kepadamu
(kebahagiaan) negeri akhirat, dan janganlah kamu melupakan bahagianmu di
dunia. Berbuat baiklah (kepada orang lain) sebagaimana Allah telah berbuat

baik kepadamu dan janganlah kamu berbuat kerusakan di bumi. Sesungguhnya
Allah tidak menyukai orang-orang yang berbuat kerusakan.

Menurut Imam At-Thabari (1999) dalam tafsirnya dijelaskan bahwa Allah

Berfirman “Wahai Qarun, jangan sekali kali kamu banggakan hartamu kepada



25

kaum-kaummu, akan tetapi carilah kebaikan untuk diakhirat dari harta yang Allah
anugerahkan kepadamu dalam ketaatan kepadanya didunia”. Kemudian, jangan
sia-siakan keberuntunganmu itu, hendaklah kamu melakukan sesuatu yang bisa
menyelamatkanmu dari hukuman Allah di akhirat nanti. Maksudnya adalah
janganlah kamu tinggalkan beramal untuk Allah selama didunia.

Jadi, dari ayat di atas menjelaskan bahwa berbuat baiklah kepada sesama
dan orang lain, sebagaimana Allah sendiri yang telah berbuat baik kepada Qarun
dengan melapangkan rezekinya, maka berbuat baiklah dengan cara kamu
melakukan infagq atau sedekah. Dan berhentilah untuk membuat kerusakan di
muka bumi ini atau melakukan sesuatu yang memang jelas dilarang oleh Allah
SWT kepada kalian seperti menganiaya orang kaum sendiri, sesungguhnya Allah
membenci hal yang demikian.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Didiharyono (2021) menganalisis tentang stabilitas model dua predator dan
satu prey dengan pemanenan dalam populasi pengelolaan perikanan. Variabel
model yang digunakan pada penelitian Didiharyono (2021) terdiri dari dua
variabel predator yakni y(t) sebagai ikan Mujair, z(t) sebagai ikan Nila dan satu
prey yakni x(t) sebagai ikan Butini. Model yang digunakan pada penelitian
Didiharyono (2021) ini bersifat nonlinier. Interaksi yang terjadi yaitu kedua
predator memangsa populasi prey. Diasumsikan pertambahan populasi prey
diawal naik secara logistik. Selain itu terdapat tingkat konversi pada predator
pertama sebesar d. Di sisi lain, karna prey adalah makanan utama bagi predator,

maka ketika tidak adanya populasi prey akan mengakibatkan terjadinya kematian
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alami pada kedua predator. Sehingga, perlulah adanya campur tangan manusia
berupa pemanenan konstan.

Model yang digunakan pada penelitian Didiharyono (2021) ini bersifat non
linier. Metode penyelesaian yang dilakukan yaitu analisis dinamik dimana titik
ekuilibrium positif dari model dianalisis melalui model linierisasi dan stabilitas
Routh Hurwitz. Analisis model dilakukan penentuan nilai Eigen dengan cara
menggunakan analisis kestabilan. Berdasarkan nilai Eigen yang diperoleh
Didiharyono (2021) dapat dikelompokkan kondisi kestabilan titik tetapnya
kedalam bentuk tabel. Dari hasil analisis, terdapat kondisi tertentu yang membuat
titik kesetimbangan positif stabil asimtotik serta dari penelitian tersebut
menghasilkan model yang sesuai dimana populasi predator-prey dalam ekosistem
dapat dikelola dengan baik.

Sehingga metode ini cocok untuk analisis pada masalah penelitian ini, serta
kedalaman pada penelitian ini yaitu dilakukan analisis stabilitas dua predator dan
satu prey dalam pengelolaan perikanan serta dilakukan simulasi dari adanya
perubahan nilai parameter. Maka tepat sekali jika metode penelitian ini merujuk
pada Didiharyono (2021), akan tetapi model yang digunakan pada penelitian ini

adalah hasil memodifikasi kembali model dari penelitian Didiharyono (2021).



BAB Il
METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan yaitu penelitian studi pustaka atau
kepustakaan. Metode kepustakaan merupakan suatu bentuk pendekatan penelitian
kualitatif.
3.2 Pra Penelitian

Tahapan yang perlu dilakukan sebelum melakukan penelitian yaitu
melakukan perencanaan terdiri dari menelaah model Didiharyono (2021)
kemudian mengkaji lebih mendalam isi yang ada pada penelitian Didiharyono
(2021). Selanjutnya, membedah setiap variabel model yang ada pada penelitian
Didiharyono (2021) sehingga dapat mengetahui interaksi apa saja yang terjadi
didalamnya.
3.3 Tahapan Penelitian

Berikut ini langkah-langkah dalam menyelesaikan penelitian:

1. Melakukan analisis modifikasi model dua predator dan satu prey pada
pengelolaan perikanan dengan pemanenan populasi x(t),y(t) dan z(t)
dengan penambahan yu, dan u,, yaitu
a. Model yang didapat dari jurnal dimodifikasi menjadi model baru dengan

mendefinisikan interaksi yang terjadi.
b. Data yang dibutuhkan pada model sesuai pada penelitian Didiharyono

(2021).
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Menganalisis kestabilan model dua predator dan satu prey pada pengelolaan

perikanan dengan pemanenan populasi x(t),y(t) dan z(t) dengan

penambahan p; dan p,, yaitu

a. Menentukan titik tetap

b. Menjalankan model melalui proses linierisasi dengan matriks Jacobian.

c. Menentukan nilai Eigen dari matriks Jacobian.

d. Dianalisis kestabilannya sesuai Tabel 2.3.

Melakukan hasil simulasi beserta interpretasi dari model dua predator dan

satu prey pada pengelolaan perikanan dengan pemanenan populasi

x(t),y(t) dan z(t) dengan penambahan u, dan u,, yaitu

a. Melakukan simulasi terhadap model dua predator dan satu prey pada
pengelolaan perikanan dengan pemanenan populasi x(t), y(t) dan z(t)
dengan penambahan pu, dan u,.

b. Menginterpretasi hasil simulasi terhadap model dua predator dan satu
prey pada pengelolaan perikanan dengan pemanenan populasi x(t), y(t)

dan z(t) dengan penambahan p; dan u,.



BAB IV
PEMBAHASAN

4.1 Analisis Modifikasi Model Dua Predator dan Satu Prey

Model interaksi terjadi pada tiga spesies atau disebut model rantai makanan

tiga spesies, dimana terdapat dua predator dan satu prey yang saling memakan

satu sama lain dalam lingkup perairan. Model matematika dua predator dan satu

prey ini diambil dari jurnal penelitian Didiharyono (2021), dengan menganggap

x(t) sebagai banyaknya populasi prey dengan ukuran kecil pada waktu t, y(t)

sebagai banyaknya populasi predator pertama dengan ukuran besar pada waktu t,

dan z(t) sebagai banyaknya populasi predator kedua dengan ukuran besar pada

waktu t. Sehingga dari model didiharyono (2021) pada persamaan (2.1) akan

dimodifikasi kembali dengan memberikan asumsi tambahan dalam model yaitu

1.

Terjadinya interaksi predator pertama dan prey dapat menyebabkan adanya
tingkat konsumsi predator pertama ukuran berapapun oleh prey sebesar
(p1x(£)y(¢)), karena prey sifatnya herbivora sehingga ada kemungkinan
untuk memangsa populasi lain ketika prey tersebut berkelompok.

Dari interaksi predator kedua dan prey juga menyebabkan adanya tingkat
konsumsi predator kedua ukuran berapapun oleh prey sebesar
(uzx(t)z(t)).

Berikut ini diberikan diagram kompartemen model dua predator dan satu

prey pada penelitian ini yaitu sebagai berikut:

29
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)
‘ -
»| Mujair Besar ——» by
atau
u, | Predator kedua (z)
x (1 _f) Butini Kecil l E,
K atau dy
Prey (x)
l X
A 4
He Nila Besar
E, atau >
»|  Predator pertama

B
Es
0
Gambar 4.1 Diagram Kompartemen dengan Penambahan Parameter u4dan u,.

Setelah mengkaji lebih mendalam terkait model dua predator dan satu prey
dengan pengembangan asumsi di atas, maka model yang menjadi fokus pada

penelitian ini yaitu sebagai berikut:

(dx(t) x(t)
e = O 1-—— | —ax(®)y(®) - fx(O)z() — Eyx(t)
dy(t)
V= = 0x©y(©) — by(®) —dy(®) = Exy(®) —mx(®y(®)  *D
dz(t)
S Ox(t)z(t) — cz(t) + dy(t) — E5z(t) — u,x(t)z(t)
Dimana:
Uy : Tingkat konsumsi predator pertama ukuran berapapun oleh prey
Ua : Tingkat konsumsi predator kedua ukuran berapapun oleh prey

Tabel 2.4 Nilai Parameter Asumsi.

Parameter Nilai Sumber Satuan
. 1
Uq 01 Asumsi _—
ekor - waktu
. 1
Us 01 Asumsi _
ekor - waktu
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Berdasarkan hasil percobaan, rentang parameter asumsi berada pada nilai
0<p; <04 dan 0 < u, <0,4. Sehingga pada penelitian ini diambil nilai
parameter 0.1 karena pada nilai asumsi tersebut telah menghasilkan nilai yang
bagus. Dalam hal ini, karena kecil sekali kemungkinan prey memakan predator

pertama dan predator kedua.

4.2 Analisis Kestabilan Model Dua Predator dan Satu Prey
Berikut tahapan-tahapan dalam menentukan kestabilan yaitu mencari titik
tetap terlebih dahulu kemudian melakukan linierisasi, dan yang terakhir
menentukan Kkestabilan pada setiap titik tetapnya. Sehingga pada tahapan

pertama ini yaitu menentukan titik tetap terlebih dahulu. Menurut definisi 3,

titik tetap dari persamaan (4.1) akan diperoleh dengan cara d’;—(tt) = O,dZ—(tt) =0,
dan dz(tt) = 0. Sehingga bentuk persamaan (4.1) menjadi
x(t)
0=rx(t)|{1- ra ax(t)y(t) — Bx(t)z(t) — E;x(t) (4.4a)
0 =8x(®)y(t) — by(t) — dy(t) — Ey(t) — pax(®)y(t) (4.4b)
0 =0x(t)z(t) —cz(t) + dy(t) — E3z(t) — ux(t)z(t) (4.4¢)

4.2.1 Analisis Titik Tetap
1. Pada titik tetap pertama yaitu TE; = (x1,¥1,21)

Akan ditentukan (x;%,y,%,z;") untuk titik tetap pertama, maka
substitusikan terlebih dahulu ketika x(t) = 0 pada persamaan (4.4b) sehingga
persamaannya menjadi

0 =6x(0)y(t) — by(t) —dy(t) — Ey(t) — mx(t)y(t) (4.5)
Sehingga dari persamaan (4.5) akan didapatkan y(t) = 0. Selanjutnya

substitusikan x(t) = 0 dan y(t) = 0 ke persamaan (4.4c) maka diperoleh



32

0=0—cz(t) +0—-0-0
Atau dapat ditulis

0 = —cz(t) (4.6)
Dari persamaan (4.6) diperoleh

z(t) =0
Sehingga didapatkan titik tetap pertama yang memenuhi persamaan (4.4)
adalah TE;" = (xy,y1,27;) = (0,0,0). Dapat dikatakan bahwa ketika tidak
adanya populasi prey, maka kedua predator tidak bisa bertahan hidup.
2. Pada titik tetap kedua TE, = (x3,¥2,22)

Akan ditentukan (x,*,y,",z,") untuk titik tetap kedua, substitusikan
terlebih dahulu ketika z(t) = 0 pada persamaan (4.4c) maka:

0=0x(t)z(t) —cz(t) + dy(t) — E3z(t)—u,x(t)z(t)

0=0—-0+dy(t)—0—0 (4.7)
Dari persamaan (4.7) diperoleh

y(@©) =0

Kemudian substitusikan y(t) = 0 dan z(t) = 0 pada persamaan (4.4a) maka:

0 =rx(t) <1 — %) —ax(t)y(t) — Bx(t)z(t) — E;x(t)

0 =rx(t) <1 — %) —0—-0—-E;x(t) (4.8)
Persamaan (4.8) dapat ditulis
x(t)
0 =rx(t) <1 — T) — Ex(t) (4.9)

Bentuk sederhana dari persamaan (4.9) yaitu

rx()K —rx(t)? — E;xx(t)K = 0 (4.10)
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Dari persamaan (4.10) diperoleh

x(t) = M (4.11)

Sehingga didapatkan titik tetap kedua yang memenuhi persamaan (4.4) adalah

K(r

TE," = (x3,V3,2;) =( T_El),o, O). Dari titik tetap yang diperoleh maka

dapat diketahui bahwa prey akan tetap dapat eksis meskipun tidak ada populasi
predator pertama dan predator kedua, dengan syarat laju pertumbuhan
intrinsik prey harus lebih besar dari laju upaya pemanenan prey (r > E;).
3. Pada titik tetap ketiga TE; = (x3,y3, 23)
Akan ditentukan (x5, y3%,z3*) untuk titik tetap ketiga, maka
substitusikan terlebih dahulu y(t) = 0 pada persamaan (4.4c) maka:
0=0x(t)z(t) —cz(t) + dy(t) — E3z(t) — ux(t)z(t)
0=0x(t)z(t) —cz(t) + 0 — E3z(t) — ux(t)z(t)
0=00—puy)x(t)z(t) — (c + E3)z(t) (4.12)
Persamaan (4.12) dapat ditulis
—(0 — uy)x(t)z(t) = —(c + E3)z(t) (4.13)

Dari persamaan (4.13) diperoleh

c+E;
x(t) =
0 —
C+E3

Diperoleh x(t) = , kemudian mencari z(t) dengan mensubtitusi x(t)

0—u;

pada persamaan (4.4a) maka

0 =rx(t) <1 — %) —ax(t)y(t) — Bx(t)z(t) — E;x(t)
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(7=

C+E3 H—HZ C+E3
0= (2) 1582
0 —u, K 0 — u y(®)
c+E3) c+E;
- z(t)—E( )
ﬁ<9_#2 ! 0 —u,
r(c+E r(c+E))? a(c+E c+E
o TCHE) B aCtE) o flEtE)
0 — u; K(6 — up) 0 — 0 — u;
E,(c+E5)
0 —u,
0

_TK(c+ E3)(0 — pp) —1(c + E5)® — aK(c + E5) (6 — pp)y (1)
B K(0 — p2)?

_ BK(c+ E3)(0 — pp)z(t) — E1K(c + E3) (6 — 1)
K(6 — uz)?

(4.14)

Persamaan (4.14) menjadi
0=—(c+E;)(Ky(t)ab — Ky(t)au, + Kz(t)0 — Kz(t)Bu, — Kré
+ Kru, + KOE, — KE u, + cr + rE3) (4.15)
& (c+ E3)(KBO — KBuy)z(t)
=—(c+E;)(Ky(t)ab — Ky(t)au, — Kr0 + Kru, + K6E,
— KE u, + cr + rE3) (4.16)
Kemudian pada persamaan (4.16) didapatkan z(t) yaitu

Ky(t)ad — Ky(t)au, — Kr0 + Kru, + KOE; — KE u, + cr + rE;
KB6 — KBu,

z(t) =

Atau dapat ditulis

z(t)

(a8 —apy)Ky(t) — Kr6 + Kru, + KOE, — KEpp + cr + 7Ej3 4.17)
KB (6 — ) .
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Kemudian substitusi y(t) = 0 pada persamaan (4.17) maka diperoleh

KT‘H - KT‘,uz - K9E1 + KEll'l‘Z — Cr — TE3
KB(0 — uz)

z(t) =
Sehingga didapatkan titik tetap ketiga yang memenuhi persamaan (4.4) adalah
TE5" = (x3,¥3,23)

(c+E3 0KrB—Kr,uz—K9E1+KE1,uz—cr—rE3>
0—u KB(6 — p2)

Dari titik tetap ketiga maka dapat diketahui bahwa prey dan predator kedua
tetap dapat eksis meskipun tidak ada populasi predator pertama, dengan syarat
laju predator kedua memangsa prey harus lebih besar dan tidak boleh sama
dengan laju tingkat konsumsi prey terhadap predator kedua ukuran berapapun
(6 > uy) dan (0 # uy).

4. Pada titik tetap keempat TE, = (x4, V4,24)

Ketika x(t) #0,y(t) # 0, dan z(t) # 0 maka akan ditentukan
(x4",y4",2,") untuk titik tetap keempat, dan x(t) akan didapatkan pada
persamaan (4.4b) yaitu

0 =6x(0)y(t) — by(t) —dy(t) — Exy(6) — mx(t)y(¢)

0=(6 —p)x@y@®) — (b+d+E)y(t)

= (0 —pu)x@)y) =—(b+d+Ey)y(t) (4.18)

Dari persamaan (4.18) akan diperoleh

b+d+E
x(t) = ——=
6 —
. . L b+d+E,
Kemudian, untuk mencari z(t) substitusikan x(t) = ram pada persamaan
—H1

(4.4a) maka



0 =rx(t) <1 — %) —ax(t)y(t) — Bx(t)z(t) — E;x(t)

(b+d+E2)

N 6w

0= (b+d+E2)
=7r K

(b+d+E2
—a|l——
6 —

5L )y(t)

()0 -m () @a9)

Persamaan (4.19) dapat ditulis

0= rb+d+E,) r(b+d+E)? ab+d+Ey)y(t)

8 — (6 —m)*K §—w
B(b+d+Ey)z(t) E,(b+d+E,)
8 — 6 —w

0

_Kr(b+d +E;)(8 — ) — Kr(b +d + E;)?

(6 —m)*K
_Ky@®a(b+d+E;)(6 — ) —Kz()B(b +d + E;)(6 — py)
(6 —u)’K
+E;(b+d+E,))(6 —pq)
- @ 1)K (4.20)

Pada persamaan (4.20), kalikan penyebut dengan 0 sehingga diperoleh
0=—(Mb+d+E)Ky(t)ad — Ky(t)au, + Kz(t)B6 — Kz(t)Bu,
— Kér + KSE, + Kru, — KEjuq + br +dr
+rE,)
0=—(Mb+d+E,)KBS—KBu)z(t)
—(b+d+E)(Ky(t)ad — Ky(t)au, — Kér + KSE,

+ Kry, — KEjpuq + br + dr + rE,)
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< (b+d+Ey)(KBS —KBuy)z(t)
=—(b+d+E)Ky(t)ad — Ky(t)au, — Kér + KSE;
+ Kry, — KE puq + br + dr + rE,) (4.21)

Persamaan (4.21) diperoleh

z(t)
Ky(t)ad — Ky(t)au, — Kér + K6E; + Kryu; — KEjuq + br + dr + rE,
KBS — KBy
Atau dapat ditulis
z(t)
KB(6 — )
dengan

p = (Kér — KSEy — Kruy + KEju; — br —dr — rE5)
Sehingga diperoleh

_Ky®apu, — Ky(©)asd +p

2 KRG — )

(4.22)

Dari hasil z(t) pada persamaan (4.2) diperoleh bahwa z(t) masih begantung
pada y(t), maka akan dicari y(t) terlebih dahulu dengan cara mensubtitusi

x(t) dan z(t) pada persamaan (4.4c), sehingga diperoleh

0 =0x(t)z(t) —cz(t) + dy(t) — E5z(t) — u,x(t)z(t)
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_o (b +d+ Ez) <KY(t)au1 — Ky(t)as +p )
N - KB( — )

<Ky(t)au1 — Ky(t)as +p

KRG — ) >+d””

B (Ky(t)aul —Ky(t)as +p )
’ KB(S — uy)

L (b +d+ Ez) <K}’(t)a#1 — Ky(®)ad + p> (4.23)

6 —m KB(6 — p1)
Persamaan (4.23) dijabarkan sehingga dapat ditulis

0

B 0Ky(t)au,(b +d + E,) —0Ky(t)ad(b+d + E,) + 6p(b+d + E,)
B KB(6 — p1)?

cKy(t)au, — cKy(t)as + cp E;Ky(t)ap, — EsKy(t)ad + Esp
KB(6 — i) KB(6 — py)

_Ky@®ap, (b +d + E) — 1, Ky(®)ad(b + d + E;) + (b +d + E3)p
KB(6 — uy)?

+ dy(t) —

0 (6Ky(t)au,b + 6Ky(t)au,d + 0Ky (t)au, E,

" KBS — uy)?

— 0Ky(t)adb — 6Ky(t)add — OKy(t)adE, + 6bp + Odp

+ 0E,p) — (cKy(®)ap, — cKy(t)ad + cp)

__
KB(6 —uq)

+ dy(t) — (EsKy(t)au, — EsKy(t)ad + Esp)

__t

KB(6 — u1)
1

~ RBG oz Ky Damb + pKy(©apd

+ Ky (@) ap E; — p,Ky(t)adb — p,Ky(t)add

— UKy (©)aSE; + pabp + pzdp + pzEzp) (4.24)
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Samakan penyebut pada persamaan (4.24) maka

_ 1
KB(S — )2

— O0Ky(t)adb — OKy(t)add — 6Ky (t)adE, + 6bp + 0dp

0 (BKy(t)au b + OKy(t)au,d + 0Ky (t)ap E,

+ 0E,p — cKy(t)adu, + cKy(t)au? + cKy(t)asd?
— cKy()adpu, — cpd + cpuqy + dy(t)KBS? — 2dy(t) KBS,
+ dy(t)KBu? — Ky(t)adu, + EsKy(t)au? + E;Ky(t)as?
— EsKy(t)adp, — Esp + Espqp — uKy(H)ap, b
— UKy () ap,d — p, Ky(t)ap E; + upKy(t)adb
+ uKy(t)add + p, Ky (t)adE; — pabp — updp — paEsp)
Sehingga dapat ditulis
0 =0Ky(t)au b + 0Ky(t)aud + 0Ky(t)au E, — 0Ky (t)adb
— 0Ky(t)add — OKy(t)adE, + 6bp + 0dp + OE,p
— cKy(®)adu, + cKy(t)au? + cKy(t)ad? — cKy(t)adu,
—cpd + cppy + dy()KBS? — 2dy (KBS, + dy(O)KBui
— Ky(t)adu, + EsKy(t)au? + EsKy(t)ad? — E3Ky(t)adu,
— E36p + Espuyp — o Ky (O ap b — u Ky () ap, d
— L Ky(t)au E, + u, Ky(t)adb + u,Ky(t)add

+ u Ky (@) abE; — pabp — ppdp — upEzp
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= —(6Ky(t)au,b + 6Ky(t)au,d + 6Ky(t)au E, — OKy(t)adb
— 0Ky(t)add — 0Ky (t)adE, — cKy(t)adu, + cKy(t)au?
+ cKy(t)ad? — cKy(t)abu, + dy(t)KBS6?% — 2dy(t) KBSy,
+dy(O)KBui — Ky(t)adu, + EsKy(t)aui + EsKy(t)as?
— EsKy()adpy — p Ky () apb — pKy(tau, d
— ke Ky(©ap E; + pKy(£)adb + u;Ky(t)add
+ u,Ky(t)adE,)
= (b6 — bu, — cé +cuy +d6 —du, — 6E5 + 0E, — E,u,
+ E3pig)p (4.25)
Persamaan (4.25) menjadi
(—6Kau,b — 0Kaud — OKau E, + 6Kadb + 0Kadd + 6KadE, + cKadu,
— cKab? + cKadu, — dKB5% + 2dKBSu, — dKBu?
— EsKau? — E;Kad? + EsKadu, + uyKap b + pyKap,d
+ u,KapuEy — uy Kadb — u, Kadd — u, KadE,)y(t)
= (b —bu, —cé + cuy +d6 —du, — 6E; + 0E, — Eyu,
+ Esuq)p
Sehingga dari penjabaran persamaan (4.26) akan diperoleh

(b6 — buy —c6 + cuy +d6 —du, — 6E; + OE, — E;uy + Espq)p
Kt(8 — uq)

y(t) =

dengan
y = (b0 — bu, —cbd + cuy +d6 — du, — §E; + OE, — Eyu, + Espy)
T = (abl — abu, — acd + acy, + adb — ady, — adEs + abE, — aE,u,

+ aEspy — fdé + Bdpy)
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Maka dapat diperoleh

vp
t) = ———V———
y(®) Kt(6 — )
Lalu substitusikan y(t) = #’im pada persamaan (4.22) maka diperoleh
dp
z(t) = e (4.27)

Sehingga didapatkan titik tetap keempat yang memenuhi persamaan (4.4)

adalah

b+d+E, Yp dp)
§—p 'Kt(6d—u) Kt

TEy = (X4, Y4, 24) = (

Dari titik tetap keempat yang diperoleh maka dapat diketahui bahwa ketiga

populasi yaitu prey, predator pertama dan predator kedua dapat hidup secara

berdampingan, dengan syarat laju predator pertama memangsa prey harus

lebih besar dari tingkat konsumsi prey terhadap predator pertama ukuran
berapapun (8§ > u,) dan (6 # uy).

Berdasarkan analisis titik-titik tetap, dapat disimpulkan bahwa terdapat

empat titik tetap dengan syarat eksistensi sebagai berikut:

a. TE;" (x*,v%z*) =(0,0,0),

b. TE,"(x*,y*,z*) = (@O 0) dengan syarat eksistensi r > E;.

c+E3 KrO0—Kru,—KOE{+KE{u,—cr—rE3
6-uy "’ KB(6—p2)

c. TE;"(x*,y", 2%) :( ) dengan syarat

eksistensi 8 > u, dan 6 # u,.

b+d+E, Yp dp
8—py ' Kt(6-pq) Kt

d. TE,"(x*,y*,z") = ( ) dengan syarat eksistensi § > p,

dan 6 #+ u,.
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Setelah mendapatkan titik tetap, langkah selanjutnya yaitu melakukan
tahap linierisasi pada model.

4.2.2 Linierisasi

Linierisasi merupakan proses mentransformasikan persamaan diferensial
nonlinier menjadi persamaan diferensial linier yang dilakukan dengan
menggunakan metode deret Taylor disekitar masing-masing titik tetapnya.
Dari model dua predator dan satu prey pada persamaan (4.2) akan dimisalkan
bahwa

fG,y,2) = Tx(® (1 - %) — ax(t)y(t) — Bx(®)2() — E1x(t)

9(x,y,z) = 6x(O)y(t) — by(t) — dy(t) — Ey() — u,y(¢)
h(x,y,z) = 0x(t)z(t) — cz(t) + dy(t) — E3z(t) — p,z(t)

(4.28)

Persamaan (4.28) dapat menjadi bentuk
x(t) = f(x,9,2)
y(t) =g(xy,2)
Z(t) = h(x,y, z)
Proses linierisasi di sekitar titik tetap (x;*, ;% z;*) dimana i = 1,2,3,4 dengan

deret Taylor sebagai berikut:

dt = f(x;" "z )+a Oaqn oyt z) (x () — x7)
+@(Xi iz )y —y") +£(xi Vi 2" )(2(t) — z7)
T 9"y, zi )+a(xi Y5z ) (x () — x*)

+@(xi iz =y + o2 (ah v 27 (2(0) - 27)
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dz(t)
dt

oh
= h(x;",y;" z") + I %yt ) (x(t) — x7)

(xl 'yl v Zi )(y(t) y )+ (xl 'yl » Zi )(Z(t) —Z )
dimana x(t) = x(t) —x*, y(t) = y(t) —y*, z(t) = z(t) — z*. Keadaan ini
akan selalu berlaku f(xi*,yi*,zi*) = g(xi*,yi*,zi*) = h(xi*,yi*,zi*) =0,i =

1,2,3,4 sehingga persamaanya menjadi

d d d
);(tt) =_f(xl itz )x(t) +_f(xl Syt 2y () +_f(xz it 2"z (t)
d d
DD 20 (e + Gy WO + G m O (429)
dz(t) _ oh a
Tt = g vz + o (xl Y2 )y () + (xl i 2")z(t)

Setelah dilinierisasi kemudian akan dihitung nilai Eigen dari setiap titik tetap

melalui matriks Jacobian. Sehigga pada sistem (4.29) dapat ditulis dalam bentuk

matriks
dx(t)\ (OF o Of
dt dx 0Jdy 0z
ay® | _|2g 09 ag
dt dx 0Jdy 0z
dz(t) dh 0h Oh
dt ax dy 0z

(xivizi)
Kemudian turunkan setiap persamaan (4.28) terhadap x, y dan z sebagai berikut

1. Terhadap x(t)

0 2

0
52 = YO~ my(©
oh

9%(0) = 0z(t) — upz(t)
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2. Terhadap y(t)

dg
ay(t)

oh
ay(t)

3. Terhadap z(t)

of
ozt~ @

=6x(t) —ux(t) —b—d—E,

d

dg
az(t) 0

oh
T(t) = 0x(t) —upx(t) —c—E3 —

Maka didapatkan bentuk matriks jacobiannya (A) yaitu

Ji1 Jiz Jis
A=1lz1 J2 ]23] (4-30)

J31 Jz2 J33

dengan
2rx(t)

Jiu=r-— K ay(t) — pz(t) — E;
J12 = —ax(t)
Jiz = —Bx(t)

Ja1 = 6y (t) — iy ()

Joz = 6x(t) — ux(t) — b —d — E,
Joz =0

Ja1 = 0z(t) — paz(t)

J52=d
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Jaz = 0x(t) — pox(t) — ¢ — E3
Persamaan (4.30) adalah bentuk matriks Jacobian untuk model dua predator dan
satu prey.
4.2.3 Analisis Kestabilan Pada Titik Tetap
1. Pada titik tetap pertama yaitu TE; = (x41,¥1,21)

Matriks Jacobi dari titik tetap pertama diperoleh

r—E; 0 0
A=| 0 —b—-d-E, 0
0 d —c—E;

Nilai Eigen akan dicari dengan

det(A—AI) =0
r—E, 0 0 20 0

det( 0 -b—d-E 0 |-fo 2 oD:o (4.31)
O d _C_E3 0 O A

Dari persamaan (4.31) dapat ditulis

r—E 0 0 A 00
0 —b—d-E, 0 —-10 A 0] =0
0 d —c—E; 0 0 A
Sehingga didapatkan
r—E —2A 0 0
0 —b—d—E,— 21 0 =0
0 d —c—E;— 2

Sehingga untuk titik tetap pertama TE; diperoleh nilai Eigen yaitu
/11:7"_E1 /12:_b_d_E2 /13:_C_E3
Dengan mensubtitusi nilai parameter, maka didapatkan nilai Eigen yaitu

/11 = 1,5 AZ == _1,4 /13 = _1,5
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Berdasarkan hasil nilai Eigen tersebut disimpulkan bahwa titik tetap pertama
TE; = (0,0,0) tidak stabil karena terdapat nilai Eigen yang bernilai positif
pada 4.

2. Pada titik tetap kedua TE, = (x3,¥3,22)

Matriks Jacobi dari titik tetap kedua diperoleh

r—E; aK(r — E;) BK(r — E;)
e
A=
0 J22 0
0 d J33
dengan
OK(r — E K(r—E
Jyy = (r 1)_.“1 (r 1)—b—d—E2

r r

OK(r — Ey) _ oK (r — Eq) _

= c—F
J33 - - 3

Nilai Eigen akan dicari dengan

det(A—AI) =0

r(l—r_E1>—r _aK(r—El) _ﬁK(r—El)

det T r r
0 J22 0
0 d J33
20 0
—lo 2 o]]=0 (4.32)
00 2



Dari persamaan (4.32) dapat ditulis

r(l—r_El)—r _aK(r—El) _,[?K(r—El)

r r r
0 J22 0
0 d Js3
A 00
—[0 A 0]=0
00 2

Sehingga didapatkan
K(r—E K(r—E
r—r4+E—r—2 _a (r 1) _ﬁ (r 1)
r r 0

0 Joz =4 0
0 d J3z — 4

Sehingga untuk titik tetap kedua TE, diperoleh nilai Eigen yaitu

/11=—T+E1
Az =2z
0K(r — E K(r—E
_ (TT 1)_.“1 (r 1)—b—d—E2

_ SKT - 5KE1 - 'ulKT + ,ulKEl
r

_b_d_E2

_ O0Kr — 6KEy — iy Kr + iy KEy — br — dr — E,r
r

_(6r —6Ey — pur + i Ey)K — br — dr — Epr
r

_OK(r—E) _ pK(r — Ey)
r r

A3 —c—E;

_ GKT - BKEl - MZKT + ,LLZKEl
r

_C_E3

_ OKr — OKE, — 1pKr + i, KEy — cr — Esr
r

47
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_ K(Or + uyEy) — OKEy — pKr — cr — Esr
r

Dengan mensubtitusi nilai parameter, maka didapatkan nilai Eigen yaitu
A =-15 1, =3735 A3 =-373,6

Berdasarkan hasil nilai Eigen tersebut dikatakan bahwa TE, = (K(r;El), 0, 0)

tidak stabil karena terdapat nilai Eigen yang bernilai positif pada A, dan A5.
3. Pada titik tetap ketiga TE; = (x3,y3,Z3)

Matriks Jacobi dari titik tetap ketiga diperoleh

11 Jiz Ji3
A=1Jz1 J2z J23
31 Ja32 J33
dengan
2r(c+ E;) Kr60 —Kru, — KOE, + KE;uy — cr —rE;
Ju=1r-— - —E
(0 — u)K (6 — u)K
a(c+ E3)
Jiz =
(0 — 1)
B(c + Es)
Jis = =%
(0 — uz)
J21=0

5(c +E3) _ p(c + E3)

= —b—-—d-E
2 =) T o m) :
J23 =0
Ty = 0(Kr0 — Kru, — KOE, + KE;u, — cr — rE;
° KB(6 — uz)
U, (Kr@ — Kru, — KOE, + KE u, — cr — rE;
KB — uz)

]32=d
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_ 6(c + E3) B o (c + E3) B
33 (0 —up) (6 — uyp)

c—E;

Dengan mensubtitusi nilai parameter, sehingga didapatkan

-0,006 -1,5 -1,875]x
A= 0 0,1 0 ] [yl
1,1952 0,3 0 z

Nilai Eigen akan dicari dengan

det(A — AI) =0
—~0,006 —-15 —1,875] [1 0 0

det( 0 0,1 0 ]—[0 A 0D=0 (4.33)
1,1952 0,3 0 00 2

Dari persamaan (4.33) dapat ditulis

0 0,1 0 0 42 0f|=0

-0,006 -1,5 —1,875] [/1 0 O]
1,1952 0,3 0 0 0 2

Maka diperoleh

-0,006 -4 -1,5 -1,875
0 0.1-2 0 =0
1,1952 0.3 0-1

Sehingga untuk titik tetap ketiga T E5 diperoleh nilai Eigen yaitu

A, =—0,003 4+ 1,49699398796388i

A, =01

A3 = —0,003 4+ 1,49699398796388i
Menghitung persamaan karakteristik pada titik tetap ketiga sangat rumit
sehingga digunakan substitusi nilai parameter. Berdasarkan hasil nilai eigen
yang diperoleh disimpulkan bahwa pada titik tetap ketiga yaitu TE; =
(3,75, 0, 2,988) menunjukkan kondisi tidak stabil, karena terdapat nilai

eigen positif pada A,. Sehingga dengan alasan yang sama dapat dikatakan
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bahwa populasi prey, predator pertama, predator kedua tidak dapat hidup

berdampingan yang akan membuat kepunahan di antara spesies tersebut.

4. Pada titik tetap keempat TE, = (x4,y4,24)

Matriks Jacobi dari titik tetap keempat diperoleh

11 Jiz i3
21 Jaz J23
31 Ja2 Js3
dengan
2r(b+d +E,) aow pdo
Jin=71— - — - - E;
(6 —u)K Kp(6 —u) Kp
a(b+d+E,)
Jiz =~ 5 —
H1
B +d+E,)
Jiz =~ 5 —
H1
i = dow Uiow
2 Kp(6 —u) Kp(6—py)
6(b+d+E b+d+E
by = ( 2)_/11( 2)—b—d—E2

8 — 86—
J23 =0

Odo u,do
Jsn=——7F——
Kp Kp

]32=d

6(b+d+E,) u,(b+d+E,)
6 — 6 —

33 — —c—E;

Dengan mensubtitusi nilai parameter, sehingga didapatkan

A =] 0,3146

—0,0056 —14 -1, 75“ l
0,9438 03 =01
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Nilai Eigen akan dicari dengan

det(A—AI) =0
-0,0056 —-1,4 -1,75 A 0 O

det( 03146 0 0 ]—[0 2 0D=0 (4.34)
0,9438 0,3 -0,1 0 0 A

Dari persamaan (4.34) dapat ditulis

0,3146 0 0 0 4 0

—0,0056 -1,4 —1,75] [/1 0 0]
0,9438 03 -01 0 0 2

Maka diperoleh

-0,0056 -4 -14 —-1,75
0,146 0-4 0
0,9438 03 —-01-2

Sehingga untuk titik tetap keempat TE, diperoleh nilai Eigen yaitu
A1 = —0,00279999999583650 + 1,44642737796296i
A, = —0,00279999999583650 — 1,44642737796296i
s = —0,1
Menghitung persamaan karakteristik pada titik tetap keempat sangat rumit
sehingga digunakan substitusi nilai parameter. Berdasarkan hasil nilai Eigen
tersebut dikatakan bahwa TE, = (3,5, 0,7865263158, 2,359578947)
menunjukkan kondisi Stabil Asimtotik karena semua nilai eigen yang
didapatkan bernilai negatif. Sehingga dapat dikatakan bahwa populasi prey,
predator pertama, predator kedua dapat hidup secara berdampingan.
4.3 Simulasi dan Interpretasi Grafik
Pada bagian ini akan digambarkan tentang keseimbangan antara populasi
prey, predator pertama dan predator kedua. Pada bagian pertama diberikan nilai

parameter r=1,6, K =1000, «a =04, =05, 6§=05, 6=0,5 d=0,3,
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b = 0,8, Cc = 1,3, U1 = 0,1, Uy = 0,1, E1 = 0,1, E2 = 0,3, E3 = 0,2 dan
diambil nilai awal X(0) = 40, Y(0) = 15, Z(0) = 15. Pada kasus ini, simulasi

model hanya dilakukan pada TE, sehingga didapatkan hasil sebagai berikut:

sof--+-+-H-

Populasi x(t), y(t),

20--+-+- -

T

i i
0 50

i
200
waktu (t) = hari

Gambar 4.2 Dinamika Lintasan untuk Populasi Prey, Predator Pertama dan Predator
Kedua Terhadap Waktu Yaitu t € [0,365]

X0, y(1). 2

Populasi

Gambar 4.3 Osilasi Sesuai Gambar 4.2

Berdasakan grafik hasil simulasi pada Gambar 4.2 dan Gambar 4.3 dapat
diketahui bahwa dalam satu tahun terjadi 37 osilasi, dari populasi prey dengan
nilai awal 40 ekor mengalami kenaikan yang cukup drastis pada hari ke-12 yaitu
mencapai suatu titik 63,5. Akan tetapi, kenaikan prey tersebut menyebabkan
populasi predator pertama dan predator kedua dengan nilai awal sebesar 15 ekor
kemudian mengalami kenaikan tepat di hari dimana prey memuncak dengan

selang beberapa jam masing-masing menuju ke suatu titik 15,2 dan 39.
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Kenaikan predator pertama dan predator kedua yang akhirnya
menyebabkan prey kembali menurun ke suatu titik 0,003. Sehingga dari
penurunan prey tersebut menyebabkan predator pertama dan predator kedua juga
mengalami penurunan di beberapa menit kemudian hingga masing-masing ke
suatu titik 0,004 dan 0,013. Kemudian, dari penurunan predator tersebut,
akhirnya prey kembali mengalami kenaikan.

Osilasi ini akan terus menerus hingga osilasi terakhir yaitu di hari ke-361
populasi prey menurun hingga mencapai nilai 0,05. Sehingga, pada hari yang
sama maka populasi predator pertama dan predator kedua juga mengalami
penurunan hingga mencapai nilai masing-masing 0,17 dan 0,16. Jadi dari hari ke
hari ketiga populasi akan selalu mengalami penurunan dan kenaikan, akan tetapi
tidak sampai pada kepunahan.

Selanjutnya akan dilakukan simulasi terkait batasan nilai u; dan u, untuk

mengantisipasi terjadinya kepunahan. Pertama ketika nilai parameter p; > u,.

T T T T T T
B0f--q------- Ammm e = m s = m s - mm s - prey

H 1 H 1 H H predator pertama
predator kedua

I R S Rt =

.
o

Populasi x(t), y(t), z(t)
=
i

5]
=3

0 50 100 150 200 250 300 350
waktu (t) = har

Gambar 4.4 Dinamika Lintasan untuk Populasi Prey, Predator Pertama dan Predator
Kedua Ketika u; = 0,2
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x(t). y(t), ()

Populasi

Gambar 4.5 Osilasi Sesuai Gambar 4.4

Pada Gambar 4.4 dan Gambar 4.5 dapat diketahui bahwa ketika nilai pu, =
0.2 artinya tingkat konsumsi prey terhadap predator pertama sebesar 0.2 atau
Uy > U, maka terlihat bahwa predator pertama cenderung akan punah pada hari
ke- 33 sedangkan predator kedua dan prey tetap dapat hidup dengan osilasi yang
terus menerus. Kemudian kestabilan tersebut terjadi jika TEg = (3,75,0,
2,9988). Hal ini tidak boleh dalam keseimbangan ekosistem karena terdapat satu

populasi yang berada di titik nol. Selanjutnya simulasi ketika nilai parameter y; <

Ha.

prey
predator pertama
predator kedua

@
=1
T
'
i
i
:
.

IS @ @ ~
3 3 3 =)
T T T T
¥ d ¥ 1
' ' ' '
+ + 0 V
| | \ |
i i i i

Populasi x(t), y(t), z(t)

w
=1
T
'
'
i

i
0 50 100 150 200 250 300 350
waktu (t) = hari

Gambar 4.6 Dinamika Lintasan untuk Populasi Prey, Predator Pertama dan Predator
Kedua Ketika u, = 0, 2
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Gambar 4.7 Osilasi Sesuai Gambar 4.6

Pada Gambar 4.6 dan Gambar 4.7 dapat diketahui bahwa ketika nilai p, =
0,2 artinya tingkat konsumsi prey terhadap predator kedua sebesar 0,2 atau p; <
U, maka terlihat bahwa prey hamper akan punah dan itu terjadi pada hari pertama,
sehingga kepunahan prey tersebut membuat predator pertama dan predator kedua

juga mengalami kepunahan. Selanjutnya simulasi ketika nilai parameter u; = u,.

prey
predator pertama
H H H : H predator kedua
LY L beeeeonend R e S R =
B ROt EEEETETEE: PEETEEEEY FEPEPTERE EEEETTPPE EEPRREEEE E
2wt beoreonne: e Eat S S
=
g ol S— S— — S— S—
3
2 : H :
a H [ H H H H H
20 - e REREEEEEET B
A
t 1 L
50 100 150 200 250 300 350

waktu (t) = hari

Gambar 4.8 Dinamika Lintasan untuk Populasi Prey, Predator Pertama dan Predator
Kedua Ketika u; = 0,4 dan u, = 0,4

H 5 : : v prey : : : H —
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3 ]
§ H

6 300
waktu (t) = hari waktu (1) = hari

Gambar 4.9 Osilasi Sesuai Gambar 4.8
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Pada Gambar 4.8 dan Gambar 4.9 dapat diketahui bahwa ketika nilai p; =
0,4 dan u, = 0,4 artinya tingkat konsumsi prey terhadap predator pertama dan
predator kedua sebesar 0,4 atau w; = u,. Maka terlihat bahwa ketiga populasi
tersebut dapat hidup secara berdampingan dengan banyaknya osilasi. Kemudian
kestabilan tersebut terjadi pada titik tetap TE; = (14, 0,77, 2,33). Selanjutnya

simulasi ketika nilai parameter u; = u, = 0,5.

Gambar 4.10 Dinamika Lintasan untuk Popula5| Prey, Predator Pertama dan Predator
Kedua Ketika u; = 0,5 dan u, = 0,5

waktu (1) = hari

Gambar 4.11 Osilasi Sesuai Gambar 4.10
Pada Gambar 4.9 dapat diketahui bahwa ketika nilai u; = 0,5 dan u, = 0,5

artinya tingkat konsumsi prey terhadap predator pertama dan predator kedua
sebesar 0,5 atau u; = u,. Maka terlihat bahwa ketiga populasi tersebut tidak
dapat hidup secara berdampingan yaitu pada hari ke-17 terjadi kepunahan pada
predator pertama dan predator kedua. Kemudian kestabilan tersebut terjadi jika
titik tetap TEg = (937,5, 0, 0). Hal ini tidak boleh dalam keseimbangan

ekosistem karena terdapat dua populasi yang berada di titik nol.
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Maka dari analisis di atas didapatkan empat titik tetap beserta kestabilannya
yaitu pertama TE;" = (0,0, 0) diketahui bahwa tidak ada syarat kestabilan pada

titik tetap pertama maka dikatakan tidak stabil secara umum. Kedua, TE,” =
(—K(T;El),O, 0) diketahui bahwa tidak stabil secara umum dan syarat eksistensi

yaitu laju pertumbuhan intrinsik prey harus lebih besar dari laju pemanenan
terhadap prey. Sehingga dalam hal ini, prey tetap dapat eksis meskipun tanpa

adanya predator.

Pada titik tetap ketiga, TE3* — (C+E3 ’O, KT@—KT#Z—K9E1+KE1.“2—CT—T'E3)

0—ps KB(6—p2)

dengan nilai parameter yang diberikan, maka secara khusus dikatakan tidak stabil
karna diperoleh nilai Eigen yang bertanda positif dan syarat eksistensinya berada
di titik tetap TE; = (3,75, 0,2,988). Hal ini, terlihat bahwa predator pertama

tidak dapat hidup berdampingan dengan prey dan predator kedua. Keempat,

b+d+E, Yp ap
-1 ' Kt(6-p1)’ Kt

TE4*=( ) dengan nilai parameter yang diberikan, maka

secara khusus dikatakan stabil Asimtotik karena diperoleh ketiga nilai Eigen
kompleks dan real bertanda negatif. Sehingga populasi prey, predator pertama
dan predator kedua dapat hidup secara berdampingan pada titik tetap TE, =
(3,5, 0,7865263158, 2,359578947).

Selanjutnya, dari ketiga perubahan nilai parameter u; dan u, di atas dapat
disimpulkan bahwa tingkat konsumsi p, harus tepat sama dengan u, dan hanya
berada pada maksimal kurang dari 0,4. Maka keseimbangan ekosistem tersebut
akan tetap terjaga dan kepunahan tidak terjadi. Artinya kecil sekali kemungkinan
predator dimakan oleh prey, akan tetapi kecil kemungkinan itu belum tentu tidak

ada, karena apabila prey berinteraksi dengan predator secara beramai-ramai atau
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berkelompok maka ada kemungkinan mujair mati karena dimakan oleh prey,
sehingga untuk nilai y; dan u, tetap ada dengan batas tersebut.

Sebagaimana dalam Alqur’an surat Ar-Rum ayat 41. Allah menciptakan
alam serta segala isinya dengan tepat dan sempurna. Dalam hal ini, keseimbangan
ekosistem akan tetap terjaga apabila masyarakat selalu memberi perhatian yang
baik terhadap lingkungan sekitar. Salah satu cara yang perlu dilakukan yaitu tidak
melakukan pemanenan yang berlebihan. Sama halnya dengan hasil pada
penelitian ini yaitu ada batasan nilai parameter tingkat konsumsi di dalam lingkup
perairan yang harus diperhatikan, sehingga manusia dapat mengambil langkah
yang harus dilakukan. Apabila hal tersebut tidak dilakukan, maka kerusakan di
darat maupun di laut akan terjadi, sehingga keseimbangan ekosistem cepat atau
lambat akan mengalami ketidakstabilan yang menyebabkan kepunahan pada suatu

populasi.



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan
1. Dalam penyelesaian analisis modifikasi model dua predator dan satu prey
pada pengelolaan perikanan dengan pemanenan di ketiga populasi diperoleh

model sebagai berikut

dx(t) x(t)

Frake rx(t) (1 - T) —ax(®)y(t) — Bx(t)z(t) — E;x(t)
d
D) 5x(0y(0) ~ by(®) — dy(® — Exy(©) ~ mix(©y(0)
dz(t)

T Ox(t)z(t) — cz(t) + dy(t) — E5z(t) — u,x(t)z(t)

2. Dari model tersebut didapatkan empat titik tetap yaitu pada itik tetap pertama

TE, = (0,0,0) tanpa ada syarat. Titik tetap kedua TE, = (K(r_El),O, 0)

r

dengan syarat eksistensi secara umum yaitu laju pertumbuhan intrinsik prey
harus lebih besar dan tidak boleh sama dengan laju upaya pemanenan prey.
Titik tetap ketiga dengan nilai parameter yang diberikan, maka secara khusus
akan eksis pada titik tetap TE; = (3,75, 0, 2,988). Titik tetap keempat
dengan nilai parameter yang diberikan, maka secara khusus akan eksis pada
titik tetap TE, = (3,5, 0,7865263158, 2,359578947). Dimana kestabilan
tersebut terdapat pada titik tetap keempat yang ditunjukkan dengan nilai eigen
dari ketiganya yang merupakan bilangan kompleks dan real bertanda negatif
yang dapat dinyatakan bahwa titik tetap tersebut dikatakan stabil Asimtotik
artinya ketiga populasi yaitu populasi prey, predator pertama dan predator
kedua dapat hidup secara berdampingan dan tidak terjadi kepunahan pada

spesies.
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3. Dari simulasi dan hasil interpretasi didapatkan bahwa ketiga populasi tersebut
ketika u; > u, maka populasi predator pertama akan punah. Akan tetapi,
ketika p; < p, maka ketiga populasi tersebut tidak dapat hidup secara
berdampingan. Selanjutnya, ketika p; = pu, maka ketiga populasi tersebut
dapat hidup secara berdampingan pada batasan yang hanya berada pada
maksimal di angka 0,4.

5.2 Saran

Pada penelitian selanjutnya dapat dilakukan analisis kestabilan dengan
memodifikasi kembali model dimana ketika terdapat populasi yang mendekati nol
bisa ditambahkan campur tangan manusia lagi berupa penambahan bibit atau pada
populasi prey bisa dibagi dua artinya terdapat prey kecil dan prey besar sehingga
dapat diketahui seberapa besar ukutan prey harus dipanen agar dinamikanya akan

dapat dilihat lebih jelas lagi.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Program Maple 18 Untuk Analisis Kestabilan Disekitar Titik Tetap
Model Dua Predator dan Satu Prey

> vrestart,

>
= 1.3; alpha := .4;beta := .5; delta := .5; theta := .5; K == 1000; d

1.6;b :
= 3; 1 E = .3; E3 2; W = O.I;u2 = 0.1;

hﬁll

> dX:= r-X'(l — (%J] — (alpha-Y-X) — (beta-Z-X) — (EI-X);
> dYi=-bY+ (delta-Y-X) — (dY) — (Ey'Y) — (“1 -X-Y);
> dZ:=-cZ+ (thetaZ'X) + (dY) — (Ey Z) — (b, XZ);

> titiktetap ‘= solve({dX,dY,dZ} ,{X,Y,Z});
>

titiktetapl = titiktetap[ 1]; titiktetap2 = titiktetap|2]; titiktetap3 = titiktetap| 3 ]; titiktetap4
= titiktetap[4);

titiktetapl == {X=0.,Y=0.,Z=0.}
titiktetap2 = { X = 937.5000000, Y=0.,Z=0.}
titiktetap3 = { X = 3.500000000, Y = 0.7865263158, Z = 2.359578947}
titiktetap4 = { X =3.750000000, Y = 0., Z = 2.988000000}

> with(plots) : with(linalg) :
> jac = jacobian([dX, dY,dZ],[ X, Y, Z]);

1.5 —0.003200000000X —04Y—-0.5Z -04X -0.5X
jac = 04Y 04X —14 0
047 0.3 04X —1.5

> titiktetapl = titiktetap|1];

> jacl = subs(titiktetapl ,evalm(jac));

> cigenvals(jacl);

> titiktetap? = titiktetap|[2];

> jac2 = subs(titiktetap2, evalm(jac));

> cigenvals(jac2);

> titiktetap3 = titiktetap[3];

> jac3 = subs(titiktetap3, evalm(jac));

> cigenvals(jac3);

> titiktetap4 = titiktetap[4];

> jac4 = subs(titiktetap4, evalm(jac));

> cigenvals(jacd);



Lampiran 2. Program Matlab untuk Grafik Simulasi ODE45

function dy =

r=1.

6;

Ne Ne Ne N

~e

~e

O ~.

cobacoba (t,vy)

%alpha
%beta

%delta
$theta

DSLQH](DQT2<IS(*OO‘
OO O OO OoOHrHrHOoOOoOoOooro
e e e e e O e e e e e
P RPN WERE WOOOU oo s W oo

=0.1; %E(1)
= ;7 SE(2)
= ; SE(3)
= ; Smiu (1)
= ; Smiu(2)

dy = zeros(3,1);% a column vector

dy(l) = * y(1) * (1 - (y(1)/K)) - £t * y(1) * y(2) - u * y(1) *
y(3) —e * y(l);

dy(2) = -b * y(2) + v * y(1) * y(2) - d * y(2) - £ * y(2) - m*
y(l) * y(2);

dy(3) = -¢ * y(3) + w * y(1) * y(3) +d*y(2) - g * y(3) - n~*
y(1) * y(3);

Berikut Script Untuk Memanggil:

clc;
clear all;
close all;

% options = odeset('RelTol',le-4, 'AbsTol', [le-4 le-4 1le-5 le-5 le-
51);
[T,Y] = oded5 (@cobacoba, [0 365], [40 15 15]1,0.01);

figure (1) ;

plot(T,Y(:,1),'-g',T,Y(:,2),"'-b',T,Y(:,3),"'-black’")

xlabel ('waktu (t) = hari');

ylabel ('Populasi x(t), y(t), z(t)'");

title('Grafik kompetisi antara ketiga populasi dengan penambahan
miu 1 dan miu 2'");

legend ('prey', 'predator pertama',
grid on

'predator kedua');
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