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MOTO 

 

“You can’t hire someone to do your push ups for you.” 

(Jim Rohn) 

 

“All blame is a waste of time. No matter how much fault you find with another, 

and regardless of how much you blame hime, it will not change you.”  

(Wayne Dyer) 
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Simbol Keterangan 

𝛾 Konstanta Euler-Mascheroni 

𝐻𝑛 Deret harmonik hingga suku ke-𝑛 

𝐻𝑛
(𝑎)

 Deret harmonik hingga suku ke-𝑛 pada orde ke-𝑎 

𝜁(𝑚) Fungsi Riemann Zeta hingga suku ke-𝑛 pada orde-𝑚 

𝑆(𝑚, 𝑛) Bilangan stirling jenis pertama 

𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛) Bilangan stirling jenis pertama dengan signed count permutation 

𝑠(𝑚, 𝑛) Bilangan stirling jenis kedua 

𝔛𝑘 

Konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum, dengan 

𝔛𝑘 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

ℨ𝑘 

Konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum, dengan 

ℨ𝑘 =
1

𝑘 + 1
ln𝑘+1 2 − (−1)𝑘𝑘! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑘 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑘+1−𝑛)(2𝑚 + 1) 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) 
Konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum  

𝔛𝑘 dengan signed count permutation. 

ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) 
Konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum,  

ℨ𝑘 dengan signed count permutation. 

𝑘 
Bilangan 𝑘 pada 𝔛𝑘 dan ℨ𝑘 menyatakan kondisi konstanta Euler-

Mascheroni diperumum yang sedang dianalisis. Bilangan 𝑘 ∈ 𝕎. 

𝑛 

Bilangan yang menyatakan partisi siklus bilangan Stirling pada  

𝔛𝑘 dan ℨ𝑘, sehingga 0 < 𝑛 ≤ 𝑚. Untuk menentukan anggota 𝑛 

berdasarkan 𝑘, maka 𝑛 = {1,2,3 … , 𝑘 + 1} 

𝑚 
Bilangan yang menyatakan objek bilangan Stirling pada  

𝔛𝑘 dan ℨ𝑘, sehingga  𝑚 → ∞. 
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ABSTRAK 

 

Rahman, Raisha Inayah. 2023. Analisis Konstanta Euler-Mascheroni Yang 

Diperumum. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

 Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II) Erna Herawati, M.Pd. 

 

Kata Kunci : Konstanta Euler-Mascheroni Yang Diperumum. Deret harmonik, 

Fungsi Riemann Zeta,  Barisan Stirling jenis pertama. 

 

Konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum memiliki fungsi untuk 

menganalisis fungsi atau barisan yang memiliki parameter tertentu di bidang 

berbagai. Seiring dengan kemajuan ilmu pengetahuan, konstanta Euler-Mascheroni 

yang diperumum terus mengalami pembaharuan. Salah satunya dapat ditemukan 

pada On Generalized Euler-Mascheroni Constants oleh G. Abe-I-Kpeng, M.M. 

Iddirisu, dan K. Nantomah tahun 2022. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk 

menganalisis hubungan antara konstanta Euler-Macheroni yang diperumum dengan 

deret harmonik, serta menganalisis konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum 

dengan signed count permutation. Dalam analisis ini, diperlukan dekomposisi 

fungsi Riemann Zeta dan bilangan Stirling jenis pertama. Metode yang digunakan 

dalam penelitian ini adalah penelitian kepustakaan (literature research). Hasil dari 

penelitian ini adalah teorema-teorema baru yang terkait dengan konstanta Euler-

Mascheroni yang diperumum. 
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ABSTRACT 

 

Rahman, Raisha Inayah. 2023. On The Analysis of Generalized Euler-

Mascheroni Constants. Thesis. Mathematics department, Faculty of 

Science and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik 

Ibrahim Malang. 

 Advisors: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II) Erna Herawati, M.Pd. 

 

Keywords : Generalized Euler-Mascheroni Constant, Harmonic series, Riemann 

Zeta function, Stirling number of the first kind. 

 

The generalized Euler-Mascheroni constant analyzes functions or 

sequences with specific parameters in various scientific fields. As scientific 

knowledge advances, the generalized Euler-Mascheroni constant continues to 

undergo renewal. One example is found in "On Generalized Euler-Mascheroni 

Constants" by G. Abe-I-Kpeng, M.M. Iddirisu, and K. Nantomah in 2022. The 

purpose of this study is to analyze the relationship between the generalized Euler-

Mascheroni constant and harmonic series, as well as to examine its connection with 

signed count permutations. The analysis involves decomposing the Riemann Zeta 

function and using Stirling numbers of the first kind. The methodology employed 

in this study was literature research. This study yields new theorems concerning the 

generalized Euler-Mascheroni constant. 
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البحث  مستخلص  
 

العلوم كلية  ،الرياضيات قسم . المعممة ماشيروني-إيلر ثوابت تحليل.  ٢٠٢٣. عناية رائيشه ،الرحمن  
الإسلامىةالحكوميةمالانخ إبراهيم مالك مولان  جامعة ، والتكنولوجيا   

هيىراوايت يران املاجستري : الثاين الماجستير  خيرالرحمن، الدكتور: الاوّل المشرف     
 

من ستيرلينج أعداد لريمان،  زيتا  دالة ة،هارموني سلسلة المعمم، ماشيروني-إيلر ثابت: الرئيسية الكلمات  
الأول النوع .    

 
المحددفي المعامل على تحتوي  التي التسلسلات أو الدوال لتحليل يستخدم ماشيروني-لإيلر المعمم الثابت  

من واحدة. التجديد في ماشيروني-لإيلر  المعمم الثابت يستمر المعرفة، علم تقدم مع. المتنوعة مجلاتالعلمية  
إكبينغ-أب . ج كتبها   التي" ماشيروني-لإيلر المعممة الثوابت  عن" مقالة في هي الصدد هذا في الأمثلة   

٢٠٢٢ عام ننتوماه. وك إديريسو. م.وم . . 
 

وتحليل الهندسي، والتسلسل ماشيروني-لإيلر المعمم الثابت  بين العلاقة تحليل هو الدراسة من فالهد  
لتحليل الأمر يتطلب التحليل، عملية في. الإشاري  العد وترتيب ماشيروني-لرلإي المعمم الثابت  بين العلاقة  

هذه في الأدب البحث منهجية استخدام تم وقد . الأول النوع من ستيرلينج أعداد واستخدام لريمان  زيتا دالة  
المعمم بالثابت تتعلق جديدة توصلات إلى تؤدي  الدراسة هذه نتائج. الدراسة   

ني  ماشيرو-لإيلر .  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Matematika merupakan suatu ilmu yang tidak dapat dipisahkan dalam 

kehidupan manusia. Matematika tidak hanya sekedar perhitungan yang sulit dan 

tidak berdasar, tetapi matematika adalah basis dalam menentukan sisi objektif 

dalam suatu bidang ilmu pengetahuan. Matematika memiliki cabang bidang di 

dalamnya untuk memudahkan pembelajaran serta pengaplikasiannya di berbagai 

bidang ilmu pengetahuan. Salah satu cabang bidang dalam matematika adalah 

analisis. Analisis dikenal abstrak dan sulit untuk dipahami bagi orang awam karena 

sulit digambarkan pada kehidupan sehari-hari dibandingkan cabang matematika 

lainnya. Akan tetapi penemuan dalam analisis matematika membuat perubahan 

yang sangat besar dalam kehidupan manusia. Contohnya penemuan konstanta 𝜋 

yang sangat berguna dalam kehidupan sehari-hari karena sering digunakan untuk 

menghitung volume kemasan, keliling lapangan, serta menghitung bahan 

bangunan. Selain 𝜋, 𝑒, dan 𝑖, matematika memiliki banyak konstanta yang memiliki 

definisinya masing-masing, simbol-simbol unik, dan panggilannya tersendiri. Salah 

satunya adalah konstanta Euler-Mascheroni yang dilambangkan dengan 𝛾 yang 

merupakan salah satu konstanta penting dalam matematika (Havil, 2009). 

Konstanta Euler-Mascheroni (yang dikenal juga dengan konstanta Euler) 

ditemukan pada 1735 oleh matematikawan asal Swiss yang bernama Leonhard 

Euler yang dilambangkan 𝑐 dengan lima angka di belakang koma, yaitu 0,57721. 
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Pada 1790, Lorenzo Mascheroni, matematikawan asal Italia mempopulerkan 

lambang 𝛾 serta menemukan 32 digit angka dibelakang koma. Akan tetapi, hanya 

19 digit pertama yang benar, dimana digit ke-20 dan 21 serta digit ke-31 dan 32 

salah. Konstanta Euler-Mascheroni memiliki formula 

𝛾𝑘 = 1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑘
− ln 𝑘 , 𝑘 ≥ 1 

(Mortici, 2010). 

Seiring berkembangnya ilmu pengetahuan, konstanta Euler-Mascheroni 

memiliki versi yang diperumum untuk menganalisis fungsi atau barisan yang 

memiliki parameter tertentu. Menurut Garay (2008), pengaplikasian konstanta 

Euler-Mascheroni yang diperumum diantaranya sebagai berikut: 

1. Pemodelan partikel relativistik. 

2. Mengubah biofisika membran ke worldsheets pada teori dawai. 

3. Chen-Willmore submanifolds.   

Diantara banyaknya konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum, terdapat 

dua teorema yang diperoleh Kpeng,dkk (2022), yaitu: 

𝔛𝑘 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

, 

ℨ𝑘 =
1

𝑘 + 1
ln𝑘+1 2 − (−1)𝑘𝑘! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑘 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑘+1−𝑛)(2𝑚 + 1) 

dimana 𝑘 ∈ 𝕎 dan 𝑛 = 1,2, … , 𝑘 + 1 serta 𝑆(𝑚, 𝑛) merupakan barisan stirling 

jenis pertama dan 𝜁(𝑚) merupakan fungsi Riemann Zeta orde-𝑚. 

Dalam QS Luqman ayat 27 yang berbunyi 

َر ضِْْفِْْمَاْْأَنْ ْوَلَوْ  رْ ْأقَ لََمْ ْشَجَرةَْ ْنْ مِْْالْ  عَةْ ْبَ ع دِهِْْمِنْ ْيََ دُّهْ ْوَال بَح  نفَِدَتْ ْمَاْْأَبْ  رْ ْسَب   ْ 
﴾٢٧﴿ْ ز حَكِيمْ عَزيِْاللّ َْْإِنْ ْْۗاللّ ِْْكَلِمَاتْ   

https://www.mushaf.id/surat/luqman/27/
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Artinya:  

Dan seandainya pohon-pohon di bumi menjadi pena dan lautan (menjadi 

tinta), ditambahkan kepadanya tujuh lautan (lagi) setelah (keringnya)nya, niscaya 

tidak akan habis-habisnya (dituliskan) kalimat-kalimat Allah. Sesungguhnya Allah 

Mahaperkasa, Mahabijaksana (Al-Qur’an, 31 : 27). 
 

Ayat tersebut menjelaskan bahwa ilmu Allah SWT sangatlah luas dan tidak 

ada satu makhluk ciptaan-Nya yang menguasai seluruh ilmu-Nya. Adanya 

konstanta Euler-Mascheroni beserta rahasia-rahasia yang masih menjadi misteri 

tentunya tidak lepas dari kehendak Allah SWT. Seiring berkembangnya ilmu 

pengetahuan, konstanta Euler-Mascheroni akan memiliki berbagai versi yang 

diperumum. Sehingga pada pembahasan ini penulis akan menganalisis teorema 

konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum oleh Kpeng,dkk. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah dalam penilitian ini adalah 

1. Bagaimana menganalisis hubungan konstanta Euler-Mascheroni yang 

diperumum pada 𝔛𝑘 dan ℨ𝑘 dengan deret harmonik? 

2. Bagaimana menganalisis konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum 

pada 𝔛𝑘 dan ℨ𝑘 dengan signed count permutation? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan dalam penelitian ini adalah 

1. Menganalisis hubungan konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum 

pada 𝔛𝑘 dan ℨ𝑘 dengan deret harmonik. 
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2. Menganalisis konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum pada 𝔛𝑘 

dan ℨ𝑘 dengan signed count permutation, yang selanjutnya 

dilambangkan dengan 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) dan  ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘). 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan referensi tambahan mengenai 

konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum sehingga dapat memudahkan 

pengembangan konsep matematika di bidang ilmu lainnya maupun lintas keilmuan 

sains. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah menganalisis konstanta Euler-

Mascheroni yang diperumum pada barisan Stirling jenis pertama dan fungsi 

Riemann Zeta pada m. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Deret Harmonik 

Deret harmonik merupakan salah satu deret tak hingga pada matematika 

yang dapat diaplikasikan ke berbagai bidang sains lainnya. Menurut Havil (2009), 

berikut deret harmonik yang dilambangkan dengan 𝐻𝑛. 

Definisi 2.1 Deret harmonik yang dilambangkan dengan 𝐻𝑛, 𝑘, 𝑛 ∈ ℤ+ dinyatakan 

dengan 

𝐻𝑛 = ∑
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

 

Contoh 2.2 Dari Definisi 2.1, deret harmonik dapat dimodelkan sebagai berikut 

𝐻𝑛 = 1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
 

Sifat 2.3 Dari Definisi 2.1, Olaikhan (2021) menyimpulkan suatu sifat sebagai 

berikut 

𝐻𝑛 − 𝐻𝑛−1 =
1

𝑛
 

Bukti: 

𝐻𝑛 − 𝐻𝑛−1 = ∑
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

− ∑
1

𝑘

𝑛−1

𝑘=1

 

 = (1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛 − 1
+

1

𝑛
) − (1 +

1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛 − 1
) 

 =
1

𝑛
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Menurut Olaikhan (2021), deret harmonik memiliki yang memiliki orde 

didefinisikan sebagai berikut 

Definisi 2.4 Deret harmonik dengan orde 𝑎 ∈ ℤ+ dinyatakan dengan 

𝐻𝑛
(𝑎)

= ∑
1

𝑘𝑎

𝑛

𝑘=1

 

Contoh 2.5 Dari Definisi 2.4, dapat diberi contoh sebagai berikut : 

𝐻𝑛
(5+𝑥)

= ∑
1

𝑘5+𝑥

𝑛

𝑘=1

 

 

Menurut Erdos (1932), deret harmonik juga dapat didefinisikan dalam deret 

aritmatika dengan selisih 𝑑 dan 𝑎 merupakan suku pertama. 

Definisi 2.6 Deret harmonik dapat dimodelkan dalam deret aritmatika 

𝐻𝑛 = ∑
1

𝑎 + (𝑘 − 1)𝑑

𝑛

𝑘=1

, 𝑎, 𝑑 ∈ ℤ 

Contoh 2.7 Dari Definisi 2.4, misalkan 𝑎 = −2 dan 𝑑 = 3, maka 𝐻𝑛 adalah 

𝐻𝑛 = ∑
1

𝑎 + (𝑘 − 1)𝑑

𝑛

𝑘=1

 

 
= ∑

1

−2 + (𝑘 − 1)3

𝑛

𝑘=1

 

 
= ∑

1

−2 + 3𝑘 − 3

𝑛

𝑘=1

 

 
= ∑

1

3𝑛 − 5

𝑛

𝑘=1

 

Menurut Cowen,dkk (1980), terdapat deret harmonik bolak-balik yang 

didefinisikan sebagai berikut 
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Teorema 2.8 Deret harmonik bolak-balik 𝑘 ∈ ℤ+ dinyatakan dengan 

∑
(−1)𝑘+1

𝑘

∞

𝑘=1

= ln 2 

Bukti :  

Perhatikan bahwa 

∑
(−1)𝑘+1

𝑘

∞

𝑘=1

 =
(−1)1+1

1
+

(−1)2+1

2
+

(−1)3+1

3
+

(−1)4+1

4
+

(−1)5+1

5
+ ⋯ 

 
=

(−1)2

1
+

(−1)3

2
+

(−1)4

3
+

(−1)5

4
+

(−1)6

5
… 

 
=

1

1
+

(−1)

2
+

1

3
+

(−1)

4
+

1

5
… 

 
= 1 −

1

2
+

1

3
−

1

4
+

1

5
+ ⋯ 

Akan dicari hasil dari deret diatas dengan deret Maclaurin. Deret Maclaurin 

adalah sebagai berikut 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
(𝑥)𝑛

∞

𝑛=0

 

dimana 𝑓(𝑛) = turunan 𝑓 ke-𝑛 . Misalkan 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 1), maka 

𝑓(0) = ln(0 + 1) = ln 1 = 0 

𝑓′(0) = (𝑥 + 1)−1 = (0 + 1)−1 = 1 

𝑓′′(0) = −(𝑥 + 1)−2 = −(0 + 1)−2 = −1 

𝑓′′′(0) = 2(𝑥 + 1)−3 = 2(0 + 1)−3 = 2 

𝑓′′′′(0) = −6(𝑥 + 1)−4 = −6(0 + 1)−4 = −6 

Jika 𝑥 = 0, maka 

𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥) =
0

0!
𝑥0 +

1

1!
𝑥1 +

(−1)

2!
𝑥2 +

2

3!
𝑥3 +

(−6)

4!
𝑥4 + ⋯ 
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= 𝑥 +

(−1)

2 ∙ 1 ∙ (1)2
𝑥2 +

2

3 ∙ 2 ∙ 1 ∙ (1)3
𝑥3 +

(−6)

4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 ∙ (1)4
𝑥4 + ⋯ 

 
= 𝑥 −

1

2
𝑥2 +

1

3
𝑥3 −

1

4
𝑥4 + ⋯ 

Untuk mencari ln 2, maka subtitusikan 𝑥 = 1 sehingga 

ln(1 + 1) = 1 −
1

2
(1)2 +

1

3
(1)3 −

1

4
(1)4 + ⋯ 

ln 2 = 1 −
1

2
+

1

3
−

1

4
+ ⋯ 

sehingga terbukti Teorema 2.8 

 

2.2 Fungsi Riemann Zeta 

Fungsi Riemann Zeta merupakan salah satu fungsi matematika yang banyak 

ditemukan dalam teori bilangan dan geometri. Fungsi Riemann Zeta yang 

ditemukan oleh Benhard Riemann pada abad ke-19 juga diaplikasikan dalam 

bidang fisika seperti mekanika kuantum dan teori dawai. Fungsi Riemann Zeta 

dalam Iwaniec (2014) yang dilambangkan dengan 𝜁(𝑚) didefinisikan sebagai 

berikut 

Definisi 2.9 Fungsi Riemann Zeta dengan 𝑚 ∈ ℂ dan 𝑛 ∈ ℤ+ adalah 

𝜁(𝑚) = ∑
1

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

 

Contoh 2.10 Jika pada fungsi Riemann Zeta dimana 𝑚 = 2, maka 

𝜁(2) =
𝜋2

6
 

Bukti: 

Fungsi Riemann Zeta pada 𝑚 = 2 adalah 



  9 

 

 
 

𝜁(2) = ∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1

 

Karena 𝑛 menuju tak hingga, maka diperlukanlah kalkulator untuk 

menghitung hasilnya (koding dan hasil dapat dilihat pada lampiran). 

Sehingga 

1. Jika 𝑛 = 10, maka hasilnya adalah 1.5497677311665408. 

2. Jika 𝑛 = 100, maka hasilnya adalah 1.6349839001848923. 

3. Jika 𝑛 = 1000, maka hasilnya adalah 1.6439345666815615. 

4. Jika 𝑛 = 1.000.000, maka hasilnya adalah 1.64493306684877. 

Karena semakin besar 𝑛 nilainya mendekati 
𝜋2

6
= 1.64493406685, maka 

𝜁(2) =
𝜋2

6
. 

Sifat 2.11 Dari Definisi 2.9, jika fungsi Riemann Zeta pada 𝑚 = 1, maka dapat 

disimpulkan  

𝜁(1) =  𝐻𝑛 

Bukti: 

Berdasarkan definisi deret harmonik pada Definisi 2.1, maka disimpulkan 

𝜁(1) = ∑
1

𝑛1

∞

𝑛=1

= ∑
1

𝑛

∞

𝑛=1

= 𝐻𝑛 

 

Menurut Iwaniec (2014), turunan pertama dari fungsi Riemann Zeta dapat 

disimpulkan sebagai berikut: 

Teorema 2.12 Turunan pertama fungsi Riemann Zeta dengan 𝑚 ∈ ℂ adalah 

𝜁′(𝑚) = − ∑
ln 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1
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Bukti: 

𝑑𝜁

𝑑𝑚
 =

𝑑

𝑑𝑚
(∑

1

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

) 

 =
𝑑

𝑑𝑚
(∑ 𝑛−𝑚

∞

𝑛=1

) 

 = ∑ (
𝑑

𝑑𝑚
(𝑛−𝑚))

∞

𝑛=1

 

 = ∑ 𝑛−𝑚 ∙ ln 𝑛 ∙ (−1)

∞

𝑛=1

 

 = − ∑
ln 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

 

 

Untuk mencari turunan ke-𝑘, maka akan dianalisis turunan 

𝜁′′(𝑚), 𝜁′′′(𝑚), 𝜁′′′′(𝑚). 

𝜁′′(𝑚) = − ∑ ln 𝑛 ∙

∞

𝑛=1

𝑛−𝑚 ∙ ln 𝑛 ∙ (−1) = ∑
ln2 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

 

𝜁′′′(𝑚) = ∑ ln2 𝑛 ∙

∞

𝑛=1

𝑛−𝑚 ∙ ln 𝑛 ∙ (−1) = − ∑
ln3 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

 

𝜁′′′′(𝑚) = ∑ ln3 𝑛 ∙

∞

𝑛=1

𝑛−𝑚 ∙ ln 𝑛 ∙ (−1) = ∑
ln4 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

 

Remark 2.13 Dalam Iwaniec (2014), dapat disimpulkan turunan ke-𝑘 pada fungsi 

Riemann Zeta dengan 𝑚 ∈ ℂ dan 𝑘 ∈ ℤ+ adalah 

𝜁𝑘(𝑚) = (−1)𝑘 ∑
ln𝑘 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

 

2.3 Barisan Stirling 

Bilangan Stirling merupakan bagian dari bilangan kombinatorial yang 

dinamakan oleh matematikawan asal Skotlandia, yaitu James Stirling. Bilangan 
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Stirling terinspirasi dari pengaplikasian himpunan partisi yang pertama kali 

dilakukan pada upacara minum teh oleh sosialita Jepang di abad ke-16. Salah satu 

permainan pada upacara minum teh tersebut adalah genji-ko, yang serupa dengan 

himpunan partisi suku ke-𝑛 (Mansour & Schork, 2016). 

Bilangan Stirling memiliki dua jenis, yaitu bilangan Stirling jenis pertama 

dan bilangan Stirling jenis kedua. Graham,dkk (1989) mendefinisikan bilangan 

Stirling jenis pertama sebagai bilangan yang dihasilkan dari menghitung siklus 

objek sebanyak 𝑚 yang terpartisi pada 𝑛. 

Definisi 2.14 Dalam Darwanto, dkk (2020), partisi dari sebuah himpunan 𝐴 adalah 

sekumpulan himpunan bagian tidak kosong 𝐴1, 𝐴2, … dari 𝐴 sedemikian hingga: 

1. 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … = 𝐴 

2. 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ untuk 𝑖 ≠ 𝑗 

Contoh 2.15 Berdasarkan Definisi 2.14, misal terdapat himpunan 𝐴 = {1,2,3,4,5}, 

maka terdapat partisi sebagai berikut 

𝐴1 = {1,2};  𝐴2 = {3};     𝐴3 = {4,5} 

dimana himpunan-himpunan tersebut memenuhi syarat dalam Definisi 2.14, yaitu 

1. 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 = {1,2,3,4,5} = 𝐴 

2. 𝐴1 ∩ 𝐴2 = ∅;  𝐴2 ∩ 𝐴3 = ∅;  𝐴1 ∩ 𝐴3 = ∅ 

Contoh 2.16 Dalam Graham,dkk (1996), siklus adalah sebagaimana suatu bagian 

akhir yang akan tersambung dengan awal (tidak terputus). Misal terdapat 

himpunan 𝑋 = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} yang disusun melingkar seperti berikut. 

 

 

Gambar 2.1 Siklus 

A 

B 

C 

D 
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Sehingga untuk menyatakan himpunan 𝑋 dapat dinyatakan dengan 

{𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} = {𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐴} = {𝐶, 𝐷, 𝐴, 𝐵} = {𝐷, 𝐴, 𝐵, 𝐶} 

Karenanya 

{𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} ≠ {𝐴, 𝐵, 𝐷, 𝐶}. 

Definisi 2.17 Dalam Graham,dkk (1989), bilangan Stirling jenis pertama yang 

dilambangkan dengan 𝑆(𝑚, 𝑛), 𝑚 > 𝑛, 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+ adalah sebagai berikut 

𝑆(𝑚, 𝑛) = (𝑚 − 1) ∙ 𝑆(𝑚 − 1, 𝑛) + 𝑆(𝑚 − 1, 𝑛 − 1) 

dimana 𝑚 merupakan banyaknya suatu objek yang terpartisi sebanyak 𝑛. 

Teorema 2.18 Jika 𝑛 = 𝑚, 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+maka partisi objek hanya ada satu cara, 

sehingga 

𝑆(𝑚, 𝑚) = 1 

Bukti: 

Jika terdapat objek sebanyak 𝑛 (himpunan pada bilangan Stirling jenis pertama 

dilambangkan dengan [] ), dan siklusnya terbagi atas 𝑛, maka partisi objeknya 

sebagai berikut 

𝑆(1,1) = [1] 

𝑆(2,2) = [1][2]  

𝑆(3,3) = [1][2][3]  

𝑆(4,4) = [1][2][3][4]  

𝑆(𝑛, 𝑛) = [1][2][3] … [𝑛] 

Sehingga hanya ada satu cara dalam partisinya. Maka Teorema 2.18 terbukti. 

Teorema 2.19 Jika 𝑛 = 1 dan 𝑚 ∈ ℤ+, maka bilangan Stirling jenis pertama 

memenuhi permutasi siklis, sehingga 

𝑆(𝑚, 1) = (𝑚 − 1)! 
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Bukti: 

𝑆(𝑚, 1) dapat didefinisikan sebagai menghitung siklus objek sebanyak 𝑚 

dalam satu partisi, sehingga 𝑆(𝑚, 1) memenuhi definisi permutasi siklis. Menurut 

Perdana (2016), kondisi permutasi dimana susunan objeknya tidak lurus akan tetapi 

membentuk sebuah lingkaran. 

Berdasarkan teorema permutasi siklis dalam Herhyanto & Gantini (2009), 

misalkan ada 𝑚 orang yang duduk mengelilingi meja melingkar, maka orang 

pertama dapat duduk dimana saja sehingga terhitung sebagai satu cara. Sedangkan 

(𝑚 − 1) orang memiliki (𝑚 − 1) ∙ (𝑚 − 2) ∙ (𝑚 − 3) … .∙ 2 ∙ 1 = (𝑚 − 1)! cara.  

Sehingga jika permutasi siklis yang dilambangkan dengan 𝑃siklis, 𝑚 ∈ ℤ+ 

dapat dinyatakan dengan  

𝑃siklis = (𝑚 − 1)! 

maka Teorema 2.19 terbukti. 

Contoh 2.20 Bilangan Stirling jenis pertama pada 𝑚 = 4 dan 𝑛 = 2 adalah 

𝑆(4,2) = 11 

Bukti : 

Berdasarkan Definisi 2.17, 𝑆(4,2) dapat diperoleh sebagai berikut 

𝑆(4,2) = 3 ∙ 𝑆(3,2) + 𝑆(3,1) 

dengan 𝑆(3,2) adalah 

𝑆(3,2) = 2 ∙ 𝑆(2,2) + 𝑆(2,1) 

Karena berdasarkan Teorema 2.19 dan 2.20 dimana 𝑆(2,2) = 1 dan 

𝑆(2,1) = (2 − 1)! = 1!, maka 

𝑆(3,2) = 2 ∙ 𝑆(2,2) + 𝑆(2,1) 

 = 2 ∙ 1 + 1! 
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 = 2 + 1 

 = 3 

Subtitusi 𝑆(3,2) dan 𝑆(3,1) = (3 − 1) = 2!, maka 

𝑆(4,2) = 3 ∙ 𝑆(3,2) + 𝑆(3,1) 

 = 3 ∙ 3 + 2! 

 = 9 + 2 

 = 11 

Untuk menghitung bilangan Stirling jenis pertama secara manual, dapat 

dimisalkan dengan himpunan 𝑋 = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} yang akan dibagi dalam dua partisi 

sebagai berikut (partisi dalam bilangan Stirling jenis pertama dilambangkan dengan 

[ ] ): 

[𝐴, 𝐵, 𝐶][𝐷], [𝐴, 𝐵, 𝐷][𝐶], [𝐴, 𝐶, 𝐷][𝐵], [𝐵, 𝐶, 𝐷][𝐴], 

[𝐴, 𝐶, 𝐵][𝐷], [𝐴, 𝐷, 𝐵][𝐶], [𝐴, 𝐷, 𝐶][𝐵], [𝐵, 𝐷, 𝐶][𝐴], 

[𝐴, 𝐵][𝐶, 𝐷], [𝐴, 𝐶][𝐵, 𝐷], [𝐴, 𝐷][𝐵, 𝐶].  

sehingga diperoleh sebelas cara pada empat objek dalam dua partisi. 

Menurut Graham,dkk (1989), dalam bilangan Stirling jenis pertama, 

penting ditentukan signed count permutation untuk menganalisis apakah urutannya 

berurutan atau tidak berurutan (disebut pula inversi). Jika berurutan atau jumlah 

inversi genap maka akan dilambangkan dengan 1. Sedangkan jika jumlah inversi 

ganjil maka akan dilambangkan dengan -1. 

Contoh 2.21 Dari himpunan 𝑋 = {1,2,3} dapat dibentuk susunan anggotanya 

sebagai berikut 

{1,2,3}, {1,3,2}, {2,1,3}, {2,3,1}, {3,1,2}, {3,2,1} 
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Sehingga jika dianalisis inversinya, maka 

1. {1,2,3} = 0 inversi, terhitung sebagai 1; 

2. {1,3,2} = 1 inversi dimana pada 3 muncul sebelum 2 (atau yang dilambangkan 

dengan (3,2)), sehingga terhitung sebagai -1; 

3. {2,1,3} = 1 inversi dimana (2,1), terhitung sebagai -1; 

4. {2,3,1} = 2 inversi dimana (2,1) dan (3,1), terhitung sebagai 1; 

5. {3,1,2} = 2 inversi dimana (3,1) dan (3,2), terhitung sebagai 1; 

6. {3,2,1} = 3 inversi dimana (3,2), (3,1), dan (2,1), terhitung sebagai -1; 

Remark 2.22 Menurut (Adamchik, 1996), bilangan Stirling jenis pertama dengan 

signed count permutation  yang dilambangkan dengan 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛) dengan 𝑚 ≥

𝑛, 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+ dapat dirumuskan sebagai berikut 

𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛) = (−1)𝑛−𝑘[(𝑚 − 1) ∙ 𝑆(𝑚 − 1, 𝑛) + 𝑆(𝑚 − 1, 𝑛 − 1)] 

 

Bilangan Stirling jenis pertama berdasarkan Definisi 2.17 dapat dijabarkan 

sebagai berikut 

Tabel 2.1 Barisan Stirling Jenis Pertama 

 𝑛  

1 2 3 4 5 6 

1 1      

2 1 1     

3 2 3 1    

4 6 11 6 1   

5 24 50 35 10 1  

6 120 274 225 85 15 1 

 

𝑚 

m 
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Berdasarkan penjabaran pada Tabel 2.1, nilai 𝑆(𝑚, 𝑛) tidak dapat diketahui 

kecuali mengetahui 𝑆(𝑚 − 1, 𝑛 − 1), 𝑆(𝑚 − 2, 𝑛 − 2), 𝑆(𝑚 − 3, 𝑛 − 3), … ,

𝑆(1,1).  Sehingga direlasikan antara bilangan Stirling jenis pertama dengan deret 

harmonik sebagai berikut 

Contoh 2.23 Ditentukan 𝑆(𝑚, 2) yang direlasikan dengan deret harmonik 

berdasarkan Definisi 2.1 sebagai berikut 

1. Jika 𝑚 = 2, maka 𝑆(2,2) = 1 ⇒ 1 = 𝐻1 ∙ 1 

2. Jika 𝑚 = 3, maka 𝑆(3,2) = 3 ⇒ 1 +
1

2
=

3

2
∙ 2 = 𝐻2 ∙ 2 

3. Jika 𝑚 = 4, maka 𝑆(4,2) = 11 ⇒ 1 +
1

2
+

1

3
=

11

6
∙ 6 = 𝐻3 ∙ 6 

4. Jika 𝑚 = 5, maka 𝑆(5,2) = 50 ⇒ 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
=

50

24
∙ 24 = 𝐻4 ∙ 24 

5. Jika 𝑚 = 6, maka 𝑆(6,2) = 274 ⇒ 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
=

274

120
∙ 120 = 𝐻5 ∙ 120 

Karena bilangan yang di kali dengan dengan deret harmonik adalah 

1,2,6,24,120, …, dimana barisan bilangan tersebut membentuk hasil dari bilangan 

faktorial, maka dapat disimpulkan 

1. Jika 𝑚 = 2, maka 𝐻1 ∙ 1! 

2. Jika 𝑚 = 3, maka 𝐻2 ∙ 2! 

3. Jika 𝑚 = 4, maka 𝐻3 ∙ 3! 

4. Jika 𝑚 = 5, maka 𝐻4 ∙ 4! 

5. Jika 𝑚 = 6, maka 𝐻5 ∙ 5! 

Berdasarkan penjabaran diatas, maka dapat disimpulkan bahwasanya 

𝑆(𝑚, 2) = (𝑚 − 1)! 𝐻𝑚. Sehingga akan dibuktikan kebenarannya terhadap 

Definisi 2.17 dengan induksi matematika sebagai berikut 

𝑆(𝑚, 2) = 𝑆(𝑚, 2) 
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(𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1 = (𝑚 − 1) ∙ 𝑆(𝑚 − 1,2) + 𝑆(𝑚 − 1,1) 

Berdasarkan Teorema 2.19, diperoleh 𝑆(𝑚 − 1,1) = (𝑚 − 2)!, maka 

(𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1 = (𝑚 − 1) ∙ 𝑆(𝑚 − 1,2) + (𝑚 − 2)! 

sehingga pernyataan diatas memenuhi syarat-syarat induksi matematika sebagai 

berikut:  

1. Karena 𝑚 ≥ 2, maka akan diambil 𝑚 = 2 dan jika hasilnya 1 maka pernyataan 

(𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1 = (𝑚 − 1) ∙ 𝑆(𝑚 − 1,2) + (𝑚 − 2)! adalah benar. 

(𝑚 − 1)! (
1

𝑚 − 1
) = (2 − 1)! (

1

2 − 1
) = 1! ∙ 1 = 1 

2. Karena pernyataan (𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1 = (𝑚 − 1) ∙ 𝑆(𝑚 − 1,2) + (𝑚 − 2)!  telah 

dianggap benar, maka dimisalkan 𝑚 = 𝑘, sehingga 

(𝑘 − 1)! 𝐻𝑘−1 = (𝑘 − 1) ∙ 𝑆(𝑘 − 1,2) + (𝑘 − 2)! 

3. Tentukan hasil dari 𝑘 + 1 

Untuk menentukan 𝑘 + 1, maka 

((𝑘 + 1) − 1)! 𝐻(𝑘+1)−1 = ((𝑘 + 1) − 1) ∙ 𝑆((𝑘 + 1) − 1,2) + ((𝑘 + 1) − 2)! 

𝑘! 𝐻𝑘 = 𝑘 ∙ 𝑆(𝑘, 2) + (𝑘 − 1)! 

Dengan menjabarkan 𝑘! 𝐻𝑘, diperoleh 

𝑘! 𝐻𝑘 = 𝑘 ∙ (𝑘 − 1)! ∙ 𝐻𝑘−1 + 𝑘! ∙
1

𝑘
 

 = 𝑘 ∙ [(𝑘 − 1) ∙ 𝑆(𝑘 − 1,2) + (𝑘 − 2)!] + (𝑘 − 1)! 

Berdasarkan Definisi 2.14, diperoleh 

(𝑘 − 1) ∙ 𝑆(𝑘 − 1,2) + (𝑘 − 2)! = 𝑆(𝑘, 2) 

maka 

𝑘! 𝐻𝑘 = 𝑘 ∙ 𝑆(𝑘, 2) + (𝑘 − 1)! 

Sehingga terbukti 𝑆(𝑚, 2) = (𝑚 − 1)! 𝐻𝑚. 
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Contoh 2.24 Ditentukan 𝑆(𝑚, 3) sebagai berikut 

1. Jika 𝑚 = 3, maka 

𝑆(3,3) = 1 ⇒ ((1 +
1

2
)

2

− (1 +
1

22
)) ∙

2

2
= ((𝐻2)2 − 𝐻2

(2)
) ∙

2

2
 

2. Jika 𝑚 = 4, maka  

𝑆(4,3) = 6 ⇒ ((1 +
1

2
+

1

3
)

2

− (1 +
1

22
+

1

32
)) ∙

6

2
= ((𝐻3)2 − 𝐻3

(2)
) ∙

6

2
 

3. Jika 𝑚 = 5, maka 

𝑆(5,3) = 35 ⇒ ((1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
)

2

− (1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
)) ∙

24

2
= ((𝐻4)2 − 𝐻4

(2)
) ∙

24

2
 

4. Jika 𝑚 = 6, maka  

𝑆(6,3) = 225 ⇒ ((1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
)

2

− (1 +
1

22 +
1

32 +
1

42 +
1

52)) ∙
120

2
= ((𝐻5)2 − 𝐻5

(2)
) ∙

120

2
 

Karena bilangan yang di kali dengan dengan deret harmonik adalah 

2,6,24,120, … yang membentuk hasil dari faktorial, maka dapat disimpulkan 

1. Jika 𝑚 = 3, maka ((𝐻2)2 − 𝐻2
(2)

) ∙
2!

2
 

2. Jika 𝑚 = 4, maka ((𝐻3)2 − 𝐻3
(2)

) ∙
3!

2
 

3. Jika 𝑚 = 5, maka ((𝐻4)2 − 𝐻4
(2)

) ∙
4!

2
 

4. Jika 𝑚 = 6, maka ((𝐻5)2 − 𝐻5
(2)

) ∙
5!

2
 

Berdasarkan penjabaran diatas, maka dapat ditentukannya bilangan Stirling 

jenis pertama pada 𝑛 = 3 adalah 𝑆(𝑚, 3) =
(𝑚−1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
). Sehingga 

akan dibuktikan kebenarannya terhadap Definisi 2.17 dengan induksi matematika 

sebagai berikut 
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𝑆(𝑚, 3) = 𝑆(𝑚, 3) 

(𝑚 − 1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) = (𝑚 − 1) ∙ 𝑆(𝑚 − 1,3) + 𝑆(𝑚 − 1,2) 

Berdasarkan Contoh 2.23, diperoleh 𝑆(𝑚 − 1,2) = (𝑚 − 2)! 𝐻𝑚−2, maka 

(𝑚 − 1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) = (𝑚 − 1) ∙ 𝑆(𝑚 − 1,3) + (𝑚 − 2)! 𝐻𝑚−2 

sehingga pernyataan diatas memenuhi syarat-syarat induksi matematika sebagai 

berikut:  

1. Karena 𝑚 ≥ 3, maka akan diambil 𝑚 = 3 dan jika hasilnya 1 maka pernyataan  

(𝑚−1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) = (𝑚 − 1) ∙ 𝑆(𝑚 − 1,3) + (𝑚 − 2)! 𝐻𝑚−2 bernilai  

benar. 

(3 − 1)!

2
((𝐻3−1)2 − 𝐻3−1

(2)
) =

2!

2
((𝐻2)2 − 𝐻2

(2)
) 

 

= 1 ∙ ((1 +
1

2
)

2

− (1 +
1

22
)) 

 
=

9

4
−

5

4
 

 
=

4

4
 

 = 1 

2. Karena pernyataan 
(𝑚−1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) = (𝑚 − 1) ∙ 𝑆(𝑚 − 1,3) + (𝑚 − 2)! 𝐻𝑚−2 

telah dianggap benar, maka dimisalkan 𝑚 = 𝑘, sehingga 

(𝑘 − 1)!

2
((𝐻𝑘−1)2 − 𝐻𝑘−1

(2)
) = (𝑘 − 1) ∙ 𝑆(𝑘 − 1,3) + (𝑘 − 2)! 𝐻𝑘−2 

3. Tentukan hasil dari 𝑘 + 1 

Untuk menentukan 𝑘 + 1, maka 

((𝑘 + 1) − 1)!

2
((𝐻(𝑘+1)−1)

2
− 𝐻(𝑘+1)−1

(2)
) 

= ((𝑘 + 1) − 1) ∙ 𝑆((𝑘 + 1) − 1,3) + ((𝑘 + 1) − 2)! 𝐻(𝑘+1)−2 
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𝑘!

2
((𝐻𝑘)2 − 𝐻𝑘

(2)
) = 𝑘 ∙ 𝑆(𝑘, 3) + (𝑘 − 1)! 𝐻𝑘−1 

Dengan menjabarkan 
𝑘!

2
((𝐻𝑘)2 − 𝐻𝑘

(2)
), diperoleh 

𝑘!

2
((𝐻𝑘)2 − 𝐻𝑘

(2)
) =

𝑘!

2
(((𝐻𝑘−1)2 −

1

𝑘
(2𝐻𝑘−1 +

1

𝑘
)) − (𝐻𝑘−1

(2)
+

1

𝑘2
)) 

 =
𝑘!

2
∙ ((𝐻𝑘−1)2 −

1

𝑘
(2𝐻𝑘−1 +

1

𝑘
)) −

𝑘!

2
(𝐻𝑘−1

(2)
+

1

𝑘2
) 

 =
𝑘!

2
∙ (𝐻𝑘−1)2 −

(𝑘 − 1)!

2
(2𝐻𝑘−1 +

1

𝑘
) −

𝑘!

2
∙ 𝐻𝑘−1

(2)
−

(𝑘 − 1)!

2𝑘
 

 =
𝑘!

2
((𝐻𝑘−1)2 − 𝐻𝑘−1

(2)
) −

(𝑘 − 1)!

2
((2𝐻𝑘−1 +

1

𝑘
) +

1

𝑘
) 

 =
𝑘!

2
((𝐻𝑘−1)2 − 𝐻𝑘−1

(2)
) −

(𝑘 − 1)!

2
(2𝐻𝑘−1 +

2

𝑘
) 

 = 𝑘 ∙
(𝑘 − 1)!

2
((𝐻𝑘−1)2 − 𝐻𝑘−1

(2)
) − (𝑘 − 1)! (𝐻𝑘−1 +

1

𝑘
) 

 = 𝑘 ∙ [(𝑘 − 1) ∙ 𝑆(𝑘 − 1,3) + (𝑘 − 1)! 𝐻𝑘−1] − (𝑘 − 1)! 𝐻𝑘 

Berdasarkan Definisi 2.14 dan Contoh 2.23, diperoleh 

(𝑘 − 1) ∙ 𝑆(𝑘 − 1,3) + (𝑘 − 1)! 𝐻𝑘−1 = 𝑆(𝑘, 3) 

maka 

𝑘!

2
((𝐻𝑘)2 − 𝐻𝑘

(2)
) = 𝑘 ∙ 𝑆(𝑘, 3) + (𝑘 − 1)! 𝐻𝑘−1 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa 

𝑆(𝑚, 3) =
(𝑚 − 1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) 

Remark 2.25 Berdasarkan penjabaran Contoh 2.23 dan 2.24, maka 

Adamchik(1997) merumuskan bilangan stirling jenis pertama yang direlasikan 

dengan bilangan harmonik (dilambangkan dengan 𝑤(𝑚, 𝑛)) dengan 𝑚 ≥ 𝑛, 

𝑚, 𝑛, 𝑘 ∈ 𝕎 adalah  sebagai berikut  

𝑤(𝑚, 𝑛) = ∑(1 − 𝑛)𝑘𝐻𝑚−1
(𝑘+1)

𝑤(𝑚, 𝑛 − 1 − 𝑘)

𝑛−1

𝑘=0
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dengan 𝑤(𝑚, 0) = 1 dan (1 − 𝑛)𝑘 merupakan falling factorial. 

Ditentukannya 𝑤(𝑚, 0) berdasarkan sifat permutasi dimana jika terdapat 

𝑛 objek yang tidak mengalami partisi, maka posisi objek adalah tetap (fixed points). 

Sehingga 𝑤(𝑚, 0) = 1. 

Definisi 2.26 Menurut Graham,dkk (1989), falling factorial adalah 

𝑥𝑘 = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) … (𝑥 + 𝑘 − 1) = ∏(𝑥 + 𝑘 − 1)

𝑘

1

 

dengan 𝑥0 = 1 

Contoh 2.27 Berdasarkan Definisi 2.26, contoh dari falling factorial pada 

(1 − 𝑛)𝑘  adalah 

1. Jika 𝑛 = 10 dan 𝑘 = 1, maka 

(1 − 10)1 = (1 − 10) = −9 

2. Jika 𝑛 = 5 dan 𝑘 = 3, maka 

(1 − 5)3 = (1 − 5)(1 − 5 + 1)(1 − 5 + 2) = (−4)(−5)(−3) = −60 

 

Berdasarkan Remark 2.25, diperoleh 𝑤(𝑚, 𝑛) sebagai berikut 

Tabel 2.2 Nilai 𝑤(𝑚, 𝑛) 

 𝑛  

0 1 2 3 4 5 

1 1      

2 1 1     

3 1 
3

2
 1  

  

4 1 
11

6
 2 1 

  

5 1 
25

12
 

105

36
 

2035

1728
 

1  

 

𝑚 

m 
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 Untuk menentukan 𝑆(𝑚, 𝑛) pada 𝑛 tertentu, maka Adamchik(1997) 

merumuskan bilangan stirling jenis pertama 𝑆(𝑚, 𝑛) sebagai berikut 

Definisi 2.28 Bilangan Stirling jenis pertama dengan 𝑚 objek, 𝑛 partisi, 𝑤(𝑚, 𝑛) 

merupakan bilangan Stirling jenis pertama yang telah direlasikan dengan bilangan 

harmonik dimana 𝑤(𝑚, 𝑛) = ∑ (1 − 𝑛)𝑘𝐻𝑚−1
(𝑘+1)

𝑤(𝑚, 𝑛 − 1 − 𝑘)𝑛−1
𝑘=0 , 𝑤(𝑚, 0) = 1, 

𝑚 ≥ 𝑛, 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+ 

𝑆(𝑚, 𝑛) =
(𝑚 − 1)!

(𝑛 − 1)!
𝑤(𝑚, 𝑛 − 1) 

Sifat 2.29 Berdasarkan Remark 2.25 dan Definisi 2.28, dapat disimpulkan 

1. 𝑆(𝑚, 2) = (𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1 

2. 𝑆(𝑚, 3) =
(𝑚−1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) 

3. 𝑆(𝑚, 4) =
(𝑚−1)!

3!
((𝐻𝑚−1)3 − 3𝐻𝑚−1𝐻𝑚−1

(2)
+ 2𝐻𝑚−1

(3)
) 

4. 𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) = (
𝑚
2

) 

Bukti: 

a. Sifat 2.29(1) 

𝑆(𝑚, 2) =
(𝑚 − 1)!

(2 − 1)!
𝑤(𝑚, 2 − 1) 

 = (𝑚 − 1)! 𝑤(𝑚, 1) 

Berdasarkan Remark 2.25 dan Definisi 2.28, maka 𝑤(𝑚, 1) adalah 

𝑤(𝑚, 1) = ∑(1 − 1)𝑘𝐻𝑚−1
(𝑘+1)

𝑤(𝑚, 1 − 1 − 𝑘)

1−1

𝑘=0

  

 = (1 − 1)0𝐻𝑚−1
(0+1)

𝑤(𝑚, 0 − 0)  

 = (1 − 1)0𝐻𝑚−1
(0+1)

𝑤(𝑚, 0)  
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 = 1 ∙ 𝐻𝑚−1 ∙ 1  

 = 𝐻𝑚−1  

Sehingga terbukti 

𝑆(𝑚, 2) = (𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1 

b. Sifat 2.29(2) 

𝑆(𝑚, 3) =
(𝑚 − 1)!

(3 − 1)!
𝑤(𝑚, 3 − 1) 

 
=

(𝑚 − 1)!

2!
𝑤(𝑚, 2) 

Berdasarkan Remark 2.25, Definisi 2.28 dan Sifat 2.29(1), maka 𝑤(𝑚, 2) 

adalah 

𝑤(𝑚, 2) = ∑(1 − 2)𝑘𝐻𝑚−1
(𝑘+1)

𝑤(𝑚, 2 − 1 − 𝑘)

2−1

𝑘=0

 

 = ∑(1 − 2)𝑘𝐻𝑚−1
(𝑘+1)

𝑤(𝑚, 1 − 𝑘)

1

𝑘=0

 

 = ((1 − 2)0𝐻𝑚−1
(0+1)

𝑤(𝑚, 1 − 0)) + ((1 − 2)1𝐻𝑚−1
(1+1)

𝑤(𝑚, 1 − 1)) 

 = ((1 − 2)0𝐻𝑚−1𝑤(𝑚, 1)) + ((1 − 2)1𝐻𝑚−1
(2)

𝑤(𝑚, 0)) 

 = 𝐻𝑚−1 ∙ 𝐻𝑚−1 + (1 − 2)𝐻𝑚−1
(2)

∙ 1 

 = (𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

 

Sehingga terbukti 

𝑆(𝑚, 2) =
(𝑚 − 1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) 

c. Sifat 2.29(3) 

𝑆(𝑚, 4) =
(𝑚 − 1)!

(4 − 1)!
𝑤(𝑚, 4 − 1) 
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 =
(𝑚 − 1)!

3!
𝑤(𝑚, 3) 

Berdasarkan Remark 2.25, Definisi 2.28, Sifat 2.29(1), dan Sifat 2.29(2), 

maka 𝑤(𝑚, 3) adalah 

𝑤(𝑚, 3) = ∑(1 − 2)𝑘𝐻𝑚−1
(𝑘+1)

𝑤(𝑚, 3 − 1 − 𝑘)

3−1

𝑘=0

 

 = ∑(1 − 3)𝑘𝐻𝑚−1
(𝑘+1)

𝑤(𝑚, 2 − 𝑘)

2

𝑘=0

 

 

= ((1 − 3)0𝐻𝑚−1
(0+1)

𝑤(𝑚, 2 − 0)) + ((1 − 3)1𝐻𝑚−1
(1+1)

𝑤(𝑚, 2 − 1))

+ ((1 − 3)2𝐻𝑚−1
(2+1)

𝑤(𝑚, 2 − 2)) 

 

= ((1 − 3)0𝐻𝑚−1𝑤(𝑚, 2)) + ((1 − 3)1𝐻𝑚−1
(2)

𝑤(𝑚, 1))

+ ((1 − 3)2𝐻𝑚−1
(3)

𝑤(𝑚, 0)) 

 

= (𝐻𝑚−1𝑤(𝑚, 2)) + ((1 − 3)𝐻𝑚−1
(2)

𝑤(𝑚, 1))

+ ((1 − 3)(1 − 3 + 1)𝐻𝑚−1
(3)

𝑤(𝑚, 0)) 

 = (𝐻𝑚−1𝑤(𝑚, 2)) − 2𝐻𝑚−1
(2)

𝑤(𝑚, 1) + 2𝐻𝑚−1
(3)

𝑤(𝑚, 0) 

 = 𝐻𝑚−1 ∙ ((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

) − 2𝐻𝑚−1
(2)

𝐻𝑚−1 + 2𝐻𝑚−1
(3)

∙ 1 

 = (𝐻𝑚−1)3 − 𝐻𝑚−1
(2)

𝐻𝑚−1 − 2𝐻𝑚−1
(2)

𝐻𝑚−1 + 2𝐻𝑚−1
(3)

 

 = (𝐻𝑚−1)3 − 3𝐻𝑚−1
(2)

𝐻𝑚−1 + 2𝐻𝑚−1
(3)

 

Sehingga terbukti 

𝑆(𝑚, 2) =
(𝑚 − 1)!

3!
((𝐻𝑚−1)3 − 3𝐻𝑚−1

(2)
𝐻𝑚−1 + 2𝐻𝑚−1

(3)
) 

d. Sifat 2.29(4) 

Berdasarkan Definisi 2.17, maka 𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) dapat dijabarkan sebagai 

berikut 
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𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) = (𝑚 − 1) ∙ 𝑆(𝑚 − 1, 𝑚 − 1) + 𝑆(𝑚 − 1, 𝑚 − 2) 

 = (𝑚 − 1) ∙ 1 + 𝑆(𝑚 − 1, 𝑚 − 2) 

 = (𝑚 − 1) + 𝑆(𝑚 − 1, 𝑚 − 2) 

Menentukan 𝑆(𝑚 − 1, 𝑚 − 2), maka 

𝑆(𝑚 − 1, 𝑚 − 2) = (𝑚 − 2) ∙ 𝑆(𝑚 − 2, 𝑚 − 2) + 𝑆(𝑛 − 2, 𝑛 − 3) 

 = (𝑚 − 2) + 𝑆(𝑚 − 2, 𝑚 − 3) 

Menentukan 𝑆(𝑚 − 2, 𝑚 − 3), maka 

𝑆(𝑚 − 2, 𝑚 − 3) = (𝑚 − 3) ∙ 𝑆(𝑚 − 3, 𝑚 − 3) + 𝑆(𝑚 − 3, 𝑚 − 4) 

 = (𝑚 − 3) + 𝑆(𝑚 − 3, 𝑚 − 4) 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa 

𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) = (𝑚 − 1) + (𝑚 − 2) + (𝑚 − 3) + 𝑆(𝑚 − 3, 𝑚 − 4) 

 = (𝑚 − 1) + (𝑚 − 2) + (𝑚 − 3) + ⋯ + 2 + 1 

Jika 𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) ditambahkan dengan 𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) maka akan diperoleh 

𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) + 𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) = [(𝑚 − 1) + (𝑚 − 2) + ⋯ + 2 + 1] + [(𝑚 − 1) + (𝑚 − 2) + ⋯ + 2 + 1] 

2𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) = 𝑚 + 𝑚 + 𝑚 + ⋯ 

2𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) = 𝑚(𝑚 − 1) 

𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) =
𝑚(𝑚 − 1)

2
 

 Graham,dkk (1989) menyatakan 𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) dengan koefisien 

binomial, dimana 
𝑚(𝑚−1)

2
= (

𝑚
2

). Sehingga terbukti bahwa 

𝑆(𝑚, 𝑚 − 1) = (
𝑚
2

) 

 

Sifat 2.30 Berdasarkan Remark 2.22 dan Sifat 2.29, maka bilangan stirling jenis 

pertama juga dengan signed count permutation dapat dinyatakan sebagai berikut: 

1. 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1) = (−1)𝑚−1(𝑚 − 1)! 
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2. 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 2) = (−1)𝑚(𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1 

3. 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 3) = (−1)𝑚−1 (𝑚−1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) 

4. 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 4) = (−1)𝑚 (𝑚−1)!

3!
((𝐻𝑚−1)3 − 3𝐻𝑚−1𝐻𝑚−1

(2)
+ 2𝐻𝑚−1

(3)
) 

5. 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑚 − 1) = − (
𝑚
2

) 

Sedangkan barisan Stirling jenis kedua dilambangkan dengan 𝑠(𝑚, 𝑛) juga 

membagi objek sebanyak 𝑚 yang dipartisi sebanyak 𝑘. Akan tetapi berbeda dengan 

barisan Stirling jenis pertama yang berdasarkan permutasi, barisan Stirling jenis 

kedua memiliki basis kombinasi. 

Menurut Graham,dkk (1989), barisan Stirling jenis kedua dapat di definisi 

sebagai berikut 

Definisi 2.31 Barisan Stirling jenis kedua dengan 𝑚 ≥ 𝑛, 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+ adalah 

𝑠(𝑚, 𝑛) = 𝑚 ∙ 𝑠(𝑚 − 1, 𝑛) + 𝑠(𝑚 − 1, 𝑛 − 1) 

dengan 𝑠(𝑚, 0) = 1  

Teorema 2.32 Bilangan Stirling jenis kedua dengan satu partisi maka hasilnya 

adalah 1 

𝑠(𝑛, 1) = 1 

Bukti: 

Jika terdapat objek sebanyak 𝑛 dalam satu partisi (berbeda dengan bilangan Stirling 

jenis pertama yang partisinya dilambangkan dengan [ ], partisi pada bilangan 

Stirling jenis kedua dilambangkan dengan { }. Angka didalam { } merupakan 

objek), maka hanya ada satu cara dalam menentukan partisinya, yaitu 

𝑠(1,1) = {1} 

𝑠(2,1) = {1,2} 
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𝑠(3,1) = {1,2,3} 

𝑠(𝑛, 1) = {1,2,3, … , 𝑛} 

sehingga Teorema 2.30 terbukti. 

Contoh 2.33 Berdasarkan Definisi 2.29, maka jika 𝑚 = 4 dan 𝑛 = 2 adalah 

𝑠(4,2) = 7 

Bukti: 

𝑠(4,2) dapat diperoleh sebagai berikut 

𝑠(4,2) = 2 ∙ 𝑠(3,2) + 𝑠(3,1) 

dimana 𝑠(3,2) adalah 

𝑠(3,2) = 2 ∙ 𝑠(3,1) + 𝑠(3,0) 

Berdasarkan Teorema 2.32 dimana 𝑠(3,1) = 1, maka 

𝑠(3,2) = 2 ∙ 𝑠(2,2) + 𝑠(2,1) 

 = 2 ∙ 1 + 1 

 = 2 + 1 

 = 3 

sehingga 

𝑠(4,2) = 2 ∙ 𝑠(3,2) + 𝑠(3,1) 

 = 2 ∙ 3 + 1 

 = 6 + 2 

 = 7 

Jika diperoleh dengan cara manual, misal terdapat empat objek A,B,C, dan 

D yang dibagi menjadi dua partisi (partisi dalam bilangan stirling kenis kedua 

dilambangkan dengan {}) sebagai berikut 
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{𝐴, 𝐵, 𝐶}{𝐷}, {𝐴, 𝐶, 𝐷}{𝐵}, {𝐴, 𝐵}{𝐶, 𝐷}, {𝐴, 𝐷}{𝐵, 𝐶}. 

{𝐴, 𝐵, 𝐷}{𝐶}, {𝐵, 𝐶, 𝐷}{𝐴}, {𝐴, 𝐶}{𝐵, 𝐷},  

sehingga diperoleh tujuh cara pembagian empat objek dalam dua partisi 

 

2.4 Konstanta Euler-Mascheroni 

Konstanta Euler-Mascheroni atau yang dikenal konstanta Euler memiliki 

nilai yang mendekati 0.5772156649015328 …. Matematikawan Leonhard Euler 

menemukan lima angka desimal pada 1735 dan Lorenzo Mascheroni menemukan 

hingga tiga puluh dua angka desimal pada 1790, walaupun yang dinyatakan benar 

hanya 19 digit. Akan tetapi, bilangan pasti dari konstanta Euler-Mascheroni masih 

belum ditemukan dan masih menjadi misteri sampai hari ini (Mortici, 2010). 

Definisi 2.34 Konstanta Euler-Mascheroni dalam Dunham (1999) adalah 

𝛾𝑛 = ∑
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

− ln 𝑘 

Dikarenakan suku 𝑛 menuju tak hingga, terdapat pertanyaan pada Dunham 

(1999) apakah 𝑛 + 1 riil atau tidak. Sehingga munculah teorema berikut 

Teorema 2.35 Jika 𝛾𝑛 merupakan konstanta Euler-Mascheroni, maka 𝛾𝑛+1 riil. 

Bukti: 

Untuk membuktikan 𝛾𝑛+1 merupakan riil, maka akan dicari luas antara 𝛾𝑛+1 dan 𝛾𝑛. 

𝛾𝑛+1 − 𝛾𝑛 = [(∑
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

) +
1

𝑛 + 1
− ln(𝑛 + 1)] − [∑

1

𝑘

𝑛

𝑘=1

− ln 𝑛] 

 
=

1

𝑛 + 1
− ln(𝑛 + 1) + ln 𝑛 
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Karena akan dicari luas antara 𝛾𝑛+1 dan 𝛾𝑛, maka akan ditentukan 

integralnya ketiga ruasnya. Sehingga 

∫ [
1

𝑛 + 1
− ln(𝑛 + 1) + ln 𝑛]  𝑑𝑛 = ∫

1

𝑛 + 1
𝑑𝑛 − ∫ ln(𝑛 + 1) 𝑑𝑛 + ∫ ln 𝑛  𝑑𝑛 

Jika pada ∫
1

𝑛+1
𝑑𝑛 terdapat 𝑢 = 𝑛 + 1 dan 𝑑𝑢 = 𝑑𝑛, maka 

∫
1

𝑛 + 1
𝑑𝑛 = ∫

1

𝑢
 𝑑𝑛 

 
= ∫

1

𝑢
 𝑑𝑢 

 = ln |𝑢| + 𝐶 

 = ln |𝑛 + 1| + 𝐶 

Sedangkan ∫ ln 𝑛 𝑑𝑛 , akan digunakan cara ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢, jika 

𝑢 = ln 𝑛 → 𝑑𝑢 =
1

𝑛
 dan 𝑑𝑣 = 1 → 𝑣 = 𝑛, maka 

∫ ln 𝑛 𝑑𝑛 = 𝑛 ln 𝑛 − ∫ 𝑛 ∙
1

𝑛
 𝑑𝑛 

 
= 𝑛 ln 𝑛 − ∫ 1  𝑑𝑛 

 = 𝑛 ln 𝑛 − 𝑛 + 𝐶 

 Untuk ∫ ln(𝑛 + 1) 𝑑𝑛 akan dimisalkan 𝑢 = 𝑛 + 1, sehingga 

∫ ln 𝑢 𝑑𝑛 = ∫ ln 𝑢 𝑑𝑢 

 = 𝑢 ln 𝑢 − 𝑢 + 𝐶 

 = (𝑛 + 1) ln(𝑛 + 1) − (𝑛 + 1) + 𝐶 

maka 

∫ [
1

𝑛 + 1
− ln(𝑛 + 1) + ln 𝑛]  𝑑𝑛 = ln |𝑛 + 1| − ((𝑛 + 1) ln(𝑛 + 1) − (𝑛 + 1)) + 𝑛 ln 𝑛 − 𝑛 + 𝐶 

 = ln |𝑛 + 1| − (𝑛 + 1) ln(𝑛 + 1) + 𝑛 + 1 + 𝑛 ln 𝑛 − 𝑛 + 𝐶 



  30 

 

 
 

 = ln |𝑛 + 1| − 𝑛 ln(𝑛 + 1) − ln(𝑛 + 1) + 1 + 𝑛 ln 𝑛 + 𝐶 

 = −𝑛 ln(𝑛 + 1) + 𝑛 ln 𝑛 + 1 + 𝐶 

Karena 𝛾𝑛+1 − 𝛾𝑛 ≠ 0 , maka terbukti Teorema 2.35. 

 

2.5 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Qur’an/Hadits 

Ilmu dalam bahasa Arab berasal dari kata kerja عَلِمَ   يعَْلَم    عِلْمًا (‘aliman ya’lamu 

‘aliman), yang maknanya adalah pengetahuan atas sesuatu dengan yakin dan 

cahaya dari Allah yang diberikan kepada hati hamba yang dicintai-Nya. Dalam 

Lisanul Arab disebutkan bahwa ilmu adalah lawan dari al-jahl (kebodohan), apabila 

satu orang dikatakan ‘aalimun atau ‘aliimun sedangkan untuk jamak dikatakan 

ulamaa (Al-Jawi, 2018). 

Hakikat ilmu berasal dari Allah SWT dan diperoleh manusia melalui 

usahanya sendiri berdasarkan kekuatan rekayasanya (basyariyah), ataupun 

anugerah yang langsung diberikan oleh Allah SWT (mukasyafah).  

Salah satu ayat yang menerangkan ilmu basyariyah (disebut juga ‘ilm kasbi) 

adalah QS Al-Ghasyiyah ayat 17-20 yang berbunyi 

ْْقلى﴿١٨ْْ﴾ْْ ْقلىْ﴿١٧ْْ﴾ وَإِلَْْْالس مَاءِْْْكَي فَْْْر فِعَتْ  بِلِْْْكَي فَْْخ لِقَتْ    أفََلََْْْيَ ن ظ ر ونَْْْإِلَْْْالْ ِ
ْْْقلىْ﴿٢٠ْْ﴾ َر ضِْْْكَي فَْْْس طِحَتْ  ْْقلىْ﴿١٩ْْ﴾ْْوَإِلَْْْالْ  بَِالِْْْكَي فَْْْن صِبَتْ   وَإِلَْْْالْ 

Artinya :  

“Maka tidaklah mereka memerhatikan unta, bagaimana diciptakan?; Dan 

langit, bagaimana ditinggikan?; dan bagaimana gunung-gunung ditegakkan?; dan 

bagaimana bumi dihamparkan?” (Al-Qur’an, 88:17-20). 

 

Unta adalah salah satu hewan yang sering disebut dalam Al-Qur’an. 

Menurut (Siregar, 2021), Unta tidak hanya berfungsi sebagai kendaraan di masa 

lalu, namun juga memiliki karakteristik unik baik dari anatomi tubuhnya maupun 

sifatnya. Keunikan unta yang dapat kita pelajari antara lain: 

https://www.mushaf.id/surat/luqman/27/
https://www.mushaf.id/surat/luqman/27/
https://www.mushaf.id/surat/luqman/27/
https://www.mushaf.id/surat/luqman/27/
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1. Setia (terlihat dari sifat unta yang setia pada majikannya), 

2. Kuat walaupun berada di tengah kondisi yang tidak mendukung (terlihat dari 

unta yang tetap kuat walaupun tidak minum berhari-hari di padang tandus), 

3. Bermanfaat bagi orang lain (terlihat dari manfaat unta yang tidak hanya sebagai 

transportasi, namun unta dapat menghasilkan susu yang dapat dikonsumsi 

manusia, bulu yang dapat digunakan sebagai bahan pakaian, dan kotorannya 

yang dapat menjadi pupuk kendang).  

Sedangkan ilmu mukasyafah (disebut juga ‘ilm ladunni) diterangkan dalam 

QS Al-Kahfi ayat 65 yang berbunyi 

ْْعِل مًاْْْ﴿٦٥ْْ﴾ ْلَد نّْ  نَاهْ ْمِنْ  ْْعِن دِنَّْْوَعَل م  ةًَْْْمِنْ  نَاهْ ْْرَحْ  ْعِبَادِنَّْْْآتَ ي    فَ وَجَدَاْْعَب دًاْمِنْ 
Artinya :ْ 

“Lalu mereka berdua bertemu dengan seorang hamba di antara hamba-

hamba Kami, yang telah Kami berikan rahmat kepadanya dari sisi Kami, dan yang 

telah Kami ajarkan ilmu kepadanya dari sisi Kami” (Al-Qur’an, 18:65). 

 

QS Al-Kahfi ayat 65 mengisahkan pertemuan Nabi Musa dan Nabi Khidhr, 

dimana Allah SWT telah melimpahkan kepada Nabi Khidhr ilmu yang langsung 

diberikan dari sisi Allah (‘ilm ladunni). 

Dalam (Thahir dan Khoiruddin, 2020) yang mempelajari penafsiran Al-Razi 

dalam Mafātiḥ al-Ghayb, untuk mempelajari ‘ilm ladunni diperlukan sikap 

tawādhu’ (rendah hati) daripada takabbur (sombong).  

Hal ini ditunjukkan (QS. Al-Kahfi, 18:66-70) bahwa syarat Nabi Khidir 

pada Nabi Musa adalah untuk tidak bertanya kecuali diterangkan sendiri oleh Nabi 

Khidir. Namun Nabi Musa tidak bersikap tawādhu’ sehingga muncullah sifat 

su’udzon (prasangka buruk). 

https://www.mushaf.id/surat/luqman/27/
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Pada kenyataannya, ayat-ayat Al-Qur’an menerangkan ‘ilm kasbi lebih 

banyak ketimbang ‘ilm ladunni. Hal ini dikarenakan bahwa hanya dalam keadaan 

dan syarat tertentu saja Allah menganugerahkan ilmu-Nya kepada hamba-Nya. 

Akan tetapi Allah memberikan kesempatan kepada manusia untuk berupaya dan 

berolah pikir sebagai salah satu kelebihan manusia dibanding umat lainnya. 

Manusia dapat memperoleh ilmu dari berbagai sumber. Salah satunya adalah 

dengan menguji kemampuan akalnya melalui trial and error (coba-coba), 

pengamatan, percobaan, uji kemungkinan (probabilitas), dan usaha lainnnya yang 

dimampu untuk mendapat pengetahuan baru yang belum didapatkan sebelumnya 

(Idris, 2019). 

Ilmu matematika merupakan bagian dari ‘ilm kasbi dimana diperlukannya 

kajian dan penguasaan yang mendalam terhadap penemuan-penemuan sebelumnya 

serta trial and error untuk mendapatkan suatu persamaan baru yang dapat 

diaplikasikan pada bidang keilmuan lainnya serta bermanfaat bagi manusia, baik 

dirasakan secara langsung maupun tidak. 

 

2.6 Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

Seiring berkembangnya ilmu pengetahun, konstanta Euler-Mascheroni 

memiliki banyak versi. Diantaranya adalah konstanta Euler-Mascheroni yang 

diperumum oleh (Kpeng, dkk, 2022). 

Teorema 2.36 

𝔛𝑘 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

, 𝑘 ∈ 𝕎. 
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Teorema 2.37 

ℨ𝑘 =
1

𝑘 + 1
ln𝑘+1 2 − (−1)𝑘𝑘! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑘 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑘+1−𝑛)(2𝑚 + 1) 

dengan 𝑘 ∈ 𝕎. 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Penelitian ini menggunakan metode penelitian kepustakaan atau riset 

literatur (literature research). Riset adalah suatu proses yang berkaitan dengan 

metode dan prosedur yang sistematik. Dalam proses penyelesaian penelitian, akan 

menemui dua kendala, yaitu semakin menekuni topik penelitian, maka akan 

semakin meragukan topik tersebut, dan terdapat kesenjangan antara teori dan 

latihan. Sehingga dalam proses riset literatur, diperlukan latihan (eksperimen, 

eksplorasi, serta pengembangan kemampuan dan keterampilan), melatih dan 

mengembangkan visi, percaya diri dalam menyelesaikan permasalahan, serta 

menyelesaikan penelitian (Harris, 2020).  

Kegiatan yang dapat dilakukan dalam penelitian ini meliputi pengumpulan 

data kepustakaan, analisis topik melalui pembacaan dan pemahaman, serta 

pengolahan bahan penelitian. 

 

3.2 Pra Penelitian 

Dalam menentukan topik penelitian, peneliti melakukan pencarian topik 

dengan mengumpulan berbagai macam jurnal dan penelitian lainnya yang dapat 

diakses secara daring. Kemudian peneliti memilih jurnal “On Generalized Euler-

Mascheroni Constants” karya G.Abe-I-Kpeng,dkk (2022) yang dijadikan bahan 

dalam memahami konsep dasar serta rumus masalah beserta batasannya yang akan 

dibahas pada penelitian ini. Pemahaman materi yang diperlukan dalam penelitian 



  35 

 

 
 

ini meliputi konstanta Euler-Mascheroni klasik maupun yang telah diperumum., 

deret harmonik, fungsi Riemann Zeta, dan barisan Stirling jenis pertama. 

Selanjutnya, peneliti mencari dan memilih ayat-ayat Al-Qur’an yang dapat 

diintegrasikan pada topik penelitian ini. 

 

3.3 Tahapan Penelitian 

Langkah-langkah yang dapat dilakukan dalam menganalisa kontanta Euler-

Mascheroni yang diperumum adalah sebagai berikut : 

1. Subtitusi bilangan 𝑘 pada konstanta Euler-Mascheroni yang 

diperumum 𝔛𝑘 dan ℨ𝑘. 

2. Subtitusi fungsi Riemann Zeta dan barisan Stirling jenis pertama pada 

konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum 𝔛𝑘 dan ℨ𝑘. 

3. Menganalisis korelasi konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum 𝔛𝑘 

dan ℨ𝑘 dengan deret harmonik. 

4. Menganalisis konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum 𝔛𝑘 dan ℨ𝑘 

dengan signed count permutation yang dilambangkan dengan 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) 

dan ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘). 

5. Menentukan teorema berdasarkan hasil analisis kontanta Euler-

Mascheroni yang diperumum. 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4. 1 Analisis Konstanta Euler-Mascheroni Yang Diperumum 

Pada skripsi ini, dianalisis konstanta Euler-Mascheroni yang Diperumum 

karya K.Apeng,dkk (2022), yaitu 

𝔛𝑘 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

ℨ𝑘 =
1

𝑘 + 1
ln𝑘+1 2 − (−1)𝑘𝑘! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑘 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑘+1−𝑛)(2𝑚 + 1) 

serta konstanta Euler-Mascheroni yang Diperumum dengan signed count 

permutation sebagai berikut 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) =
1

𝑘 + 1
ln𝑘+1 2 − (−1)𝑘𝑘! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑘 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑘+1−𝑛)(2𝑚 + 1) 

dimana  

1. Bilangan 𝑘 pada 𝔛𝑘 dan ℨ𝑘 menyatakan kondisi konstanta Euler-Mascheroni 

diperumum yang sedang dianalisis. Bilangan 𝑘 ∈ 𝕎. 

2. 𝑛 merupakan bilangan yang banyaknya menyatakan partisi pada bilangan 

Stirling jenis pertama pada 𝔛𝑘,ℨ𝑘 , 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘), dan ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘), sehingga 0 < 𝑛 ≤ 𝑚, 

𝑛 = 1,2,3 … , 𝑘 + 1 

3. 𝑚 merupakan bilangan yang menyatakan banyakanya objek bilangan Stirling 

jenis pertama pada 𝔛𝑘,ℨ𝑘 , 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘), dan ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘). 
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Teorema 4.1 Jika 𝔛𝑘 dengan 𝑘 = 0, 𝑚 ∈ ℤ+, maka 

𝔛0 = 1 − 𝐻𝑚 

Bukti: 

Karena 𝔛𝑘 adalah 

𝔛𝑘 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

Maka 𝔛𝑘 dengan 𝑘 = 0 

𝔛0 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
0!

(0 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(0+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
1

(1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

Karena 𝑛 = 1, maka 

𝔛0 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
1

(1 − 1)!
𝑆(𝑚, 1)𝜁(1−1)(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
1

0!
𝑆(𝑚, 1)𝜁(0)(𝑚)] 

 
= − ∑

𝑆(𝑚, 1)

𝑚!
∙ 𝜁(𝑚)

∞

𝑚=2

 

Subtitusi 𝑆(𝑚, 1) dan 𝜁(𝑚) pada 𝔛0. Karena 𝑆(𝑚, 1) = (𝑚 − 1)!, maka akan 

diperoleh 

𝔛0 = − ∑
(𝑚 − 1)!

𝑚!
∙ ∑

1

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

∞

𝑚=2

 

 
= − ∑

1

𝑚
∙

1

1𝑚

∞

𝑚=2
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= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

 

 
= −

1

2
−

1

3
−

1

4
− ⋯ 

 = 1 − 𝐻𝑚 

 

Teorema 4.2 Jika 𝔛𝑘 dengan 𝑘 = 1, maka 

𝔛1 = − ∑
𝐻𝑚−1(2𝑚 + 1) − ln 2

𝑚 ∙ 2𝑚

∞

𝑚=2

 

Bukti: 

Karena 𝔛𝑘 adalah 

𝔛𝑘 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

Maka 𝔛𝑘 dengan 𝑘 = 1 adalah 

𝔛1 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
1!

(1 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(1+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
1

(2 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(2−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

Karena 𝑛 = 1,2 maka 

𝔛1 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
1

(2 − 1)!
𝑆(𝑚, 1)𝜁(2−1)(𝑚) +

1

(2 − 2)!
𝑆(𝑚, 2)𝜁(2−2)(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
1

1!
𝑆(𝑚, 1)𝜁′(𝑚) +

1

0!
𝑆(𝑚, 2)𝜁0(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[𝑆(𝑚, 1)𝜁′(𝑚) + 𝑆(𝑚, 2)𝜁(𝑚)] 
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Subtitusi 𝑆(𝑚, 1) = (𝑚 − 1)! dan 𝑆(𝑚, 2) = (𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1, sehingga diperoleh 

𝔛1 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

[(𝑚 − 1)! 𝜁′(𝑚) + (𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1𝜁(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[(𝑚 − 1)! (𝜁′(𝑚) + 𝐻𝑚−1𝜁(𝑚))] 

 
= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

(𝜁′(𝑚) + 𝐻𝑚−1𝜁(𝑚) 

Subtitusi 𝜁(𝑚) = ∑
1

𝑛𝑚
∞
𝑛=1  dan 𝜁′(𝑚) = ∑

ln 𝑛

𝑛𝑚
∞
𝑛=1  , maka diperoleh 

𝔛1 = − ∑
1

𝑚

∞

𝑚=2

(− ∑
ln 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

+ 𝐻𝑚−1 ∑
1

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

) 

 
= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

(− (
ln 1

1𝑚
+

ln 2

2𝑚
) + 𝐻𝑚−1 (

1

1𝑚
+

1

2𝑚
)) 

 
= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

(−
ln 2

2𝑚
+ 𝐻𝑚−1 (1 +

1

2𝑚
)) 

 
= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

(−
ln 2

2𝑚
+ 𝐻𝑚−1 +

𝐻𝑚−1

2𝑚
) 

 
= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

(
2𝑚𝐻𝑚−1 + 𝐻𝑚−1 − ln 2

2𝑚
) 

 
= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

(
𝐻𝑚−1(2𝑚 + 1) − ln 2

2𝑚
) 

 
= − ∑

𝐻𝑚−1(2𝑚 + 1) − ln 2

𝑚 ∙ 2𝑚

∞

𝑚=2

 

 

Teorema 4.3 Jika 𝔛0 = 1 − 𝐻𝑚 dan 𝔛1 = − ∑
𝐻𝑚−1(2𝑚+1)+− ln 2

𝑚∙2𝑚
∞
𝑚=2 , maka 

𝔛1 = − ∑
1

𝑚 ∙ 2𝑚
((1 − 𝔛0 −

1

𝑚
) (2𝑚 + 1) − ln 2)

∞

𝑚=2
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Bukti : 

Berdasarkan selisih deret harmonik antara 𝑛 dan 𝑛 − 1 sebagai berikut 

𝐻𝑚 − 𝐻𝑚−1 = 
1

𝑚
 

maka 𝔛0 = 1 − 𝐻𝑚 yang dinyatakan dalam bentuk 𝐻𝑚−1 adalah 

𝐻𝑚−1 = 1 − 𝔛0 −
1

𝑚
 

Sehingga jika disubtitusi terhadap  𝔛1 = − ∑
𝐻𝑚−1(2𝑚+1)+− ln 2

𝑚∙2𝑚
∞
𝑚=2 , maka 

𝔛1 = − ∑
1

𝑚 ∙ 2𝑚
(𝐻𝑚−1(2𝑚 + 1) − ln 2) 

∞

𝑚=2

 

 
= − ∑

1

𝑚 ∙ 2𝑚
((1 − 𝔛0 −

1

𝑚
) (2𝑚 + 1) − ln 2)

∞

𝑚=2

 

 

Teorema 4.4 Jika 𝔛𝑘 dengan 𝑘 = 2, maka 

𝔛2 = − ∑
1

𝑚

∞

𝑚=2

[
(𝐻𝑚−1 − ln 2)2 − 𝐻𝑚−1

(2)

2𝑚
+

(𝐻𝑚−1 − ln 3)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

3𝑚
+ (𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
 ] 

Bukti: 

Karena 𝔛𝑘 adalah 

𝔛𝑘 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

, 𝑘 ∈ 𝕎. 

Maka 𝔛𝑘 dengan 𝑘 = 2 

𝔛2 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
2!

(2 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(2+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
2!

(3 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(3−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

Karena 𝑛 = 1,2,3 maka 
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𝔛2 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
2

(3 − 1)!
𝑆(𝑚, 1)𝜁(3−1)(𝑚) +

2

(3 − 2)!
𝑆(𝑚, 2)𝜁(3−2)(𝑚) +

2

(3 − 3)!
𝑆(𝑚, 3)𝜁(3−3)(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
2

2!
𝑆(𝑚, 1)𝜁′′(𝑚) +

2

1!
𝑆(𝑚, 2)𝜁′(𝑚) +

2

(3 − 3)!
𝑆(𝑚, 3)𝜁(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[𝑆(𝑚, 1)𝜁′′(𝑚) + 2𝑆(𝑚, 2)𝜁′(𝑚) + 2𝑆(𝑚, 3)𝜁(𝑚)] 

Subtitusi 𝑆(𝑚, 1) = (𝑚 − 1)!, 𝑆(𝑚, 2) = (𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1, dan 

𝑆(𝑚, 3) =
(𝑚−1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) maka diperoleh 

𝔛2 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

[(𝑚 − 1)! 𝜁′′(𝑚) + 2(𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1𝜁′(𝑚) + 2(
(𝑚 − 1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
))𝜁(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[(𝑚 − 1)! 𝜁′′(𝑚) + 2(𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1𝜁′(𝑚) + (𝑚 − 1)! ((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

) 𝜁(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[(𝑚 − 1)! (𝜁′′(𝑚) + 2𝐻𝑚−1𝜁′(𝑚) + ((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

)𝜁(𝑚)) ] 

 
= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

[𝜁′′(𝑚) + 2𝐻𝑚−1𝜁′(𝑚) + ((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

) 𝜁(𝑚) ] 

 
= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

[𝜁′′(𝑚) + 2𝐻𝑚−1𝜁′(𝑚) + ((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

) 𝜁(𝑚) ] 

Subtitusi 𝜁(𝑚) = ∑
1

𝑛𝑚
∞
𝑛=1 , 𝜁′(𝑚) = ∑

ln 𝑛

𝑛𝑚
∞
𝑛=1 , dan 𝜁′′(𝑚) = ∑

𝑙𝑛 2 𝑛

𝑛𝑚
∞
𝑛=1 , maka 

diperoleh 

𝔛2 = − ∑
1

𝑚

∞

𝑚=2

[(−1)2 ∑
ln2 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

+ 2𝐻𝑚−1 (− ∑
ln 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

) + ((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

) ∑
1

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

 ] 

 
= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

[∑
ln2 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

− 2𝐻𝑚−1 (∑
ln 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

) + ((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

) ∑
1

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

 ] 

 
= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

[(
ln2 1

1𝑚
+

ln2 2

2𝑚
+

ln2 3

3𝑚
) − 2𝐻𝑚−1 (

ln 1

1𝑚
+

ln 2

2𝑚
+

ln 3

3𝑚
) + ((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) (

1

1𝑚
+

1

2𝑚
+

1

3𝑚
) ] 

 = − ∑
1

𝑚

∞

𝑚=2

[
ln2 2

2𝑚 +
ln2 3

3𝑚 −
2𝐻𝑚−1 ∙ ln 2

2𝑚 −
2𝐻𝑚−1 ∙ ln 3

3𝑚 + (𝐻𝑚−1)2 +
(𝐻𝑚−1)2

2𝑚 +
(𝐻𝑚−1)2

3𝑚 − 𝐻𝑚−1
(2)

−
𝐻𝑚−1

(2)

2𝑚 −
𝐻𝑚−1

(2)

3𝑚  ] 

 = − ∑
1

𝑚

∞

𝑚=2

[
ln2 2 − 2𝐻𝑚−1 ∙ ln 2 + (𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)

2𝑚 +
ln2 3 − 2𝐻𝑚−1 ∙ ln 3 + (𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)

3𝑚 + (𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

 ] 
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= − ∑

1

𝑚

∞

𝑚=2

[
(𝐻𝑚−1 − ln 2)2 − 𝐻𝑚−1

(2)

2𝑚
+

(𝐻𝑚−1 − ln 3)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

3𝑚
+ (𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
 ] 

 

Teorema 4.5 Jika 𝔛𝑘 dengan 𝑘 = 𝑛 dan 𝑚 = 𝑛 + 1, maka 

𝔛𝑛 = − ∑
𝑛 ∙ 𝐻𝑛

(𝑛+1)

2

∞

𝑛=1

 

Bukti: 

Karena 𝔛𝑘 adalah 

𝔛𝑘 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

, 𝑘 ∈ 𝕎. 

Maka 𝔛𝑘 dengan 𝑘 = 𝑛 adalah 

𝔛𝑛 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑛!

(𝑛 + 1 − 𝑛)!
𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑛+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑ 𝑛! 𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

Karena diambil 𝑚 = 𝑛 + 1, maka akan disubtitusikan 𝑛 = 𝑚 − 1 

𝔛𝑛 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑ 𝑛! 𝑆(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

∙ (𝑚 − 1)! 𝑆(𝑚, 𝑚 − 1)𝜁(𝑚) 

Subtitusi 𝑆(𝑚, 𝑚 − 1)= 
𝑚!

(𝑚−2)!2!
, maka 

𝔛𝑛 = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∙ (𝑚 − 1)(𝑚 − 2)! ∙
𝑚!

(𝑚 − 2)! 2!
𝜁(𝑚) 

 
= − ∑

(𝑚 − 1)

2
𝜁(𝑚)

∞

𝑚=2
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dan dikembalikan lagi kedalam bentuk 𝑛 sehingga 

𝔛𝑛 = − ∑
𝑛

2
𝜁(𝑛 + 1)

∞

𝑛=1

 

Jika dinyatakan dalam deret harmonik, maka diperoleh 

𝔛𝑛 = − ∑
𝑛 ∙ 𝐻𝑛

(𝑛+1)

2

∞

𝑛=1

 

 

Teorema 4.6 Jika 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) dengan 𝑘 = 0, maka 

𝔛𝑠𝑐𝑝(0) = 1 − ln 2 

Bukti: 

Karena 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) adalah 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

, 𝑘 ∈ 𝕎. 

Maka 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) dengan 𝑘 = 0 adalah 

𝔛𝑠𝑐𝑝(0) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
0!

(0 + 1 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(0+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
1

(1 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

Karena 𝑛 = 1, maka 

𝔛𝑠𝑐𝑝(0) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
1

(1 − 1)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1)𝜁(1−1)(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
1

0!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1)𝜁(0)(𝑚)] 
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= − ∑

𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1)

𝑚!
∙ 𝜁(𝑚)

∞

𝑚=2

 

Subtitusi 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1) = (−1)𝑚−1(𝑚 − 1)! dan 𝜁(𝑚) = ∑
1

𝑛𝑚
∞
𝑛=1 , maka diperoleh 

𝔛𝑠𝑐𝑝(0) = − ∑
(−1)𝑚−1(𝑚 − 1)!

𝑚!
∙ 𝜁(𝑚)

∞

𝑚=2

 

 
= − ∑

(−1)𝑚(𝑚 − 1)!

(−1) ∙ 𝑚 ∙ (𝑚 − 1)!
∙ (

1

1𝑚
)

∞

𝑚=2

 

 
= ∑

(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

 

Subtitusi deret harmonik bolak-balik dimana ∑
(−1)𝑚+1

𝑚
∞
𝑚=1 = ln 2, maka diperoleh 

𝔛𝑠𝑐𝑝(0) = 1 − ∑
(−1)𝑚+1

𝑚

∞

𝑚=1

 

 = 1 − ln 2 

 

Teorema 4.7 Jika 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) dengan 𝑘 = 1, maka 

𝔛𝑠𝑐𝑝(1) = − ∑
(−1)𝑚

𝑚
(

ln 2 + 𝐻𝑚−1

2𝑚
+ 𝐻𝑚−1)

∞

𝑚=2

 

Bukti: 

Karena 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) adalah 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

, 𝑘 ∈ 𝕎. 

Maka 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) dengan 𝑘 = 1 adalah 

𝔛𝑠𝑐𝑝(1) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
1!

(1 + 1 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(1+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1
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= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
1

(2 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(2−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

Karena 𝑛 = 1,2 maka 

𝔛𝑠𝑐𝑝(1) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
1

(2 − 1)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1)𝜁(2−1)(𝑚) +

1

(2 − 2)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 2)𝜁(2−2)(𝑚)] 

 

= − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
1

1!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1)𝜁′(𝑚) +

1

0!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 2)𝜁0(𝑚)] 

 

= − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

[𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1)𝜁′(𝑚) + 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 2)𝜁(𝑚)] 

Subtitusi 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1) = (−1)𝑚−1(𝑚 − 1)! dan 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 2) = (−1)𝑚(𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1, 

maka diperoleh 

𝔛𝑠𝑐𝑝(1) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

[𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1)𝜁′(𝑚) + 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 2)𝜁(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[(−1)𝑚−1(𝑚 − 1)! 𝜁′(𝑚) + (−1)𝑚(𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1𝜁(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚(𝑚 − 1)!

∞

𝑚=2

[(−1)𝑚(𝑚 − 1)! ((−1)−1𝜁′(𝑚) + 𝐻𝑚−1𝜁(𝑚))] 

 
= − ∑

(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[−𝜁′(𝑚) + 𝐻𝑚−1𝜁(𝑚)] 

Karena 𝑛 = 1,2 serta subtitusi 𝜁(𝑚) = ∑
1

𝑛𝑚
∞
𝑛=1  dan 𝜁′(𝑚) = ∑

ln 𝑛

𝑛𝑚
∞
𝑛=1  , maka 

diperoleh 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) = − ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[− (− (
ln 1

1𝑚
+

ln 2

2𝑚
)) + 𝐻𝑚−1 (

1

1𝑚
+

1

2𝑚
)] 

 = − ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[
ln 2

2𝑚
+ 𝐻𝑚−1 +

𝐻𝑚−1

2𝑚
] 

 = − ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[
ln 2 + 𝐻𝑚−1

2𝑚
+ 𝐻𝑚−1] 
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Teorema 4.8 

Jika 𝔛𝑠𝑐𝑝(0) = 1 − ln 2 dan 𝔛𝑠𝑐𝑝(1) = − ∑
(−1)𝑚

𝑚
(

ln 2+𝐻𝑚−1

2𝑚 + 𝐻𝑚−1)∞
𝑚=2 , maka 

𝔛𝑠𝑐𝑝(1) = − ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[
1 − 𝔛𝑠𝑐𝑝(0)

2𝑚
+ 𝐻𝑚−1 (

1

2𝑚
+ 1)] 

Bukti: 

Karena 𝔛𝑠𝑐𝑝(0) = 1 − ln 2, maka 

ln 2 = 1 − 𝔛𝑠𝑐𝑝(0) 

Sehingga jika disubtitusi pada 𝔛𝑠𝑐𝑝(1) = − ∑
(−1)𝑚

𝑚
(

ln 2+𝐻𝑚−1

2𝑚 + 𝐻𝑚−1)∞
𝑚=2 , maka 

diperoleh 

𝔛𝑠𝑐𝑝(1) = − ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[
ln 2 + 𝐻𝑚−1

2𝑚
+ 𝐻𝑚−1] 

 = − ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[
1 − 𝔛𝑠𝑐𝑝(0) + 𝐻𝑚−1

2𝑚
+ 𝐻𝑚−1] 

 = − ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[
1 − 𝔛𝑠𝑐𝑝(0)

2𝑚
+ 𝐻𝑚−1 (

1

2𝑚
+ 1)] 

 

Teorema 4.9 Jika 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) dengan 𝑘 = 2, maka 

𝔛𝑠𝑐𝑝(2) = ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[
(𝐻𝑚−1 − ln 2)2 − 𝐻𝑚−1

(2)

2𝑚
+

(𝐻𝑚−1 − ln 3)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

3𝑚
+ (𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
 ] 

Bukti: 

Jika 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) adalah 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

, 𝑘 ∈ 𝕎. 

Maka 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) dengan 𝑘 = 2 adalah 
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𝔛𝑠𝑐𝑝(2) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
2!

(2 + 1 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(2+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
2!

(3 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(3−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

Karena 𝑛 = 1,2,3, maka  

𝔛𝑠𝑐𝑝(2) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
2

(3 − 1)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1)𝜁(3−1)(𝑚) +

2

(3 − 2)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 2)𝜁(3−2)(𝑚) +

2

(3 − 3)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 3)𝜁(3−3)(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[
2

2!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1)𝜁′′(𝑚) +

2

1!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 2)𝜁′(𝑚) +

2

(3 − 3)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 3)𝜁(𝑚)] 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1)𝜁′′(𝑚) + 2𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 2)𝜁′(𝑚) + 2𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 3)𝜁(𝑚)] 

Subtitusi 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1) = (−1)𝑚−1(𝑚 − 1)!,  𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 2) = (−1)𝑚(𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1, dan 

𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 3) = (−1)𝑚−1 (𝑚−1)!

2
((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) serta subtitusi 𝜁(𝑚) = ∑

1

𝑛𝑚
∞
𝑛=1 , 

𝜁′(𝑚) = ∑
ln 𝑛

𝑛𝑚
∞
𝑛=1 , dan  𝜁′′(𝑚) = ∑

𝑙𝑛2𝑛

𝑛𝑚
∞
𝑛=1  maka diperoleh 

𝔛𝑠𝑐𝑝(2) 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

[(−1)𝑚−1(𝑚 − 1)! (−1)2 ∑
ln2 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

+ 2(−1)𝑚(𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1 (− ∑
ln 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

)

+
2

2
(−1)𝑚−1(𝑚 − 1)! ((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1

(2)
) ∑

1

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

 ] 

 = − ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[− ∑
ln2 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

− 2𝐻𝑚−1 (∑
ln 𝑛

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

) − ((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

) ∑
1

𝑛𝑚

∞

𝑛=1

 ] 

 

= − ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[− (
ln2 1

1𝑚
+

ln2 2

2𝑚
+

ln2 3

3𝑚
) − 2𝐻𝑚−1 (

ln 1

1𝑚
+

ln 2

2𝑚
+

ln 3

3𝑚
)

− ((𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

) (
1

1𝑚 +
1

2𝑚 +
1

3𝑚) ] 

 = ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞

𝑚=2

[
(𝐻𝑚−1 − ln 2)2 − 𝐻𝑚−1

(2)

2𝑚 +
(𝐻𝑚−1 − ln 3)2 − 𝐻𝑚−1

(2)

3𝑚 + (𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

 ] 
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Teorema 4.10 Jika 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) dengan 𝑘 = 𝑛, 𝑚 = 𝑛 + 1, maka 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑛) = ∑
𝑛 ∙ 𝐻𝑛

(𝑛+1)

2

∞

𝑛=1

 

Bukti: 

Jika 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) adalah 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑘!

(𝑘 + 1 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑘+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

, 𝑘 ∈ 𝕎. 

Maka 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑘) dengan 𝑘 = 𝑛 adalah 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑛) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑
𝑛!

(𝑛 + 1 − 𝑛)!
𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑛+1−𝑛)(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑ 𝑛! 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

Karena diambil 𝑚 = 𝑛 + 1, maka akan disubtitusikan 𝑛 = 𝑚 − 1 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑛) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∑ 𝑛! 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑛)𝜁(𝑚)

𝑚

𝑛=1

 

 
= − ∑

1

𝑚!

∞

𝑚=2

∙ (𝑚 − 1)! 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑚 − 1)𝜁(𝑚) 

Subtitusi 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 𝑚 − 1)= − (
𝑚
2

), maka 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑛) = − ∑
1

𝑚!

∞

𝑚=2

∙ (𝑚 − 1)(𝑚 − 2)! ∙
(−1) ∙ 𝑚!

(𝑚 − 2)! 2!
𝜁(𝑚) 

 
= ∑

(𝑚 − 1)

2
𝜁(𝑚)

∞

𝑚=2

 

dan dikembalikan lagi kedalam bentuk 𝑛 sehingga 
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𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑛) = ∑
𝑛

2
𝜁(𝑛 + 1)

∞

𝑛=1

 

Jika dinyatakan dalam deret harmonik maka 

𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑛) = ∑
𝑛 ∙ 𝐻𝑛

(𝑛+1)

2

∞

𝑛=1

 

  

Teorema 4.11 Jika ℨ𝑘 dengan 𝑘 = 0, maka 

ℨ0 = ln 2 − [ ∑
1

4𝑚(2𝑚 + 1)

∞

𝑚=2

𝜁(2𝑚 + 1)] 

Bukti: 

Jika ℨ𝑘 adalah 

ℨ𝑘 =
1

𝑘 + 1
ln𝑘+1 2 − (−1)𝑘𝑘! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑘 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑘+1−𝑛)(2𝑚 + 1) 

dengan 𝑘 ∈ 𝕎. Sehingga jika 𝑘 = 0, maka 

ℨ0 =
1

0 + 1
ln0+1 2 − [(−1)00! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(0 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(0+1−𝑛)(2𝑚 + 1)] 

 
= ln 2 − [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(1−𝑛)(2𝑚 + 1)] 

Karena 𝑛 = 1 serta disubtitusi 𝑆(2𝑚 + 1,1) = 2𝑚! maka diperoleh 

ℨ0 = ln 2 − [ ∑
1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

(
𝑆(2𝑚 + 1,1)

(1 − 1)!
𝜁(1−1)(2𝑚 + 1))] 

 
= ln 2 − [ ∑

𝑆(2𝑚 + 1,1)

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

𝜁(2𝑚 + 1)] 

 
= ln 2 − [ ∑

2𝑚!

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

𝜁(2𝑚 + 1)] 
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= ln 2 − [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)

∞

𝑚=2

𝜁(2𝑚 + 1)] 

 

Teorema 4.12 Jika ℨ𝑘 dengan 𝑘 = 1, maka 

ℨ1 =
ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)

∞

𝑚=2

(𝜁′(2𝑚 + 1) + 𝐻2𝑚𝜁(2𝑚 + 1))] 

Bukti: 

Karena ℨ𝑘 adalah  

ℨ𝑘 =
1

𝑘 + 1
ln𝑘+1 2 − (−1)𝑘𝑘! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑘 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑘+1−𝑛)(2𝑚 + 1) 

dengan 𝑘 ∈ 𝕎. Maka ℨ𝑘 dengan  𝑘 = 1 adalah 

ℨ1  =
1

1 + 1
ln1+1 2 − [(−1)11! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(1 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(1+1−𝑛)(2𝑚 + 1)] 

 
=

ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(2 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(2−𝑛)(2𝑚 + 1)] 

Karena 𝑛 = 1,2 serta disubtitusi 𝑆(2𝑚 + 1,1) dan 𝑆(2𝑚 + 1,2) sebagai berikut 

dan diperoleh  

ℨ1 
=

ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

(
𝑆(2𝑚 + 1,1)

(2 − 1)!
𝜁(2−1)(2𝑚 + 1) +

𝑆(2𝑚 + 1,2)

(2 − 2)!
𝜁(2−2)(2𝑚 + 1))] 

 
=

ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

(
𝑆(2𝑚 + 1,1)

1!
𝜁′(2𝑚 + 1) +

𝑆(2𝑚 + 1,2)

0!
𝜁(2𝑚 + 1))] 

 
=

ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

(𝑆(2𝑚 + 1,1)𝜁′(2𝑚 + 1) + 𝑆(2𝑚 + 1,2)𝜁(2𝑚 + 1))] 

 
=

ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

((2𝑚 + 1 − 1)! 𝜁′(2𝑚 + 1) + (2𝑚 + 1 − 1)! 𝐻2𝑚+1−1𝜁(2𝑚 + 1))] 

 

=
ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

(2𝑚! 𝜁′(2𝑚 + 1) + 2𝑚! 𝐻2𝑚𝜁(2𝑚 + 1))] 
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=
ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)(2𝑚)!

∞

𝑚=2

(2𝑚! (𝜁′(2𝑚 + 1) + 𝐻2𝑚𝜁(2𝑚 + 1)))] 

 

=
ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)

∞

𝑚=2

(𝜁′(2𝑚 + 1) + 𝐻2𝑚𝜁(2𝑚 + 1))] 

 

Teorema 4.13 Jika ℨ𝑘 dengan 𝑘 = 𝑛 dan 𝑚 =
𝑛

2
, maka 

ℨ𝑛 =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝜁(𝑛 + 1)

4𝑛+1(𝑛 − 1)!

∞

𝑛=1

] 

Bukti: 

Karena ℨ𝑘 adalah  

ℨ𝑘 =
1

𝑘 + 1
ln𝑘+1 2 − (−1)𝑘𝑘! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑘 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑘+1−𝑛)(2𝑚 + 1) 

dengan 𝑘 ∈ 𝕎. 

Maka ℨ𝑘 dengan  𝑘 = 𝑛 adalah 

ℨ𝑛 =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑛 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑛+1−𝑛)(2𝑚 + 1)] 

 
=

1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑ 𝑆(2𝑚 + 1, 𝑛)

𝑚

𝑛=1

𝜁(2𝑚 + 1)] 

Karena diambil 𝑚 =
𝑛

2
, maka 𝑛 = 2𝑚, sehingga dapat disubtitusi terhadap 

𝑆(2𝑚 + 1,2𝑚), sehingga 

ℨ𝑛 =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝑆(2𝑚 + 1,2𝑚)𝜁(2𝑚 + 1)

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

] 

 
=

1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝜁(2𝑚 + 1)

4𝑚(2𝑚 + 1)!
∙

(2𝑚 + 1)!

(2𝑚 − 1)! 2!

∞

𝑚=2

] 
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=
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝜁(2𝑚 + 1)

2 ∙ 4𝑚 ∙ (2𝑚 − 1)!

∞

𝑚=2

] 

Kembalikan dalam bentuk 𝑛 sehingga 

ℨ𝑛 =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝜁(𝑛 + 1)

4𝑛+1(𝑛 − 1)!

∞

𝑛=1

] 

Berdasarkan Definisi 2.14, jika dinyatakan dalan deret harmonik, maka 

ℨ𝑛 =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝐻𝑛
(𝑛+1)

4𝑛+1(𝑛 − 1)!

∞

𝑛=1

] 

 

Teorema 4.14 Jika ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) dengan 𝑘 = 0, maka 

ℨ𝑠𝑐𝑝(0) = ln 2 + [ ∑
(−1)𝑚

4𝑚(2𝑚 + 1)

∞

𝑚=2

𝜁(2𝑚 + 1)] 

Bukti:  

Jika ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) adalah 

ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) =
1

𝑘 + 1
ln𝑘+1 2 − (−1)𝑘𝑘! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑘 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑘+1−𝑛)(2𝑚 + 1) 

dengan 𝑘 ∈ 𝕎. Sehingga jika 𝑘 = 0, maka 

ℨ𝑠𝑐𝑝(0) =
1

0 + 1
ln0+1 2 − [(−1)00! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1, 𝑛)

(0 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(0+1−𝑛)(2𝑚 + 1)] 

 
= ln 2 − [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1, 𝑛)

(1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(1−𝑛)(2𝑚 + 1)] 

Karena 𝑛 = 1 dan subtitusi 𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1,1) = (−1)𝑚−12𝑚!, maka diperoleh 

ℨ𝑠𝑐𝑝(0) = ln 2 − [ ∑
1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1,1)

0!

𝑚

𝑛=1

𝜁(0)(2𝑚 + 1)] 
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 = ln 2 − [ ∑
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1,1)

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

𝜁(2𝑚 + 1)] 

 = ln 2 − [ ∑
(−1)𝑚−12𝑚!

4𝑚(2𝑚 + 1)2𝑚!

∞

𝑚=2

𝜁(2𝑚 + 1)] 

 = ln 2 − [ ∑
(−1)𝑚

4𝑚(2𝑚 + 1)(−1)

∞

𝑚=2

𝜁(2𝑚 + 1)] 

 = ln 2 + [ ∑
(−1)𝑚

4𝑚(2𝑚 + 1)

∞

𝑚=2

𝜁(2𝑚 + 1)] 

 

Teorema 4.15  Jika ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) dengan 𝑘 = 1, maka 

ℨ𝑠𝑐𝑝(1) =
ln2 2

2
+ [ ∑

(−1)𝑚

4𝑚(2𝑚 + 1)

∞

𝑚=2

(−𝜁′(2𝑚 + 1) + 𝐻𝑚−1𝜁(2𝑚 + 1))] 

Bukti: 

Jika ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) adalah  

ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) =
1

𝑘 + 1
ln𝑘+1 2 − (−1)𝑘𝑘! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑘 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑘+1−𝑛)(2𝑚 + 1) 

dengan 𝑘 ∈ 𝕎, maka ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) ketika 𝑘 = 1 adalah  

ℨ𝑠𝑐𝑝(1) =
1

1 + 1
ln1+1 2 − [(−1)11! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1, 𝑛)

(1 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(1+1−𝑛)(2𝑚 + 1)] 

 
=

ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1, 𝑛)

(2 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(2−𝑛)(2𝑚 + 1)] 

Karena 𝑛 = 1,2 serta subtitusi 𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 1) = (−1)𝑚−1(𝑚 − 1)! dan 

𝑆𝑠𝑐𝑝(𝑚, 2) = (−1)𝑚(𝑚 − 1)! 𝐻𝑚−1 sebagai berikut, maka diperoleh 

 

ℨ𝑠𝑐𝑝(1) =
ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

[
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1,1)

1!
𝜁′(2𝑚 + 1) +

𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1,2)

0!

𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1, 𝑛)

(2 − 𝑛)!
𝜁(2−𝑛)(2𝑚 + 1)(2𝑚 + 1)]] 
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 =
ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

(𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1,1)𝜁′(2𝑚 + 1) + 𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1,2)𝜁(2𝑚 + 1))] 

 =
ln2 2

2
+ [ ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

((−1)𝑚−12𝑚! 𝜁′(2𝑚 + 1) + (−1)𝑚2𝑚! 𝐻𝑚−1𝜁(2𝑚 + 1))] 

 =
ln2 2

2
+ [ ∑

(−1)𝑚2𝑚!

4𝑚(2𝑚 + 1)2𝑚!

∞

𝑚=2

(−𝜁′(2𝑚 + 1) + 𝐻𝑚−1𝜁(2𝑚 + 1))] 

 =
ln2 2

2
+ [ ∑

(−1)𝑚

4𝑚(2𝑚 + 1)

∞

𝑚=2

(−𝜁′(2𝑚 + 1) + 𝐻𝑚−1𝜁(2𝑚 + 1))] 

 

Teorema 4.16 Jika ℨ𝑠𝑐𝑝𝑘(𝑘) dengan 𝑘 = 𝑛, dan 𝑚 =
𝑛

2
 adalah 

ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑛) =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 + [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝐻𝑛
(𝑛+1)

2 ∙ 4𝑚(2𝑚 − 1)!

∞

𝑚=2

] 

Bukti: 

Jika ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) adalah  

ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) =
1

𝑘 + 1
ln𝑘+1 2 − (−1)𝑘𝑘! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑘 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑘+1−𝑛)(2𝑚 + 1) 

dengan 𝑘 ∈ 𝕎. Maka ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑘) dengan 𝑘 = 𝑛, adalah 

ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑛) =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑
𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1, 𝑛)

(𝑛 + 1 − 𝑛)!

𝑚

𝑛=1

𝜁(𝑛+1−𝑛)(2𝑚 + 1)] 

 
=

1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

1

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∑ 𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1, 𝑛)

𝑚

𝑛=1

𝜁(2𝑚 + 1)] 

Karena diambil 𝑚 =
𝑛

2
, maka 𝑛 = 2𝑚, sehingga dapat disubtitusi terhadap 

𝑆𝑠𝑐𝑝(2𝑚 + 1,2𝑚) dan diperoleh 

ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑛) =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝑆(2𝑚 + 1,2𝑚)𝜁(2𝑚 + 1)

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

] 
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 =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝜁(2𝑚 + 1)

4𝑚(2𝑚 + 1)!

∞

𝑚=2

∙
−(2𝑚 + 1)!

(2𝑚 − 1)! 2!
] 

 =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 + [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝜁(2𝑚 + 1)

2 ∙ 4𝑚(2𝑚 − 1)!

∞

𝑚=2

] 

Kembalikan dalam bentuk 𝑛 sehingga 

ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑛) =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 + [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝜁(𝑛 + 1)

4𝑛+1(𝑛 − 1)!

∞

𝑛=1

] 

Jika dinyatakan dalam deret harmonik, maka 

ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑛) =
1

𝑛 + 1
ln𝑛+1 2 + [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝐻𝑛
(𝑛+1)

4𝑛+1(𝑛 − 1)!

∞

𝑛=1

] 

 

4. 2 Kajian Agama dengan Pembahasan 

 Dalam menganalisis konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum, 

semakin memperjelas luasnya ilmu Allah SWT sebagaimana yang diterangkan 

dalam QS Luqman ayat 27. 

Ilmu Allah SWT diturunkan kepada setiap manusia di muka bumi ini yang 

memiliki keunikan masing-masing, baik dari sudut pandang masing-masing 

individu, budaya setempat, serta pemahamannya yang berasal dari Allah SWT. 

Dalam QS Ali Imran ayat 7 yang berbunyi 

ْْْۖفأََم اْْْٱل ذِينَْْْفِْ تْ  بِهََٰ ْم تَشََٰ ْْأ مُّْْٱل كِتََٰبِْْْوَأ خَرْ  ْْه نْ  تْ  ْمُُّّ كَمََٰ ْأنَزَلَْْْعَلَي كَْْْٱل كِتََٰبَْْمِن هْ ْْءَايََٰتْ  ْه وَْْْٱل ذِىْ 
نَةِْْْوَٱب تِغَا ءَْْْتََ وِيلِهِْۦْْْْۗوَمَاْْيَ ع لَمْ ْْتََ وِيلَه ۥ ْْْإِلّ ْْْٱللّ ْ ْْْۗوَْ بَهَْْْمِن هْ ْْٱب تِغَا ءَْْٱل فِت   ْْزَي غْ ْْفَ يَ ت بِع ونَْْْمَاْْْتَشََٰ  ق  ل وبِِِمْ 
لَ بََٰبِْ﴿٧ْْ﴾ ْْإِلّ ْ ْْأ و۟ل واْْْ۟ٱلْ  ْعِندِْْْرَب نَِاْْْْۗوَمَاْْيَذ ك رْ  ْْۦك لْ ْمِ نْ   ٱلر َٰسِخ ونَْْْفِْْْٱل عِل مِْْْيَ ق ول ونَْْْءَامَن اْْبهِِ
 

Artinya : 

“Dialah yang menurunkan Al-Kitab(Al-Qur’an) kepada kamu. Di antara 

(isi)nya ada ayat-ayat yang muhkamaat, itulah pokok-pokok isi Al-Qur’an dan 

https://www.mushaf.id/surat/luqman/27/
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yang lain (ayat-ayat) mutasyabihat. Adapun orang-orang yang dalam hatinya 

condong pada kesesatan, mereka mengikuti yang mutasyabihat untuk mencari-cari 

fitnah dan untuk mencari-cari takwilnya, padahal tidak ada yang mengetahui 

takwilnya kecuali Allah. Dan orang-orng yang ilmunya mendalam berkata, “Kami 

beriman kepadanya (Al-Qur’an), semuanya dari sisi Tuhan kami.” Tidak ada yang 

dapat mengambil pelajaran kecuali orang yang berakal” (Al-Qur’an, 3:7).  

Sehingga untuk melengkapi pembahasan dalam proses menganalisis 

konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum, diperlukan pendapat dari 

matematikawan lain dalam bentuk teori maupun teorema. Sebagaimana dijelaskan 

dalam QS Al-Hujurat ayat 13 yang berbunyi 

ْعِن دَْْْاللّ َِْٰ رَمَك مْ  ْْاكَ  لَْْْلِْتَ عَارَف  و اْْْۚاِنْ  ْْش ع و بًْْو قَ بَاۤىِٕ ْْذكََرْ ْْو ا ن  ثَٰىْْوَجَعَل نَٰك مْ  ْمِ نْ  ْخَلَق نَٰك مْ  ْْاِنّْ  يَ ُّهَاْْالن اسْ   ْيَٰٰ 
ْْاللّ ََْْْٰعَلِي مْ ْْخَبِي ْ ْ﴿١٣ْْ﴾ْ ْۗاِنْ  ىك مْ   اتَ  قَٰ

Artinya : 

“Wahai manusia! Sungguh, Kami telah menciptakan kamu dari seorang 

laki-laki dan seorang perempuan, kemudian Kami jadikan kamu berbangsa-bangsa 

dan bersuku-suku agar kamu saling mengenal. Sesungguhnya yang paling mulia di 

antara kamu di sisi Allah ialah orang yang paling bertakwa. Sungguh, Allah Maha 

Mengetahui, Mahateliti” (Al-Qur’an, 49:13). 

 

Dengan melalui proses trial and error, maka ditemukanlah pembahasan 

sebagaimana yang telah dijelaskan pada subbab sebelumnya yang diharapkan 

diaplikasikan pada bidang keilmuan lainnya agar bermanfaat bagi kehidupan 

manusia serta makhluk semesta alam.

https://www.mushaf.id/surat/luqman/27/
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan diatas, maka dapat disimpulkan sebagai 

berikut: 

1. Hubungan konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum 𝔛𝑘 dan ℨ𝑘 dengan 

deret harmonik antara lain 

a. 𝔛0 = 1 − 𝐻𝑚 

b. 𝔛1 = − ∑
𝐻𝑚−1(2𝑚+1)−ln 2

𝑚∙2𝑚
∞
𝑚=2  

c. 𝔛2 = − ∑
1

𝑚

∞
𝑚=2 [

(𝐻𝑚−1−ln 2)2−𝐻𝑚−1
(2)

2𝑚 +
(𝐻𝑚−1−ln 3)2−𝐻𝑚−1

(2)

3𝑚 + (𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

 ] 

d. 𝔛𝑛 = − ∑
𝑛∙𝐻𝑛

(𝑛+1)

2
∞
𝑛=1  

e. ℨ0 = ln 2 − [∑
1

4𝑚(2𝑚+1)
∞
𝑚=2 𝜁(2𝑚 + 1)] 

f. ℨ1 =
ln2 2

2
+ [∑

1

4𝑚(2𝑚+1)
∞
𝑚=2 (𝜁′(2𝑚 + 1) + 𝐻2𝑚𝜁(2𝑚 + 1))] 

g. ℨ𝑛 =
1

𝑛+1
ln𝑛+1 2 − [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝜁(𝑛+1)

4𝑛+1(𝑛−1)!
∞
𝑛=1 ] 

2. Konstanta Euler-Mascheroni yang diperumum pada 𝔛𝑘 dan ℨ𝑘 dengan signed 

count permutation antara lain 

a. 𝔛𝑠𝑐𝑝(0) = 1 − ln 2 

b. 𝔛𝑠𝑐𝑝(1) = − ∑
(−1)𝑚

𝑚
(

ln 2+𝐻𝑚−1

2𝑚
+ 𝐻𝑚−1)∞

𝑚=2  

c. 𝔛𝑠𝑐𝑝(2) = ∑
(−1)𝑚

𝑚

∞
𝑚=2 [

(𝐻𝑚−1−ln 2)2−𝐻𝑚−1
(2)

2𝑚 +
(𝐻𝑚−1−ln 3)2−𝐻𝑚−1

(2)

3𝑚 + (𝐻𝑚−1)2 − 𝐻𝑚−1
(2)

 ] 

d. 𝔛𝑠𝑐𝑝(𝑛) = ∑
𝑛∙𝐻𝑛

(𝑛+1)

2
∞
𝑛=1



58 
 

 
 

e. ℨ𝑠𝑐𝑝(0) = ln 2 + [∑
(−1)𝑚

4𝑚(2𝑚+1)
∞
𝑚=2 𝜁(2𝑚 + 1)] 

f. ℨ𝑠𝑐𝑝(1) =
ln2 2

2
+ [∑

(−1)𝑚

4𝑚(2𝑚+1)
∞
𝑚=2 (−𝜁′(2𝑚 + 1) + 𝐻𝑚−1𝜁(2𝑚 + 1))] 

g. ℨ𝑠𝑐𝑝(𝑛) =
1

𝑛+1
ln𝑛+1 2 + [(−1)𝑛𝑛! ∑

𝐻𝑛
(𝑛+1)

2∙4𝑚(2𝑚−1)!
∞
𝑚=2 ] 

 

5.2 Saran 

Berdasarkan hasil penelitian ini, maka disarankan pada penelitian 

selanjutnya untuk menganalisis teorema-teorema pada skripsi ini pada fungsi 

Riemann Zeta pada 𝑚 + 1 serta merelasikan pada bilangan Bell. 
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LAMPIRAN 

 

Koding fungsi riemann zeta dengan python : 

import math 

m=int(input("Put a number of m : ")) 

n = int(input("Put a number of n : ")) 

total_sum=0 

for i in range (1,n): 

  riemann_zeta=1/math.pow(i,m) 

  total_sum=total_sum + riemann_zeta 

print(total_sum) 

 

Hasil Riemann Zeta Ketika 𝑚 = 2 

𝒏 HASIL 

1 1 

10 1.5497677311665408 

20 1.5961632439130233 

50 1.625132733621529 

100 1.6349839001848923 

500 1.642936065514894 

1000 1.6439345666815615 

10000 1.6448340718480652 

50000 1.6449140670482416 

100000 1.6449240668982423 

500000 1.644932066850254 

1000000 1.64493306684877 
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