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ABSTRAK

Pratiwi, Meira Indria. 2023. Analisis Dinamik Model SEIAR Dengan Pengaruh
Vaksinasi. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Dr. Heni Widayani, M.Si (2) Erna Herawati, M.Pd.

Kata Kunci: Analisis Dinamik, Model Epidemi, Model SEIAR, Analisis
Kestabilan

Penelitian ini membahas tentang analisis dinamik model SEIAR dengan
pengaruh vaksinasi. Populasi pada model SEIAR dibagi menjadi lima variabel
yaitu, populasi individu rentan (S), populasi individu terpapar (E), populasi individu
terinfeksi bergejala (1), populasi individu terinfeksi tanpa gejala (A), dan populasi
individu sembuh (R). Adapun langkah dalam melakukan analisis perilaku model
dapat dilakukan dengan cara menentukan titik kesetimbangan, bilangan reproduksi
dasar serta melakukan analisis kestabilan pada titik kesetimbangan, dan simulasi
numerik. Titik kesetimbangan yang diperoleh adalah titik kesetimbangan bebas
penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Hasil dari penelitian ini menunjukkan
bahwa kestabilan dari titik kesetimbangan bebas penyakit adalah stabil sedangkan
untuk hasil kestabilan titik kesetimbangan endemik menunjukkan bahwa tidak
stabil.
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ABSTRACT

Pratiwi, Meira Indria. 2023. Dynamic Analysis of the SEIAR Model With
Vaccination Factors. Thesis. Mathematics Department, Science and
Technology Faculty, State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim
Malang. Advisors: (1) Dr. Heni Widayani, M.Si (2) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: Dynamic Analysis, Epidemic Model, SEIAR Model, Stability Analysis

This study discusses dynamic analysis on the SEIAR model with vaccination
factors. The population in the SEIR model is divided into four variables,
Susceptible (S), Exposed (E), Symptomatic Infections (1), Asymptomatic Infections
(A), and Recovered (R). The steps in analyzing the behavior of the model can be
done by determining the equilibrium point, basic reproduction number, stability
analysis at the equilibrium point, and numerical simulations. The equilibrium point
obtained is the disease-free equilibrium point and the endemic equilibrium point.
The results of this study indicate that the stability of the disease-free equilibrium
point is locally asymptotically stable, while the stability of the endemic equilibrium
point shows that it is locally unstable.
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BAB |
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Model matematika merupakan salah satu alat yang dapat membantu
mempermudah penyelesaian masalah dalam kehidupan nyata. Masalah-masalah
tersebut dapat dibawa ke dalam model matematis dengan menggunakan asumsi-
asumsi tertentu. Model matematika yang mempelajari tentang penyebaran dan
kontrol penyakit disebut model epidemi. Model epidemi yang umum digunakan
dalam menganalisa penyebaran penyakit yaitu model SIR. Model ini awalnya
dipelajari oleh Kermack dan McKendrick. Berdasarkan karakteristiknya, model ini
mengelompokkan populasi ke dalam tiga subpopulasi yaitu susceptible (kelompok
individu yang rentan), infected (kelompok individu yang terinfeksi penyakit), dan
recovered (kelompok individu yang telah sembuh dari penyakit).

Berawal dari model tersebut, banyak peneliti yang mengembangkannya
seperti Pongsumpun dan Tang (2011) yang telah melakukan penelitian model
penyebaran swine influenza dengan membedakan kelompok individu terinfeksi
menjadi dua, yaitu Symptomatic Infections dan Asymptomatic Infections. Salah satu
penyakit yang dapat dimodelkan dengan model matematika tersebut yaitu
Coronavirus Disease 2019 atau COVID-19. Ada beberapa penelitian model
penyebaran COVID-19 yang juga membedakan kelompok individu terinfeksi.
Abba B. Gumel dkk (2021) telah melakukan penelitian model penyebaran penyakit
COVID-19 menggunakan model asumsi SEIRD vyaitu populasi individu rentan (S),
populasi individu terpapar (E), kelas populasi individu terinfeksi dapat

diklasifikasikan menjadi tiga subpopulasi yaitu populasi individu terinfeksi dengan



gejala (Is), populasi individu terinfeksi tanpa gejala (I,), populasi individu
terinfeksi isolasi di rumah sakit (I,) , populasi individu sembuh (R) dan populasi
individu meninggal (D). Dalam penelitian ini menyajikan dasar untuk merumuskan,
menganalisi, dan mensimulasikan model matematika untuk memahami dinamika
COVID-19 tanpa asumsi vaksinasi.

Sebagai manusia kita memiliki kewajiban untuk berikhtiar sebagaimana
dalam firman Allah SWT dalam QS. An-najm ayat 39 yang artinya:

“Dan bahwasanya seorang manusia tiada memperoleh selain apa yang telah
diusahakannya”

Menurut tafsir kemenag, surat An-najm menerangkan bahwa atas perbuatan
yang baik, manusia hanya memperoleh ganjaran dari usahanya sendiri maka dia
tidak berhak atas pahala suatu perbuatan yang tidak dilakukannya. Dari ayat
tersebut, Imam Malik dan Imam Syafi'i memahami bahwa tidak sah menghadiahkan
pahala amalan orang hidup berupa bacaan Al-Qur'an kepada orang mati, karena
bukan perbuatan mereka dan usaha mereka. Begitu pula seluruh ibadah badaniah,
seperti salat, haji dan tilawah, karena Nabi saw tidak pernah mengutarakan yang
demikian kepada umat, tidak pernah menyuruhnya secara sindiran dan tidak pula
dengan perantaraan nas dan tidak pula para sahabat menyampaikan kepada Kkita.
Sekiranya tindakan itu baik, tentu mereka telah terlebih dahulu mengerjakannya
(Kemenag, 2019).

Salah satu upaya penanggulangan penyebaran COVID-19 yaitu dengan
mengadakan vaksinasi. Vaksinasi diberikan kepada orang yang belum terinfeksi
dengan tujuan agar dapat mengurangi risiko penularan dan merangsang sistem
kekebalan tubuh. Vaksinasi berpotensi lebih tinggi dalam menurunkan jumlah

penderita influenza daripada penggunaan antibiotik (Kwong JC, Maaten S, Upshur



REG, 2009). Vaksinasi dianjurkan sebagai salah satu taktik untuk menangkal
penyebaran COVID-19 dalam kurun waktu yang lama. Akan tetapi, seseorang yang
telah divaksinasi belum tentu terbebas dari virus. Hal ini disebabkan karena virus
yang belum kuat yang berada di lingkungan dapat mengakibatkan seseorang masih
mungkin terpapar virus ketika berada di lingkungan populasi terinfeksi walaupun
bisa jadi tidak menunjukkan gejala infeksi virus. Apabila seseorang terkena virus
dan mengakibatkan harus melakukan rawat inap maka diasumsikan seseorang
tersebut tidak dapat pulih secara keseluruhan karena masih terdapat sisa virus dalam
tubuh meskipun tampak sudah sehat (Li, M. Y., Smith, H. L., & Wang, 2001).

Model epidemi dapat digunakan untuk memperkirakan dinamika epidemi
berdasarkan faktor epidemiologi pada suatu populasi, maupun dampak dari
pemberian vaksin pada penyebaran infeksi (Keeling, M. J., & Rohani, 2008).
Model SEIAR ini merupakan model yang mengelompokkan individu terinfeksi
dengan ditambahkannya pengaruh vaksinasi. Model epidemi SEIAR merupakan
model yang terdiri dari lima kompartemen, yaitu susceptible (S), exposed (E),
infectious symptomatic (1), infectious asymptomatic (A), dan recovered (R) dimana
populasi terinfeksi dibagi menjadi dua, yaitu bergejala dan tidak bergejala.
Penelitian terkait model epidemi SEIAR dengan pengaruh vaksinasi dilakukan
untuk melihat signifikasi pengaruh vaksin pada proses penyebaran virus.
Berdasarkan ulasan tersebut, penulis ingin melakukan penilitian dengan judul
“Analisis Dinamik Model SEIAR dengan Pengaruh Vaksinasi”.
1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah disampaikan diatas maka rumusan

masalah dari penelitian ini adalah :



1. Bagaimana analisis dinamik model SEIAR dengan pengaruh vaksinasi?
2. Bagaimana simulasi numerik dari model SEIAR dengan pengaruh vaksinasi?
1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka tujuan dari penelitian ini
adalah:
1. Untuk mengetahui analisis dinamik model SEIAR dengan pengaruh
vaksinasi.
2. Untuk mengetahui simulasi numerik dari model SEIAR dengan pengaruh
vaksinasi.
1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat yang dapat diperoleh pada penelitian ini yaitu memperbanyak

pengetahuan tentang pengaruh vaksinasi pada model SEIAR sehingga dapat

digunakan sebagai referensi dalam peningkatan ilmu matematika di bidang

pemodelan penyebaran penyakit maupun implementasi model pada bidang lain.

1.5

Batasan Masalah

Batasan masalah pada penelitian ini yaitu :

Model yang digunakan dalam pengembangan model matematika pada
penelitian ini merupakan modifikasi model Ramadhani, dkk (2019) dengan
meninjau bahwa populasi S rentan dapat berinteraksi pula dengan A sehingga

diperoleh model baru sebagai berikut :

ds (E+1+4) _
E—A—ﬁST—(u+J)S
dE (E+T1+A4) _
ar

—=kpE — (u+y)l
7r =P (u+7v1)



dA _ _
2r KA =pE—-(u+y)A
dR _ L
d—t=y11+y2A—uR+oS

. Laju transmisi virus dari populasi individu terpapar (E) ke individu rentan
(S) sebesar B; berbeda dengan laju transmisi virus dari populasi individu
terinfeksi dengan gejala (I) ke individu rentan (S) sebesar f3,.

. Laju transmisi virus dari populasi individu terpapar (E) ke individu rentan
(S) sebesar B; berbeda dengan laju transmisi virus dari populasi individu
terinfeksi tanpa gejala (A) ke individu rentan (S) sebesar 5.

. Laju transmisi virus dari populasi individu terinfeksi dengan gejala (I) ke
individu rentan (S) sebesar [, berbeda dengan laju transmisi virus dari
populasi individu terinfeksi tanpa gejala (A) ke individu rentan (S) sebesar
Bs.

. Populasi individu sembuh (R) tidak kembali ke populasi individu rentan (S).



BAB I1
KAJIAN TEORI
2.1 Teori Pendukung

2.1.1 Model Matematika SEIAR COVID-19

Model SEIAR COVID-19 yang merupakan pengembangan model dari
Ramadhani, dkk (2019) dengan model persamaan yang berjudul “Analisis
kestabilan model matematika penyebaran virus influenza A HIN1 dengan
pengaruh vaksinasi pada manusia” ini mencakup populasi individu dengan
jumlah yang konsisten dan tertutup saja. Populasi pada model ini dibagi menjadi
5 sub populasi dimana populasi yang terinfeksi dibedakan menjadi dua, yaitu
bergejala dan tidak bergejala. Suspectible (S) merupakan variabel yang
mengindikasikan populasi manusia yang rentan untuk terjangkit, Exposed (E)
merupakan variabel yang mengindikasikan populasi manusia yang terjangkit
virus tetapi belum terinfeksi, Infected (1) merupakan variabel yang menunjukkan
populasi manusia yang terkena infeksi total dan menunjukkan gejala dan (A)
merupakan variabel yang mengindikasikan populasi manusia yang terkena infeksi
sebagian dan tidak menunjukkan gejala, dan Recovered (R) merupakan variabel
yang mengindikasikan populasi manusia yang pulih dan sudah divaksin. Total
populasi individu dapat dituliskan sebagaiN = S+ E +1+ A+ R.
2.1.2 Persamaan Diferensial

Suatu persamaan yang menghasilkan fungsi yang tidak diketahui
turunannya terhadap satu atau lebih variabel bebas disebut persamaan diferensial.
Berdasarkan jumlah variabel bebasnya terdapat dua jenis persamaan diferensial,

yaitu Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan Diferensial Parsial



(PDP). Persamaan Diferensial Biasa (PDB) yaitu suatu persamaan yang berisi
satu variabel bebas sedangkan Persamaan Diferensial Parsial (PDP) yaitu suatu
persamaan yang berisi lebih dari satu variabel bebas. Orde merupakan pangkat
tertinggi turunan yang ada pada persamaan diferensial. Persamaan diferensial
memiliki kedudukan yang tinggi dalam dunia kesehatan, rekayasa, fisika maupun
beraneka ragam cabang ilmu yang lain (Boyce & DiPrima, 2009). Secara umum
persamaan diferensial berbentuk :

dx;

E = fl(t' xl, xz, ...,xn)

dx,

E = fz(t,xl,xZ, ...,xn)

dx

d_tn = fu(t, x4, X9, ., Xp) (2.1)

X1 fi

dengan x = xz ER™f = ]jz € R™ merupakan fungsi t dan x pada suatu
X i
selang waktu t. Sistem persamaan (2.1) dapat ditulis sebagai
x = f(x) (2.2)
Jika fi, f5, ..., fn, masing — masing linear dalam x4, x5, ..., x,, maka sistem
persamaan (2.2) disebut sistem persamaan differensial linear yang dapat
dituliskan sebagai
X1 = Q11X1 + A12X; + A13X3 + -+ ApXy
Xy = Q1% + A% + A3X3 + 0+ AppXy
(2.3)

Xn = AuiX1 + AuaXo + ApzX3 + -+ Xy



Sistem persamaan di atas dapat ditulis dalam bentuk

x = Ax,A € R™" (2.4)
aj;; Az 7 Gan
[a21 Qzz - a2n]
dimana A adalah matriks berukuran n x n yaitu|as; asz = 93n
Any Anz 7 annJ

Suatu sistem persamaan diferensial bias disebut nonlinear apabila sistem tersebut
tidak dapat dinyatakan dalam bentuk sistem persamaan (2.4).
2.1.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Nilai eigen diperlukan untuk mendapatkan kestabilan dari suatu sistem
persamaan diferensial.
Definisi 2.1 (Anton & Rorres, 2005) Jika A adalah matriks n x n, maka suatu
vektor yang tidak nol x di R™ disebut vektor karakteristik dari 4 jika A. x adalah
kelipatan skalar dari x yakni
Ax = Ax
Untuk skalar 4 dalam R maka A disebut nilai eigen dari dan dikatakan
vektor eigen yang bersesuaian dengan A. Untuk menentukan nilai eigen dari
matriks, persamaan diatas dapat ditulis kembali seperti :
Ax = Alx (2.5)
atau secara ekuivalen
A-ADx=0
dengan I adalah matriks identitas. Kemudian, jika diasumsikan bahwa persamaan
karakteristik dari A yaitu det(4 — AI) #= 0 maka matriks (A — AI) memiliki
invers, maka dari itu persamaan (2.5) menjadi

(A-AD'(A-ADx=(A- D710



x=0

Hal itu bertentangan dengan vektor x tak nol, sehingga haruslah det(4 — AI) =
0.
2.1.4 Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan yaitu penyelesaian tetap dari suatu sistem dimana
sistem tersebut tidak mengalami perubahan terhadap waktu (Sulisti et al., 2014).
Titik kesetimbangan digunakan untuk mengetahui nilai dari bilangan reproduksi
dasar. Model penyebaran penyakit memiliki dua titik kesetimbangan, yaitu titik
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik penyakit. Titik
kesetimbangan bebas penyakit merupakan suatu kondisi dimana tidak ada lagi
penyakit yang menyerang dalam populasi atau disebut juga tidak ada individu
yang terjangkit penyakit. Sedangkan titik kesetimbangan endemik penyakit
merupakan suatu kondisi dimana penyakit selalu menetap dalam populasi.
2.1.5 Metode Linearisasi

Metode linierisasi yaitu metode yang digunakan untuk memecahkan
persoalan dalam menemukan penyelesaian dari sistem persamaan diferensial non
linier dengan menggunakan pendekatan deret Taylor dengan cara mengubah
bentuk sistem persamaan diferensial non linier menjadi sistem persamaan
diferensial linier untuk mempermudah menentukan penyelesaian dari sistem
persamaan diferensial non linier tersebut. Penyelesaian yang diperoleh berbentuk
penggambaran perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangannya.

Suatu sistem autonomous dengan f dan g adalah nonlinier, selanjutnya akan

dicari pendekatan sistem linier disekitar (x*,y*) dengan melakukan ekspansi
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menurut deret Taylor di sekitar (x*,y*) dan menghilangkan suku nonliniernya

sebagai berikut:

= ) oy =)+ 2 ()~ )
gr = Sy + (0 y ) (e - x ay(x,y)y y
e =9y + oy (x xH@(X.y)(y—y)
Jika dilakukan subtitusi (x — x*) = u dan (y—y*)zvmakagz%dan%z

% dalam keadaan setimbang f(x*,y*) =0,g(x*,y*) =0 maka dihasilkan

persamaan linier sebagai berikut :

dt  ox Y U T, Y
dv dg . dg . .
E—a@h)’)u‘i‘@(ﬁf.yw

Sistem di atas dapat dinyatakan dalam bentuk matriks

d of . o Of .,
d_j =/a<x.y) @(’“'”\

()

dv (')g(* “ 6g(* i %

dt ax XY 5, YY)

Oleh sebab itu sistem linier pada titik tetap (x*, y*) dinyatakan dengan
of af\‘

(u) dx 0dy

dg 0dg
dx Jdy

dengan semua turunan parsial pada matrik merupakan evaluasi pada (x*,y*)

(Boyce & DiPrima, 2009).
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2.1.6 Kestabilan Titik Kesetimbangan
Umumnya Kkestabilan titik kesetimbangan x e R™ dapat digolongkan
menjadi seperti berikut (Wiggins, 2003):

1. Dinamakan stabil, apabila untuk setiap bilangan ¢ > 0 termuat bilangan
6 > 0 sedemikian sehingga bila ||xo — X|| < § maka ||x(t,x,) —X|| < ¢
untuk semua t > t,.

2. Dinamakan stabil asimtotik, apabila X stabil dan termuat bilangan §; > 0

sedemikian hingga tlimllx(t, Xo) — X|| = 0 dengan syarat [|x, — X|| < J;.

3. Dinamakan tidak stabil apabila titik kesetimbangan X € R" jika poin (1)
tidak terpenuhi.
2.1.7 Bilangan Reproduksi Dasar
Bilangan reproduksi dasar adalah bilangan yang menyatakan banyaknya
individu rentan yang dapat terjangkit penyakit akibat tertular oleh individu
terinfeksi. Bilangan tersebut digunakan sebagai parameter agar dapat mengetahui
tingkat penyebaran suatu penyakit. Bilangan reproduksi dasar didapatkan dengan
menemukan nilai eigen dari matriks Jacobi dari suatu sistem persamaan (model)
yang dihitung pada titik equilibrium bebas penyakit. Bilangan reproduksi dasar
dinotasikan dengan R, (Diekmann, O., dan Heesterbeek, J.A.P., 2002). Beberapa
keadaan yang akan terjadi, yaitu :
1. Apabila Ry < 1, maka penyakit akan menghilang.
2. Apabila R, = 1, maka penyakit akan menetap.
3. Apabila Ry > 1, maka penyakit akan meningkat menjadi wabah.
Diasumsikan terdapat n kelas terinfeksi dan m kelas tidak terinfeksi.

Kemudian diasumsikan juga x menunjukkan subpopulasi kelas terinfeksi dan y
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menunjukkan subpopulasi kelas tidak terinfeksi (rentan dan atau sembuh), dan
x € R*dany € R™,untuk m,n € N, sehingga
X = @i(x,y) — Yi,dengani = 1,2,... ,n
y =nj(x,y),denganj = 1,2,...,m
dengan ¢i artinya laju infeksi sekunder yang bertambah pada kelas terinfeksi dan
Yi artinya laju perubahan penyakit, kematian, dan atau kesembuhan yang
menimbulkan penurunan populasi dari kelas terinfeksi.

Penghitungan bilangan reproduksi dasar (R,), berdasarkan linearisasi dari
sistem persamaan diferensial yang didekati pada titik ekuilibrium bebas penyakit.
Persamaan kompartemen terinfeksi yang telah dilinearisasi dapat dinyatakan
sebagai berikut

¥ =(F—-V)x

dengan F dan V merupakan matriks berukuran n X n, dan F = % (0,y,) dan
]

_ow

Kemudian matriks K dinyatakan sebagai
K=Fv1
dengan K dikatakan sebagai next generation matrix. Nilai harapan dari infeksi
sekunder pada populasi rentan ialah radius spektral (nilai eigen dominan) dari
matriks K (Van Den Driessche & Watmough, 2002) sehingga
Ry = p(K) = p(FV™1)

2.1.8 Kriteria Routh-Hurwitz

Metode kriteria Routh-Hurwitz merupakan metode yang bertujuan untuk

mendapatkan kestabilan sistem dengan cara mempertimbangkan koefisien dari
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persamaan karakteristik dengan tidak menghitung akar-akarnya. Diberikan sistem
dari persamaan karakteristik orde ke-n yaitu:
apA” + A"+ -+ ap_ A+ a, =0 (2.6)

Analisis kestabilan dapat diperoleh menggunakan determinan Hurwitz, sebagai

berikut
a; Qg 0
a, a, 0
det(H) = k a; Qy 0 |
Arp—1 Adapn-2 an/

Analisis akan stabil jika
Ap > 0,untuk k =1,2,..,n
Dapat dimulai dari kriteria untuk kuadratik sebagai berikut.
p(A) = koAZ + kod + k,

diperoleh matriks Hurwitz sebagai

D1=k1>0,

dan
_ k1 ko
D2=1y k,

sehingga lebih mudah mengetes bahwa semua nilai masing-masing koefisien
tersebut adalah positif.

Kriteria Hurwitz adalah metode yang digunakan untuk menentukan akar-
akar persamaan karakteristik dari sistem persamaan kontinu yang memiliki
bagian real negatif. Karena seringkali dijumpai akar-akar dari persamaan
karakteristik berupa parameter yang nilainya tidak mudah ditentukan maka

diperlukan aturan yang menjamin bahwa akar-akar persamaan karakteristik
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bernilai negatif atau ada persamaan yang bernilai positif. Aturan tersebut dikenal
dengan aturan Routh-Hurwitz (Olsder, 2004).
2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Quran/Hadits

Allah merupakan sang pencipta dan penguasa seluruh alam. Dalam asmaul
husna tercantum “al-mugqtadir” yang berarti yang Maha berkuasa. Beda halnya
dengan manusia, Allah sangat berkuasa atas apapun di dunia ini termasuk pada
makhluknya. Sebagaimana dalam firman Allah pada surat At-Taghabun, ayat 11
yang artinya:

“Tidak ada suatu musibah pun yang menimpa seseorang kecuali dengan izin
Allah; dan barangsiapa yang beriman kepada Allah niscaya Dia akan memberi
petunjuk kepada hatinya. Dan Allah Maha Mengetahui segala sesuatu.”

Menurut Ibnu Katsir dalam surat tersebut menerangkan bahwa seluruh
fenomena alam yang terjadi di dunia ini merupakan kuasa dan keinginan Allah.
Siapa saja yang beriktikad kepada Allah, maka akan selalu ridho dengan gadha
dan gadar Allah. Keyakinan tersebut akan memberi kedamaian karena terdapat
kepercayaan bahwa gadha dan gadar Allah lah yang mengakibatkan semuanya
terjadi (Katsir, 2000). Salah satu bentuk musibah yang dekat dengan kita yaitu
ketika kita ditimpa sakit. Allah berfirman pada surat Asy-Syuara ayat 80 yang
artinya :

“dan apabila aku sakit, Dialah yang menyembuhkan aku,”

Menurut Ibnu Katsir sakit disandarkan kepada Nabi Ibrahim, sekalipun pada
kenyataannya berasal dari keputusan dan ketentuan-Nya, juga sebagai ciptaan-Nya,
namun sengaja disandarkan kepada diri Ibrahim sebagai etika moral
terhadap Allah Swt. Dalam tafsir Imam Jamaluddin al-Qasimi mengemukakan

bahwa ayat ini mendeskripsikan tata krama seorang hamba Allah kepada
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penciptanya. Karena terkadang penyakit timbul akibat dari perilaku manusia itu
sendiri, seperti melanggar aturan kesehatan ataupun menyepelekan pola hidup sehat
sehari-hari sehingga tubuh terserang penyakit. Hanya Allah lah yang dapat
menyembuhkan penyakit. Suatu waktu Kkita akan lebih merasakan nikmat Allah
ketika kita sembuh dari penyakit tersebut. (Katsir, 2000).

Sakit merupakan ujian dari Allah dan hanya Allah yang dapat
menyembuhkannya. Maka dari itu tugas kita hanyalah yakin bahwa Allah akan
mengangkat penyakit kita. Sebagaimana dalam hadits yang artinya :

“Setiap penyakit pasti memiliki obat. Bila sebuah obat sesuai dengan
penyakitnya maka dia akan sembuh dengan seizin Allah Subhanahu wa Ta’ala.”
(HR. Muslim).

Selain itu kita harus melakukan ikhtiar. Salah satu bentuk ikhtiar yang dapat
dilakukan agar tidak terpapar COVID-19 vyaitu dengan pemberian vaksinasi yang
berguna untuk menaikkan tingkat kekebalan tubuh. Diharapkan pemberian vaksinasi
dapat menghentikan penyebaran penyakit tersebut.

2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung
Pembentukan model SEIAR penyebaran COVID-19 dapat digambarkan pada

diagram kompartemen berikut:

BS—
N JE | | ¥y R |uR

R
[

Gambar 2.1 Diagram kompartemen model SEIAR
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Berdasarkan diagram tersebut dapat ditunjukkan bahwa laju perubahan
populasi rentan bertambah karena adanya laju kelahiran dan berkurang karena laju
perpindahan individu rentan menjadi individu terpapar dan terinfeksi, laju
kematian, dan laju individuyang telah divaksin, sehingga didapatkan persamaan:

ds

(E+T+A4)
— = S
dt

A~ S~ (u+0)S

Laju perubahan populasi terpapar bertambah karena adanya rata-rata kontak
antara individu terinfeksi dan individu terpapar dengan individu rentan yang
diperoleh dari perkalian antara peluang transmisi penyebaran virus dari individu
terinfeksi dan individu terpapar dengan individu rentan. Laju pertumbuhan individu
terpapar menjadi individu terinfeksi dipengaruhi oleh laju perpindahan individu
pada populasi terpapar, laju perpindahan individu terpapar dengan proporsi
individu yang bisa terinfeksi dan laju kematian sehingga didapatkan persamaan:

= ps T et i

Laju perubahan populasi terinfeksi dan menunjukkan gejala bertambah karena
adanya laju laju perubahan populasi terpapar menjadi terinfeksi (k) dengan
proporsi individu terpapar yang dapat terinfeksi (p) dan berkurang karena laju
kematian dan laju perubahan populasi terinfeksi sebagian menjadi sembuh atau

telah divaksin sehingga didapatkan persamaan:

dl _ _
a=mﬁ—m+hﬂ

Laju perubahan populasi terinfeksi sebagian dan tidak menunjukkan gejala
bertambah karena adanya laju laju perubahan populasi terpapar menjadi terinfeksi

(x) dengan proporsi (1 — p) individu terpapar yang dapat terinfeksi dan berkurang
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karena laju kematian dan laju perubahan populasi terinfeksi sebagian menjadi
sembuh atau telah divaksin sehingga didapatkan persamaan:

dA _ _
i kK(1—p)E—(u+y)A

Laju perubahan populasi sembuh atau tervaksinasi bertambah karena adanya
laju perubahan populasi terinfeksi menjadi sembuh atau tervaksinasi dan
berkurang karena laju kematian dan laju populasi rentan yang telah divaksin
sehingga didapatkan persamaan:

dR - _ _ _
E=y11+y2A—,uR+aS

Berdasarkan penjelasan di atas maka diperoleh kontruksi model SEIAR
penyebaran COVID-19 dengan pengaruh vaksinasi yang terdiri dari lima bentuk
sistem persamaan differensial seperti berikut:

s (E+1+4)

dE (E+T+4) _
E—ﬁST—(Kﬂl)E

dl _ _

Fri kpE — (u+y)I (2.7)
dA

2 =@ —p)E—(u+vy)A

dR _ _ _
E=y1]+)/2A—,LLR+O'S

dengan syarat awal $ > 0,E >0,/ > 0,A > 0,R > 0.



BAB Il
METODE PENELITIAN
3.1 Jenis Penelitian
Penelitian ini merupakan penelitian kualitatif dengan melakukan kajian
literatur. Penelitian ini dilakukan dengan menggunakan kajian literatur dengan
menelaah jurnal, buku maupun bahan literatur yang menujang penelitian ini.
3.2 Pra Penelitian
Pra penelitian merupakan tahap awal yang dilakukan sebelum melakukan
penelitian ini. Perkara yang dilakukan pada pra penelitian ini yaitu: mempelajari
beberapa literatur yang berhubungan dengan penelitian ini, mengidentifikasi
rumusan masalah penelitian, merancang kontruksi model matematika SEIAR
dengan pengaruh vaksinasi, mengidentifikasi beberapa parameter yang diperlukan
pada model, menentukan pengaruh vaksinasi, dan mendapatkan data penyebaran
COVID-19 di Indonesia untuk simulasi pada penelitian.
3.3 Tahapan Penelitian
Adapun langkah-langkahnya adalah sebagai berikut :
1. Membangun model matematika SEIAR serta menentukan asumsi dan
mendefinisikan parameter yang digunakan dengan asumsi adanya vaksinasi.
2. Menentukan titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik
ekuilibrium endemik penyakit.
3. Menentukan bilangan reproduksi dasar (R,) dan melakukan analisis
kestabilan titik kesetimbangan berdasarkan nilai eigen yang diperoleh dari

metode linearisasi.

16
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4. Melakukan simulasi numerik terhadap modifikasi model matematika SEIAR

penyebaran virus COVID-19 dengan pengaruh vaksinasi.



BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Analisis Dinamik
Jumlah total populasi dinotasikan sebagai N=(S+ E + 1 + A + R). Karena
total populasi konstan, sehingga S(t) + E(t) + I(t) + A(t) + R(t)=N (t).

dN _ d(S+E+I+A+R)
at dt

_d§+dE+di+dA+dR
T dt  dt  dt dt  dt

<A B'(L?-'_NLA)_ (H"‘U)S) (ﬁg%_ (x +.U)E)

+ (kpE — (u+v)D + (k(1 = p)E — (u +v2)A)
+ (y4I +y,A — uR + 05)

SE ST  SA SE SI  SA
=A—,BW—,B——,B——MS—05+ﬁ—+ﬁ—+ﬁ——KE uE

+ kpE — pul —y I + kE — kpE — pA — y,A + il + y,A
—uR + oS
=A—uS—pE —ul — uA — uR

=A—u(S+E+I+A+R)

Misalkan N(t) = Ce?** maka diperoleh % = ACe’t
Sehingga substitusi ke PDB homogen menghasilkan
ACe?t =0 — ucCe?t

o ACe™ + uCe?t =0

17



Ce(A+u)=0
CeM =0dan A= —u
N, (t) = Ce™#t
Pada PDB non homogen % +uN =2

Misalkan N,,(t) = At + B

Sehingga substitusi ke PDB homogen menghasilkan
A+u(At+B) =A
UAt +A+uB = A

UA=0 oA=0

A
A+uB =A <—>B=;

— A
Np(t) = ;

Jadi solusi N (t) adalah

N(t) = Ny(t) + N, (t)
_ A
N(t) = Ce ™M +—
u
Karena syarat awal N(0) = N,, maka

_ A
N(0) = Ce™© ¢ .

_ A
N0=C+_
U

c=N, -2
°

18
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N(©® = N(0e ™ +=
Populasi total N bernilai konstan jika dan hanya jika Z—Ifz 0. Kondisi yang

memenuhi % = 0 adalah ketika N = %

Untuk menyederhanakan bentuk populasi pada (2.7) maka dapat dilakukan
dengan tranformasi variabel dengan penskalaan masing-masing populasi dengan

total populasi untuk mempermudah proses analisis model sehingga menjadi
i R
)A_ﬁ)R_ﬁ) (4'1)
Kemudian diferensialkan persamaan (4.1) terhadap t sehingga didapatkan
ds d (S
L =%

dS .—. dN , =
=E(N)_W(S)

=%<uﬁ—ﬁ§([;+1§;/])—(u+a)5_—0>
SE ST SA S
=h- bbb Wwtay

=u— BS(E+I1+A)—(u+0)S
a _ a(E
2. E_dt(ﬁ)

dE .—. dN , =
E(N)__E(E)

NZ

_dE(l) dIV(E)
~ dt \N/ dt \N2




(k +_.U)E _ 0)
N

<BS_(E+I+A)_
IB ,8 B_—(K'i'll)_

= BS(E+1+A) — (k+ pE

dl a(r
3. = =—(:)
dt  dt \N

dt (N) dt (1)
N2

Ly _an L

dA a (A
4. D= L(h
dt dt \N

dA &y _dN
_a M@
NZ

SCAORCIEN

1 -
7 (KL= P)E —ud =724 -0)
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1 E A A
_K( p)]v HN VZN

=k(1-p)E—pA—7,A

5. & =2(3)

at  dt\N
dR dN
E(N _W(R)

_dﬁ(l) dIV(R)
~ dt \N/ dt \N2
1 dR RdN
" N\dt Ndt

1 _ — _ _
=ﬁ(y11+y2A—uR+aS—0)

I A R S
gty HEFTOR
=yl +y,A—UR + a§
Sehingga diperoleh sistem persamaan yang merupakan bentuk transformasi
variabel dari persamaan (2.7) yaitu

ds

E=,u—ﬁS(E+I+A)—(,u+0)S (4.2)
&= BS(E+1+4) = (x + WE (4.3)
dl
i KpE — pl — y41 (4.4)
dA
P k(1 —p)E—pA—7,A (4.5)
dR
— =yl +y,A—uR + oS (4.6)

dt
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4.1.1 Titik Kesetimbangan
a. Titik kesetimbangan bebas penyakit (Disease Free Equilibrium Point atau
DFE)
Diasumsikan I, = 0, A, = 0 dan E, = 0, berdasarkan persamaan (4.2)
diperoleh

as _
dt

p— BSo(Eq+ 1o+ Ag) — (u+0)So =0
n— BSe(0) —(u+0)Sy=0
p—(+0)So=0

p=(u+0)S,

__H
u+o

So

Berdasarkan persamaan (4.6) diperoleh

dr _
dt

Yilo + 240 —URy + 05, =0
0 - ,L[RO + O'SO == 0
050 = UR

oS
—0=R0
u
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b. Titik kesetimbangan endemik penyakit (Endemic Equilibrium Point atau
END)
Berdasarkan persamaan (4.4) diperoleh

al 0
dt
KpE* —ul* —y;I" =0

_ (u+y)I"
Kp

E* (4.7)

Selanjutnya substitusikan persamaan (4.7) ke dalam persamaan (4.5),
sehingga diperoleh

dA
dt

K(1=p)E* —pd" —y,A" =0

0

k(1—p)E" —(u+y)A" =0
k(1—p) (%) = (L+y)A"

—1(c@ —p))(u+y)r _

(kp)(u +v2) 4

k- Du+ydr _ .
kp(p +v2)

@ =D@+y)r

A =
p(u+7v2)

(4.8)

Berdasarkan persamaan (4.2) diperoleh

ds _
dt
u— BS(E*+r+A)—(u+0)S* =0

Selanjutnya substitusikan persamaan (4.7) dan (4.8) ke dalam persamaan

(4.2), sehingga menghasilkan
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S tyor) o @-D+y)ry) _ .
- B (( kp )+I+< p(u+72) >>_(“+U)S

o s ((UER) o (-22DQERIY)

(u+o0)
Misalkan
W = —Kpy; + KpYy, + K + Kkyy + p? + pys + uy; +v1v,
0 = ppy: — upyz + 1yz +viv2

@ = —Brupy: + Brupy, + Prp® + Pruy; + B + puty, + Buly;

+Buy1y2 — Ku® — kP o — kpPy, — KUy, — KUOYy — KUOY, — KUY,

Y2 — KOY1YV2 — .U4 - .U30 - li3)’1 - H3)’2 - .UZUV1 - .UZU)’Z - #2V1V2
—HOY1Y2

P = —KkPupy, + K2 upy,—Kk*pyi® + K*py1v2 — kuPpy:s + kiPpy,
—KUPY1Y2 + K% + 2Kk% pyy + 1Py, ? + 2K0° + dicpPpyy + Ky,
+2K#Y12 + 2xpy v, + KV12V2 + .U4 + 2ll3V1 + ll3V2 + .UZV12 + 2H271V2
+uy1v2

Maka dapat diperoleh

_ pp (i +y2) .
SR rrpGt @t 70 (4.9)

*

Dari persamaan (4.6), disubtitusikan persamaan (4.8) dan (4.9)

dR_O
dt
yilI' + YA —uR* + 08" =0

yil' + Y, A" + 0S = uR”

% (p—1)(p+y1)I ukp(p+y2)
vl +y2( p(uty2) ) J(Bl(w)+'<p(u+yz)(u+rr))

= R*

u

Dengan pemisalan sebelumnya, maka diperoleh
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(BOY @I + 1p(1+v,) (1 + 0) (O + opp?)

(P(ﬂ +7,) (+Kp(u fgf(s)(ﬂ + ‘7):“)>

Dari persamaan (4.6), disubtitusikan persamaan (4.7), (4.8) dan (4.9)

sehingga
dE _
dt

BS(E"+1+A")—(c+wE =0

8 < prp (i +v2) >
pl(w) +xp(u+y2)(u + o)

wryor\ o (@=D@+y)ry\ (u+y)ry _
<< KD >+1+( p(u +72) )) (K+M)< KD )_0

Dengan pemisalan sebelumnya, maka diperoleh

4

I'=——

YB
Dengan demikian, besar nilai titik endemiknya (END) adalah

(u+yp)I
Kkp

E* =

=D+l
p(u+v2)

A" =

. uxp(u +v2)

~ Bl(@) + kp(u + 1)+ 0) (4.10)

(BO@* +1p(+7,) @+ 0)(O) + opicp?)

(p(u 72 <+KP(# f ;(S)(u + a),u))

-2
VB

4.1.2 Bilangan Reproduksi Dasar

I*

Bilangan reproduksi dasar dinotasikan dengan R, merupakan suatu ukuran

potensi penyebaran penyakit dalam suatu populasi. Bilangan reproduksi dasar
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didefinisikan sebagai nilai harapan banyaknya populasi rentan yang menjadi
terinfeksi selama masa infeksi berlangsung (Van Den Driessche & Watmough,
2002). Penentuan bilangan reproduksi dasar (R,) akan dicari menggunkan metode

matriks generasi selanjutnya (next generation).

Langkah-langkah penentuan bilangan reproduksi dasar sistem (2.7) antara

lain sebagai berikut:

1. Menentukan persamaan yang menunjukkan terjadinya kasus baru terinfeksi
dan perubahan dalam kelas individu terinfeksi yaitu E, I, dan A.
2. Menentukan  linierisasi  terhadap  subsistem  terinfeksi  yang

direpresentasikan dengan Matriks Jacobi (J) dan dievaluasi di E, sebagai

berikut:
AR
0F oI o4 pSo — (k + 1) BSo BSo
P | T VN
0E 0l O0A P T
k(1—p) 0 —(u+y2)
LoE 0] 0A-

3. Melakukan dekomposisi matriks Jacobi (J) menjadi J = F — V, dengan F
adalah matriks transmisi yang berisi laju penambahan kasus karena interaksi
populasi kelompok rentan dengan kelompok terinfeksi dan V adalah matriks
transisi yang terdiri dari laju transfer keluar masuk dari populasi yang

terinfeksi.




K+u 0 0
V= —Kp “+vy 0
—(k(1=p)) 0  pu+y,

Lalu menentukan invers dari V yaitu

V—1=i dji(V
Wlaj()

K+ u 0 0
V| = —kp pn+v 0
-(k(1=p) 0  u+y,

Kp 0

0 —o| -
—(k(1=p)) u+v,

U+
= (K +
( /,t)| 0 u+vs

+O| —Kp ll+V1|
—(K(l —p)) 0

p+vs 0
=(k+ |
CHO 0wty
=K+ +y)+y2)
adj(V) = kof (V)
|ﬂ +v 0 B —Kp 0 | —Kp u+v
0wty ~|-(kQ-p) p+vs| -(k@-p) 0
_ ‘0 0 | K+u 0 | K+u 0|
0 u+y —(k(1=p)) u+v; —(k(1-p)) ©
‘ 0 0 _|k+u O K+u 0
p+y:r O —kp 0 —kp p+y;

w+yDu+v) —(xp)u+y) —(k(1—p))+y1)
= 0 (k+ W +7v2) 0
0 0 (e + ) (u+vy1)

27
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y-1= iadj(V)
vi
1 wt+yDW+y) —(xp)u+y,) —(k@=p)@+71)
= 0 (k + W +y2) 0
(e + W +y)u+yz) 0 0 (e + (i +77)
i 1
0 0
K+u
vl [ Kp 1
(k+wWu+v) wt+n
k(—1+p) 0 1
L (k+w)(u+y2) pu+ vy,

Hasil dari V=1 tersebut sesuai dengan perhitungan menggunakan Maple

yang ditampilkan pada lampiran 3.

4. Menghitung R, dengan menentukan R, = p(FV~1)

Fv-1=
Bu _ Buxp ___Buxp(-1+p) Bu Bu
(uto)(k+u)  (uro)(w+w(u+y)  (u+o)x+w)(u+yz)  (u+o)(u+y)  (u+o)(u+yz)
0 0 0
0 0 0

Selanjutnya menentukan nilai eigen matriks (FV~1) yang diperoleh dari

persamaan berikut ini

det(AI —FV~-1)=0

20 0
lo 2 o]
00 2
Bu _ Buxp __ Puxp(=1+p) Bu Bu
|+ +pw) @wra)k+wu+y) WHodk+wp+y) W+olu+y) @W+o)w+rd| =g
0 0 0
0 0 0
Buxp(=1+p) Bu Bu
=0

A TG GO 0E ) Gtk DGt GrE ) Growt)
A 0

0
0 A

l Bu Buxp
0
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( 21— Bu ~ Buxp ~ Buxp(=1 + p) )/12 %
(uto)le+w) (u+o)e+w(u+r,) w+ro)le+w)(u+r,)

Sehingga diperoleh A, , = 0

_ Bu N Buxp N Buxp(-1 + p)
(u+)e+w) (ut+o)e+w(p+y,) wro)be+w)(u+y,)

A3
Sehingga, bilangan reproduksi dasar yang didapatkan dari nilai eigen
absolut dominan adalah

_ Bu N Buxcp N Burp(=1 + p)
(w+o)lc+n) (wro)k+w)(u+r,) wWro)lc+w(u+r,)

Ro

4.1.3 Linierisasi

Berdasarkan sistem (4.2) hingga (4.6) diketahui bahwa sistem tersebut
merupakan sistem nonlinear. Oleh karena itu, kestabilan titik kesetimbangan
diperoleh dengan melakukan linearisasi sistem (4.2) hingga (4.6)untuk
menghasilkan persamaan linier yang sesuai dengan menambahkan ekspansi
Taylor disekitar titik kesetimbangan. Selanjutnya persamaan tersebut

didefinisikan sebagai berikut:

ds

Frinl e BS(E+1+A)—(u+0)S=g.S,E1AR)
dE

T BS(E+1+A)— (k+wE = g,(S,E,I,AR)

dl

Frin kpE —pl —y; = g5(S,E,I,AR)

dA
i k(1 —p)E —pA—y,A=g,(S EI1AR)

dR
YT yil +y,A—uR +aS = gs(S,E,I,AR)
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Linierisasi di sekitar (Sy, Ey, Iy, Ag, Ry) untuk titik kesetimbangan bebas

penyakit.
gl(S; E) IIA) R)

dg i
~ g1(So, Eg, Iy, Ag, Ry) + 0_51 (S0, Eo, 19, Ag, Rg)(S — S™)

0
+ ﬁ (So,Eo,Io,Ao,Ro)(E - E*)
0E
ag .
+0_11(50;E0;10:A0;R0)(1 —1I")
dg .
+a_Al(So:Eo:Io;Ao,R0)(A —A")

ag i
+0_RI(SOJE0;IO;A0'R0)(R —R")

g>(S,E,1,AR)

dg .
~ 92(So0,Eo, 1o, Ao, Ro) + 6_52 (S0, Eo, 19, Ag, Rg)(S — S™)

0
+ =2 (S0, Bo.To, Ao, Ro)(E — E)
oE
a9 i
+— (S0, Eo,To, Ao, Ro) I = I")
ag i}
+ = (S0, Eo,To, Ao, Ro) (4 — A7)

a9 .
+ =2 (S0, Eo,Io, Ao, RO)(R = R")
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93(S;E;I;A;R)

093
~ g3(So, Eo, 1o, Ao, Ro) + (So,Eollole:Ro)(S 5%

K]
+ E (So, Eo, Iy, Ag, Ro)(E — E™)
K]
+ a1 (So,Eo, Ip, Ao, Ro)(I = I7)
g3
+ a_A (SOJ EO' IO'AO' RO)(A - A*)

93
+ a_R (SO'EO' IOJAO’ RO)(R - R*)

94(5; E; I,A,R)

~ g4(So, Eo, lo, Ao, Ro) t 35 29 (SO'EO'IO'AO'RO)(S 57
+ = (S0, o To, Ao, RO) (E — E)

+ =2 (S0, Bo, oy Ao, RO = 1)

+ = (S0, Eo, oy Ao, Ro)(A — 4)

9a
+ O_R (SO'EO' IO'AO' RO)(R - R*)

gS(SJ E; IIA)R)

- 09s
95(So, Eo, In, Ao, o)+ (So,Eo,Io,Ao,Ro)(S S

Is
+ O_E (SO' EO' IO'AO' RO)(E - E*)
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ag

+ =7 (S0, Eo, Io, Ao, Ro) (U = 1)
ag

+ a_AS (So, Eo, 1o, Ag, Rg)(A — A¥)

dg
+ a_RS (S0, Eo, Iy, Ag, Ro)(R — R*)

Sehingga diperoleh persamaan

91(S,E,LA,R)
~(0)+(-BE+I1+A)—(p+0)(S -5
+ (=BSHE —E) + (=BSHU-I) + (—=BS)(A - A7)
+(0)(R —R")
92(S,E,1,A,R)
~(BSE+1+A)—(k+wWE)+ (BE+IT+A))S -5
+(BS = (k + W)(E = E") + (BHU = I") + (BS)(A — A7)

+(0)(R—-R")
93(S,E,1,A,R)
~ (0) + (S =S+ (kp)(E —E) + (mp—y)U =17
+(0)(4-4") + (0)(R-R")
94(S,E,1,AR)
~ (0) + (0)(S = $*) + (k(1 = p))(E — E") + (U = I")

+(—p—y2)A -4+ (0)(R-R)
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gs(S,E,1,AR)
~(0)+ (@S =5)+O(E-E)+ DU -1

+ )@ -4)+(wWR-R)

Maka dapat dibentuk matriks Jacobi

091091091091 094
dS 0E 0l 0A OR
09,09,09, 09, 09
dS 0E 0l 0A OR
093093093093 093
dS 0E 0l 0A OR
094094094094 094
dS 0E 0l 0A OR
095095095 09gs 0gs
dS 0E 0l 0A OR

J(DFE) =

Atau dapat ditulis

J(DFE)
—B(Ey+ 1+ Ag) — (u+0) (—BSo) (=BSo) (—=BSe) 0
B(Eo + 1o + Ap) BSo— (k+u) (BSo) (BSo) 0 \
= 0 Kp —U="1 0 0
0 k(1 —p) 0 —u—-v, 0 /
o 0 Y1 Y2 —u

Selanjutnya subtitusi nilai titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu DFE =
(So» Eo, 1o, Ag, Ro) = (Hﬁ—a, 0,0,0,#% ), sehingga didapatkan matriks Jacobi

seperti berikut,

/—(u+a) __Bu _ Bu Bu 0\|
u+o u+o u+o
Bu Bu Bu
jorey = 0 e Hw o oo O
0 kp —U—V1 0 0
0 k(1—p) 0 —u—vy, 0
o 0 Y1 Y2 —u
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Linierisasi di sekitar (S, E*,I*, A*, R*) untuk titik kesetimbangan endemik
gl(S; E)I)A)R)
0
~ (S*,E*,I*,A*,R*) +%(5*,E*,I*,A*,R*)(5 - S*)

+ 99 (S*,E*,I", A", R)(E — E*)
OF
9
+ 29 (S*,E*, I", A, R)(I = I)
al
091
2L s* E* ", A*, R*)(A — A*
+ aA (S ) ) ) ) )( )

091
—(S* E* I, A", R")(R — R*
+SR )R - R)
g2(S,E,I,A,R)
* *x Tk * * agz * * Tk * * *
~ (S E*I",A*,R )+E(S JE*, ", A", R")(S§ — §7)

29,

—(S* E*, 1", A*,R")(E — E*
+ 22 )(E - E)

d
+ 222 (5% B 1, A R (I - 1)

ol

29,

—(S*,E*,I",A*", R"(A — A"
+202 (4 - A7)

P
—(S"E*, ", A", R")(R — R*
F( )R- R")
g3(S,E,I,A,R)
* * * * * ag3 * * * * * *
=~ (S ,E ,I ,A ,R )+¥(S ,E ,I ,A ,R )(S—S)

09s
—(S* E*, 1", A", R")(E — E*
Fo )(E = )



aI ( )E )I)AIR )(1_1*)
293
+_6A (S E*,I",A*,R")(A — A")

o (SSE% I A R)(R = R")

94(S.E,I;A;R)

\ dg
~ S,E*,I*, * * 4 * * * * * *
( A,R)+—aS (S,E,I,A,R)(S—S)

aE( ) FI FA 1R )(E_E*)
094 .

+W(S JEX T, A", R = TI7)
094

+6_A(S JE*, 1", A", R")(A — A")

_aR( JE*, I",A",R")(R — R")
gs(SpE:I:A:R)
) ) aS ) ) IA IR )(S_S )

35 (S*E*" I",A",R")(E — E™)
d9s

+_61 (S*E* 1", A", R —-1")
d9s

+0_A(S JE*, 1", A", R")(A — A")

aR( JE*, I",A",R")(R — R")

35
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Sehingga diperoleh persamaan

9:(S,E,1,A,R)
~u— BS(E+1+A)—(u+0)S)
+(=BE+1+4)—(u+0))(S—S5)+ (—BS)E —E")

+ (=BSHU = I") + (=BS)H(A - A7) + (0)(R - R")

92(S,E,I,A,R)
~(BS(E+1+A)— (k+wnE)
+(BE+T1+A)S -5+ (BS—(k+wW)(E—E)

+(BHU =T+ (BSH(A - A7) + (0)(R—R")

9s(S,E,I,A,R)
~ (kpE — pl — ;1) + (0)(S — $*) + (kp)(E — E7)
+(—u—y)U = 1)+ (0)(4 = A7) + (O)(R = R")
9.(S,E,I,A,R)
~ (k(1 = p)E — pA — y2A) + (0)(S — S*)
+ (k1 =p))(E = E)+ (0 = I + (—u—y2)(4 = A7)
+(0)(R—R")
gs(S,E,I,A,R)
~ (Yl +y,A—uR +0S)+ (0)(S—S*)+ (0)(E —E™)

+ DU -1+ () A -A4) + (—W(R - R)

Maka dapat dibentuk matriks Jacobi



37

091091091091 094
dS 0E 0l 0A OR
09, 09,09, 09,09,
dS 0E 0l 0A OR
093093093093 dgs
dS O0E 0l 0A OR
094094094094 0gs
dS O0E 0l 0A OR
0gs 095 0gs 0gs 09s
dS 0E 0l 0A OR

J(END) =

Atau dapat ditulis

J(END)
—BE+I"+A)—(u+o0) (=BS") (=Bs*) (=Bs*) 0
BE™ +1"+ A") BS*—(+pw) (BSH  (BSY) 0\
= | 0 Kp 1=V 0 0 |
\ 0 k(1 —p) 0 —u—-v2 0
o 0 V1 V2 —Hu

Selanjutnya subtitusi nilai titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu END =

(S*,E*, I", A", R"), sehingga didapatkan matriks Jacobi seperti berikut,

aiq ai ais A14 0
az1 azz ass Az4 0‘\
J(END)=| O kp —U—v 0 0
0 k(-p) 0 —u—y, O /
o 0 Y1 Y2 —u

dimana,

oty oy [ (@=D+y)IlM))
1 ﬁ(( Kp )+(¢/>’)+< p(u+v2) )) (bt o)

. :_ﬁ< uep(u +v2) >
12 BI*(w) + kp(u + y2) (1 + 0)

. :_ﬁ< uep(u +v2) >
1 BI*(w) + kp(u + y2) (1 + 0)
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G = —f urp (4 + v>)
T T\Br W) + e+ y) (e + o)

a1 = ﬁ

(u+y1)1 (<P)+<_(P—1)(M+V1)1*>
Yp p(u+7v2)

az, = B

BI*(w) + kp(p + y2) (1 + 0)) — et

=B

< purp (i +v2)

prp(p +v2) )
pI*(w) + kp(u +v2) (1 + o)

e = B #ep (i +y2)
“ U\ (@) Hrp(u +y) (o)

4.1.4 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan

1. Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Titik kesetimbangan bebas penyakit yang diperoleh adalah DFE =

(So, Eo, Iy, Ag, Ry) = (u ,0,0, 0 ) sehingga diperoleh matriks Jacobi

berikut ini,
B B
—(u+ -~ -~ 0
/ O u+o u+o u+a \
Bu Bu ‘
0 k + 0
](DFE)=| o 2 u+o ,u+a
0 kp —U—v 0 0 |
0 k(1 -p) 0 —u Y2 0
o 0 V1 —H

Selanjutnya dicari nilai eigen dari matriks tersebut, det(J(DFE) — AI) =0
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_ _Bu _ e _ e
/|[ (u+0) uto uto uto 0]| [1 0 0 O 0]\
|| 0 ﬁ_“_(k+#) Br B OI |01 0 O 0||
det Hto pto pto —Al0 0 1 0 0]f=
[| o kp —1=1 0 o "lo 0 0 1 o]
\l 0 k(1 —p) 0  —u-v OJ 000 0 1/
o 0 Y1 12 —u
0
det
Bu Bu Bu
/—([.l+0'+/‘l) —E —E —E 0 \
Bu Bu Bu
I 0 m—(lc+,u+/1) m m 0 |=
| 0 KD —(u+vi+2) 0 o |
\ 0 k(1 —p) 0 —~(u+y,+) 0 /
o 0 Y1 Y2 —(u+2)

Untuk memperoleh nilai determinan matriks 5 x 5, maka dapat

menggunakan metode ekspansi kofaktor dari matriks (DFE) sebagai

berikut:
B Pu Pu
—(p+o+2) _M+<7 _M+o' _,u+0
Tl 0 T ke S pro |7
0 Kp —(p+y:+ ) 0
0 k(1 —p) 0 —(u+y2 + )
Bu Pu
—(u+o+2) Thu+to p+to
(—u+D)(~(u+r,+ D) 0 A (k+p+2) P -
u+o pt+ao
0 Kp —(u+ri+A)
—(u+o+2) —lﬁia
(~w+D) (=@ +r2 + D) (= +y1 + 1) Bu -
m—(x+,u+/1)

(—u+D) WU+ +D)(-w+r + D)~ +0+2) (% —(k+u+ A)) =0
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Setelah diperoleh determinan matrik DFE, maka dapat ditentukan nilai

eigen sebagai berikut :
AM=—u<o
A=—-u—y,<0
A3=—p—y1 <0
A=—u—0<0

__br
u+o

5 K—H

Berdasarkan hasil tersebut dapat diketahui empat nilai eigen
merupakan bilangan negatif 1, ,1,,45,4, < 0. Dengan demikian , sifat
titik kesetimbangan bebas penyakit pada populais SEIAR adalah stabil

dengan syarat kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit DFE

bergantung pada kondisi 1; < 0. Kondisi 15 < 0 ekuivalen dengan i—”ﬂ <

Bu

Ktue (u+0)(e+p) '

Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan Endemik

Untuk menentukan kestabilan lokal titik kesetimbangan endemik maka
dicari nilai eigen dengan mensubtitusikan titik kesetimbangan endemik

END = (S*,E*,I*, A*, R*), sehingga didapatkan matriks Jacobi

aiz aiz a3 a4 0
az1 azz ass Az4 0
J(END)=| O kp —U—V; 0 0
\0 k(1—p) 0 —KL =72 0)
o 0 Y1 Y2 —u



dimana,
3 (u + Y1)1 (p—D+y)l
= B( )+<— TESA) >)—(u+0)
_ g ( urp(p +v2) )
BI*(w) + kp(u +y2)(u+ o)
_ g ( urp(p +v2) >
Bl (w) + kp(u +y2)(u+ o)
_ 5 ( prp (e +v2) )
BI*(w) + kp(u +y2)(u+ o)
(u + Vl)l - D+y)r
far = ﬁ( )+< p( +v2) ))
prp (1 +v2)
=F <ﬁl (@) + kGt y ) a)) et 1)
_p < prp(p +v2) )
BlI*(w) + kp(u+y2)(u+0)

S ﬁ< purp (i +v2) >
2 BI*(w) + kp(u + y2) (1 + 0)

Selanjutnya dicari nilai eigen dari matriks tersebut, det(J(END) — AI) =0

[a11 ai ais a4 0 ] [1 0

az1 az> az3 Az4 0 |0 1
detkl 0 kp - =y 0 0 J Alo o
0 k(1-p) 0 —u—v, O lO 0

o 0 V1 V2 - 0 0

OO r OO

o R O OO

)
)

41
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a;; — A4 a2 iz A4 0
/ az1 Azp — A az3 A24 0 \
det | 0 kp —(u+y; + 1) 0 0 =0
\ 0  k(1-p) 0 —(u+y,+A) 0 )
o 0 Y1 V2 —(u+2)

Untuk memperoleh nilai determinan matriks 5 x 5, maka dapat menggunakan

metode ekspansi kofaktor dari matriks END sebagai berikut:

a;; — A aiz Qi3 A4
az1 Az, — A az3 Q24 _
(—u=2) 0 Kp —(u+y, +4) 0 =0
0 k(1—p) 0 —(+y2+4)
a;; — 4 iz a3
(—u—D(-u+y,+D)| ax Az — A a3 =0
0 kp  —(ut+yi+ )

2 —
azz_l _0

(—u=D(~@+y,+ D) (~+r,+ D) alé; b

(—u— A)(—(M +y, + A))(_(ﬂ +y1t /1))((/12 — A(ay; + azz) + ag1a5;)
- (a21)(a12)) =0

Setelah diperoleh determinan matrik END, maka dapat ditentukan nilai eigen

sebagai berikut :
AM=—u<o
Ay=—u—-y,<0
A3 =—p—y1 <0
Untuk mencari 1, dan A5 dengan menggunakan persamaan karakteristik dimana

aolz + alﬂ. + a, = 0
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Sehingga diperoleh matriks Hurwitz sebagai
D1 = aq > 0,
dan
_ |41 Qo
b, = | 0 a |
Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, titik kesetimbangan endemik stabil

asimtotik lokal jika a; > 0 dan a, > 0.

a, >0 — ((—B <(—(“+KZ;)'*) + (l;iﬁ) +(- —(p—;()ﬁ Z;)'*)> —(u+ 0)) +

kp(u+vy2)
<B (m*mﬁé&fn)w@) et “)>> >0
(u+y)I* ® P—D+y)r
G>0e <_ﬁ<< ip >+(W)+<_ p(u+72) >>
C+o) ﬁ< prp (i +v2) )—(K+M)
I (w) + kp(u +y2)(u + o)
(g < puep(u +v2) )
BI*(w) + kp(u +y2)(u+ o)

uxp(p +v2)
T e ‘”) (‘ﬁ </>’I*(w) Py IIESTS [ a)>>> >0
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Berdasarkan hasil tersebut dapat diketahui bahwa semua nilai eigen
memiliki bagian real negatif. Dengan demikian , sifat titik kesetimbangan endemik
penyakit pada populasi SEIAR adalah stabil asimtotik.

4.2  Simulasi Numerik

Pada tahap ini dilakukan simulasi numerik pada model SEIAR penyebaran
COVID-19 dengan mensubtitusikan nilai awal variabel S sebesar 137760, variabel
E sebesar 0, variabel I sebesar 3926, variabel A sebesar 4099, variabel R sebesar
7756 dan nilai parameter pada lampiran menggunakan metode ODE45 dengan
aplikasi MATLAB. Simulasi numerik yang digunakan yaitu simulasi model SEIAR

penyebaran COVID-19 dengan mensubtitusikan nilai parameter v = 70%.

. 104 Simulasi Model SEIAR Menggunakan ode45
45 " T " " . " " "

S (Rentan)

E (Terpapar)
s | (InfekisSi)

A (Asimptomatik)
R (Sembuh/Meninggal) ]

12 1

107

Jumlah

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Waktu (hari)

Gambar 4.1 Simulasi Numerik Model SEIAR Penyebaran COVID-19

Berdasarkan Gambar 4.1 dan analisis kestabilan titik kesetimbangan endemik
yang diperoleh pada persamaan 4.10, grafik variabel S yang menggambarkan
subpopulasi susceptible mengalami kestabilan asimtotik yang mencapai populasi 0
pada waktu tertentu. variabel E yang mengambarkan subpopulasi exposed

mengalami kestabilan asimtotik yang mencapai populasi 850 pada waktu tertentu.
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Grafik variabel | yang menggambarkan subpopulasi infected mengalami kestabilan
asimtotik yang mencapai populasi 1800 pada waktu tertentu. Grafik variabel A
yang menggambarkan subpopulasi infeksi tanpa gejala mengalami kestabilan
asimtotik yang mencapai populasi 1900 pada waktu tertentu. Grafik variabel R yang
menggambarkan subpopulasi recovered juga akan mengalami kestabilan asimtotik

yang mencapai populasi 5000 pada waktu tertentu.

Berdasarkan Gambar (4.1) dapat diketahui pula bahwa penambahan nilai
parameter vaksinasi akan mempengaruhi titik kesetimbangan pada subpopulasi
infected menjadi semakin rendah. Hal tersebuti menunjukkan bahwa faktor
vaksinasi dapat menekan jumlah populasi terinfeksi sehingga semakin sedikit

individu yang dapat menyebarkan virus COVID-19.

4.3 Kajian Integrasi Nilai Keagamaan

Dalam Islam memerintahkan umatnya untuk selalu menerapkan ajaran-ajaran
yang diperintahkan, salah satunya yaitu dengan berikhtiar. Ikhtiar adalah perilaku
berusaha dengan sungguh-sungguh dengan cara yang baik dan sesuai dengan
ketentuan yang berlaku. Secara sederhana, ikhtiar dapat dikatakan sebagai usaha
lahiriah yang dilakukan oleh manusia untuk mencapai suatu tujuan. Dengan
berikhtiar, maka seseorang akan selalu berusaha untuk mencoba hingga tujuan yang
diinginkannya tercapai. Oleh sebab itu, dalam Islam, seorang hamba tidak baik
untuk bermalas-malasan atau berputus asa jika sudah beberapa kali gagal dalam
menggapai tujuan.

Konsep ikhtiar dapat dianalogikan dalam pembahasan skripsi ini. Salah satu

bentuk ikhtiar yang dapat dilakukan adalah ikhtiar dalam hal pengobatan terhadap
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suatu penyakit. Rasulullah juga mengajarkan umatnya untuk berobat ketika
mengalami sakit. Telah dijelaskan juga dalam hadist:

“Berobatlah, sebab sesungguhnya Allah ‘Azza wa Jalla tidak meletakkan
penyakit kecuali meletakkan baginya obat. Kecuali satu penyakit (tidak ada
obatnya) yaitu usia tua”(HR. Abu Dawud).

Pada hadist di atas menunjukkan bahwa Allah SWT menurunkan penyakit
disertai diturunkannya obat, sehingga sebagai seorang muslim diizinkan untuk
berikhtiar mengobati maupun mencegah suatu penyakit. Penyakit yang dibahas
pada skirpsi ini yaitu COVID-19. Bentuk ikhtiar yang dilakukan pemerintah ketika
maraknya virus tersebut yaitu dengan diadakannya vaksinasi yang berguna untuk

menaikkan tingkat kekebalan tubuh. Diharapkan pemberian vaksinasi dapat

menghentikan penyebaran penyakit tersebut.



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan tujuan dan hasil pembahasan pada penelitian ini, maka diperoleh
beberapa kesimpulan sebagai berikut:

1. Berdasarkan analisis dinamik model matematika SEIAR dengan pengaruh
vaksinasi diperoleh :
a. Titik kesetimbangan bebas penyakit menghasilkan 2 titik tetap sebagai

berikut

X5 = (S5, Eg, 15, A, R3) = (7,0,0,0,)
Titik kesetimbangan bebas penyakit ini bersifat stabil berdasarkan nilai
eigennya.

b. Titik kesetimbangan endemik penyakit menghasilkan 5 titik tetap sebagai
berikut

X* — (S*, E*, I*,A*,R*)

+v)I
g )
Kp
g P Dyl
p(u+7v2)
i pxp(u +v2)

~ Bl(w) + kp(u + y2) (i + 0)

o o BO)()I? + kp(u+ v2)(u+ 0)(O)] + ouxp?)
(p(u+y)(BI(@) + kp(u + v2) (1 + o))

I"=—

VB

40
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Berdasarkan data tabel pada lampiran 1, titik kesetimbangan endemik
penyakit ini bersifat tidak stabil. Perlu dilakukan analisa lebih lanjut
apakah titik kesetimbangan endemik ini memiliki kondisi Kkhusus
sehingga menjadi stabil.
2. Berdasarkan hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa nilai parameter
vaksinasi dapat mengurangi penyebaran virus COVID-19.
5.2 Saran
Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya dapat dikembangkan
model matematika SEIAR ini dengan ditambahkannya kontrol optimal dengan

variabel dan parameter baru lainnya.
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LAMPIRAN
Lampiran 1. Nilai Awal Model Penyebaran COVID-19 merujuk pada
https://covid19.go.id. Angka yang dipakai merupakan nilai taksiran.

Variabel | Nilai Awal Keterangan

Banyaknya Populasi Individu yang Rentan
S(0) 137760 orang

Banyaknya Populasi Individu yang Terpapar
E(0) 0 orang

Banyaknya Populasi Individu yang Terinfeksi
1(0) 3926 orang dengan Gejala

Banyaknya Populasi Individu yang Terinfeksi
A(0) 4099 orang tanpa Gejala

Banyaknya Populasi Individu yang Sembuh
R(0) 7756 orang

Banyaknya Populasi Penduduk Kota Blitar
N 153541 orang
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https://covid19.go.id/

Lampiran 2. Nilai parameter model matematika SEIAR

Parameter | Nilai Keterangan  [Satuan Sumber
0.0083333333333 | Laju kelahiran / |Per Hari (Khanh,
U kematian 2014)
0.005 Peluang transmisi
B penyebaran virus | Per Hari Asumsi
0.02 Laju interaksi [Per Hari Asumsi
K individu rentan
dengan individu
terinfeksi
Proporsi Proporsi (Khanh,
p 0.5 individu dari 2014)
kelas  exposed
menjadi
individu
teinfeksi  total
yang
menunjukkan
gejala
Banyaknya Proporsi (Khanh,
1-p 0.5 Populasi 2014)
Individu yang
Sembuh
0.01 Laju perpindahan | Per Hari (Khanh,
Y1 individu terinfeksi 2014)

menjadi  sembuh

dan terimunisasi




Yo 0.0083333333333 | Laju perpindahan | Per Hari | (Khanh,
individu terinfeksi 2014)
menjadi  sembuh
dan terimunisasi

o 70% Presentase Per Hari | Asumsi

vaksinasi




Lampiran 3. Script Maple untuk menentukan bilangan reproduksi dasar

> restart; with(linalg);

[ BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wronskian, addcol,
addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout, blockmatrix, charmat,
charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan, companion, concat, cond, copyinto,
crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det, diag, diverge, dotprod, eigenvals,
eigenvalues, eigenvectors, eigenvects, entermatrix, equal, exponential, extend, ffgausselim,
fibonacci, forwardsub, frobenius, gausselim, gaussjord, geneqns, genmatrix, grad,
hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, ihermite, indexfunc, innerprod, intbasis,
inverse, ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs, linsolve,
matadd, matrix, minor, minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize, nullspace,
orthog, permanent, pivot, potential, randmatrix, randvector, rank, ratform, row, rowdim,
rowspace, rowspan, rref, scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix, submatrix, subvector,
sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz, trace, transpose, vandermonde, vecpotent,

vectdim, vector, wronskian |

B-S-(k+u)  B-S B-S
> po— Kp —(u+y1) 0
k(1= p) 0 ~(u+n,)
Sp—x—un BS BS
F= Kp uw—y, 0

k(1 —p) 0 -n-—v,

K+ 0 0

> Z:= inverse(V);

! 0 0
K+
_ Kp 1
270 (k) (mty) mty
_ x(-1+p) 0 1
(x+u) (n+7) m+,

> K := evalm(F&*Z),



| Sp—x—u BSkp BSK(-1+p) BS Bs
k+p (k+n) (n+7) (k4w (h+w) Bty Bty
kp  (Hom)we el B
ktu o (k+u) (nty) w+y,
K(l—p)  (-m=p)x(-1+p) =,
Hn (k+p) (n+) HET,




Lampiran 4. Script Matlab untuk menentukan solusi numerik model SEIAR
penyebaran COVID-19 dengan Metode ODE45

o)

% Inisialisasi waktu simulasi
tspan = [0 500];

% Inisialisasi kondisi awal
S0 = 137760; EO = 0; I0 = 3926; A0 = 4099; RO = 7756;
y0 = [S0 EO IO AO RO];

o\

Parameter model
0

mu = 0.0083;
beta 0.005;
kappa = 0.02;

p = 0.5;

gamma (1)= 0.01;
gamma (2)= 0.0083
sigma = 0.7

% Fungsi yang merepresentasikan sistem persamaan diferensial
odefun = @(t,y) [mu-beta*y(l)*(y(2)+y(3)+y(4))-mu*y(l)-sigma*y(1l);
beta*y (1) * (y(2)+y(3)+y (4)) -kappa*y(2) -mu*y (2) ;
kappa*p*y (2) -mu*y (3) —gamma (1) *y (3) ;
kappa* (1-p) *y (2) -mu*y (4) —gamma (2) *y (4) ;
gamma (1) *y (3) +gamma (2) *y (4) -mu*y (5) +sigma*y (1) ];

% Solusi numerik menggunakan metode oded5
[t,y] = oded5 (odefun, tspan, y0);

% Plot hasil simulasi

plot(t, y(:,1), 'b-", t, Y(IIZ)I 'g-', t, Y(Ir3)r 'r=", t, yv(:,4),
'c-', t, y(:,5), 'm-','LineWidth',2)

xlabel ("Waktu (hari)")

ylabel ('Jumlah')

title('Simulasi Model SEIAR Menggunakan ode4d5"')

legend ('S (Rentan)', 'E (Terpapar)', 'I (Infeksi)', 'A
(Asimptomatik) ', 'R (Sembuh/Meninggal)'
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