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ABSTRAK

Sakdiyah, Fitri Halimatus. 2023. Termodinamika Lubang Hitam Reissner-
Nordstrom dalam Teori f(R). Skripsi. Jurusan Fisika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Arista Romadani, M.Sc (1) Irjan, M.Si

Kata Kunci: Termodinamika, Reissner-Nordstrom, Teori f(R)

Kegagalam Einstein dalam menjelaskan fenomena gravitasi menimbulkan
koreksi besar dalam persamaan medan Einstein. Salah satu modifikasi yang
dilakukan yakni dengan merubah nilai kelengkungan pada ruas geometri
persamaan Einstein ke dalam suatu fungsi atau yang disebut dengan teori f(R).
Menggunakan lubang hitam Reissner-Nordstrom sebagai objek uji persamaan
medan Einstein dengan kuantitas termodinamika sebagai hasil akhir dari
penelitian didapatkan besaran-besaran termodinamika lubang hitam Reissner-
Nordstrom dalam teori f(R) khususnya dalam kasus f(R) = R + aR?. Hasil dari
penelitian ini didapatkan nilai besaran massa, temperatur dan entropi lubang hitam
Reissner-Nordstrom dalam teori f(R) memiliki kuantitas yang sama dengan
lubang hitam Reissner-Nordstrom dalam tinjauan Einstein pada saat nilai
gangguan a = 0. Sedangkan dengan nilai ganguan « yang berbeda kuantitas
termodinamika yang diberikan juga berbeda.
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ABSTRACT

Sakdiyah, Fitri Halimatus. 2023. Reissner- Nordstrém Black Hole
Thermodynamics in f(R) Theory. Thesis. Department of Physics, Faculty
of Science and Technology, State Islamic University of Maulana Malik
Ibrahim Malang. Supervisors: (1) Arista Romadani, M.Sc. (I1) Irjan, M.Si.

Keywords: Thermodynamics, Reissner-Nordstrém, f(R) Theory

Einstein's failure to explain the phenomenon of gravity led to major
corrections in Einstein's field equations. One of the modifications made is by
changing the curvature value on the geometry segment of Einstein's equations into
a function or what is called the theory of f(R). Using the Reissner-Nordstrom
black hole as the test object for Einstein's field equations with thermodynamic
quantities as the final result of the research, we get the thermodynamic quantities
of Reissner-Nordstrom black holes in the f(R) theory, especially in the case of
f(R) = R+ aR?. The results of this study show that the mass, temperature and
entropy values of the Reissner-Nordstrom black hole in f(R) theory have the
same quantity as the Reissner-Nordstrom black hole in Einstein's review when the
perturbation value is a = 0. Meanwhile, with different a disturbance values, the
given thermodynamic quantity is also different.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sebelum pengamatan Edwin Hubble dikemukankan pada tahun 1929, alam
semesta dinyatakan dalam bentuk yang statis yang berarti alam semesta sudah ada
seperti saat ini dan tidak akan berubah. Persepsi itu berubah setelah Hubble
mengemukakan temuannya tentang pergeseran merah galaksi. Berdasarkan
temuan tersebut, didapatkan kesimpulan bahwa alam semesta mulanya berada di
satu titik singularitas sebelum akhirnya meledak.

Beberapa tahun sebelum penemuan Hubble, Friedmann terlebih dahulu
memberikan asumsi terkait alam semesta, dimana alam semesta akan terlihat sama
dari manapun titik pengamtan dan ke arah manapun alam semesta diamati atau
disebut dengan alam semesta yang homogen dan isotropik. Gagasan tersebut
dibuktikan oleh penemuan Arno Penzias dan Robert Wilson dengan temuan
mereka menggunakan detektor gelombang mikro-supersensitif yang menenangkap
gelombang seragam ke arah manapun detektor tersebut diarahkan.

Terkait temuan tersebut, Al Quran terlebih dahulu sudah menjelaskan
terkait penciptaan alam semesta, sebagaimana telah dijelaskan oleh Allah SWT di

dalam Al-Quran yakni dalam surah Yunus ayat 3:

ST 2 Gaoall Gl g5 5 & ol 2 3 VT ki IS (3l AT 255 )

T4 - 4%

Qs R S 3 vl &5 A &1 ) 50 ba V) gl g0 s
Artinya: “Sesungguhnya Tuhan kamu ialah Allah Yang menciptakan langit dan
bumi dalam enam masa, kemudian Dia bersemayam di atas “Arsy untuk mengatur
segala urusan. Tiada seorangpun yang akan memberi syafa’at kecuali sesudah
ada izin-Nya. (Dzat) yang demikian itulah Allah, Tuhan kamu, maka sembahlah
Dia. Maka apakah kamu tidak mengambil pelajaran.” (QS. Yunus (10):3)



Beberapa ulama mengartikan kata ayyaam atau yaum dalam ayat tersebut
sebagai masa atau periode, bukan bermakna hari seperti yang kita ketahui saat ini,
berdasarkan hal tersebut kalimat fii sittati ayyam memilik makna “dalam enam
masa.” Enam masa tersebut diawali dengan adanya ledakan besar, kemudian
terjadi pengembangan alam semesta, kemudian memasuki masa penciptaan planet
dan benda langit, masa selanjutnya melanjutkan tentang evolusi Bumi dimana
permukaan Bumi perlahan terbentuk, hinggga pada masa kelima dijelaskan
tentang penciptaan kehidupan di Bumi dan kemudian pada masa terakhir
merupakan masa penciptaan gunung, hewan dan manusia setelag prasayarat
kehidupan telah selesai diciptakan. Kesesuaian antara ayat tersebut dengan hasil
penelitian saat ini telah menjelaskan betapa besar kuasa Allah SWT sebagai
pencipta alam semesta.

Kemudian, berdasarkan temuan dan asumsi tersebut, model alam semesta
yang diusulkan oleh Friedmann dikembangkan menjadi menjadi tiga model yang
lebih spesifik. Model pertama adalah alam semesta terbuka, di mana alam semesta
akan terus mengembang, alam semesta tertutup di mana alam semesta akan
mengalami keruntuhan atas dirinya sendiri dan alam semeta yang berjalan
melambat karena pengaruh gravitasi.

Untuk membuktikan apakah alam semesta akan terus berkembang atau
tidak dan mulai kembali pada titik singularitas, dapat diketahui dari laju
pengembangan dan kerapatan alam semesta. Jika kerapatannya lebih sedikit dari
nilai kritis maka alam semesta akan terus mengembang karena gravitasi tidak

dapat menghentikan laju pengembangannya. Namun, sebaliknya jika kerapatan



3
lebih besar dari nilai kritis maka suatu saat gravitasi akan mampu menghentikan
laju pengembangannya dan akan menyebabkan alam semesta mengerut (Nugroho
2005).

Kelajuan pengembangan dapat dihitung melalui kecepatan galaksi saat
menjauhi satu sama lain dengan menggunakan efek Doppler dan diketahui laju
pengembangan alam semesta saat ini 5% atau 10% setiap seribu juta tahun. Untuk
kerapatan alam semesta bisa diketahui dengan menjumlahkan massa dari seluruh
bintang yang teramati, jumlahnya kurang dari seperseratus dari jumlah yang
diperlukan untuk menghentikan pengembangan alam semesta. Saat ini,
keberadaan materi tampak pada alam semesta diperkirakan sekitarr 4% dari
keseluruhan massa dan energi. Sekitar 23% disebut materi gelap (patikel-partikel
yang berinteraksi hanya melalui interaksi lemah dan gravitasi), dan 73% adalah
energi gelap (Fadlol, Purwanto, dan Subagyo 2016).

Ketidaksesuian ini menimbulkan koreksi besar pada persamaan medan
Einstein. Modifikasi yang dilakukan pada persamaan ini dilakukan dengan dua
cara. Cara pertama dilakuakan modifikasi pada ruas Kiri persamaan medan
Einstein dengan memodifikasi nilai kelengkungan serta mengabaikan keberadaan
materi gelap dan energi gelap disebut juga dengan f(R) theory. Sedangkan cara
kedua dengan memodifikasi nilai tensor energi momentum pada ruas kanan
dengan menambahkan keberadaan materi gelap dan energi gelap. Kemungkinan
untuk melakukan penelitian dengan menggunakan jenis modifikasi yang kedua
dibutuhkan banyak data terkait materi alam semesta untuk dapat menentukan

nominasi materi yang dapat dijadikan konstanta kosmologi. Beberapa penelitian
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dilakukan dengan menentukan populasi bintang untuk dijadikan nominasi dari
materi gelap dan sumber dari energi gelap.

Mengutip dari ungkapan S. Chandrasekhar yang mengatakan bahwa
lubang hitam alam adalah objek makroskopik paling sempurna yang ada di alam
semesta: satu-satunya elemen dalam konstruksinya adalah konsep ruang dan
waktu. Lubang hitam sebagai objek yang massif menjadi daerah dengan medan
gravitasi yang sangat besar, tidak ada yang bisa terbebas dari tarikan gravitasinya
bahkan cahaya sekalipun (Sarkar 2019). Solusi lubang hitam merupakan solusi
untuk persamaan medan Einstein, yang pertama kali dikemukakan oleh Karl
Schwarzschild untuk lubang hitam tak bermuatan dan tak berotasi. Pada tahun
1916 dan 1918, Reissner dan Nordstrom juga menemukan solusi lubang hitam
yang tidak berputar tetapi mempunyai muatan listrik dan bersimetri bola. Tahun
1963, Roy Kerr mendapatkan solusi untuk lubang hitam yang berputar tetapi tidak
bermuatan listrik. Tahun 1965, Ezra “Ted” Newman mendapatkan solusi untuk
lubang hitam yang berputar dan bermuatan listrik. Jadi metrik Schwarzschild,
metrik Reissner-Nordstrom, metrik Kerr, dan metrik Kerr-Newman merupakan
solusi dari persamaan medan Einstein. Fakta dimana setiap lubang hitam dapat
dibedakan berdasarkan hanya tiga parameter fisis, yaitu massanya, momentum
sudutnya, dan muatan listriknya adalah juga sifat alamiah lubang hitam yang
menghilangkan informasi yang masuk padanya. Keadaan tersebut dikenal sebagai
teorema “no-hair”, berlaku untuk semua lubang hitam yang merupakan solusi dari
persamaan medan Einstein-Maxwell tentang gravitasi dan elektromagnetik dalam

teori relativitas umum. Adapun fisikawan yang menggagas teorema “no-hair” ini
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adalah John Archibald Wheeler lebih dari empat puluh tahun yang lalu (Bernard
2017).

Pada tahun 1975, Stephen W. Hawking dalam paper-nya yang berjudul
Particle Creation by Black Holes menerangkan bahwa lubang hitam
memancarkan radiasi seperti benda hitam (blackbody) dengan temperatur terbatas.
Suhu ini berbanding terbalik dengan masa lubang hitam, sehingga sulit untuk
mengamati radiasi ini jika massa lubang hitam sangat besar. Kajian
termodinamika lubang hitam sebagai objek dengan suhu ini sangat penting dalam
ilmu fisika karena berkaitan dengan perubahan entropi lubang hitam selama
radiasi berlangsung. Kajian tentang hal ini masih aktif dilakukan karena masih
banyak yang belum dapat dijelaskan dalam radiasi lubang hitam (Simbolon 2017).

Dalam paper tersebut Hawking (1993) telah menerapkan kuatitas besaran
termodinamika untuk kasus lubang hitam, sedangkan dalam karya tulis ini akan
dicari besaran termodinamika menggunakan medan Einstein yang termodifikasi
dengan f(R) teori dengan mempertimbangkan nilai koreksi pada persamana medan
Einstein dalam Teori Relativitas Umum. Jenis modifikasi persamaan medan
Einstein yang dipilih menggunakan teori f(R) disebabkan termodinamika lubang
hitam yang erat hubungannya dengan luasan event horizont yang merupakan
unsur geometri ruang waktu relativitas umum. Solusi untuk kondisi vakum telah
banyak dibahas pada beberapa penelitian lain, dalam penelitian ini akan dibahas
solusi terkait lubang hitam Reissner-Nordstrom dengan pertimbangan kehadiran
materi yang disebabkan oleh muatan lubang hitam sehingga menghadirkan

elektromagnetik disekitar lubang hitam.



1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah yang akan diangkat dalam karya tulis ini mencangkup:

1. Bagaimanakah bentuk persamaan medan Einstein dalam teori f(R) yang
didapatkan dari modifikasi aksi Hilbert?

2. Bagaimanakah solusi persamaan metrik lubang hitam Reissner-Nordstrom
dalam teori f(R)?

3. Bagaiamankah temperatur dan entropi lubang hitam Reissner-Nordstrom

dalam teori f(R)?
1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang telah dijabarkan di atas, berikut adalah
tujuan dari karya tulis ini:
1. Untuk mendapatkan bentuk persamaan medan Einstein dalam teori f(R)
yang didapatkan dari modifikasi aksi Hilbert.
2. Untuk mendapatkan solusi persamaan metrik lubang hitam Reissner-
Nordstrom dalam teori f(R).

3. Untuk mendatkan temperatur dan entropi lubang hitam dalam teori f(R).
1.4 Batasan Masalah

Batasan penelitian ini adalah analisis model teori f(R) yang
meliputi: bentuk medan Einstein termodifikasi model kasusR + aR?, solusi
persamaan metrik Reissner-Nordstrom dan nilai besaran termodinamika yang

meliputi massa, temperatur dan entropi.



1.5 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberi manfaat kepada masyarakat
terutama dibidang fisika teori dan dapat digunakan sebagai refrensi untuk
melakukan penelitian selanjutnya khususnya di bidang inflasi kosmik. Penelitian
selanjutnya yang dapat dilakukan adalah dengan menggunakan beberapa model

teori f(R) yang berbeda sebagai variasi nilai kelengkungan medan.



BAB |1

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Medan Einstein

Hukum gerak Newton diperkenalkan pertama kali pada tahun 1687 dalam
sebuah jurnal yang ditulis oleh Isaac Newton dan berhasil mejelaskan tentang
gerak sebuah benda dengan kelajuan rendah, sayangnya teori ini tidak berhasil
menjelaskan gerak benda dengan kelajuan tinggi. Teori relativitas khusus yang
diperkenalkan oleh Einstein pada tahun 1905 berhasil menjawab hal tersebut
dengan baik.

Hukum gerak Newton juga tidak dapat menjelaskan terkait dinamika gerak
berkelajuan tinggi yang dari sini tercetuskan teori relativitas umum dengan dua
asas pentingnya, yakni:

e Asas kesetaraan (principle of equivalence): Tidak ada percobaan yang
dapat dilakukan di daerah kecil (lokal) yang dapat membedakan medan
gravitasi dengan sistem dipercepat yang setara.

e Asas kovariansi umum (principle of general covariance): Hukum alam
memiliki bentuk yang tetap terhadap sembarang pemilihan transformasi

koordinat (Gautama 2020).

Hukum gerak Newton menyatakan bahwa besarnya gaya yang diterima
sebuah benda yang diam bernilai sama dengan hasil kali masa inersia dan

percepatannya.

F = m;a (21)
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Berdasarkan asas kesetaraan, gravitasi diyakini sebagai properti alam
semesta yang melengkungkan ruang dan waktu karena kehadiran materi. Semakin
masif materi tersebut, maka ruang dan waktu yang berada disekitarrnya akan
semakin melengkung. Materi melengkungkan ruang-waktu disekitarrnya, dan
kelengkungan ruang waktu menentukan pergerakan materi di dalamnya. Einstein
memperkenalkan persamaan medan Einstein untuk memberikan hubungan untuk

kehadiran materi dan kelengkukan ruang-waktu tersebut.

Berdasarkan analisa Newton, energi dan masa harus memberikan hasil
yang setara. Sekalipun energi tersebut tidak memilik masa diam, seperti medan
listrik dan radiasi, harus memberikan efek yang sama. Kehadiran masa dan energi
tersebut menyebabkan kelengkungan ruang-waktu yang dari sini disebut sebagai

gravitasi.

Dibutuhkan sebuah persamaan yang memberikan hubungan antara
kelengkungan ruang-waktu (geometri) dengan sebab kehadiran materi. Untuk
mendapatkan persamaan tersebut, sebuah tensor dengan kontribusi materi dan

energi yakni tensor rank dua T, dan tensor gravitasi yang mewakili geometri
diberikan oleh G,,. Persamaan yang didapatkan dari menghubungkan dua tensor

tersebut harus memiliki sifat korespondensi, di mana jika persamaan tersebut

direduksi akan didapatkan persamaan Newton untuk benda non-relativistik.

Persamaan medan Einstein bisa diturunkan dari persamaan aksi terkecil.
Aksi yang paling umum untuk relativitas umum dalam vakum menggunakan aksi

Einstein-Hilbert
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1 (2.2)
— | g4 —
Sy = f d*x\[g P
Jika mempertimbangkan kehadiran medan materi, maka aksi umumnya

dapat dituliskan sebagai

(2.3)

1
S = f d4x\/§ (ELEH + LM)

Dimana g = |det(g,,)| dan Einstein-Hilbert serta lagrangian materi

diberikan

Lgy =R Ly = L(, 0,95 g, (2.4)

Pada persamaan di atas y dilambangkan sebagai medan materi dan

Kk = 8mG, dimana G adalah konstanta gravitasi Newtondanc = h = 1

Selanjutnya akan ditinjau dengan rinci derivasi persamaan Einstein.
untuk mendapatkan persamaan Relativitas Umum dari aksi (2.3) perlu

mengitung variasi aksi yang sehubungan dengan tensor metrik.

Juv = v + 69y (2.5)

Diasumsikan bahwa kedua variasi metrik di atas untuk turunan
pertamanya akan musnah pada batas X (dimana £ merupakan hipervolume

pada manifold ruang-waktu)

(2.6)
Y . 0, §(8,9,v) g = 0
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Variasi orde pertama untuk aksi (2.3) Einstein-Hilbert adalah

1 2.7
855 =5 | 4% (5(/9)9" Ruy + VGO R +59"5(Re)) 7
Mengoperasikan prinsip variasi pada kedua ruas, maka akan
dihasilkan bentuk variasi pada persamaan aksi sebagai berikut
4 1 uv
8Sgy = | d*x\[g —59mR Sghv + (2.8)

fd4x\/§Rm,6g”" + fd“x\/gvv (g”"6[‘,‘fa - g””&f‘l}’a)
Integral akhir dari relasi (2.8) dapat ditransformasikan menjadi integral
permukaan melalui teorema Gauss-Stokes dapat dipertimbangkan hasil akhir

untuk variasi Sgy dapat ditulis sebagai

1 2.9
8Sey = J d4x\/§ {le — ngR} Sg*v (2.9)

Setelah menghitung integral variasi 6Sgy/ dg*¥ dan mengaturnya ke nol,

pada akhirnya mendapat persamaan gravitasi Einstein untuk ruang vakum

1 (2.10)
Ruv - Eg#VR =0

Untuk bagian yang tersisa, mari  analisis persamaan aksi (2.3) secara

keseluruhan yang juga dapat ditulis

1 1 2.11
SzﬂsEH+SM=jd4x(ﬂLEH +LM) ( )

Di mana Ly dan £,, adalah densitas lagrangian yang diberikan
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Ley = [9Len Ly = /9Ly (2.12)

Menvariasikan aksi  (2.11) sehubungan dengan invers metrik,

mendapatkan

1 6Sgy  6Sm _ 0 (2.13)
2k 8ghv - Sghv

Telah melihat bahwa suku pertama dari relasi di atas memberikan tensor

Einstein G,,, yang didefinisikan oleh (2.9) atau (2.10) sebagai

1 2.14
Gyv = Ruv - Eg;wR ( )

Membandingkan (2.13) dengan persamaan Einstein lengkap
Gy = KTy (2.15)

Dapat memrikan definisi untuk tensor stress-energi momentum sebagai

fungsi dari metrik dan lagrangian materi

—2 8Sy (2.16)
Ty = —
Ja5s"

Dapat dibuktikan bahwa tensor stress-energi momentum (2.16) dapat
memenuhi kepatutan yang diperlukan dari tensor energi-momentum (Sporea

2014).
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2.2 Lubang Hitam

Lubang hitam merupakan sebuah tempat di luar angkasa dengan gravitasi
yang sangat kuat sehingga tidak ada benda yang dapat terlepas dari tarikannya
bahkan cahaya sekalipun. Black hole terbentuk setelah sebuah bintang kehabisan
energi dan bahan bakarnya, sehingga inti bintang akan jatuh.

Di dalam Al Quran, penjelasan tentang lubang hitam dapat dikaji dalam

surah At-Takwir ayat 15-16.

O oI sall O Gl bl 36
Artinya: “Aku bersumpah demi bintang tersembunyi. Yang bergerak cepat yang
menyapu.” (QS. At-Takwir (81): 15-16).

Penyebutan bintang dalam ayat ini diikuti dengan tiga sifat yang sangat
bersesuaian dengan sifat dari lubang hitam. Sifat pertama adalah tersembunyi,
seperti yang diketahui lubang hitam memiliki medan gravitasi yang sangat besar
sehingga keberadaannya tidak mudah untuk diketahui, salah satu indikasi
keberadaannya dapat dilihat dari kehadiran materi disekitar lubang hitam. Sifat
yang kedua adalah bergerak dengan cepat, dimana pergerakan lubang hitam yang
kita ketahui juga memiliki pergerakan demikian dan yang terakhir adalah sifat
menyapu, sesuai dengan dampak dari besarnya medan gravitasi lubang hitam yang
membuat lubang hitam mampu menyerap segala materi yang dilewatinya.

Dari penjelasan tersebut, lubang hitam secara garis besar terdari dari empat
jenis, yakni lubang hitam tidak bermuatan dan tidak berotasi (Schwarzschild),
lubang hitam bermuatan dan tidak berotasi (Reissner-Nordstrom), lubang hitam

berotasi (Kerr) dan lubang hitam bermuatan dan berotasi (Kerr-Newman).
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2.2.1 Lubang Hitam Schwarzschild
Menurut Frolov & Novikov dalam Triyanta (2014) menyatakan bahwa
lubang hitam didefinisikan sebagai suatu daerah di ruang-waktu dengan medan
gravitasi yang sangat kuat sehingga cahaya pun tidak dapat lolos. Lubang hitam
terbentuk dari runtuhnya objek bermassa M yang memiliki ukuran lebih kecil dari

radius Schwarzschild.
Persamaan medan Einstein dituliskan (Gautama 2020):

(2.17)

1
GMV = an/ - ERguv = 87Tle

Dimana G,, adalah tensor Eistein, kemudian T, adalah tensor energi
momentum, R,, untuk tensor Ricci dan R skalar Ricci. Solusi Schwarzchild

adalah solusi persamaan medan Einstein untuk ruang waktu vakum disekitar objek
massif yang statik simetri bola. Dikatakan statik karena benda tidak bergantung
waktu, sehingga medannya pun tak bergantung waktu. Dikatakan spiral jika tidak

bergantung pada suku 8 dan ¢.

Dimulai dari ruang waktu datar Minkowski dengan elemen garisnya

berupa:

ds? = dt? — dx? — dy? — dz? (2.18)

Diperkenalkan koordinat bola dengan mengubah variabelnya dan

didapatkan elemen garisnya:

ds? = dt? — dr? —r?d8? — r?sin?0d? (2.19)



15

Bentuk umum dari metrik ruang waktunya adalah,

ds? = e?¢rDc2dt? — e2Bdr2 — r2dh? — r2sin?0dg? (2.20)

Dimana «a (r,t) dan g (r,t) adalah dua fungsi yang ditentukan oleh
persamaan Einstein. Bentuk metrik di atas didapatkan dari hasil asumsi coba-coba
atau yang biasa disebut ansatz. Berdasarkan bentuk metrik di atas, dapat ditulisan

tensor kovarian ruang waktu simetri bola:

eZa(T,t) 0 0 0
0 —e?f 0 0
= 2.21
Guv 0 0 —r2 0 (2.21)
0 0 0 —r?sin®6

Dengan determinan metrik,
g = det(g,y) (2.22)
= —e2(@+f)p4gin2g

Untuk tensor kontravariannya dituliskan,

e~2a(t) 0 0 0
2.23
guv =(g )—1 — 0 —e 2Bt 0 0 ( )
i 0 0 —r2 0
0 0 0 —r~2sin72%0

Selanjutnya bisa dicari simbol Christoffel dari metrik tersebut. Definisi

dari simbol Christoffel sendiri ialah,

ra 1 4P 09up | 09vp _ 99wy (2.24)
) oxvV ~ Oxt  0xP
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Karena metrik yang digunakan merupakan metrik diagonal, maka simbol
Christoffel akan bernilai jika komponen indeksnya a = 8, maka persamaan di

atas dapat dituliskan sebagai berikut:

re — 1 aa 09ua  0Gva _ 99y (2.25)
w =29 dxV = dx*  0x“%

Nilai simbol Christoffel yang tidak nol akan didapatkan dengan syarat

berikut:

1. Suku pertama dalam kurung tidak nol, jikav # u =

2. Suku kedua dalam kurung tidak nol, jikay #v =

3. Suku ketiga dalam kurung tidak nol, jika @ = u =v

4. Ketikna =u=v

Syarat pertama dan kedua didapatkan karena sifat simetri dari simbol

Christoffel yang dituliskan dalam hubungan:

X (2.26)

Maka untuk nilai simbol Christoffel yang tidak nol adalah sebagai berikut:

Untuk v # p = a dan simetrinya u # v = a, maka l“l‘f\, = %g”“dvgw

1
F]F)O = F(;)l = Ee_zaareza = a’ (227)

1 . 228
G = T = 5 20.e? = (229



1
Iﬂ122 = F221 = ﬁarrz = -
I} =T3 =———0,7r%sin%0 = E
137731 7 or2gin2g T r
F233 = F332 = magrzsinze =cotH
Untuk a # p = v, maka I[[§, = _%gaaaagw

1 .
[ = -5 e7200,(—e?) = fe2b-o

1
Tgo = —E(—e_zﬁ)areza = q'e?@h)

1

Iy, = —Ee_warrz = —re %

1 1 -2 2 cinl 2 -2B
[33 = —5e 0,r“sin“0 = —rsin“fe
T4 = —Fagrzsinze = —sinf cosH

1
Untuk @ = u = v, maka Flilll = ngauguu

17

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)
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1
F(S)O = Ee_zaateza = d (2'37)

1
I = Ee—zﬁarezﬂ =p (2.38)

Setelah didapatkan nilai dari simbol Christoffel yang tidak nol, dapat

dicari Ricci tensornya dengan menggunakan persamaan,

Ruy = 04T — 0,TS, + T5 &, — Th 1% (2.39)
Dengan sifat kesimetriannya, didapatkan tensor Ricci yang tidak nol

adalah:

R, =R,

w = By

Roo = 4T85 — 0TS + [Tl — Fo[?o 0B

Ba
o (2.40)
. . R a
= (ap — B - ) + 2@ P {a” +a” + -~ a'ﬁ'}
Roy = 0,151 — 0T + F&Fga - F£1Fgﬁ
=f (o' +342) - per@ P’ perap (2.41)
_ 2B
- r
Ryy = 0T — ;T + DTS, — T4 T (2.42)
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= —e2@ P (ap — f — f?)

2
+ {—a” +a®+ Tﬁ + a’ﬁ’}

Ry; = 0TSy — 0,1 + LTS — TP Ish (2.43)

=—eP@r-pFr+1)+1

Rz = 0,135 — 05Tgs + Fg3rﬁa - F£3 38

(2.44)
= —sin?0e 28 (a'r — B'r + 1) + sin?6
= SinzeRzz
Dapat ditentukan skalar Riccinya adalah:
- _ 1 in26R
R =g" Ry, = e **Ryy—e 2PRy; — = (Rzz + Sl:inz;Z)
(2.45)

=20 [a" —a/p +a? 42 - ]2y
r r T r

232(a—ﬁ)(d3 - ﬁ - ,32)
Dengan menerapkan syarat static pada persamaan, suku yang diturunkan
terhadap waktu akan dihilangkan, maka nilai tensor Ricci dan skalar Riccinya

menjadi:

!

2a
Roy = 2@ B) {an ra? e o a'ﬁ’} (2.46)

!

Ry =—-a" + a'’ + +a'p’ (2.47)

r



Ry = —e?Par—B'r+1)+1

R33 = Sin29R22

2a'  2p'

R = 2e2F la” —a'B + g R —f
1 2
2| " 2

20

(2.48)

(2.49)

(2.50)

Substitusikan hasil yang didapat pada persamaan medan Einstein.

Dituliskan kembali persamaan medan Einstein:
_ 1
G = Ryy — ERgW = 81Ty,
Maka, untuk G,, adalah,

1
Goo = Roo — ERgoo

_ Z,B'ez(“_ﬁ) e2(a-p) e

T r2 T2

Untuk komponen G, adalah:

1
G117 = Ry — 5R911

20 2P 1
= — — — —=0

r 7"2 7"2
Untuk komponen G, adalah:
1
G2 = Ryp — ERgzz
— 2,=2B (1 _ IR 12 2_0-"_2_,3' —
ree (a a'f'+a” + " r) 0

Untuk komponen G5;adalah:

(2.51)

(2.52)

(2.53)
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1
G33 = R33 — 5R933
(2.54)
= GZZ Sinz 0

=r2e~2F (a” —a'f +a’’+ 2% — %) sin®6 =0
Geometri ruang-waktu harus tereduksi menjadi ruang waktu Minkowski
untuk jarak yang sangat jauh dari massa sumber karena disebabkan oleh pengaruh
gravitasi yang melemah. Maka dari itu, dengan mempertimbangkan syarat

asimtotik untuk r > maka g —» n, persamaan diatas memberikan 8 = —« .

Substitusikan pada persamaan di atas, menjadi:

2a'e?r +e2% =1 (2.55)

2
Karena e?® + 2a’e?%r = e (re?%), maka

re?® = f dr=7r—r1, (2.56)

Di mana r; adalah sebuah tetapan inegrasi berdimensi panjang yang belum
diketahui nilainya dengan mesubstitisikan f = —a dan e?* dalam ansatz pada

persamaan di atas akan diperoleh:

-1 2.57
ds? = c?dr? = (1 - E) c?dt? — (1 — E) dr? — r2dQ? (257)

T r
Metrik di atas dikenal sebagai metrik Schwarzschild yang memberikan
geometri ruang di sekitar ruang massif simetri bola. Meskipun pada daerah terluar

nilai tensor energi momentumnya sama dengan nol atau vakum, namun terdapat
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induksi medan gravitasi dari sumber melengkung ruang di sekelilingnya. Dalam
limit medan lemah, persamaan medan Einstein dapat didekati dengan metrik
Minkowski dan akan memenuhi persamaan gravitasi Newton, menggunakan

pendekatan perturbasi orde pertama

Joo = (1 +2®/c?) (2.58)

2

CGZM ialah potensial gravitasi Newton. Membandingkan

Dengan ® = —

persamaan dan persamaan maka didapatkan nilai dari kuantitas 7,

2GM (2.59)
C2

s =

Penyelesaian solusi untuk persamaan medan vakum dapat dilakukan

tanpa mensubstitusikan nilai dari R,,, dan R. Kondisi vakum menunjukkan
bahwa nilai tensor Ricci bernilai nol pada kasus ruang vakum T,,, = 0 jadi
hanya perlu memilih persamaan-persamaan dari syarat R,,, = 0 untuk dapat

mengetahui e2* dan e?£. Dipilih Ry, R;1dan R,, untuk daerah eksterior.

2a’
P oo+ 25— gl =0 (2.60)
" 12 2a’ Y
—a'+a +—+af =0 (2.61)
—e Plar—-Br+1)+1=0 (2.62)

Menjumlahkan persamaan (2.60) dan (2.61)
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2 2.
;(al_l_ﬁl):()_)ﬁlz_al ( 63)
Menyulihkan persamaan (2.55) dan (2.56)
e?*Ra'r+1)—-1=0 (2.64)

Diperoleh hasil yang sama dengan (2.55) sehingga didapatkan kembali

hasil dari e2* =1 — 1 /7.

Pada akhirnya dituliskan metrik Schwarzschild sebagai berikut:

2GM 2G6MN\"1 2.65
)czalt2 — (1 — (2.65)

ds? = (1 -— ) dr? —r?d6? — r?sin? 8 dg?
c2r

c?r

2.2.2 Lubang Hitam Reissner-Nordstrom

Solusi Reissner-Nordstrom merupakan solusi medan Einstein yang
menggambarkan ruang waktu di luar sebuah bola pejal statik bermasa M dan
bermuatan Q. Lubang hitam sendiri dapat dibedakan berdasarkan massa,
momentum sudut dan muatan listrik adalah juga sifat alamiah yang
menghilangkan informasi yang masuk padanya. Keadaan tersebut dikenal sebagai
teorema “no-hair”, berlaku untuk semua lubang hitam yang merupakan solusi
dari persamaan medan Einstein-Maxwell tentang gravitasi dan elektromagnetik
dalam teori relativias umum. Nilai dari tensor energi momentum dalam kasus ini

tidaklah nol dikarenakan kehadiran medan lain (Bernard 2017).

Persamaan Einstein-Maxwell dapat diturunkan dari persamaan aksi,
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S = f d4XH(R _ FuVF#v) (266)

Dengan g adalah determinan metrik g,,, R adalah skalar Ricci dalam dan

F,,, adalah tensor kuat medan dalam ruang melengkung yang dituliskan sebagai

En = VA, — VA, (2.67)

Menvariasi aksi pada persamaan terhadap g*V menghasilkan persamaan

medan Einstein-Maxwell

Gyy = 81Ty, (2.68)

Dimana G,, adalah tensor Einstein yang mempresentasikan bentuk
geometri runag waktu dan T, adalah tensor energi-momentum yang

mepresentasikan kehadiran materi. Dari persamaan di atas didapatkan hubungan
fisis antara geometri dan kehadiran materi. Secara fisis persamaan di atas

menggambarkan kesesuaan bentuk geometri dan kehadiran materi.

Untuk perumusan medan elektrovakum simetri bola bisa dimulai dari

pemilihan ansatz metrik simetri bola,

ds? = 2022 — 2B g2 _ 4242 (2.69)

Dan determinan metriknya,

J—g = e**Pr2sing (2.70)
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Jika sumber memiliki muatan total Q, maka berdasarkan hukum Coulomb

terdapat medan listrik pada jarak r sebesar

E, = -0,V (2.71)

Dengan hubungan pada persamaan (2.71) komponen tensor kuat medan

yang tidak nol dapat disajikan dalam bentuk tensor kovarian

0 E,/c

0 0
poo|—E/c 0 00 (2.72)
my 0 0 0 0

0 0 00

Karena tensor metriknya berbentuk diagonal maka dengan mudah

didapatkan F#V = gt gVVF,

v, menggunakan persamaan Maxwell dalam wakum

(F*75), = (65" Fur5),, =0 @73

Untuk komponen F;, = —F,, diperoleh

0 (E 2.74
—(—le‘”ﬁrzsin 9) =0 (2.74)
dr\c
Kedua ruas diintegralkan terhadap r, didapatkan
Ee~@Br2=¢ - [ = %e(aﬂa’) (2.75)
r

C adalah sebuah tetapan yang tidak bergantung pada t ataupun r. Jika
ditinjau dari jarak yang sangat jauh dari sumber, maka efek kelengkungan sangat

kecil hingga daerah itu dapat didekati dengan ruang Minkowski



26

lim,_, e®M+B(™) = 1, maka medan listrik simetri bola dalam ruang Minkowski

diketahui berbentuk

dmmeyr? 12

FMin) _ 1 Q kQ (2.76)
1

Maka dari syarat batas asimtotik, diketahui C = k.Q, sehingga diperoleh

tensor medan elektrovakum simetri bola,

(a+pB) 2
0 Qe Jere 0 0 2.77)
E,, =k, —Qe @) jcr? 0 00
# 0 0 0 0
0 0 0 0

Untuk perumusan metrik Reissner-Nordstrom dapat dimulai dengan
meninjau komponen 00 dari tensor stress-energi momentum elektromagnetik.

Tensor stress-energi momentum dituliskan

1 1 (2.78)
T;w = _(FupFavgpa + Zgqu;mFmr)
Ho
Untuk komponen 00 dapat dituliskan
1 1 (2.79)
Too = ‘u_<F01F10911 + Zgoo(FmFm + F10F10)>
0
Substitusikan nilai F,,, dan F*¥
_ 1 [(keQe@BN 1 k@e@BN ¢ opy 1 o0 o ogrp) (ke@e@P) 2
TOO _uo{( cr? )( cr? )( € Zﬁ) 482 .2e77 * ( cr? ) (280)

_ [ (ke@)? | 1(ke@)?) _ 2% [ (k@)
" o {(crz) 2(cr2) T 2u (crz)
Konstanta k. memenuhi nilai 1/4me, dan moe, = 1/c?, maka akan

diperoleh nilai dari tensor stress-energi momentum untuk komponen 00 adalah
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e Q2 (2.81)

00 = 3o7Ze, 7
Bentuk ruas kiri untuk persamaan medan simetri sudah dapatkan pada
perhitungan sebelumnya serta disajikan tensor stress-energi momentum untuk
medan elektrovakum.  dapat mensubstitusikan komponen 00 pada persamaan

medan Einstein:

1 8nG (2.82)
Rgo — EQOO:R = 7T00
Menyulihkan tensor dan skalar Ricci metrik sietri bola dari persamaan di
ruas Kiri dengan syarat asimtotik Minkowski § = —a serta persamaan pada ruas

kanan, maka akan diperoleh:

2 ! ,4a 4a 2a G 2 2a
_ae” em e GQ7 e (2.83)
r r2  r?2  4mcitey rt
, GQ*
eza + Za reza — 1 —_ W (2.84)
Mengetahui bahwa e2* + 2a're?* = % (re?%), maka
GQ2 G2
2a _ —
ree = .f <1 47t60r2> dr=r+ Amcteyr +C (2.85)
o2 = 1454 C&

r  4mcteqr?
Dengan C adalah tetapan integrasi. Substiusikan persamaan pada ansatz

didapatkan



28

2 2 \7* 2.86
dsz=<1+£+L>czdt2—(1+£+L> dr? —r2dq? (2.86)

r  4mcteyr? r  4mcteyr?

Mengingat untuk limit Q = P — 0, maka persamaan di atas haruslah

tereduksi menjadi metrik Schwarzschild, sehingga diperoleh C = —ZGZM = —5.
C
Menuliskan 4:5; = rg, solusi di atas dapat dituliskan kembali ke dalam bentuk
0

-1 (2.87)

2 2
Ty T, e T
ds? = <1—f+r—%>czdt2—<1—?§+r—%> dr? —r2dQ?

Metrik di atas merupakan metrik Reissner-Nordstrom yang memberikan

geometri ruang-waktu di sekitar sumber massif static simetri bola bermuatan.

Dengan mengamati bentuk metrik Reissner-Nordstrom, tampak bahwa
2
metrik menunjukkan singularitas bila (1 - % + :—2) = 0 oleh karena ds - —oo.

Singularitas ini muncul pada

( 0
rH_=E— E—rQZ
, ol 2~ |4
Ts 752 2
e = 5 |

Bila 1y < 7;/2. Adapun jika ry > r;/2, maka lubang hitam Reissner-
Nordstrom tidak memiliki solusi horizon yang memungkinkan pengamat luar

dapat melihat singularitas dalam lubang hitam (naked singularity).

Kesesuaan antara geometri dan kehadiran materis sudah dengan jelas

diberikan pada persaamaan (2.68), dapat membuktikan hal itu dengan
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menentukan semua komponen yang tidak nol kemudian disulinkan pada

persamaan (2.82).

Dengan unit G = ¢ = 4me, = 1, maka metrik di atas dapat dituliskan

kembali menjadi

2M Q2 2M @2\ 2.88
dsZ=<1—7+Q)c2dt2—<1—T+Q—> dr? — r2dQ? (2.88)

r2 r2

Metrik di atas memiliki vector potensial [A,]| = Ao, A;, A2, A5 dengan

Ay =—2dan 4; = O untuk i = 1,2,3
r

Untuk simbol Christoffel yang tidak nol berdasarkan metrik tersebut

adalah

oy =——7—Too = =, (2.89)
F111 _ _Mrr—AQz, F212 _ _é’ 2.0
I35 = —As'irﬁ,rfz =r-1 (2.91)
I'%4 = —sinfcos @, = coth (2.92)

Dengan

A= 1% —2Mr + Q% (2.93)



Kemudian untuk tensor Ricci yang tidak nol didapatkan

AQ?
Ry = ~ 6
QZ
R .,
QZ
Rz = T2
0Q?sin% 6
R33 = S

Sedangkan untuk skalar Riccinya bernilai nol

R=0
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(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

Sekarang dapat melanjutkan pekerjaan untuk mendapatkan komponen

tensor Einstein

AQ?
Goo =——4&
QZ
G11 Az
T
QZ
Gpp = Tz

(2.99)

(2.100)

(2.101)



31

Q?sin% 6
Gaz = - (2.102)
Untuk melengkapi persamaan medan Einstein-Maxwell harus

menemukan komponen tak nol untuk tensor stress energi momentum.
Dengan hubungan yang diberikan pada persamaan (2.67) serta mengingat
turunan kovarian Vv, = d,v;, — I}5,v. dan sifat simetrik dari simbol Christoffel

I;4, maka persamaan tersebut dapat dituliskan dengan

Ey = 8,4, — 0,4, (2.103)

Dapat ditulis untuk nilai tensor kuat medan

Q (2.104)

Foy = —F19 = 0041 — 0140 = _r_z

Komponen-komponen matriks [Faﬁ] untuk medan Maxwell yang mengisi

ruang waktu pada persamaan adalah

_ 2
0 —r 00 (2.105)
Fap = Q/r 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Didapatkan produk skalar FaBF“ﬁ
2Q% (2.106)

Fa,BFaﬁ =g gﬁdFaﬁch == o

Sekarang  dapat mencari nilai dari tensor energi momentum dengan

menggunakan persamaan (2.78). Dan untuk komponen yang tidak nol adalah
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Too = — (%) gTQ: (2.107)
= ()L,
Ty = — (ﬁ) ZQ—:Z (2.109)
T33 =~ (ﬁ) % (2.110)

Jika mensubstitusikan persamaan (2.99) — (2.102) dan (2.107) — (2.110)
ke dalam persamaan medan Einstein-Maxwell dapat dilihat bahwa seluruh
komponen tensor Einstein dan tensor energi-momentum Maxwell ini memenuhi

persamaan (2.68) (Bernard 2017).
2.2.3 Lubang Hitam Kerr

Lubang hitam Kerr merupakan bentuk lubang hitam yang tidak memiliki
muatan tetapi berotasi. Solusi lubang hitam Kerr bisa didapatkan dengan
Algoritma Newman-Janis langkah yang harus dilakukan adalah membentuk
metrik Schwarzshild ke dalam koordinat null dengan menerapkan transformasi

u =t — r* dengan r* adalah koordinat tortoise yang diberikan oleh (Irawan 2016)

2
dr = (1 - Tm) dr’ 2.111)
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Sehingga bentuk metrik Schwarzschild dengan ungkapan koordinat null
menjadi:
2m
ds? = — (1 — 7) du? — 2du dr + r?dQ? (2.112)

Tensor matrik untuk elemen garis tersebut adalah:
2m
- (1 - 7) -10 0 (2.113)
0

Guw = ~1 0 0
0 0 7r? 0
0 0 0 7r2sin?0

Dengan bentuk kontravariannya:

0 -1 0 0
(2 \
-1 (1 — T) 0 0
Juv = | 1 | (2.114)
#v \ 0 0 ) 0 )
1
0 0 0 r2sin? 0
2mr sin?
ds? = —(1 ——Z)du2 —2dudr — 4mr a——dud¢
p p
(2.115)
+2asin? dr d¢p + p2d92
sin®
— (az sin® A — (12 + az)) dep*
Dengan,
p? =1%+a?cos?0 (2.116)

A=1r%+a? - 2mr (2.117)
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Pada persamaan (2.115) merupakan metrik Kerr yang didapatkan dari hasil
transformasi pada tensor matrik (2.113) dan (2.114) yang menggambarkan masaa
M yang berotasi. Parameter rotasinya ditunjukkan dengan adanya suku a yang

sebanding dengan momentum sudut.
2.2.4 Lubang Hitam Kerr-Newman

Lubang hitam Kerr-Newman merupakan lubang hitam yang memiliki
muatan serta berotasi. Solusi untuk lubang hitam Kerr-Newman merupakan
generalisasi dari solusi persamaan Reissner-Nordstrom menggunakan Algoritma
Newman-Janis.  Metrik  Reissner-Nordstrom  ditransformasikan  dengan
menggunakan u = t — r*, di mana r* adalah tortoise koordinat yang memenubhi

(Irawan 2016).

2 2
dr = <1 ey Q—2> dr* (2.118)
r r

Sehingga bentuk metrik Reissner-Nordstrom menjadi:

2m 2 2.119
dszz—(1——+Q—2>duz—2dudr+r2dﬂ2 ( )
T r
Dengan tensor matriknya:
. 2m Q2
/‘ Tt 00 \ (2.120)
Juv = -1 0 0 0
0 0 7r? 0
0 0 0 r?sin?0

Dan bentuk kontravariannya:
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0 -1 0 0

2m Q2

-1 (1-—+=) o 0

| r o or | (2.121)

i 0 0 — 0 i
)

\ 0 0 0 r2sin? 6

Dengan mentransformasikan tensor matrik pada persamaan (2.120) dan

(2.121) didapatkan solusi persamaan metrik lubang hitam Jerr Newman

rmr — 02
d52:—<1— mrz Q)duz—Zdudr
p
2mr — 02)6
s EMT Q8

p?

(2.122)
+ 2asin? @drd¢ + p?dH*?

sin? 6
02

(a?sin? A — (r? + a®)d¢?)

Elemen garis di atas menggambarkan bentuk lubang hitam berotasi dan

bermuatan.

2.3 Teori f(R)

Upaya modifikasi untuk menyatukan relativitas umum dengan tiga gaya
dasar yakni: elektromagnetik, gaya nuklir lemah dan gaya kuat memberikan
sebuah bentuk modifikasi yang dikatakan paling sederhana yang dilakukan pada
relativitas umum. Yakni dengan menambahkan invariant orde tinggi pada aksi
standart Einstein-Hilbert yang mengarah pada sebuah teori gravitasi orde tinggi.
Kelas teori tersebut yang disebut dengan f(R) gravitasi yang diperoleh dari

menambahkan nilai kelengkungan pada skalar Ricci dengan tujuan dapat
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mempelajari evolusi alam semesta seperti hari ini tanpa memerlukan energi gelap

atau pun materi gelap.

1 .
SEH = f d4x,/—g {ER} (2 123)
Dengan cara tersebut
s =fd4x —3f(R) (2.124)

Di mana f(R) adalah fungsi arbitrary dari skalar Ricci R. Keadaan
menarik dari tindakan ini ialah menggabungkan kesederhanaan matematis dengan

cukup umum. Misalkan mengambil ekspansi deret dari f.

a a
—2 4+ 2 —2A+ R+ b,R* + b3R3 + - (2.125)

FR) =t 22+ 2

Dimana a; dan b; adalah koefisien dengan dimensi yang sesuai.

Untuk mendapatkan persamaan medan Einstein,  dapat menerapkan
prinsip variasi pada aksi (2.124). Variasi tersebut dapat dilakukan dengan dua
cara. Pendekatan yang paling mendasar adalah dengan menvariasi aksi 8§
sehubungan dengan tensor metrik g*v atau disebut juga sebagai formalisme
metrik. Sedangkan variasi yang lainnya disebut sebagai variasi Palatini, di mana
variasi aksi sehubungan dengan koneksi dan metrik jika ~ mengasumsikan
keduanya sebagai variable independen. Meski dengan cara yang berbeda, kedua
jenis variasi tersebut memberikan hasil bentuk medan Einstein yang sama.

2.3.1 Formalisme Metrik

Berikut akan dijabarkan bentuk variasi menggunakan formalism metrik.



37

Aksi dalam formalism metrik terdiri dari dua persamaan

Smet = S¢ (guv) + Su (guw 1/)) (2-126)

Di mana §,, merupakan aksi dari materi dan 1y adalah medan dari materi.

Kemudian dapat menuliskan aksi total dalam f(R) teori sebagai

Smee = | A*xy=GF R + Su () (2.127)

Kerjakan terlebih dahulu untuk ruas pertama. Aksi untuk f(R) teori tanpa

kehadiran materi dituliskan sebagai
S =Jd4x —3f(R) (2.128)

Dilakukan prinsip variasi terhadap metrik g*V untuk aksi di atas

didapatkan
8S = f d*x ((6/=9)f(R) +/=g5f (R))
= f d*x\/—g (—%gwf&q‘” + f’(R)SR) (2.129)
= [ @xy=g (-3 gm0

+ [ (R)[RuBg™ + g 0R,s))

Terlebih dahulu  hitung suku g#'6R,, dengan menggunakan identitas

berikut
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SR,y = V3(8T2,) — v, (8T1,) (2.130)

1 2.131
51 = —5[937(69%) + 9239u(69%) — guagupv” (69°)] 1D
Secara berturut-turut didapatkan
9" SRy = g (VA(61%) - v, (6T3)) (2.132)
= 9apn(69F) = VpVa(89%)
Substitusikan pada persamaan (2.129) didapatkan (Sean.M 2004)
1

65 = f d'x=g (_ngf 59" + f'(R)RyySgH (2.133)

+ /(R gap0(89%7) = T4V (69°7)))
Dengan menggunakan integral parsial untuk suka ketiga dan keempat,

serta mengabaikan suku batas dan memasukkan unsur materi, serta mensyaratkan

5 . -
5gm = 0 maka persamaan aksinya menjadi

1
8Smet = f A5 {F RIR = 5 £ (RO = VT (R) (2134)
+9uw0f'(R) — KT#V} 69"

! .
f’(R)Ruv - Ef(R)gHV — [V[,LVV — guVD]fIR — KTHV (2 135)



Persaman r merupakan persamaan Einstein yang baru di mana '=
d/dR, V, adalah turunan kovarian standar yang didapatkan dari koneksi Levi-
Civita dan o = V"V, adalah operator Laplace untuk empat dimensi.

Dapat dilihat bahwa persamana Einstein yang baru merupakan persamaan
diferensial orde empat dalam metrik g,,,. Dalam kasus tertentu, ketika f'(R)
adalah konstan, maka dua suku pada sisi kiri persamaan di atas akan lenyap. Jika
f'(R) adalah konstan maka f(R) adalah fungsi linier dari R dan teorinya akan

tereduksi menjadi Relativitas Umum biasa.

Trace dari persamaan (2.135) adalah

f'(R)R - 2f(R) + 30f'(R) = kT (2.136)

Persamaan ini merupakan hubungan diferensial antara R dan T
bertentangan dengan aljabar pada relaivitas umum, di mana R+T =0 .
Persamaan (2.136) menunjukkan bahwa f(R) teori dapat memiliki lebih banyak
solusi dari pada teori klasik Einstein.

Persamaan (2.136) dengan T = 0 tidak selalu menyiratkan bahwa R = 0
atau R adalah konstan. Dari relativitas umum  tahu bahwa skalar Ricci yang
konstan akan memberikan solusi simetris maksimal. Dalam kasus f(R) untuk

R = konstan dan T, = 0, persamaan di atas akan berkurang menjadi

f'(RR-2f(R) =0 (2.137)

Kemudian bentuk dari fungsi f akan memberikan bentuk dari solusi

simetri maksimal, sebagai berikut: jika f dipilih sedemikian sehinggan R = 0
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adalah akar persamaan (2.137) dan kami memperkenalkan solusi ini pada
persamaan (2.135) maka akan diperoleh R,,, = 0 dan ruang simetri maksimal
adalah ruang-waktu Minkowski, ketikan bentuk f mengarah pada akar R = +C
untuk persamaan (2.137) berikut ini R, = g,,C/4, kasus di mana solusi simetri
maksimal adalah de Sitter (+C) atau anti de Sitter (—C) ruang waktu analog
dengan relativitas umum ketikan konstanta kosmologi hadir.

Untuk mengakhiri sub bab ditulis ulang persamaan medan dari f(R) teori

dalam bentuk persamaan Einstein sebagai beriku:

1
Guv = RMV - E.g,uvR

_ KT fR) —RF'(R) (2.138)

vuvvf,(R) - g,uvaI(R) _ K [
f'(R) f'(R)

Kemudian diperkenalkan tensor stress-energi efektif

Ty + T "

(2.139)

7D = f(R) —Rf'(R)
wo =

2 guv + V,uvvf,(R) - guva,(R)l

2.3.2 Formalisme Palatini
Aksi yang digunakan dalam formalism ini sama dengan aksi yang
digunakan pada formalism metrik, hanya saja tensor Reimann dan tensor Ricci
dibangun dengan menggunakan koneksi independen. Persamaan aksi dapat ditulis

(Sotiriou and Faraoni 2010):

1 .
5 =5 | 4= R + Su(gur ) (2140



Menvariasikan aksi pada persamaan (2.140) secara
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independen

sehubungan dengan metrik dan koneksi, masing-masing, dan menggunakan rumus

SRy = V38T}, —V,6TH

Menghasilkan

1

f,(R)R(;w) - Ef(R)guv
= KT/wr _vA(\/__gfl(R)gﬂv)
+ Vo (=9f' (R)g°#)8} = 0

Didapatkan trace dari persamaan (2.142), menunjukkan

Vo(=gf'(R)g™*) =0

Dengan mengimplikasikan persamaan tersebut dapat

persamaan medan dengan bentuk:

1
f’(R)Ruv - Ef(R)guv = KGT;W

Vi(J=gf' ®R)g") =0

2.3.3 Formalisme Metrik-Affine

(2.141)

(2.142)

(2.143)

dituliskan

(2.144)

(2.145)

Persamaan aksi untuk formalisme metrik Affine memilki bentuk sebagai

berikut (Sotiriou and Faraoni 2010):
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1 2.146
S = ﬂf d4x\/ _gf(R) + SM(guv: F;ilw lp) ( )
Dengan bentuk persamaan medan yang dapat dituliskan:
, 1
f (R)R/,w - Ef(R)g/,w = KT/,W (2-147)
1 — —
7= [-Va(J=gf' R)g") + Vo (=gf' (R)g"")5} ]
(2.148)
2
+2f'(R)gH?SY, = K (Aﬁ‘” - §A§[V6;‘])
Sie = 0. (2.149)

2.4 Termodinamika lubang hitam

Lubang hitam merupakan objek besar yang memiliki medan gravitasi yang
kuat sehingga cahaya pun tak dapat lepas darinya. Berdasarkan relativitas umum,
lubang hitam hanya bisa menyerap materi dan ukurannya tidak berkurang, hingga
Hawking mengemukakan bahwa lubang hitam memancarkan partikel termal dan
dengan demikian menguap. Berdasarkan temuan tersebut, diusulkan terkait
kuantitas termodinamika diantaranya entropi dan temperaturnya.

Empat hukum mekanika lubnag hitam dalam teori relativitas umum
Einstein sangat erat hubungannya dengan hukum termodinamika biasa. Kuantitas
termodinamika lubang hitam adalah temperatur Hawking T = k/2m, entropi

S = A/4G dan energi E, dimana k adalah permukaan gravitasi, A luasan event
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horizon dan E = M adalah massa lubang hitam. Temperatur Hawking dan entropi
saling berhubungan dengan identitas TdS = dE yang juga disebut sebagai hukum
pertama termodinamika lubang hitam. secara umum, hukum pertama
termodinamika lubang hitam terkait dengan perubahan energi, dE ketika lubang
hitam bervariasi dari keadaan diam ke keadaan diam lainnya dengan:

k 2.150
dE = 3 dA + syarat kerja, atau dE = TdS + syarat kerja ( )

"Istilah kerja" diberikan secara berbeda tergantung pada jenis lubang
hitam. Untuk keluarga lubang hitam KerrNewman, hukum pertama
termodinamika lubang hitam menyatakan bahwa terdapat perbedaan dalam massa
M, luas cakrawala A, momentum sudut J, dan muatan listrik Q dari dua di

dekatnya lubang hitam dihubungkan oleh dM = TdS + QdJ + ®dQ, dimana

Q= Z_A]d adalah kecepatan sudut dan ® = 3—1‘; adalah muatan potensial.

Sifat termodinamika cakrawala lubang hitam dapat diperluas ke cakrawala
ruangwaktu selain cakrawala lubang hitam. Misalnya, ruang waktu de Sitter
dengan radius £ cakrawala peristiwa kosmologis. Cakrawala ini, seperti cakrawala
lubang hitam, bisa dianggap sebagai sistem termodinamika yang terkait dengan
suhu Hawking T = 1/2n¢ dan entropiS = A/4G, di mana A = 4m¢? adalah area
cakrawala kosmologis. Untuk ruang de Sitter asimtotik, seperti ruang-waktu
Schwarzschild-de Sitter, masih ada ruang kosmologis cakrawala yang berperilaku
seperti cakrawala lubang hitam dengan entropi sebanding dengan luas cakrawala
kosmologis dan suhu Hawkingnya diberikan olehT = k/2m, di mana k adalah

gravitasi permukaan cakrawala kosmologis. Sangat mudah untuk memverifikasi



44
bahwa cakrawala kosmologis dari ruang-waktu ini memenuhi hukum pertama
termodinamika lubang hitam dalam bentuk TdS = —dM, di mana minus muncul
karena fakta bahwa ketika massa lubang hitam M meningkat, radius cakrawala
kosmologis berkurang. Dalam kerangka kerja ini, hukum pertama TdS =
—dE termodinamika horizon kosmologis tidak melibatkan istilah kerja juga.
Dengan menerapkan yang pertama hukum termodinamika (TdS = —dE) terhadap
horizon semu dari dimensi (n + 1) alam semesta Friedman-Robertson-Walker
(FRW) dan dengan menghitung aliran panas melalui cakrawala yang jelas dapat
diturunkan Friedmann persamaan alam semesta FRW dengan kelengkungan
spasial apa pun, di mana seseorang mengasumsikan bahwa horizon semu

memiliki suhu dan entropi yang dinyatakan dengan

A
T=5 S=ig (2.151)

Dimana, A adalah luasan event horizont dengan radius 7, (Akbar dan Cai

2007).

2.5 Penelitian Terdahulu

Penelitian terdahulu yang dilakukan oleh Dombriz, Dobado dan Maroto
(2009) dengan judul Black Hole in f(R) Theory, dibahas tentang solusi lubang
hitam statis simetri bola dengan beberapa kelengkungan konstan dan tanpa
muatan listrik. Dibahas pula terkait besaran termodinama lubang hitam dalam
teori f(R) yang memberikan hasil serupa dengan besaran termodinamika lubang

hitam dalam relativitas umum standar.



45

Penelitian terdahulu yang dilakukan oleh S. Carlip (2015) dengan judul

Black Hole Thermodynamics, di mana dalam penelitian ini dibahas tentang
penemuan termodinamika lubang hitam serta meringkas beberapa cara
independen untuk dapat memperoleh termodinamika lubang hitam dan (mungkin)
mekanika statistic dari sifat lubang hitam. Hasil dari penelitian ini adalah sebuah
pernyataan bahwa lubang hitam merupakan struktur paling sederhana dalam
relativitas umum yang memiliki sistem sangat kompleks dan jumlah keadaan
internal yang luar biasa sehingga dapat menejaskan tentang kelengkungan ruang
waktu serta aproksimasi energi rendah. Namun sayangnya termodinamika lubang
hitam masih belum mampu menjelaskan hubungan terkait gravitasi dan mekanika
kuantum karena hilangnya informasi kuantum saat mendekati singularitas lubang

hitam.

Penelitian selanjutnya yang dilakukan oleh Sudipta Sarkar (2019) dengan
judul Black Hole Thermodynamics: General Relativity & Beyond, dimana
penelitian ini menyajikan survei komprehensif dari berbagai versi hukum pertama
dan hukum kedua mekanika lubang hitam dan relativitas umum. Di mana hasil
penelitian ini menunjukkan besaran termodinamika pada lubang hitam sangat

bergantung pada event horizon lubang hitam.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Solusi Persamaan Medan Einstein dalam Teori Gravitasi f(R)

Persamaan medan Einstein merupakan persamaan yang menunjukkan

kelengkungan geometri dikarenakan adanya kehadiran materi.

Gambar 3. 1 Simulasi kelengkungan ruang-waktu
Sumber: (NASA 2005)

Teori Relativias Umum yang dikembangkan oleh Einstein berhasil
menjelaskan gravitasi sebagai properti kelengkungan ruang waktu. Meskipun
sangat sukses menjelaskan tentang gravitasi, namun ada beberapa hal yang tidak
berhasil dijelaskan oleh teori ini, yakni adanya materi gelap dan energi gelap yang
memiliki peranan penting dalam pengembangan alam semesta. Jelasnya, energi
gelap merupakan sesuatu di alam semesta yang membantu mendorong benda-
benda di alam semesta untuk terus mengembang dan memperluas alam semesta,
sedangkan materi gelap melakukan hal yang sebaliknya di mana materi gelap
dalam alam semesta memiliki hubungan penting dengan gravitasi yang
kehadirannya dapat memperlambat laju alam semesta, di sinilah Teori Relativitas

Umum tidak dapat menjelaskan gravitasi dalam skala alam semesta. Sebab

46
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tersebut yang menyebabkan adanya usulan untuk dilakukan modifikasi pada

persamaan medan Eisntein.

Modifikasi pada persamaan medan Einstein dapat dilakukan dengan dua
cara yakni dengan memodifikasi nilai kelengkungan pada ruas Kiri persamaan
medan Einstein atau dengan mengahdirkan materi gelap dan energi gelap pada

ruas kanan persamaan medan Einstein (Sotiriou and Faraoni 2010).

1 8nG

Ruv - EguvR = FTHV

Sebagaimana yang telah dijelaskan pada dasar teori di bab 2, persamaan
medan Einstein diturunkan dari aksi Hilbert, dimana pada aksi Hilbert
kelengkungan geometri pada alam semesta hanya dilambangkan dengan R
sedangkan dalam modifikasi persamaan medan Einstein jenis pertama, nilai
kelengkungan akan berupa sebuah fungsi. Aksi Hilbert untuk Teori Relativitas

Umum dituliskan:

S=

4
16ntd Xy —gR

Teori tesebut dikenal dengan f(R) teori dimana nilai kelengkungan skalar
Ricci R dimodifikasi dalam bentuk suatu fungsi f(R) dengan f adalah sembarang

fungsi. Secara umum, bntuk modifikasi dalam aksi tersebut dapat dituliskan:

(3.1)

= Torg | /o (R + 1)

Untuk mempermudah perhitungan, suku di atas dibagi menjadi dua komponen S,

dan S, dengan definisi sebagai berikut:
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S, =jd4xHR (3.2)
5, = [ a*=ar® G3

Diberlakukan prinsip variasi pada S; sehingga:

55, = J d*x/=gR (3.4)

Dengan menggunakan ketentuan pada prinsip variasi, maka setiap suku pada

persamaan aksi di atas menjadi:

58, = j x5 /—gR + f d*x/—g6R (3.5)

Diberikan definisi R = g*YR,,,,, maka prinsip variasinya harus mengenai

v

setiap suku pada definisi R, menjadi:

68, = f d*x (6(,/—g)g‘“’Rw +—96(g"" )Ry, + 1/—gg’“’6(Rm,)) (3.6)
Pada orde pertama prinsip variasi mengenai suku ,/—g, untuk menghitung
variasi determinan g dari metrik, berdasarkan

g = g/wadj(guv) (3.7)

maka untuk variasi §g

89 = adj(g,v)8 9y (3.8)
Definisi untuk adjoin pada matrik adalah adj = gg*V, sehingga
69 = 99" 69w (3.9)
karena divariasikan terhadap §g*” alih-alih terhadap 6g,,,, diturunkan hubungan

antara §g¥ dan &g, menggunakan hubungan di bawah ini
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9"y = & (3.10)
Menggunakan fakta bahwa konstanta tensor & tidak berubah terhadap
variasi, maka dituliskan
69"°9ov + 9*°8ggy = 0 (3.11)
Persamaan di atas dikalikan dengan g”" kemudian diatur ulang dan
didapatkan
69up = —9"°9" 63gv (3.12)
Kemudian dilakukan penamaan kembali dengan menyulihkan p < v dan
dikalikan kembali dengan g,,, untuk mendapatkan
989" = —9,wg"°9""895p = =679 894
(3.13)
==9°7695p = —9"" 69y

Menyisipkan persamaan di atas pada (2.11) sekarang dapat dihitung variasi

untuk ,/—g yakni

1 1 1
5 =g =—=069 = ———=0g9,n09" = — >[99, 09"
250 " 2 [g e T T2 o

Untuk mengekstrak persamaan medan dari (3.6) perlu untuk dilkukan
pemfaktorkan variasi §g#. Untuk melakukan hal tersebut, perlu diketahui R,
dalam hal variasi metrik dan turunannya. Karena tensor Ricci diperoleh dari

tensor kelengkunan Riemann yang memenuhi persamaan

Ry =R}y, (3.15)
Sehingga untuk mencari variasi tensor kelengkungan Reimann salah satu cara
yang dapat dilakukan adalah dengan menghitung variasi kelengkungan tensor.

Tensor Reimann diberikan sebagai
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ROy = 0Ty — 0,14, + T Ty — T, (3.16)

Dalam hal koneksi l“,}v merupakan koneksi Christoffel yang didefinisikan

oleh

1
F;%v = Egla(augva + avgau - aaguv) (3-17)

sehingga variasi untuk tensor Ricci didapatkan
(SR#V = 6R[,/}/1V
(3.18)
= 0, (81—‘1;1;1) - av(é‘l—‘/{h) + SFAAO'FVO-M + F)fla‘srgu - 51—‘1;101—‘16/1 - F&JSFAi
Berdasarkan fakta tersebut dapat memilih untuk mengerjakan koordinat
geodesik lokal pada sebuah titik arbitrary P di mana simbol Christofel dapat

dibuat nol (T, = 0) dan pada titk itu juga berlaku bahwa turunan biasa identik

dengan turunan kovarian yang didefinisikan oleh

Defnisi dari turunan kovarian dapat dipahami dengan mengambil tensor

kovarian (0,1) dan kontravarian (1,0)

VT, =d,T, —T;T,
(3.19)
v, TV =9,T" — I}, TP

Simbol Christoffel Flfv tidak termasuk tenor, tetapi variasi terhadap simbol

Christoffel merupakan tensor, sehingga jika diterapkan prinsip varisi terhadap

turunan kovariannya akan menghasilkan

Vi(8T) = 8,6, + I, 6T, — I, 6TA, — T, 6T4, (3.20)
Dengan mengsubtitusikan persaamaan di atas pada variasi kelengkungan skalar,

maka akan menghasilkan:
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SR,y = Va(8TYy) + T8TH, — 0,6TH, + 6T T, — T 6TF,
(3.21)
= v,(61,) — vy (oTs,)

Dengan

v,(6T4,) = 8,6T], + I, 6T, — 16T}, — 19,811, (3.21)
Untuk mendapatkan nilai variasi pada orde ketiga, dapat menerapkan persamaan

(3.21) pada persamaan (3.6), sehingga

g* Ry, = g*'V,i(8T2,) — g*vV,(6TH)
= V,(g* 6T, — v, (g*veT) (3.22)
= V,(g"véry, — gHosTy,)
Kemudian persamaan (3.22) dan (3.14) disubstitusikan pada persamaan (3.6),

sehingga

6S, = [d*x/—g {—%gwR} g + [ d*x/—gR, 69" +
(3.23)

fd‘*x\/—_gvg(g”"SFfﬂ - g“"6[‘fu)
Integral akhir dari relasi (3.23) dapat ditransformasikan menjadi
integral permukaan melalui teorema Gauss-Stokes maka integral suku ke tiga
akan hilang. Mempertimbangkan hasil akhir untuk variasi S; dapat ditulis

sebagai

85, = d*x\g {Ruy — > gvR} 59" (3.24)
Setelah menghitung integral variasi 65,/ §g"*¥ dan mengaturnya ke nol,

pada akhirnya kita mendapat persamaan gravitasi Einstein untuk ruang vakum
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1
Ry — ngR =0 (3.25)
dengan menggunakan cara yang sama pada S; untuk variasi S, didapatkan:

58, = [ d*x[=gf(R) = [ d*x ((6/=9)f(R) + J=gSf (R))  (3.26)
Pada orde pertama persamaan aksi S,, hasil variasi determinan g memiliki
hasil yang sama dengan persamaan (3.14), sehingga untuk hasil variasi pada suku
pertama dapat disubstitusikan dari persamaan (3.26). Untuk suku kedua dimana f
adalah suatu fungsi yang mengandung kuantitas R sehingga prinsip variasinya

menjadi

58, = f d*x\[—g <—% Iuf 89" + f’(R)cSR) (3.27)

dengan definisi dari skalar Ricci R = gt'R,,,,, maka

1
5S, = J d*x.[—g (—ngf&g‘“’ + f'(R)[Ru g™ + g‘“’&RW]) (3.28)
Menggunakan beberapa identitas pada persamaan (3.21) untuk menghitung

hasil variasi pada orde ketiga persamaan (3.28)

9*'6R,, = g (Va(6T,) — V,(8T4,)) (3.29)
untuk mendapatkan nilai variasi untuk 61“&# dan 61“,1’1#, menggunakan identitas

berikut

1
61—‘[?1/ = - E [gluvv(aglg) + g)lvvu(csglg) - guagvﬁva(&gaﬁ)] (3-30)

sehingga



1
61—%1 = - 2 [gcrvvu(é‘gal) + gauvv(é‘gal) - gvaguﬁvl(6gaﬁ)]

dan

1
8Ty = =59029.(897) + 96,V (69°*) = 9209,V (69)]

Substitusikan hasil (3.31) dan (3.32) pada persamaan (3.29)

9*"8Ry, = g (Va(8T4) — V(8TF,))

= %gﬂvv/‘l [gavvu(Sgal) + gduvv(aga/l) - gva’guﬁvl(é\gaﬁ)] -

%g‘wvv [galvu(é\gol) + gauvv(agml) - glaguﬁvl(é‘gaﬁ)]

mengoperasikan perkalian pada persamaan (3.33) menghasilkan

1
g SRy, = > [VaV5(89%) + VaVs(897%) — gapVa VA (89%F)]

1
—3 [95294Y,(897%) + Y,V (897*) — Vo Vp(89%F)]

dengan definisi V, VA= o, maka persamaan di atas menjadi

gt'SRy = —gaﬁm(gaﬁ) + VaVﬁ(é‘g“ﬁ)

Substitusikan hasil tersebut pada persamaan (3.28)

1
88, = f d*x,/—g (‘zguvf&q“” + ' (R)R 69"

~ F'®)[gap0(69) + Tp¥al(59°)])
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(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Semua suku memiliki nilai §g*¥ jika pada orde ketiga nilai indeksnya

disamaratakan sehingga dapat ditulis



54

1
55, = [ dxy=g{f RORwy = 5 (R gy = 910" ()
(3.37)

AN I

dengan hasil integral variasi (SZS;V = 0, maka didapatkan solusi medan Einstein
untuk aksi S,
! 1 )
f'(RRy =5 F(R) Gy — (9,00 =V, ]f'/R=0 (3.38)

Jika hasil variasi aksi S; dan S, digabungkan, maka akan menghasilkan
persamaan medan sebagai berikut:
1 4 1 !
Ruv - EguvR + f (R)R,uv - Ef(R)guv - [g;wD - V,uvv]f R
(3.39)
= 8nGTy,
8mGT,, merupakan tensor energi momentum yang dalam keadaan vakum akan
sama dengan nol, maka persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi
! 1 !
Ruv(l + f (R)) - E(R + f(R))guv - (guvD - Vvvu)f (R)
(3.40)
= 8nGT,,
Persamaan (3.40) merupakan solusi persamaan medan Einstein dengan
nilai modifikasi kelengkungan skalar secara umu R + f(R). Nilai kelengkungan
dapat divariasikan menjadi berbagai fungsi dengan mempertimbangkan kondisi

keadaan pada objek uiji.
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3.1.2 Solusi Metrik untuk Kasus f(R) = R + aR?

Sebagaimana yang telah dijelaskan sebelumnya bahwa dalam modifikasi
persamaan medan Einstein, kelengkungan ruang-waktu akan diperumum ke dalam
suatu bentuk fungsi f(R), dimana fungsi f(R) sendiri merupakan suatu fungsi
terhadap R. Penelitian ini menggunakan bentuk kelengkungan dalam orde dua
karena menyesuaikan pada jenis lubang hitam yang digunakan sebagai objek uji.
Pemilihan lubang hitam sebagai objek uji pun berdasarkan beberapa pertimbangan

yang akan dijelaskan dalam bagian selanjutnya.

Menggunakan pendekatan teori medan efektif untuk menentukan koreksi
gravitasi kuantum, dinyatakan bahwa lubang hitam Reissne-Nordstrom menerima
koreksi gravitasi kuantum dalam bentuk orde dua disebabkan tidak
menghilangnya tensor energi momentum dalam lubang hitam jenis ini (Campos

Delgado 2022).

Salah satu bentuk nilai kelengkungan yang ditawarkan dalam bentuk orde
dua adalah f(R) = R + aR? (Sporea 2014). Bentuk tersebut diperkenalkan oleh

Starobinsky (1980) dimana, a adalah konstan.

Solusi untuk jenis kelengkungan ini didapatkan dengan cara matematis
yang sama seperti pada bagian 3.1. Dimulai dari menuliskan persamaan aksi yang

sudah dimodifikasi dengan menggunakan model Starobinsky

T f d*x\/[—g(R + aR?) (3.41)

Agar menjadi lebih mudah untuk menemukan solusinya, maka persamaan

aksi tersebut dipecah menjadi dua bagian
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Sl =fd4x,/—gR

(3.42)
S, = f d*[—gfaRr?
Hasil variasi pada aksi pertama akan menghasilkan solusi medan Einstein
yang sama dengan persamaan (3.25) sedangkan untuk variasi pada aksi kedua

akan menghasilkan nilai baru karena adanya nilai pada fungsi R. Dengan « adalah

sebuah konstanta, maka

5S, = aJ. d*x,/—gR? (3.43)

dengan menerapkan prinsip variasi maka

S, = afj d*x(8,/—gR? + \[—gbR?) (3.44)
Pada suku pertama prinsip variasi mengenai ,/—g yang telah diketahui

hasilnya sama seperti pada persamaan (3.14), sehingga untuk orde pertama hasil

variasinya adalah

1
af d*x(8,/—gR?) = —Eafd“x,/—g 909" R? (3.45)

Sedangkan untuk hasil variasi yang mengenai R? adalah

a f d*x(\/—g6R?) =2a f d*x,/[—gR6R (3.46)

Terlebih dahulu dicari nilai variasi R denggan memanfaatkan identitas

R = gt'R,,, sehingga

2a f d*x.,/—gRSR = f d*x[—gR(8g"'R,, + g"6R,,)  (3.47)
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dengan menggunakan identitas pada persamaan (3.31), (3.32) untuk mendapatkan
nilai variasi dari g#*'6R,, seperti pada persamaan (3.35) Maka variasi dari
persamaan (3.47) akan menjadi

2a [ d*x,/[—gRS6R = [ d*x,[—g (Rc?g’“’RW — Rgu(6g™) +

(3.48)
RV,7,(5g""))

dengan mengsubstitusikan persamaan (3.45) dan (3.48) pada persamaan (3.44),

maka hasil variasi untuk S, adalah

1
8S, = —Eafd‘*x,/—gg,w(Sg”"Rz
+ 20(] d*x./—g (R(Sg”VRW — Rg,,0(69*") (3.49)

+ RV, 7, (69"))

Setiap ruas persamaan (3.49) memiliki nilai &g*V sehingga dapat

disederhanakan

1
8S; = f d*x\/—g (‘Ea(gusz)
(3.50)
+ 2a(RRy, — RO + RVVV#)Sg’“’)

Dapat dituliskan solusi persamaan medannya dengan hasil integral

55,
sghv

= 0, maka

1
2aRR,, — Eagm,R2 — 2aRg,,0+ 2aRV,V, (3.51)

kemudian gabungkan hasil variasi aksi S; dan S, untuk mendapatkan solusi

medan Einstein dalam teori f(R) dengan kasus R + aR?
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1 1 )
Ruv + 5 9uvR + 2aRRyy — > aguwR* = 2aRg,,0 + 2aRV,Y, (3.52)

Menyesuaikan dengan bentuk umumnya seperti pada persamaan (3.40),

sehingga persamaan di atas menjadi

1
Ruy(1 + a2R) =5 (R + aR® g,y — (90— V,V,)a2R = 8rGT,,

Dimana T,,,, merupakan tensor energi momentum sebagai bentuk kehadiran

materi yang menyebabkan adanya kelengkungan pada persamaan medan Einstein.

3.2 Solusi Reissner-Nordstrom dalan teori f(R)

3.2.1 Solusi Reissner-Nordstrom

Semua sistem yang terikat secara gravitasi-bintang, galaksi, gugus
galaksi—bermuatan positif dan memiliki rasio terhadap massa 100 Coulomn per
massa matahari, sehingga materi intergalaksi yang berkembang bebas
terkompensasi memiliki muatan negatif (Bally and Harrison 1978). Pertanyaan itu
merujuk pada penemuan terbesar fisika dalam lima puluh terakhir bahwa lubang
hitam memiliki entropi. Muatan di dalam lubang hitam tidak selalu bisa diabaikan
(Zajaiek and Tursunov 2019). Sinar kosmik yang sampai ke Bumi merupakan
hasil radiasi partikel bermuatan dengan energi yang sangat tinggi, secara umum
partikel bermuatan dasar yang melewati lubang hitam non-netral dapat mengalami
gaya elektromagnetik sebanyak enam belas kali gaya gravitasi untuk massa
lubang hitam pusat galaksi dan muatannya tujuh belas kali lipat. Secara kebetulan,
proses ini dapat menjelaskan bagaiaman sinar kosmik dapat dideteksi dengan

energi yang sangat tinggi.
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Kondisi muatan nol dapat dibenarkan jika pengamat hanya terpaku pada
partikel foton dan materi netral di sekitar lubang hitam, namun dinamika partikel
bermuatan seperti elektron dan proton dapat terpengaruh secara signifikan oleh
medan listrik lubang hitam. Medan listrik lubnag hitam dapat bekerja dan
mempercepat partikel hingga kecepatan relativistik yang besar (Campos Delgado
2022; Zajaiek and Tursunov 2019). Mengamati dua fenomena tersebut, jenis
lubang hitam Reissner-Norstrom merupakan objek uji yang paling sesuai dengan

tinjauan tersebut.

Perbandingan yang paling nampak dari beberapa lubang hitam yang telah
diperkenalkan adalah kegunaan dari lubang hitam tersebut sebagai objek uji
geometri. Lubang hitam Reissner Nordstrom sendiri digunakan untuk mengkaji
geometri atau benda langit yang bermasa serta bermuatan, solusi yang didapatkan
sering kali disebut sebagai solusi lubang hitam Reissner Norstrom. Solusi lubang
hitam Reissner Nordstrom merupakan solusi persamaan medan Einstein statik
untuk benda bermasa dan bermuatan. Diambil bentuk simetri bola sebagai sumber

muatan, maka medan elektromagnetik yang dipancarkan mengikuti bentuk simetri

bola.
ds? = e2*(mDc2qt2 — 2Bt dr? — 12402 — r2sin®6dep? (3.53)
Mengikuti elemen garis di atas, dapat dituliskan metrik kovarian g,
berikut:
eZa(r,t) 0 0 0
0 —e?P 0
= 3.54
Tuev 0 0  —r2 0 (3.54)
0 0 0 -—r2sin?0

dengan bentuk kontravariannya menjadi:
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g2t 0 0 0
nwv — -1 — O _e—Zﬂ(T,t) O O 355
9" = (Gw) 0 0 -2 0 (3.55)
0 0 0 —r2sin7%0

Mengingat kembali persamaan umum Medan Einstein ialah:

1 8nG
Ruv - Eg/,th = 7Tuv

8nG 1
Ruv =z (T = 367

Untuk mendapatkan nilai tensor Ricci, dimana:

Ry = 0,15 — 0,00, + T0,I5, — T7, % (3.56)
Sebelum mendapatkan nilai tensor Ricci terlebih dahulu harus didapatkan

simbol Christoffel, sebagai berikut:

F;fv = gﬁara,uv

(3.57)
1
= Egﬁa(avgua + aygva - aaguv)
Dengan = ¢ , maka nilai dari simbol Christoffel yang tidak nol adalah:
1
Iy =Toh = 5900(30910 + 91900 — 90910)
(3.58)
— %e—ZaareZa =qa’
1
oy = [y = 5911(51901 + 30911 — 01901)
(3.59)
= %e_zﬁatezﬁ = ﬁ
1
= 5900(51910 + 91910 — 90911)
(3.60)

= —%e_zaat(—ezﬁ) = Bez(ﬁ_a)



1
Too = 5911(60901 + 00901 — 01900)

= —%(—e‘zﬁ)areza = a'e?(@ A

1
Too = 5900(60900 + 90900 — 90900)

= %e‘z"‘atez‘x =a
1
Y = 5911(61911 + 01911 — 01911)
= %e‘zﬁarezﬁ =p

1
Iy, = 5911(62921 + 02921 — 01922)

1 _
=—ce 269.r? = —re28

1
I35 = 5911(83931 + 03931 — 01933)

1 . . _
=—-e 289.r?sin%0 = —rsin®fe 2k

1

I =T} = 5922(62912 + 01922 — 02912)

_ 1 2 _
—ﬁaﬂ’ = -

1
{3 = 5922 (03932 + 03932 — 02933)

1 . :
= —;691‘2511129 = —sinf cosO

1
I =13 = 5933(63913 + 01933 — 03913)

_ 1 2ein2n — 1
- 2rzsin296rr sin“f = T

1
[ =T3, = 5933(63923 + 0,933 — 03923)

1 .
= magrzsmze =cot @
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(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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Setelah didapatkan komponen Simbol Cshristoffel tidak nol, dapat dicari

komponen tensor Ricci yang tidak nol sebagai berikut:

Roo = (aB — B — p?) + 2@ P {a” +a'? + 2%’ — a'ﬁ'} (3.70)

Roy=B (' +3+2) - pe2e-Pa'pe(eh =2 (3.71)

T
Riz = —e2 @D (af — - p2) + {-a" + 2 + L+
(3.72)
alﬁl}
Ry =—eBldr—-pr+1)+1 (3.73)
Ry3 = —sin?0e 28 (a'r — B'r + 1) + sin?0 = sin?AR,, (3.74)
Sebab syarat statik pada persamaan, maka suku yang diturunkan terhadap

waktu dihilangkan, maka nilai tensor Ricci berubah menjadi

Ry = e2(@H) {au +a?+ 2%“ _ a'[;'} (3.75)
R11 = _a” - alz + % + a,ﬂ, (376)
Ry, = —e 2B(ar—-p'r+1)+1 (3.77)
R33 = Sin29R22 (378)

Kehadiran materi menyebabkan tensor energi momentum tidak bernilai
nol. Berdasarkan hukum Gauss, medan listrik di sekitar bola yang memiliki total

muatan listrik g adalah

1 .
E= q (3.79)

= r
4dmey 12

Menggunakan definisi potensial skalar
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T 3.80
V= —f E.dr, ( )

Maka potensial listrik disekitar bola yang memiliki total muatan listrik Q adalah

1 gq (3.81)
V= —
4rtey T

Karena lubang hitam Reissner Nordstrom tidak berotasi, sehingga tidak
menghasilkan medan magnet, maka komponen dari potensial vector A bernilai

nol. Komponen-komponen dari potensial 4 dapat dituliskan sebagai berikut:

|4
A, = (—,0, 0, O) (3.82)
C
Melalui definisi tensor kuat medan yang diberikan oleh persamaan
FE, =0,A, —0,A, (3.83)
0 E./c 0 O (3.84)
o=~ ~/c 0 0 0
w 0 0 0 0
0 0 0 0

Dengan E, = ﬁrq—z tensor energi momentum untuk medan elektromagnetik di
0
sekitar lubang hitam Reissner Nordstrom yang digambarkan sebagai sebuah bola

statik dengan total muatan Q dapat diperoleh dengan persamaan

1 (3.85)
Ty = —F F + 2 9uvFpaFP?

Untuk menyelesaikan persamaan (3.85), terlebih dahulu dicari komponen
kontravarian dari F,,, dimana bentuk kovarian dari tensor kuat medan tersebut

adalah

FPA — gpug/lvFMV (3.86)
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Menggunakan definisi tersebut, komponen tidak nol dari persamaan

tersebut diberikan oleh
FOl = g g™k, = g°°9" F (3.87)
— e—Za(_eZB)E/Cz — _Ee—Za—Zﬁ
C
Kemudian
FlO — glugovF;w — 9119011;'10 (388)

= (~e )ern(~E/c?) = — =202
— _F01

Maka, tensor kuat medan dalam bentuk kontravariannya adalah

0 ——ea2 o\l
C
v = B _aaap 3.89
= e 0 0 0 (3.89)
0 0 0 0
0 0 0 0

Untuk menyelesaikan persamaan (3.85) juga dibutuhkan nilai dari tensor

campuran kuat medan

E/p = gvy F?? (3.90)

Dapat dicari komponen tidak nol dengan menggunakan identitas tersebut

Fo1 = gOyFyl = gooF01
(3.91)

= eza (_Ee_za_zﬂ> = _Ee_zﬁ
Cc Cc

Dan



Dengan ¢ = 1, maka tensor energi momentum yang tidak nol adalah

TOO = %Eze_zﬁ

1 —
Tll — _EEZe 2a

1 20—
TZZZErZEZe 2a-2v

T33 == Sinz 9 TZZ
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(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

Komponen pada persamaan umum medan Einstein telah didapatkan,

sehingga dapat disubstitusikan dalam bentuk komponen 00 sebagai berikut:

Dalam komponen 11

8nG
Ry = ot T14

2B’ 8nG 1
b +a'p’ = —EEZe"Z“

2
_a” _a, +
r

Dalam komponen 22

8nG
Ry, = 7 Ty,

8nG 1
—e Par—-Fr+1)+1= i ErzEze_Z“_zﬁ

(3.97)

(3.98)

(3.99)
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Jika persamaan (3.97) dikalikan dengan e?f dan persamaan (3.98)

dikalikan dengan e2* maka, persamaan (3.97) dan (3.98) akan berubah menjadi

2a' 8nG 1
2(a—p) 7] 2 = l}z 2,28
e {a +a” + " a'p e 2E e
(3.100)
2B’ 8nG 1
i a2 1Rl — __[r2,2a
a a'” + " +a'p p 2E e
Kemudian kedua persamaan tersebut dijumlahkan menjadi
2a’ 2P’
e 2B
r r (3.101)

a+ f = konstan
Persamaan tersebut mengartikan bahwa pada saat nilai r — oo, maka
metrik akan kembali pada bentuk Minkowski sehingga e?* — 1 dan e?f — 1,

sehingga @ = 0 dan 8 = 0, maka

a+pf=0
a=—p
Dan persamaan (3.100) menjadi
8nG 1
—e_zﬁ(a’r —Br+1)+1= :_457,25:28—20:—23
(3.102)
8nG 1

—2 , _ 2p2,-2a-2
—e ﬁ(—2,8r+1)+1—75rEe a-za
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Dengan (1 —2p") —e™2f = % [-re2f] = —1, sehingga
d 8nG 1
5[_7,8204] +1= C—4§T2E2

d 4G
L pp2ay = 22T 2p2
dr[ re“] el E*—1
d (re2e] 4nG ,  q°
— -7 = r —_
ar' ¢ c*  lém?eyrt
2 3.103
a [—re2?] = _ Gg" 1 ( )
dr Am2eyr?ct
Gq?
2a _
—re?® = f (471’2607"2C4 — 1) dr
Gq?
—rpl0 — 1 C
re 4m2eqret T
Gq? C
Bp YL S —— T
¢ 4mler?ct * r

Dengan C = 2M dan

GCIZ _ 2
regct = Q~, maka

eZa =—4+1—-—— (3.104)
r

Sehingga diperoleh solusi Reissner Nordstrom berikut

2M Q2 oM Q%\'
ds? = <1 _7+f—2>c2dt2 - (1 —7+%) dr? —r2d0?  (3.105)

3.2.2 Solusi dengan Teori Gangguan

Kehadiran nilai a« pada bentuk R + aR? sebagai konstanta gangguan
membuat solusi persamaan Reissner-Nordstrom mampu didapatkan dengan

menggunakan metode gangguan. Sebagaimana yang sudah dijeaskan sebelumnya,
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nilai modifikasi nilai kelengkungan diterapkan pada aksi Hilbert dan
menghasilkan persamaan medan Einstein termodifikasi, kemudian solusi tersebut
digunakan untuk mendapatkan solusi metrik Reissner-Nirdstrom (Ky, Ky, and

Van 2018).

Menuliskan kembali persamana (3.52) yang mana persamaan tersebut
merupakan persamaan medan Einstein termodifikasi dengan nilai kelengkungan
berorde dua.

1 1
Ry, + ngR + 2aRR,, — Eagw,R2 — 2aRg,,0+ 2aRV,V,

Jika diamati lebih dalam, persamaan diatas seakan-akan menyajikan dua
persamaan yang dijadikan satu. Dua ruas kanan merupakan persamaan medan
Einstein secara umum, sedangkan ruas yang lainnya merupakan hasil dari variasi
nilai kelengkungan yang baru saja ditambahkan. Tujuan dari metode gangguan
adalah untuk menyesuaikan persamaan yang dihasilkan dari variasi nilai

kelengkungan yang baru dengan persamaan medan Einstein pada umumnya.

Dengan mengumpamakan h(R) = R? dan turunan pertamanya h'(R) =

2R maka persamaan (3.52) dapat dituliskan

Ry(1+ah'(R)) — % (R+ ah(R))gu — (9,00 — V,V,)ah' (R) — kT,  (3.106)

Dimana k = 8%46 dalam bentuk tensor campuran, persamaan (3.106) menjadi

RY = 6LR — arch! () (Tf = 564T) — S84 A0D
(3.107)
—asYofh' (kT) + aVAVER' (kT) = —kTY

Atau dapat dituliskan
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2 sprCer)

L 1
R: — Eé‘;‘fR = —«Ty' + axh'(kT) (T# - _6571) 2 (3.108)

2
+ asf'ofh' (kT) — aVFVER' (kT)
Nilai R =T dan R) = —k (T# — %%‘T) didapatkan dari persamaan

medan Einstein secara umum, yakni

1 8nG
Ry — > guwR =— — T (3.109)

Dengan menggunakan komponen metrik pada persamaan (3.54) dan (3.55) serta

nilai dari tensor Ricci Ry, (3.70) dalam bentuk tensor campuran didapatkan

!

2:‘ _ a/g/} (3.110)

RO = g%R, = ¢~2F {au a4
Serta nilai dari kelengungan R adalah

Sinz 9R22)
sinZ6

R = g"Ry, = e %Ry — e"?FRy; — r—12(R22 +

— p=2a ) ,2(a=p) § 1 12 2;'1’_ rprll _
e {e {a tat + = aﬁ}}

' 3.111
e {_“” +a +2%+“'ﬁ'}_r2_2{9_23(a’r— (3.111)

B'r+1)+1}

= —ZB[”_ g 4?4 2% 28 l]_i
2e a’ —a'f +at+ = Sy ke

r

Maka persamaan medan Einstein pada (3.109) dengan mengsubstitusikan nilai

pada (3.110) dan (3.111) dalam bentuk tensor campuran adalah
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ro.r (3.112)
P :e—zﬁ<i_£>_i

Persamaan (3.108) dapat dinyatakan dalam bentuk komponen tensor 00,
sehingga persamaan (3.108) dapat dituliskan

1
RG —5R = —KT¢ + %h(KT) +an®h' (kT) — aV°Vgh' (<T)
(3.113)

1
+ ak (Té’ —3 T) h' (xT)
Substitusikan nilai  (3.112), kemudian dengan VVE= of — VOVE

persamaan (3.113) menjadi

r2

e 2B (i - Z—BI) — = = —kT? + %h(KT) + aV'VER' (kT) +
(3.114)
ak (Té’ - %T) h'(xT)
Sehingga dapat dituliskan

6_25275' + riz(l — e 2P) = kT{ + %h(KT) — aV'VER' (kT) —
(3.115)
akx (T(? — %T) h'(kT)

Jika 28 = —1In [1 + f] maka,

4 ' 1
~ & = KT§ ~ ShGeT) — W VER (6T — ax (T =S T) W (xT) - (3.116)

Dengan menggunaka operasi integral, maka akan didapatkan
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C=- for [KT(? — %h(;cT) — aV'VER' (kT) — ak (Té) —
(3.117)
2T) W' (kT) | r2ar’
2

Kembali substitusikan nilai ¢ menjadi
1 (" 0 @ o
28 = —Ini1 —;f [KTO — Eh(KT) — oaV'Vih'(kT)
0

(3.118)
— ak (Té) — %T) h’(ch)] r'? dr’}

Untuk mendapatkan komponen metrik 00, maka nilai dari tensor energi

momentum harus memiliki komponen yang sama, sehingga

1 (" a .
2B = —ln{l - ;f [KT(? - Eh(KTé’) — aVVER' (kTQ)
0

(3.119)
1
— ax (T(? -5 T(§)> h’(KT(?)] r’zdr’}
Hasil integral pada persamaan di atas dengan T¢ , dimana
1
T§ = g%Too = e™2* S E2e™2F (3.121)
Dengan f = —a, maka
1
T = EEZ (3.122)

Mengsubstitusikan persamaan di atas dalam operasi integral dengan batas

0 sampai r akan menghasilkan

.
f K(Too(m) Too(e))r’zdr’ (3.123)
0
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Untuk nilai for KTOO(m)T"Zdr' = 0 sehingga,

r 2
o(m) ” . KkMc
joK(TO )r dr' = e (3.124)

Sedangkan untuk K(Too(e))r’zdr’ # 0, maka

r
1
f K(Too(e))r’zdr’ = k=E%r"2dr’ (3.125)
0 2

. . A 81G . .
Dengan mengsubstitusikan nilai x = % dan nilai tensor eneri momentum

pada komponen 00 dengan nilai E = ﬁrq—z pada ruas kanan maka menghasilkan
0

r 8nGMc? 1/ 8nG
f KT 12 r _2 ( a4
0

2
12 d 12
4rrct 2 ) roar

Ameyct r?

2GM G q*

r
O(m) 0(9) 12 I __ 7 12
LKTO T, r'?dr' = = _4ne§c4r_4r3dr
(3.126)
r 2GM G q*
0(m)=0(e) .12 3.1 _
,IOKTO T, r'“dr' = 2 _47TE§C4T
Persamaan (3.120) dapat dituliskan kembali
_ _26M G q*  acrft 0
25 = 11’1{1 ctr +4negc4r2 + rfO [zh(KTo) +
(3.127)

VIVER' (kTS) + 3 kTSR (T | r'2dr'}
Persamaan (3.127) merupakan solusi untuk komponen g,,, dikarenakan

2 = —2a, maka dapat dituliskan solusi untuk g, dapat dituliskan:
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2a=1n{1—26M+ f [ h(kTQ) + V'VER' (kT?) +

c2r 4medct rZ

(3.128)
“KTH (kT9) | r2ar}

Sehingga solusi metriknya dapat dituliskan, solusi untuk komponen g,
Yoo = €

Inl1 2GM | G
Joo = € c2r 4.11-5(2)c4r2 r

& fo Bh(er) +VivER! (kT§)+ 3T R (1T |2 ar }

2GM
oo = 1=+ 55T -+ S [BRGT) + VIVER (kTS) +
1 07,7 0 12 /
SKToh (kTg )] r'adr

Sedangkan untuk g,, adalah

911 = e2P

inf 12O A (erd) +o TR (erg g Gerf)rar
gi1—=¢€ TL'E c*re r

2GM 2

g11=—-1- 27 4ﬂE%c4z_2+%f0r[ h(KT ) + Vlth (KT ) n

1 01,7/ 0 2 /

5 KToh' (kT )] r'edr
922 = —r?
gs3 = —r?sin*0

Dengan G = ¢ = 1.dan Q? = g2/4meé, maka bentuk mentriknya

ds?=(1-22+% -+ SRR + VIR )+ (3129)
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—KT ' (kT§ )] ’Zdr’)dtz—(l——+ + - f[h(KT

VIVER' (kTQ) + %KT(?h'(KTé))] r’zdr’)_l dr? —r?(d6? +
sin? 8d¢?)
Dengan menggunakan solusi pada persamaan (3.129) tersebut, didapatkan
solusi untuk kasus gangguan dengan nilai R + aR?. Substitusikan nilai h(R) =
R? dan h'(R) = 2R serta untuk nilai R = R, maka V‘V¥2R dapat dihilangkan,

sehingga

900—1——+ - f[R0+ ROZRO] ridr

goo=1-2+ L +S[IR2 + R3]S

aR3r? n aR3r?

_q_zMm_ e
900—1 r+r2+ 6 3

aREr?+2aR3r?

900—1__"' -+ p

R()T

Joo = 1—— + + [().’RO + Z(XR(%]

Kemudian untuk g, diberikan

g =—{1- 2+ L+ E[7[LRZ + 1R32R, | r2dr) -

gu=-{1-2+ LSRRy D)

-1

2M | Q% | aR3r? = oR3r?
—+—+
2 6 3

2M | Q2 aR§r2+2aR3r2}_1

T r2 6



75

R0T2
6

2M 2 -1
911 = —{1 —7+f—2+ [aR, + ZaRg]}

Untuk g,, dan g5 adalah

_ 2
J22 =T

g3z = —r?sin? @

Sehingga solusi Reissner Nordstrom dalam teori f(R) dengan kasus

R + aR? dapat dituliskan dalam bentuk elemen garis sebagai berikut

r2 6

2M 2 Ryr?
ds? = (1 ML LR [aR, + 2aR3]> dt?

2M Q% Ryr? 2 - 2
‘(1‘T+r_2+ —[aR, +2aR3] ) dr? (3130)

—12(d6? + sin® 6 d¢p?)

Solusi tersebut serupa dengan solusi lubang hitam Reissner-Nordstrom

Ror?

dalam teori Einstein dengan adanya suku tambahan 6r

[aR, + 2aR3].
3.3 Termodinamika Lubang Hitam Reissner Nordstrom

Berdasarkan perhitungan Hawking, luas event horizon akan mengecil
seiring waktu, dikarenakan penciptaan partikel disekitar event horizon yang
menyebabkan pengurangan jumlah massa pada lubang hitam (Hawking 1993).
Namun, hal ini bertentangan dengan hokum kedua termodinamika, dimana nilai

entropi pada sistem tertutup/terisolasi akan selalu bertambah. Kemudian J.
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Bekenstein menemukan hubungan antara kenaikan massa, entropi dan luasan

event hosizon (Bekenstein 1973). Nilai entropi pada lubang hitam diberikan oleh

s =282 (3.131)

Dengan kz merupakan konstanta Boltzman, [,, adalah panjang Plank dan A

merupakan luasan area lubang hitam. luas even horizon dapat dijabarkan dengan

A =4nr? (3.132)

Diketahui bahwa nilai jar-jari event horizon didefinisikan dengan r2 =

2

CGZM sehingga persaman (3.131) dapat dituliskan menjadi

B 4l,c?

(3.133)

Seluruh besaran pada persamaan (3.133) memiliki nilai yang konstan,
kecuali kuantitas massa. Dari hubungan tersebut, dapat disimpulkan bahwa
semakin bertambahnya massa akan semakin menambah nilai entropi pada lubang
hitam. Makna fisis yang diberikan dari persamaan tersebut sesuai dengan teori-
teori yag sebelumnya telah dikemukakan, bahwa event horizon akan bertambah
dengan seiring bertambahnya massa dalam lubang hitam, serta bersesuaian

dengan hukum kedua termodinamika terkait entropi dalam sistem

tertutup/terisolasi.

Persamaan (3.133) menunjukkan bahwa hanya kuantitas massa yang
memiliki nilai serupa variabel, sehingga dapat dicari terlebih dahulu nilai dari
massa suatu lubang hitam untuk kemudia didapatkan kuantitas termodinamika

yang lain menggunakan persamaan termodinamika dalam lubang hitam berikut
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T = 0M/dS (3.134)

Kuantitas massa didapatkan dari solusi metrik lubang hitam yang telah

dicari pada bab sebelumnya. Kuantitas massa, temperatur dan entropi lubang

hitam akan diterangkan pada sub bab berikut.

3.3.1 Kuantitas Massa, Temperatur dan Entropi untuk Solusi Reissner

Nordstrom
Solusi metrik untuk ruang waktu simetri bola secara umum ialah

ds? = N(r)dt? — N(r)~! — r?(d6? + sin® d¢?) (3.135)
Solusi metrik untuk lubang hitam Reissner-Nordstrom menurut teori

Einstein adalah sebagai berikut:

ds? = (1 —¥+f—j)dt2 -(1 —¥+Q—Z)_1dr2 _r2(do? +

vt (3.136)
sin? 8 d ¢?)
Sehingga, dengan mencari solusi pada persamaan (3.136). Dalam bentuk

rydimana, N(r;) = 0 maka kuantitas massa didapatkan yaitu:

(3.137)

Untuk mendapatkan kuatitas temperatur, kuantitas massa yang telah
didapatkan diturunkan terhadap entropi, sehingga kuantitas massa tersebut
dituliskan ke dalam bentuk kuantitas entropi dengan menggunakan relasi antara
entropi dan radius peristiwa (S = nr2), kuantitas massa di atas dapat dituliskan

dalam bentuk entropi seperti berikut:
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1 1

m2Q% Sz
M=% =22 (3.138)

253 2ms

Dilakukan penyamaan penyebut pada masing-masing ruas sehingga

T0%+ S
M(S,1,q) = Q— (3.139)
21282

Untuk mendapatkan kuantitas temperatur dan entropi dilakukan penerapan

hukum pertama termodinamika yakni,

oM =TaS
Maka, kuantitas untuk temperaturnya adalah
- oM
~ s
Substitusikan persamaan (3.139), sehingga
1
_ mQ? m2Q?

T, = TdS =— 3
21282 452

(3.140)

S S2 1
T, = Tds = ldS =—13
2m2S2 2T2 41282

Kemudian kuantitas temperature dapat dituliskan menjadi

1
m2Q? 1
T _ ‘33 P (3.141)

452 41282

Dilakukan penyamaan penyebut pada persamaan di atas, sehingga



—mQ*+S
o PO *S

13
41282
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(3.142)

Kuantitas entropi juga didapatkan dengan menerapkan hukum pertama

termodinamika

Atau
P f“ 1 (dM) J
~Jy T\dr, ™
Turunan dari M terhadap r, adalah

mQ?+S

11
2m282

nQ?+S 2 r
M = Q1 1 =Q_+_

aM _-@* 1_1-¢’
dr, 4r?2 2 2r2

Kuantitas tempertur jika dituliskan dalam bentuk ., adalah

1 1
m20Q% 1 —120Q?
=%, _men,

3 11 3
482  4m2Sz  4mer3

Kemudian untuk dapat memenuhi persamaan

termodinamika dituliskan sebagai berikut:

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.144) kuantitas
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3 3
1 A4mer® — 4m2Q%r

. (4.147)
—720Q2

Substitusikan pada persamaan (3.144),

3 3
"+ [ 4m2r3 — 4m20Q%r \ (r? — Q%
S=J < ( ¢ >dr+
0

—T[%Qz 2r2

3 3 3 3
j” 4mars — 4nzQ%r3 — 4m2Q%r3 + 4nzQ*r 4
= T_|_
0 _2m3Q2r?
(3.148)

T.
1 (s 3 3 4m2Q*
= - f Amzr3 — 4m2Q%r — 4m2Q%r +
—2m2Q2 ;)

dr,

1 3 3 3 3
= S (n2r4 — 2m2Q%r? — 2m2Q%r? + 4mw2Q*In r)

Dituliskan dalam bentuk yang lebih sederhana sebagai berikut

nr*

S == 02

+ 2nr? + 2mQ%Inr

(3.149)

3.3.2 Kuantitas Massa, Temperatur dan Entropi untuk Solusi Reissner-

Nordstrom dengan Metode Gangguan

Untuk mendapatkan solusi termodinamika lubang hitam Reissner
Nordstrom dalam teori f(R) dapat dilakukan dengan menemukan nilai kuantitas

massa pada komponen N () elemen garis. Mengikuti bentuk

ds? = N(r)dt? — N(r)~dr? —r?(d8? + sin? 6 d¢?) (3.150)

Solusi elemen garis pada persamaan (3.144) dapat dituliskan menjadi
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2M 2 Ryr?
ds? = (1 -——+ o +——[aR, + 2aR§]> dt?

2M Q% Ryr? - (3.151)
_<1_7+§_2+ 06 [aR0+2aR§]> dTZ

—1r2(d68? + sin? 6 d¢?)

Dengan

2M  Q? Ryr?
N(r)=1—T+Q—+ °

S+ [aR, + 2aRE] (3.152)

Kuantitas termodinamika yang bisa kita dapatkan dengan memecahkan
permasalahan menggunakan persamaan (3.152) ialah dengan menemukan
kuantitas massa lubang hitam M dalam bentuk entropi S serta radius

kelengkungan ruang de Sitter (Soroushfar, Saffari, and Kamvar 2016).

Q% Ryr3 r
M="-4+—"_TaR 2aR2] + — 3.153
>+t 1o [a0+a0]+2 ( )

Menggunakan hubungan antara entropi S, dan radius horizon peristiwa r,,
(S = mr?), , massa dari lubang hitam dalam bentuk entropi, muatan, konstanta a

dan radius ruang de Sitter didapatkan.

1
2

1 3
m20% R,S3 S

m="0 RS Ry + 2aR2] + 2 (3.154)
252 12712 212

Dengan menggunakan persamaan pada hukum pertama termodinamika,
dimana kita mendapatkan nilai temperature dengan menurunkan massa terhadap
entropi (T = dM/dS) sehingga dari persamaan (3.154) didapatkan kuantitas

temperatur.

Perhitungan diberlakukan pada setiap ruas
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1
T 2 7T 2
T, = ZQ ds = -2 (3.155)
2853 482
R,S3 3R, Sz
3 2
T, = ——[aR, + 2aR2]dS = —>—[aR, + 2aR?] (3.156)
12n2 2412
s3 1
2
Ty = ——dS = —— (3.157)
212 41252

Dengan menggabungkan seluruh komponen menjadi

1
m2Q0? 3R Sz 1
T=— Q3 + """ [aR, + 2aR?] + —— (3.158)
4Sz  24m: 47252

Menggunakan besaran dM = TS, kita bisa mendapatkan nilai dari entropi

lubang hitam, di mana

oM
= | — 3.159
s=| (3.159)
Atau
S—fr+1<dM>d 3.160
- 0 T dr+ r+ ( . )
Kuantitas massa dituliskan dalam bentuk r,, adalah
M= o [aR + 2aR%] + = (3.161)
2r 12 0 L)
Sehingga turunan pertamanya terhadap r,adalah
dM Q2 1
- 3.162
dr+ —53 + 4 [aRO + 2aR3] + 5 ( )

Untuk memenuhi persamaan (3.160) disajikan kuantitas temperatur dalam bentuk

r, adalah
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1 1
—m2Q% 3mzR,r 1
7= 0 T Ry 4 2aR3] 4 (3.163)
Amar3  24m: r

Untuk memenuhi persamaan (3.160) maka kuantitas temperatur dituliskan dalam
bentuk

43 N 8m
—Q?%  Ryr[aRy + 2aR?]

1
= + Anr (3.164)

Substitusikan persamaan (3.162) dan (3.164) pada persamaan (3.160)

S _fﬁ 4nr® 8 1 YA
~ ), \Z02 T RorlaR, + 2aRZ] T )\ 202

2

4 Ryr

1
[aRy + 2aR3] + E)l dr,

B j” —4mQ?r3 N 4RyT°[aRy + 2aR}] N 4mr3
- 0 —ZQZTZ _4Q2 _ZQZ
(3.165)
N —8mQ? N 8mTRyr2[aRy + 2aR}]
2Ror3[aRy + 2aR3]  4Rgr[aR, + 2aR?]
8m —41Q%r 4mR,r3
+ — + Ry + 2aR§
2Ror[aRy + 2aR3] 212 4 [aRo + 2aR; ]
4mtr
Sederhanakan persamaan di atas
T+ nRor>[aRy + 2aR3] 2mr3 —4mQ?
S=f <27rr+ o7 02 O]+ >+ 3 ¢ 5
0 —Q —Q?  Ryr3[aRy + 2aRg]
2nRor[aR, + 2aR3] 4 —2mQ? (3.166)

+ +
RolaRy + 2aR}] Ror[aR, + 2aR3]

+ Ryr3[aRy + 2aRE] + 2nr> dr,
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Dengan mengoperasikan integral, maka

o (w2 Ryr®[aRy + 2aRE] N mrt N 2mQ?
—6Q?2 —2Q%  Ryr?[aR, + 2aR?]
Ror%[aRy + 2aR3] 4minr

+ 3.167
RolaRy + 2aR?] Ror[aRy + 2aR3] ( )

TR r*[aR, + 2aR?
—27Q%Inr + — LaRy 0]+nr2)

4

Besaran entropi yang didapatkan pada persamaan (3.167) akan memiliki
nilai yang sama dengan besaran entropi untuk Reissner Nordstrom berdasarkan
teori Einstein ketika nilai ganggua atau « adalah nol. Begitu pula pada kuantitas
massa dan temperature. Yang membedakan hasil dari kedua teori tersebut adalah
terletak pada tambahan suku pada metrik yang dihasilkan dengan menggunakan
teori gangguan sebagaimana teori f(R) sebagai metode perluasan dari teori

Einstein.

3.4 Pembahasan

Termodinamika merupakan cabang ilmu yang membahas tentang
dinamika kalor dan energi. Termodinamika lubang hitam sendiri merupakan suatu
cabang studi yang berusaha untuk mencari hubungan antara keberadaan lubang
cakrawala peristiwa (event horizon) pada lubang hitam dengan hukum-hukum
termodinamika. Untuk dapat menerapkan hukum-hukum termodinamika ke dalam
lubang hitam, maka terlebih dahulu lubang hitam diasumsikan sebagaimana suatu

sistem yang didalamnya dapat terjadi proses-proses termodinamika.Lubang hitam
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dicirikan sebagai suatu sistem terisolasi yang mana masih terdapat perpindahan
partikel sehingga masih memungkinkan untuk adanya perubahan kuantitas massa.

Berkenaan dengan kegagalan persamaan Einstein dalam menjelaskan
beberapa fenomena langit menjadikan banyaknya keraguan pada keabsahan
persamaan medan Einstein sehingga dilakukan banyak modifikasi untuk mencari
model yang sesuai dengan alam semesta ini. Namun, persamaan medan Einstein
tidak sepenuhnya gagal, karena fenomena alam yang diramalkan Einstein melalui
persamaannya dapat dibuktikan keberadaannya saat ini.

Adanya temuan yang membuktikan kebenaran dari persamaan medan
Einstein ialah sebuah penampakan dari lubang hitam supermassif yang ditangkap

oleh Event Horizon Telescope (EHT) terletak di dekat galaksi Messier 87.

Gambar 3. 2 Citra Lubang Hitam Supermassif
Sumber : (EHT Collaboration 2019)

Untuk dapat memastikan jenis modifikasi yang dilakukan pada penelitian
ini merupakan sebuah teori yang dapat memperumum teori Eintein, maka
dilakukan perbandingan terhadap hasil yang didapatkan berdasarkan teori
modifikasi dengan hasil yang diberikan berdasarkan teori Einstein.

Perbedaan hasil yang didapat dari solusi persamaan medan Einstein dan

yang telah dimodifikasi terletak pada nilai kelekungannya.
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1
Ry — ngR = 8nGTy, (3.168)

1
R,(1+ a2R) — E(R + aR® g,y — (90— V,V,)a2R 2169
1

= 81GT,,

Persamaan (3.168) merupakan persamaan medan Einstein dan (3.169)
merupakan persamaan medan Einstein termodifikasi dengan nilai f(R) =R +
aR?. Jika ruas yang terdapat nilai « dimana « = 0 pada persamaan (3.169) maka

persamaan tersebut akan kembali pada persamaan medan Einstein secara umum.

2M @ 2M  Q*\ ™
ds? = (1 —T+S—2> c?dt? — (1 —7+%> dr? —r?dQ? (3.170)

2M 2 R,r?
d52=<1——+Q—2+ ¢
r r 6

[aR, + 2aR§]> dt?

+=+
r r2 6

2M Q% Ryr? -
—(1—— @ Ko [aR0+2aRg]) drz (3171

—12(d6? + sin? 6 d¢?)

Persamaan (3.170) dan persamaan (3.171) merupakan solusi metrik lubang
hitam Reissner-Nordstrom menurut teori Einstein dan teori termodifikasi. Seperti
pada persamaan medan Einstein (3.168) dan (3.169) jika ruas persamaan yang
memiliki nilai « = 0, maka persamaan (3.171) akan kembali pada persamaan

lubang hitam Reissner-Nordstrom secara umum.

Ditinjau dari hasil kuantitas termodinamika yang dihasilkan dari dua
metode yang diterapkan juga menunjukkan hasil yang sama bahwasanya jenis

modifikasi dari teori Einstein dengan menggunakan teori f (R) yang diujikan pada
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lubang hitam Reissner-Norstrom menunjukkan hasil yang sama jika nilai

konstanta a sama dengan nol.

Q%+ S 2 r
oy TEES @
12 2r 2
21282

(3.172)

Persamaan (3,172) merupakan hasil dari nilai kuantitas termodinamika
lubang hitam Reissner-Nordstrom dalam teori Einstein, kemudian dibandingkan

dengan hasil yang diberikan oleh modifikasi f(R) adalah

Q% Ryr3 by T
_ T 3.173
M(r) = - +—>[aRy + 2aRf] + - (3.173)

Jika kedua persamaan tersebut disajikan dalam bentuk grafik maka akan
menunjukkan hubungan antara massa dan jari-jari lubang hitam dengan massa

merupakan variabel y dan jari-jari merupakan variabel x

Massa LHRN (kg)

Jari-jari LHRN (m)
= 05 05 1 15 2 25 3

Gambar 3. 3 Grafik Massa LHRN
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Massa LHRN (kg)

Jari-jari LHRN (m)

-15 -1 05 0 05 1 1.5 2 25 3 3.5

Gambar 3. 4 Grafik Massa LHRN Teori f(R)

Grafik pada gambar (3.3) dan (3.4) didapatkan dengan melakukan ploting
pada persamaan (3.172) untuk gambar (3.3) dan persamaan (3.173) untuk gambar
(3.4). Pada proses ploting, persamaan (3.172) dan (3.173) diinputkan ke dalam
aplikasi Geogebra.com sebagai fungsi terhadap r, kemudian untuk besaran lain

yang tidak terdefinisi dilakukan input nilai berdasarkan tinjauan terdahulu.

Berdasarkan penelitian yang dilakukan oleh Shaheb (2016) untuk masing-
masing besaran dimana R, = 4A, dan A = 3/1? nilai besaran untuk [ = 4,Q =
0,25. Sehingga, nilai untuk besaran R, = 0,715 dan Q2 = 0,0625 dan besaran ini
diberikan juga pada proses ploting untuk kuantitas temperatur dan entropi
kemudian. Pada gambar (3.3) menunjukkan satu garis yang menunjukkan
hubungan massa dan jari-jari untuk lubang hitam Reissner-Nordstrom dalam teori
Einstein, sedangkan untuk gambar (3.4) menunjukkan 3 grafik yang berbeda
dengan spesifikasi, grafik berwarna kuning diberikan untuk nilai @« = 1, grafik
berwarna merah untuk nilai « = 0,1 sedangkan biru merupkan grafik dengan nilai

a = 0. Untuk nilai @« = 0 bentuk grafik memiliki kesamaan dengan grafik pada
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lubang hitam dengan teori Einstein. Pada grafik dengan a = 0, kuantitas massa
lubang hitam dalam teori f(R) memiliki kesamaan dengan kuantitas massa
berdasarkan teori Einstein, karena pada saat a = 0 nilai kelengkungan yang
semula f(R) = R+ aR? akan kembali pada nilai kelengkungan persamaan
medan Einstein yaitu f(R) =R . Karena hal tersebut, bentuk grafik yang
ditampilkan pada saat a = 0 membentuk grafik linier dan saat a = 0,1 dana = 1
dimana pada saat ini nilai gangguang terlihat dari yang paling kecil hingga
maksimum akan membentu grafik berdasarkan fungsi kuadrat.

Makna fisis yang dapat dipahami dari grafik (3.3) dan (3.4) adalah nilai
kuantitas massa semakin betambah seiring dengan bertambahnya nilai dari jari-
jari lubang hitam. Pernyataan ini dikuatkan dengan teori terkait hubungan massa
lubang hitam dan jari-jari lubang hitam yang dituliskan sebagai berikut (Kutner,

2003):

2GM
Ty =

. (3.174)
Cc

Dari persamaan tersbut dapat dianalisis hubungan antara jari-jari dan
massa lubang hitam, dimana ketika jari-jari lubang hitam semakin bertambah
maka massa lubang hitam akan semakin bertambah. Hubungan tersebut juga yang

ditunjukkan oleh grafik pada gambar (3.3) dan (3.4).

Jika diamati lebih seksama, grafik pada gambar Jika diamati lebih
seksama, grafik pada gambar (3.3) dan (3.4) menunjukkan bahwa mulanya
memiliki masa yang sangat besar kemudian pada nilai masanya terjadi penurunan
yang sangat drastis hingga kemudian kuantittas masanya kembali membesar. Jika

dikaitkan dengan fenoma Big Bang maka grafik tersebut memberikan representasi
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yang sesuai dengan fenoma Big Bang, dimana alam semesta yang mulanya
berawal dari satu titik singularitas kemudian setelah terjadi ledakan besar alam

semesta terus mengembang hingga saat ini.

Analisis selanjutnya dilakukan pada hasil kuantitas temperatur lubang

hitam pada masing-masing teori, baik teori Einstein ataupun teori modifikasi

f(R).
102 1 lQZ 1
T2 —1Tr2
T(r)=-— 3+ 11 3 + 4

45z 4m2Sz  4mzrd3 T (3.175)
1 1

02 3RSt 1 (3.176)

T(r) = — 3Q + —2>_[aR, + 2aR?] +o—

4mzr3  24m:

Persamaan (3.175) dan (3.176) masing-masing merupakan kuantitas
temperatur lubang hitam sebagai fungsi jari-jari (r). Proses ploting dilakukan pada
kedua persamaan tersebut dengan teknik yang sama dengan yang dilakukan pada

pembentukan grafik pada gambar (3.3) dan (3.4) menghasilkan:

)

Suhu LHRN (K)

05

Jari-jari LHRN (m)

=15 =1, =Q.5. 0,5. '}

Gambar 3. 5 Grafik Temperatur LHRN
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Suhu LHRN (K)
o

o oYX
OO =™
i

Jari-jari LHRN (m)

e —————————|
o e ——— R -n& n na 1 15 2 24 2 2R

Gambar 3. 6 Grafik Temperatur LHRN Teori f(R)

Berbeda dengan massa lubang hitam sebelumnya yang menunjukkan
perbedaan yang signifikan ketikan nilai konstanta yang berbada diberikan,
perbedaan nilai a dalam kuantitas temperatur tidak menunjukkan perbedaan yang
signifikan sebagaimana yang ditunjukan oleh grafik fungsi pada gambar (3.6) di
mana grafik tersebut menunjukan bentuk hubungan dari kuantitas temperatur
dalam lubang hitam Reissner Nordstrom menggunakan Teori f(R) memiliki
kesamaan dengan hasil grafik temperatur untuk lubang hitam Reissner Nordstrom
dalam teori Einstein.

Makna fisis yang dapat diketahui berdasarkan analisis tersebut adalah
relatif konstan terhadap jari-jari lubang hitam. Penelitian yang dilakukan oleh
(Ramadan, Prasetyo, & Kusuma, 2018) dengan melakukan identifikasi
berdasarkan temperatur lubang hitam yang dicetuskan oleh Hawking
menunjukkan hasil yang serupa meskipun dilakukan dengan pendekatan yang

berbeda. Dimana hasil penelitian tersebut menunjukkan hasil berikut:
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0.030
—n=0
0.025 ¢
— n=1V1/Bn
0.020 ¢ 2 ]
— = fm
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0.010 ¢
0.005 t
0.000 ¢
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I
Gambar 3. 7 Termodinamika lubang hitam RN

Sumber: (Ramadhan, Prasetyo, and Kusuma 2018)
Analisis kuantitas terakhir dilakukam pada kuantitas entropi. Dituliskan
entropi lubanh hitam Reissner-Nordstrom berdasarkan teori Einstein dan

modifikasi f(R) sebagai fungsi r adalah

mrt
S(r) = >+ 2nr? 4+ 2nQ%Inr
—2Q (3.178)
Ror®[aRy + 2aRE]  mr* 2mQ?
Sr)=|nr*+ + i+
™ <7rr —6Q? —2Q2 ' Ryr2[aR, + 2aR?2]
Ryr?[aRy + 2aR3] Ainr

+ 3.177
RolaRy + 2aR}] Ror[aRy + 2aR?] ( )

TR r*[aRy + 2aR?
0 [ 0 0] +T[T2>

—2nQ%Inr + 2
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Menggunakan besaran dan teknik yang sama pada kuantitas massa dan
temperatur, didapatkan bentuk grafik untukbesaran termodinamika untuk entropi

sebagai berikut:

o

Entropi LHRN (J.1/K)

©

-0.5 ( 05 1 1.5 2 25 3 35
Jari-jari LHRN (m)
05

Xl

Gambar 3. 8 Grafik Entropi LHRN
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Jari-jari LHRN (m)

2 N

Gambar 3. 9 Grafik Entropi LHRN Teori f(R)

Grafik yang diberikan oleh kuantitas entropi menunjukan hubungan yang
sama dengan kuantitas masa, dinama dengan nilai a yang berbeda memberikan

perbedaan yang signifikan pada grafik fungsi hubungan entropi dalam teori f(R),



94
untuk nilai « = 0 kembali pada bentuk grafik lubang hitam Reissner Nordstrom
dalam Teori Einstein. Pada grafik tersebut disajikan hubungan dari setiap
kuantitas terhadap jari-jari (r).

Makna fisis yang dapat dianalisis dari grafik pada gambar (3.8) dan (3.9)
menunjukkan bahwa entropi cenderung naik dengan nilai jari-jari sebagai luas
horizon peristiwa yang relatif konstan. Keadaan ini sesuai dengan hukum kedua
termodinamika yang menyatakan bahwa suatu sistem terisolasi cenderung
memiliki entropi yang terus meningkat (Fitri 2014). Sebagaimana yang diketahui
bahwa lubang hitam merupakan sistem yang terisolasi, sehingga grafik

menunjukkan kesesuaian dengan fenomena yang ada.

3.5 Entropi dalam Al-Qur’an

Integrasi memiliki arti menyatu-padukan atau dengan pengertian leih
lanjut penggabungan dan penyatuan tersebut dilakukan pada unsur-unsur yang
berbeda hingga menjadi satu pemahaman yang utuh (Rusdiana 2014). Adanya
integrasi ilmu sains dan Al-Qur’an bertujuan untuk menjelaskan bagaimana Al-
Qur’an sebagai pedomana umat Islam tidak hanya mengatur hubungan antara
manusia, tetapi juga hukum-hukum serta fenomena alam yang terjadi saat ini.

Berdasarkan temuan yang dilakukan oleh Edwin Hubble pada tahun 1929
dikatakan bahwa galaksi di sekitar Bima Sakti bergerak menjauh seiring dengan
berjalannya waktu, diduga bahwa alam semesta mulanya berasal dari satu titik
massa yang besar kemudian mengalami ledakan yang dikenal juga dengan “Big

Bang”.
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Pecahan massa mulanya berawal dari satu titik singularitas juga dapat
dijelaskan dari hasil penelitian ini. Dimana pada gambar (3.3) dan (3.4)
menunjukkan grafik hubungan massa dan jari-jari lubang hitam dilihat bahwa
semula massa lubang lubang hitam terdeteksi sangat besar pada titik jari-jari yang
sangat kecil, kemudian dalam waktu singkat massa lubang hitam mengalami
penurunan yang sangat drastic kemudian massa lubang hitam kembali membesar
seiring dengan semakin bertambahnya jari-jari lubang hitam. Menggunakan
pendekatan yang berbeda, dimana terdapat nilai gangguang a = 0,1 hingga a =
1, penurunan massa terjadi pada titik jari-jari yang sama dengan teori yang
disampaikan Einstein sebelum kembali mengalami peningkatan massa dan jari-
jari.

Dalam penelitian ini, lubang hitam diasumsikan sebagai suatu sistem
terisolasi dimana batas sistemnya ditunjukkan oleh keberadaan event horizons.
Massa di dalam lubang hitam memiliki dua karakteristik yang berbeda dimana
terdapat massa yang sudah teridentifikasi dan tidak teridentifikasi. Massa tang
sejak awal berada di dalam lubang hitam merupakan sekelompok massa yang
teridentifikasi, sedangkan sekumpulan partikel yang tidak terdefinisi yang berada
di daerah inner horizons merupakan sekelompok massa yang tidak terdefinisikan.
Pengembangan lubang hitam terjadi akibat adanya pertukaran antara massa
teridentifikasi dan massa yang tidak teridentifikasi didalam inti lubang hitam
dengan daerah disekitar inner horizon. Melihat fenomena tersebut, maka seluruh
dareh di dalam event horizon merupakan daerah dengan sistem terbuka.

Memiliki karakteristik yang sama dengan lubang hitam, alam semesta

merupakan sistem terisolasi yang sangat besar sedangkan massa yang ada di
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dalamnya terdapat materi sebagai koefisien massa yang juga memiliki dua jenis
karakteristik. Materi yang teramati saat ini merupakan jenis massa yang sudah
teridentifikasi keberadaannya sedangkan dark metter dan dark energy merupakan
massa alam semesta yang belum teridentifikasi. Interaksi dari kedua massa
tersebut yang saat ini masih mempengaruhi proses pengembangan alam semesta.
Kesamaan tersebut yang menjadi dasar penarikan kesimpulan bahwa alam
semesta mulanya berawal dari satu titik singularitas sebagai mana yang telah
ditunjukkan pada gambar (3.3) dan (3.4).

Al-Quran dengan sangat spesifik menjelaskan kedua fenomena tersebut
yakni proses terjadinya "Big Bang" serta terjadinya perluasan alam semesta saat
ini. Surah Al-Anbiya’ ayat 30 merupakan ayat yang menjelaskan terjadinya “Big

Bang” pada awal penciptaan alam semesta. Dimana ayat tersebut berbunyi:

8 elall (o Ulen 3 Lag i &5 B (o 315 o 3lll B 155 Gl 55 ol
OOshas Nl (2 o0
Artinya:  “Dan apakah orang-orang yang kafir tidak mengetahui
bahwasanya langit dan bumi itu keduanya dahulu adalah suatu yang
padu, kemudian Kami pisahkan antara keduanya. Dan dari air Kami
jadikan segala sesuatu yang hidup. Maka mengapakah mereka tiada juga
beriman?”
Sedangkan fenomena alam semesta mengembang di dalam Al-Quran di
jelaskan dalam Surah Az-Zariyat ayat 47, yang berbunyi sebagai berikut:
s s B3 20 485 eladdl

Artinya: "Dan langit itu kami bangun dengan kekuasaan kami dan
sesungguhnya kami benar-benar meluaskannya.”



97

Fenomena saat ini yang juga dipengaruhi oleh peristiwa Big Bang dan
perluasan alam semesta ialah perubahan suhu alam semesta sebelum ledakan dan
setelah ledakan. Grafik pada gambar (3.5) dan (3.6) menunjukkan bahwa alam
semesta sebelum terjadinya ledakan memiliki suhu yang sangat tinggi dan
berangsur-angsur suhunya mendekati stabil bersamaan dengan proses semakin
meluasnya alam semesta. Fenomena yang terjadi sepersekian detik setelah terjadi
ledakan adalah terciptanya partikel-partikel sub atom serta int-inti atom pada saat
alam semesta masih cukup panas untuk memungkinkan terjadinya interaksi antar
partikel kemudian mulai mendingin saat interaksi partikel tersebut menciptakan
materi-materi alam semesta saat ini dan suhu alam semesta mulai mendekati stabil
saat alam semesta mengembang saat ini.

Ditinjau dari kuantitas entropi, pada gambar (3.8) dan (3.9) yang
menunjukkan grafik hubungan entropi dan jari-jari lubang hitam menunjukkan
bahwa entropi alam semesta selalu mengalami peningkatan dengan laju perubahan
yang sangat kecil. Fenomena ini memberikan konsekuensi bahwa alam semesta
masih memiliki umur yang sangat lama untuk dapat mencapai keteraturan.

Makna kata ‘meluaskan’ pada Surah Az-Zariyat ayat 47 merujuk pada
peristiwva alam semesta yang senantiasa terus berkembang, terlihat bagaimana
galaksi saling menjauhi satu sama lain. Sebagaimana yang Kkita ketahui
bahwasanya alam semesta sampai saat ini mengalami perkembangan yang terus
menerus disebabkan adanya entropi yang mengalami porses irreversibel dimana
tidak ada pergerakan kalor yang kembali pada titik semula. Sehingga kalor yang
berada di dalam semesta terus mendorong terjadinya pengembangan disebabkan

adanya proses irreversibel tersebut.
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Berdasarkan ayat tersebut, kita dapat melihat kekuasaan Allah melalui Al-
Quran. Sebagaimana nama lain Al-Quran yakni Ar-Rahman dan Al Huda, di mana
Al Quran sebagai rahmat bagi seluruh alam serta sebagai petunjuk bagi orang-
orang yang berpikir. Telah banyak ayat dalam Al-Quran yang memrintahkan kita
untuk berpikir tentang bagaimana Allah telah menunjukkan kuasa-Nya melalui
banyaknya fenomena alam yang saat ini baru kita ketahui, namun Al Quran telah
menjelaskan hal tersebut jauh sebelum para ilmuan melakukan penelitian tentang

fenomena tersebut.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
1. Persamaan medan Einstein yang didapatkan dari hasil modifikasi dalam

aksi Hilbert, dituliskan sebagai berikut:
! 1 14
Ruv(]- + f (R)) - E(R + f(R))g/w - (guvD - vvvu)f (R) = 87TGT;W
Untuk kasus R + aR?
1 2
Ruw(1+ a2R) == (R + aR?) g,y — (9,00 — V,V,)a2R = 8rGT,,

2. Solusi lubang hitam Reissner-Nordstrom dalam teori f(R) adalah

1——+=+

e 2M Q% Ryr?
S =
T T2 6

[aR, + 2aR§]> dt?

2M Q% Ryr? i
—<1—7+r—2+T[0(R0+2aR5] dr?
—1r2(d0? + sin? 8 d¢?)
Pembeda antara solusi Reissner-Nordstrom menurut teori Einstein

Ro'l"z

6

dengan solusi modifikasi f(R) terletak pada tambahan suku [aRy +

2aR?].

3. Kuantitas massa, temperatur dan entropi lubang hitam Reissner-Nordstrom
dalam teroi f(R) memiliki kesesuaian dengan kuantitas termodinamika
lubang hitam dalam teori yang dimiliki oleh Einstein pada saat nilai
gangguan a = 0. Berdasarkan hasil plot grafik perbandingan teori Einstein

dengan teori termodifikasi menunjukkan massa lubang hitam mulanya
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berada di satu titik singularitas sebelum kemudian mengalami
pertambahan massa yang sebanding dengan perubahan jari-jari. Untuk
kuantitas temperatur lubang hitam menunjukkan bahwa temperatur lubang
hitam mendekati kestabilan seiring dengan bertambahnya jari-jari lubang
hitam. Untuk kuantitas entropi menunjukkan bahwa entropi lubang hitam
terus meningkat dengan nilai jari-jari yang tetap sesuai dengan hukum
kedua termodinamika tentang sistem terisolasi dengan batas sistemnya
adalah event horizon.

4.2 Saran
Dapat dilakukan pada penelitian selanjutnya dengan menggunakan jenis
lubnag hitam yang berbeda serta dalam kasus untuk nilai kelengkugan yang

berbeda pula.

Kuantitas-kuantitas massa yang diperhitungkan dalam penelitian ini adalah
massa, temperatur dan entropi, dimana besaran tersebut didapatkan dari hokum pertama

termodinamika
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LAMPIRAN 1

Simbol Christoffel

Elemen garis untuk simetri bola didefinisikan sebagai
ds? = e2*rDc2qt2 — 2B dr? — 12402 — r2sin?0dep?

Mengikuti elemen garis di atas, dapat dituliskan metrik kovarian g,

berikut:
e2e(rt) 0 0 0
_ 0 —e2@ 9 0
Guv 0 0 —r2 0
0 0 0 —r?sin?6

dengan bentuk kontravariannya menjadi:

e~2arD) 0 0 0

w — -1 _ 0 —e 2Bt 0 0

g Gw) 0 0 - 0
0 0 0 —r~2sin%6

Simbol Christoffel didefiniskan dengan:
Ffv = gﬁara,uv

1
= Egﬁo(avgua + au.gva - aag;w)

Sehingga untuk § = a = 0,
1 1 _ .
Ioo = 5900(80900 + 00900 — d0goo) = ;€ 209,e2% = ¢

1 1 _ ,
oy = 5900(61900 + dog10 — 9o go1) = S 209,.e%% = a

1
I52 =>9°°(02900 + 00920 — 00902) =0

T2

1
Tgs = 5900(63900 + 00930 — 90go3) =0
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!

1 1 _
I = 5900(60910 + 01900 — 90g10) = ¢ 229.e% = a

1

1 _ Y 20—
Iy = 5900(61910 + 01910 — 0og11) = —3€ 229,(—e?F) = pe2F~®)

1
I = 5900(52910 + 01920 — 00g12) =0

1
I ==>9°(03910 + 01930 — pg13) =0

T2

1
I = 5900(60920 + 02900 — 90920) =0

1

I = 5900(31920 + 02910 — 00921) =0
1

Iy = 5900(62920 + 02920 — 00922) =0
1

s = 5900(63920 + 02930 — 00923) =0

1
I = 5900(60930 + 03900 — 00930) =0

1
Iy = 5900(51930 + 03910 — 0pg31) =0

1
Iy, = 5900(62930 + 03920 — 00932) =0

1
I35 = 5900(83930 + 03930 — 90933) =0

Untuk f = a =1,

1 1, _ ' 2(6—
Too = 5911(60901 + 00go1 — 01900) = _E(_e 28)9,e%* = a'e2(F~®)

1 1 _ R
Toy = 5911(61901 + 00911 — 01901) = 3e 2P, = p
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1
oz = 5911(62901 + 00921 — 01902) =0

To3 = %911(63901 + 00931 — 01903) =0

I = %911(50911 + 01901 — 01910) = %e—zﬁatezﬁ =p
Iy = %911(51911 + 01911 — 01911) = %e—zﬁarezﬁ =p'
I, = %911(62911 + 01921 — 01912) =0

If; = 5911(03911 + 01931 — 01913) =0

T3 = %911(60921 + 02901 — 01920) =0

I3 = %911(61921 + 02911 — 01921) =0

I3, = %911(52921 + 02921 — 01922) = _%e—zﬁarrz =—re ?F
I3 = %911(63921 + 02931 — 01923) =0

T3 = %911(60931 + 03901 — 01930) =0

T3 = ;911@1931 + 03911 — 01931) =0

I3 = %911(62931 + 03921 — 01932) =0

1
I35 = 5911(63931 + 03931 — 01933)

1 : . _
=—-e 269.1r?sin? @ = —rsin? 0 e 2P
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Untuk g = a = 2,

1
oo = 5922(60902 + 00902 — 02900) =0

1
[ =>9%%(01902 + 00912 — 02901) =0

2
1

I§ = 5922(62902 + 00922 — 02902) =0
1

I§s = 5922(63902 + 00932 — 02903) =0

1
I = 5922(00912 + 01902 — 02910) =0

1
I =>9%(01912 + 01912 — 02911) =0

T2
2 _1 22 _ 1 2 _ 1
If; = 59 (02912 + 01922 — 02912) = ;arr =7
1
Y = 5922(63912 + 01932 — 02913) =0
1
F220 = 5922(60922 + 02902 — 02920) =0
1
I‘221 = 5922(61922 + 02912 — 02921) =0
1
I3 = 5922(32922 + 02922 — 02922) =0

1
7 = 5922(53922 + 02932 — 02923) =0

1
[$) =>9%2(00932 + 03902 — 02930) =0

T2

1
3 = 5922(51932 + 03912 — 02931) =0



108
1
I3, = 5922(62932 + 03922 — 02932) =0
r4 = %922(6&932 + 0593, — 02933) = —2—12697‘2 sin?0 = —sin @ cos 6
Untuk g = a = 3,

1
oo = 5933(60903 + 00903 — 93900) =0

1
g = 5933(61903 + 00913 — 93901) =0

1

o, = 5933(32903 + 00923 — 93902) =0

1
Tgs = 5933(63903 + 00933 — 93903) =0
1
Iy = 5933(50913 + 01903 — 03910) =0
1
P = 5933(61913 + 01913 — 03911) =0
1
e, = 5933(62913 + 01923 — 03912) =0
3 1 33 1 2 2 1
I3 =-9°°(03913 + 01933 — 03913) = 555 0,r°sin“ 0 = -

2 2r2sin2 8

1
L5 = 5933(30923 + 02903 — 03920) =0

1
I3 = 5933(51923 + 02913 — 03921) =0

1
I3 = 5933(52923 + 02923 — 03922) =0

1 -
I3 = 5933(63923 + 02933 — 03923) = magrz sin? @ = cot @
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1
5 = 5933(60933 + 03903 — 03930) =0

1
I3y =>933(01933 + 03913 — 03931) =0

T2

1
I3, = 5933(62933 + 03923 — 03932) = 0

1
I35 = 5933(63933 + 03933 — 03933) =0



LAMPIRAN 2

Simbol Ricci

Setelah didapatkan nilai dari simbol Christoffel yang tidak nol, dapat dicari

Ricci tensornya dengan menggunakan persamaan,

Ruy = 0T, — 0,1, + THTE, — Th, 1%
Dengan sifat kesimetriannya, didapatkan tensor Ricci yang tidak nol adalah:

Ry =Ry,

Roo = 04T0 — 0oTo + r'ooFB

B
Ba F OB

= {0oTg0 + 01150} — {00Tg0 + 0oT1o} + {Too (T + o) +
Too(Toy + Iy + TF + T3} — {(T5oTgo + Toolow) +
(MoToo + Tiolo1)}

={@+ a"e?@ P + 2a'(a' — 2P} —{(a+p)} +
{dz +af +a’e?@h 4 g’ pre2@h) 4 %,ez(“‘ﬁ) +

%’ez(“‘ﬁ)} —{a? + a'?e?@ B + a'* + g2}

C 0 ] 5 - " 12 2a’ Y
=(ap—p —p?) +e?@ [”){a +a +T—a,8}

Ro1 = 0,T51 — 0oTgy + I‘01FB

B
B ~ Ta1lop

= {05y + 01101} — {00 (Tgy + Ty + T34 + T3} + {Tgy (Too +
o) + To1 (Toy + Ty + T35 + 15} — {(ThTgo + To1Ton) +
(Moo + T4 To1)}

= (a4 14 1) _ pera-B g pe2la-p) — 2B
—,B(a +r+r) pe a'fe =

r
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Ry = 0,111 — 04Ty + F11F[§a FB 11

= {0ty + 0.1y} — (0, (Ty + Ty + T + 5D} + (T (Tgo +
o) + Iy (Tgy + Ty + T35 + T3} — {(Toa Ty + Toa ) +
(TATL + THTY) + TATE + T3 )

= (B« + 28§ - &)o@ P + g}~ {a" + p" ~ 2} +
{per@®(a+p)+p (« +p -2} - {a? + 2622 P
57+ 7}

— - 2 2] ’ " 2, 2B Y
= —e2(@ ﬁ)(aﬁ—ﬂ—ﬁz)+{—a +a +T+aﬂ}

Raz = 04175 — 01 +F22Fga FB 2128

=011, — 0,15, + {TL(Tgy + Ty + T3 + 5D} — {TE0, +
7,05 + 5,055}

=—ear-pr+1)+1

R33 = 0,33 — 051 +F33F,§a FB 3l3p

= {0,135 + 0,T%} — {0} + {[3s (T8, + Iy + T2 + T3 +
2305, } — (T35 + [55T% + T3305; + T&05)}

= —sin?fe 2B (a'r — B'r + 1) + sin’6 = sin?OR,,

Dapat ditentukan skalar Riccinya adalah:

in2
R = guvRuv ZCZR 00 — e ﬁRll (R22 + w)

sinZ@
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= 2% {(o’zﬁ' — = B?) + e?@h {a” +a'? + 2%‘ — a’ﬁ’}} —~
D - - ) 4 {0
a’ﬁ’}} —Z{e#(a'r - p'r +1) +1}

2¢/ 28" 1] 2 L
— =4 2e2@B) (g - — B2
r r +r2 r2+ ¢ (aﬁ B ﬁ)

= 2e72%8 [a” —a'B +a’+



LAMPIRAN 3

Tensor Energi Momentum

Definisi tensor kuat medan adalah:

Fu = 0,4, — 0,4, (3.1)

0 E./c 0 0 (3.2)
g —|—E/c 0 00
w 0 0 0 0
0 0 0 0

Dengan E, = —— 2L tensor energi momentum untuk medan elektromagnetik di
418 T2

sekitar lubang hitam Reissner Nordstrom adalah

1 (3.3)
Ty = —F Ff + 2 9uvFpaFP?

Persamaan (3.3) dapat diselesaikan jika FP* dan Ef diketahui.
FPA — gp”g’h’FW

Menggunakan definisi tersebut, komponen tidak nol dari persamaan

tersebut diberikan oleh

F01 — gouglvav
= g°°g"%F,

— e"za(—ezﬁ)E/cz — _%e—za—zﬁ

FlO — glugOVFlW

_ E _oq-
= gligOlF, = (—e 25)62“(—E/cz) =Ze 20-28 — _ o1
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Maka, tensor kuat medan dalam bentuk kontravariannya adalah

/ 0 —Zeeu 0\
Cc

Sehingga,

E/p = gvayp

Dapat dicari komponen tidak nol dengan menggunakan identitas tersebut

F()1=90)/Fy1
:!JOOFO1
_ 2a(_E -2a-28
= 2 (= Zeme )

E _
= ——8e Zﬁ
C

Flo = glyFyo
= 911F10

— _e2B (ée—z(x—zﬁ)

E _
=——¢ 2a
c

Untuk tensor energi momentumnya adalah
1
Too = _FOpFop + Zgoon,ﬂ:p)l
1
= —Fy:F3 + ZgOO(FOO'FOO- + F,F'9)

1
= —Fy,Fg + 1900(F01F01 + Fo; F°1)
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1
= —Fo,Fg + 2 9002Fo, F*!
= _E (_Ee—zﬁ) n %eZa_g(_ge(—Za—zﬁ))

C C
= (5)2 e"2h 42 — (5)2 e™2B = Zf2e=2F
c 2" c 2
1
Ty = _FlpF1p + 1‘911F,0/1Fp)1
1
= —F;oF + 2911(F01F01 + F;oF'0)

1
= —F;oF{ + 191121:'01}701

e R

_ (g)z e—2a 4 1 _ (5)2 =20 — _%Eze—zﬁ

c

1
Ty, = _FZszp + ZgzszAFp/1
1
= 2922(F01F01 + F;oF'0)
= 2 g22Fy; F*!
= 2922480

1 Ef E (_pg_ 1 o
=——r2—(——e( 2a 23))=_r2Eze 2a-2a-28
2 c c 2

1
T33 = _F3pF3p + 19331:,9/11”))l
= %g33(F01F01 + FyoF'0)
_1 01
= 19332F01F
=2 _r2s5in29% (— 2 e(‘z"“zﬁ))
2 c c

1 5 . oa-2a— .
=Er251n29E2e 2a-2a-2F — sin29T,,
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