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ABSTRAK 

 

Ahliha, Putri, 2023. Kontrol Optimal Model Epidemi SIR Dengan Pengobatan 

Tersaturasi Dan Vaksinasi. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas 

Sains dan Teknologi, Universitas Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: (1) Dr. Heni Widayani, M.Si, (2) Erna Herawati, M.Pd. 

 

Kata Kunci: Bilangan Reproduksi Dasar, Dinamik, Kontrol Optimal, Model Matematika 

SIR, Pengobatan Tersaturasi. 

 

Penelitian ini membahas model epidemi SIR (Susceptible, Infected, Recovered). 

Model SIR merepresentasikan laju dinamika penyebaran penyakit yang memiliki dua titik 

kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit yang bersifat stabil asimtotik 

ketika 𝑅0 < 1 dan endemik yang bersifat stabil asimtosik ketika 𝑅0 > 1. Penelitian ini 

terdapat dua kontrol yaitu pengobatan (𝑢2) dan vaksinasi (𝑢1). Pengobatan untuk 

populasi infected sedangkan program vaksinasi untuk populasi susceptible. Penyelesaian 

kontrol optimal di penelitian ini menggunakan prinsip maksimum Pontryagin. Prinsip 

tersebut dipergunakan untuk memperoleh syarat yang optimal, persamaan state, co-state. 

Hasil tersebut akan disimulasikan menggunakan Runge-Kutta orde 4. Pada penelitian ini 

terdapat tiga fungsi tujuan yaitu 𝐿1, 𝐿2, dan 𝐿3. Pada Fungsi tujuan pertama (𝐿1) 
menurunkan populasi susceptible dan infected, fungsi tujuan kedua (𝐿2) hanya 

menurunkan populasi infected, sedangkan fungsi tujuan ketiga (𝐿3) meminimumkan 

populasi susceptible, infected serta memaksimumkan populasi recovered. Dari ketiga 

fungsi tujuan tersebut didapatkan fungsi tujuan yang memberikan pengaruh signifikan 

dalam menurunkan populasi susceptible, infected, dan peningkatan recovered yaitu pada 

𝐿1 dan 𝐿3 dibandingkan ketika tidak ada kontrol. Pada hasil simulasi tidak terlihat 

perbedaan yang siginifkan pada 𝐿1 dengan 𝐿3. Sehingga dengan menggunakan 𝐿1 biaya 

yang akan dikeluarkan akan lebih minimum dibandingkan dengan 𝐿3. Oleh karena itu 

pemberian kontrol dengan menggunakan 𝐿1  akan lebih efisien.   
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ABSTRACT 

 

Ahliha, Putri, 2023. Optimal Control of an SIR Epidemic Model with a Saturated 

Treatment and Vactination. Thesis. Study Program of Mathematics, Faculty of 

Scinece and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Supervisor: (1) Dr. Heni Widayani, M.Si., (2) Erna Herawati, M.Pd. 

 

Keywords: Basic Reproduction Number, Dynamic, Mathematical Model of SIR, Optimal 

Control, Saturated Treatment. 

 

This study discusses the SIR (Susceptible, Infected, Recovered) epidemic model. 

The SIR model represents the dynamics of the spread of disease which has two equilibrium 

points, namely a disease-free equilibrium point which is asymptotically stable when 𝑅0 <
1 and endemic which is asymptotically stable when 𝑅0 > 1. In this study there were two 

controls, namely treatment (𝑢2) and vaccination (𝑢1). Treatment is for the infected 

population while the vaccination program is for the susceptible population. Completion of 

optimal control in this study using the Pontryagin maximum principle. This principle is 

used to obtain optimal conditions, state equations, shared states. These results will be 

simulated using Runge-Kutta order 4. In this study there are three objective functions, 

namely 𝐿1, 𝐿2, and 𝐿3. The first objective function (𝐿1) reduces the susceptible and 

infected population, the second objective function (𝐿2) reduces only the infected 

population, while the third objective function (𝐿3) minimizes the infected susceptible 

population and maximizes the recovered population. From the three objective functions it 

is known that the objective function has a significant effect in reducing the susceptible, 

infected population, and increasing the recovered population at 𝐿1 and𝐿3 compared to no 

control. In the simulation results there is no significant difference between 𝐿1and 𝐿3. So 

that by using 𝐿1the costs that must be incurred will be minimal compared to 𝐿3. Therefore 

giving control by using  𝐿1 will be more efficient. 
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 مستخلص البحث 
 

البحث   . مع العلاج التشبع والتحصين SIR  السيطرة المثلى على نموذج وباء . ٢٠٢٣ ،  بوتري  ، اهلها
قسم   الجامعي  إبراهيم   ، الرياضيات.  مالك  مولانا  جامعة  والتكنولوجيا  العلوم  الحكوميه    الإسلاميةكلية 
 . ، الماجستير  هيراواتي إيرنا (  ٢، ) وبداياني، الماجستير  هينيالدكتورة   : ( ۱) والمشرىفة   .مالانج 

 
الطب   ،  SIRالنموذج الرياضي   ، لديناميكيات ، التحكم الأمثل الرقم الإنجابي الأساسي، الكلمات المفتاحية:

  المشبع.
 

  الديناميكيات   SIR   (. يمثل نموذج الحساس ، المصاب ، المتعافي) SIR تناقش هذه الدراسة نموذج الوباء 
انتشار المرض الذي يحتوي على نقطتي توازن ، وهما نقطة التوازن الخالية من الأمراض والتي تكون مستقرة بشكل  

𝑅0 مقارب عند < 𝑅0 والتي تكون مستقرة بشكل غير متناسق عند   والمتوطنة  1 <   كانت في هذه الدراسة   . 1
ج هو للسكان المصابين بينما برامج التطعيم  . العلا (𝑢1)والتطعيم    (𝑢2)من الضوابط ، وهما العلاج    نوعينهناك  

الأقصى.    Pontryaginتستخدم تسوية التحكم المثلى في هذه الدراسة مبدأ    هي للسكان المعرضين للإصابة. 
يستخدم هذا المبدأ للحصول على الظروف المثلى ومعادلات الحالة والحالات المشتركة. سيتم محاكاة هذه النتائج  

 𝐿2و    𝐿1، وهي  الوظائف الموضوعية  . في هذه الدراسة هناك ثلاث  (Runge-Kutta 4)باستخدام ترتيب  
على تقليل السكان المعرضين والمصابين ، بينما تقلل الوظيفة الهدف   (𝐿1)تعمل وظيفة الهدف الأولى  .   𝐿3و

من السكان المعرضين للإصابة   (𝐿3)فقط من السكان المصابين ، بينما تقلل وظيفة الهدف الثالثة   (𝐿2)الثانية  
من بين الوظائف الموضوعية الثلاثة ، وجد أن الوظيفة الموضوعية كان    والمصابين وتزيد من عدد السكان المتعافين. 

مقارنة  𝐿3و    𝐿1ة السكان المتعافين ، وبالتحديد عند  لها تأثير كبير في تقليل الفئات المعرضة للإصابة والمصابة وزياد
. بحيث تكون التكاليف التي  𝐿3و    𝐿1عندما لم يكن هناك سيطرة. في نتائج المحاكاة ، لا يوجد فرق كبير بين  

سيكون أكثر  𝐿1. لذلك فإن إعطاء التحكم باستخدام 𝐿3أقل تكلفة مقارنة بـ   𝐿1سيتم تكبدها عند استخدام 
  كفاءة. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Penyebaran penyakit pada suatu populasi ditandai dengan adanya individu 

yang terinfeksi kemudian individu tersebut dapat menularkan penyakit ke individu 

lainnya. Sehingga populasi tersebut dapat terklaster menjadi sub populasi tertentu, 

salah satunya tipe SIR dimana tipe tersebut memiliki tiga sub populasi yaitu 

susceptible, infected dan recovered. Model SIR (Susceptibe, Infected, Recovered) 

merupakan model matematika yang digunakan untuk menggambarkan dinamika 

pada penyebaran penyakit menular (Ma & Li, 2009). Pada model SIR, kelompok 

susceptible merupakan individu yang tidak terinfeksi tetapi dapat tertular virus, 

sehingga kelompok susceptible mempunyai kemungkinan untuk terinfeksi dan 

individu yang termasuk dalam kelompok tersebut dapat berpindah ke kelompok 

infected. Kemudian kelas infected merupakan individu yang telah terinfeksi dan 

dapat menularkan penyakit pada individu susceptible. Pada kelas infected 

diperlukannya waktu yang disebut sebagai periode penyakit. Setelah melalui waktu 

tersebut, selanjutnya individu yang berada pada kelas infected akan sembuh dan 

kemudian berpindah ke kelas recovered. Individu yang telah berada pada kelas 

recovered maka akan kebal dalam kehidupannya atau tidak akan tertular lagi oleh 

penyakit tersebut. Terdapat model epidemi SIR dengan tingkat kejadian tersaturasi 

dan fungsi pengobatan tersaturasi. Penyakit dengan kejadian tersaturasi adalah 

penyakit TBC, campak, dan flu (Zhang, Jia, & Song, 2014). Terdapat penelitian 

Pagalay & Muhlish (2015) membahas secara khusus tentang penyakit TBC, tetapi 

pada penelitian ini tidak adanya penyakit yang dibahas secara khusus. Tingkat 
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kejadian tersaturasi dapat mengintrepretasikan dari perubahan prilaku individu 

rentan ketika jumlah mereka meningkat atau dari efek berkrumun dengan individu 

terinfeksi. Memasukan fungsi pengobatan tersaturasi menjelaskan efek dari 

individu terinfeksi yang tertunda untuk pengobatan.  

Terdapat peneliti yang telah melakukan penelitian tentang penyebaran 

penyakit model epidemi SIR dengan kejadian tersaturasi (Lashari, 2016). Adanya 

dua upaya utama, yakni pengobatan untuk individu terinfeksi yang dinotasikan 

sebagai 𝑢2 dan vaksinasi untuk individu rentan yang dinotasikan sebagai 𝑢1, upaya 

tersebut dinilai dapat membatasi penularan penyakit. Model SIR pada penelitian ini 

menggunakan kejadian tersaturasi yang didefinisikan sebagai  
𝛽𝑆𝐼

1+𝑘𝐼
 dimana 𝛽 

merupakan laju penularan dan 𝑘 merupakan tingkat efek penghambatan. Penelitian 

ini juga menggunakan fungsi pengobatan tersaturasi dimana akan adanya tundaan 

terhadap pengobatan yang didefinisikan sebagai 
(𝑟+𝑟0𝑢2)𝐼

(1+𝛼𝐼)
, dengan 𝑟 laju 

kesembuhan, 𝑟0 laju konstan, dan 𝛼 ukuran sejauh mana dampak pengobatan 

tertunda pada individu terinfeksi. Pada penelitian ini merumuskan masalah kontrol 

optimal dengan menggunakan fungsi cost yaitu meminimalkan individu rentan dan 

individu terinfeksi serta meminimumkan biaya pelaksanaan kedua pengendalian 

tersebut. Hasil penelitian ini menunjukan perbedaan jumlah individu rentan dan 

terinfeksi akan lebih sedikit ketika diberikan kontrol dibandingkan tanpa diberikan 

kontrol. Individu sembuh akan lebih banyak ketika diberikan kontrol dibandingkan 

tanpa diberikan kontrol (Lashari, 2016). 

Berdasarkan latar belakang, maka penelitian ini membahas model epidemi 

SIR (Susceptible, Infected, Recovered) dengan menggunakan kejadian tersaturasi  
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(
𝛽𝑆𝐼

1+𝑘𝐼
) serta terdapat dua kontrol yaitu vaksinasi (𝑢2) untuk individu rentan dan 

pengobatan (𝑢1) untuk individu terinfeksi. Pada penelitian ini menggunakan fungsi 

pengobatan tersaturasi (
(𝑟+𝑟0𝑢2)𝐼

(1+𝛼𝐼)
). Oleh karena itu, dengan adanya fungsi 

tersaturasi pada pengobatan maka akan adanya kondisi dimana jumlah individu 

terinfeksi semakin banyak dan sarana pengobatan juga terbatas, karena hal tersebut 

maka akan terjadi tundaan terhadap efek pengobatan. Dengan terjadian hal tersebut 

maka individu juga akan mengalami keterlambatan sembuh. Sebagai manusia harus 

selalu berusaha sungguh-sungguh dengan cara terbaik untuk mencapai tujuan. 

Ketika manusia diberikan penyakit, manusia haruslah berusaha untuk mencapai 

kesembuhan dengan cara yang baik dan sesuai dengan aturan dalam islam. 

Mohonlah kepada Allah dengan tulus agar dianugerahi-Nya sebagian dari karunia-

Nya yang berlimpah ruah itu. Sebagaimana firman Allah SWT dalam QS. An-Nisa 

ayat 32 yaitu 

ُ بهِِۦ بَـعْضَكُمْ عَلَىٰ بَـعْضٍۚ  للِِرِجَِالِ نَصِيبٌ مَِِّّا ٱكْتَسَبُوا۟ۖ  وَللِنِِ  سَآءِ نَصِيبٌ مَِِّّا وَلَا تَـتَمَنـَّوْا۟ مَا فَضَّلَ ٱللََّّ  
ۗ  إِنَّ ٱللَََّّ كَانَ بِكُلِِ شَىْءٍ عَلِيمًا   (٣٢) لَُوا۟ ٱللَََّّ مِن فَضْلِهِۦٓ ۚ  وَسْ ـ  ٱكْتَسَبَْْ

Artinya: “Dan janganlah kamu iri hati terhadap karunia yang telah dilebihkan 

Allah kepada sebagian kamu atas sebagian yang lain. (Karena) bagi laki-laki ada 

bagian dari apa yang mereka usahakan, dan bagi perempuan (pun) ada bagian 

dari apa yang mereka usahakan. Mohonlah kepada Allah sebagian dari karunia-

Nya. Sungguh, Allah Maha Mengetahui segala sesuatu.” 

 

Penelitian ini akan menggabungkan strategi pengendalian yang optimal 

dalam bentuk vaksinasi (𝑢1) dan pengobatan (𝑢2) untuk mengurangi individu 

rentan dan individu terinfeksi. Pada penelitian ini tidak ada penyakit khusus yang 

dibahas, oleh karena itu penelitian ini akan membahas penyakit secara umum 

dikarenakan penelitian ini menyajikan metode bagaimana menangani kelas masalah 

optimasi. Pada penelitian sebelumnya yaitu penelitian Lashari (2016) adanya 
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kesalahan penulisan pada nilai costate, oleh karena itu penelitian ini akan 

menyempurnakan penelitian Lashari (2016). Pada penelitian tersebut juga hanya 

terdapat satu fungsi tujuan, maka pada penelitian ini akan terdapat tiga fungsi tujuan 

dimana fungsi tersebut akan menjadi suatu persamaan. Fungsi tujuan pertama yang 

akan dilambangkan oleh 𝐿1 bertujuan meminimumkan populasi rentan, 

meminimumkan populasi terinfeksi, meminimumkan biaya kontrol pengobatan dan 

meminimumkan kontrol vaksinasi. Kemudian fungsi tujuan kedua dilambankan 

oleh 𝐿2 bertujuan meminimumkan populasi rentan, meminimumkan biaya kontrol 

pengobatan dan meminimumkan kontrol vaksinasi. Selanjutnya fungsi tujuan yang 

ketiga atau 𝐿3 yaitu bertujuan untuk meminimumkan populasi rentan, 

meminimumkan populasi terinfeksi, memaksimumkan populasi sembuh, 

meminimumkan biaya kontrol pengobatan dan meminimumkan kontrol vaksinasi. 

Dari ketiga fungsi tujuan tersebut akan dibandingkan hasil simulasi numeriknya.  

Sehingga pada penelitian ini akan melihat perbedaan tiap sub populasi ketika diberi 

kontrol vaksinasi 𝑢1 dan pengobatan 𝑢2 maupun tanpa diberi kontrol. 

1.2 Rumusan Masalah 

1. Bagaimana analisis dinamik model SIR (Susceptible-Infected-Recovered) 

tanpa kontrol pengobatan (𝑢2) dan vaksinasi (𝑢1)? 

2. Bagaimana kontrol optimal SIR (Susceptible-Infected-Recovered) dengan 

pengobatan (𝑢2) dan vaksinasi (𝑢1)? 

3. Bagaimana hasil simulasi numerik model epidemi SIR (Susceptible-Infected-

Recovered) dengan pengobatan (𝑢2) dan vaksinasi (𝑢1)? 
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1.3 Tujuan Penelitian 

1. Mengetahui analisis dinamik model SIR (Susceptible-Infected-Recovered)  

tanpa kontrol pengobatan (𝑢2) dan vaksinasi (𝑢1). 

2. Mengetahui kontrol optimal SIR (Susceptible-Infected-Recovered) dengan 

pengobatan (𝑢2) dan vaksinasi (𝑢1). 

3. Mengetahui hasil simulasi numerik model epidemi SIR (Susceptible-Infected-

Recovered) dengan pengobatan (𝑢2) dan vaksinasi (𝑢1). 

1.4 Manfaat Penelitian 

Pada penelitian ini diharapkan memberikan manfaat sebagai berikut: 

1. Dengan menganalisis model epidemi SIR (Susceptible-Infected-Recovered) 

tanpa kontrol maka dapat mengetahui stabilitas model tersebut agar tidak 

terjadi penularan penyakit yang lebih tinggi. 

2. Dengan menyelesaikan masalah optimasi model epidemi SIR (Susceptible-

Infected-Recovered) akan mengetahui dengan adanya kontrol akan 

menurunkan penularan penyakit serta individu sembuh akan meningkat. 

3. Dengan mengatahui hasil simulasi pada model SIR (Susceptible-Infected-

Recovered) dengan nilai awal yang diberikan maka akan dapat terlihat 

perbedaan tiap sub populasi dengan kontrol dan tanpa kontrol.  

1.5 Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini memberikan batasan masalah pada objek kajian sebagai 

berikut: 

1. Populasi terbagi menjadi tiga sub populasi, diantara lain yaitu Susceptible (S), 

Infected (I), dan Recovered (R). 

2. Tidak ada migrasi individu ke lokasi pengamatan. 



6 
 

 
 

3. Terdapat dua variabel kontrol yaitu vaksinasi (𝑢1) dan pengobatan (𝑢2)  

4. Vaksinasi (𝑢1) harus ditujukan kepada individu rentan. 

5. Pengobatan (𝑢2) harus ditujukan kepada individu terinfeksi. 

6. Individu terinfeksi dapat sembuh secara alami maupun dengan pengobatan. 

7. Diasumsikan terdapat peluang kematian alami di setiap sub populasi sebesar 

𝜇. 

8. Terdapat peluang kematian individu terinfeksi akibat penyakit sebesar 𝛿. 

9. Model matematika yang digunakan yaitu model epidemi SIR (Lashari, 2016) 

sebagai berikut: 

 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= Λ −

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇𝑆 − 𝑢1𝑆              

               
𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− 𝜇𝑅 + 𝜇1𝑆 

10. Pada penelitian ini menggunakan tiga fungsi tujuan sebagai berikut: 

𝐿1 = 𝐴1𝑆 + 𝐴2𝐼 +
1

2
(𝐵1𝑢1

2 + 𝐵2𝑢2
2) 

𝐿2 = 𝐴2𝐼 +
1

2
(𝐵1𝑢1

2 + 𝐵2𝑢2
2)            

                 𝐿3 = 𝐴1𝑆 + 𝐴2𝐼 − 𝐴3𝑅 +
1

2
(𝐵1𝑢1

2 + 𝐵2𝑢2
2) 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Teori Pendukung 

2.1.1 Persamaan Diferensial Linier Non Homogen 

Persamaan diferensial (PD) atau differential equation merupakan 

persamaan yang mengandung satu atau lebih turunan dari suatu fungsi yang tidak 

diketahui. Persamaan diferensial tersebut juga dapat mengandung fungsi dirinya 

sendiri dan terdapat konstanta. Turunan yang dibentuk dalam sebuah persamaan 

diferensial tersebut akan membentuk jenis dan memperjelas dari persamaan 

diferensial itu sendiri (Prayudi, 2006). 

Menurut Ross (1984), persamaan diferensial biasa linier orde-n dengan 

variable tidak bebas yaitu 𝑦 dan variabel bebas yaitu 𝑡 merupakan persamaan yang 

dapat dirumuskan dalam bentuk  

          𝑎0(𝑡)
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑡𝑛
+ 𝑎1(𝑡)

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑡𝑛−1
+⋯+ 𝑎𝑛−1(𝑡)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑎𝑛(𝑡)𝑦 = 𝐹(𝑡)           (2.1) 

dimana 𝑎0 ≠ 0.  

Jika 𝐹(𝑡) pada PD linier orde-𝑛 sama dengan nol maka PD tersebut 

dikatakan PD homogen atau tereduksi atau komplementer. Jika 𝐹(𝑡) pada 

persamaan diferensial linier orde-𝑛 tidak sama dengan nol maka persamaan  

diferensial tak homogen. Contoh persamaan diferensial homogen dan tak 

homogen sebagai berikut: 

                                          𝑡
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 2𝑡𝑦 = sin 𝑡                                         (2.2) 

                                           𝑡
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 2𝑡𝑦 = 0                                               (2.3)  
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Pada persamaan (2.2) merupakan PD tak homogen sedangkan persamaan (2.3) 

termasuk dalam PD homogen. 

Bentuk umum dari PD linier orde-n non homogen dimana koefisiennya 

konstan, maka 

      𝑎𝑛(𝑡)𝑦
𝑛 + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1(𝑡)𝑦 + 𝑎0(𝑡)𝑦 = 𝑔(𝑡)                      (2.4) 

Persamaan Diferensial Biasa (PDB) orde-𝑛 dapat diubah atau ditransformasi 

menjadi sistem PDB orde 1 dengan 𝑛 persamaan.  

2.1.2 Sistem Persamaan Diferensial Linier 

Sistem persamaan diferensial merupakan kumpulan beberapa persamaan 

diferensial. Sistem persamaan diferensial linier non homogen orde satu sampai 

dengan 𝑛 persamaan diferensial linier sebagai berikut: 

𝑥1
′ = 𝑎11𝑡1 + 𝑎12𝑡2 + 𝑎13𝑡3 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑡𝑛 + 𝑓1(𝑡) 

𝑥2
′ = 𝑎21𝑡1 + 𝑎22𝑡2 + 𝑎23𝑡3 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑡𝑛 + 𝑓2(𝑡) 

                         𝑥3
′ = 𝑎31𝑡1 + 𝑎32𝑡2 + 𝑎33𝑡3 +⋯+ 𝑎3𝑛𝑡𝑛 + 𝑓3(𝑡)                 (2.5) 

   ⋮          ⋮               ⋮               ⋮            ⋱            ⋮             ⋮          

𝑥𝑛−1
′ = 𝑎(𝑛−1)1𝑡1 + 𝑎(𝑛−1)2𝑡2 + 𝑎(𝑛−1)3𝑡3 +⋯+ 𝑎(𝑛−1)𝑛𝑡𝑛 + 𝑓(𝑛−1)(𝑡) 

𝑥𝑛
′ = 𝑎𝑛1𝑡1 + 𝑎𝑛2𝑡2 + 𝑎𝑛3𝑡3 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑡𝑛 + 𝑓𝑛(𝑡)   (Hadi, dkk. 2019). 

Pada persamaana (2.5) dikatakan suatu sistem persamaan linier homogen 

ketika 𝑓𝑖  untuk 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 bernilai nol dan 𝑓𝑖  untuk 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 bernilai 

tak nol maka persamaan (2.5) merupakan sistem persamaan linier non homogen. 

Persamaan (2.5) dapat ditulis dalam bentuk persamaan sebagai berikut: 

                                                             𝒙̇ = 𝑨𝒙 + 𝒇(𝒕)                                              (2.6) 

dimana  𝐴 adalah 𝑛 x 𝑛 yang merupakan matriks koefisien dari variabel tak bebas 

𝒙 ∈ ℝ𝑛, dengan 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℝ, 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛, 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛, dan 𝑓(𝑡) merupakan 
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matriks ukuran 𝑛 x 1 dengan komponen 𝑓𝑖 (𝑡) untuk 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛. Matriks 

dapat dituliskan sebagai berikut: 

𝒙̇ = [

𝑎11 𝑎12 ⋯
𝑎21
⋮

𝑎22
⋮

⋯
⋱

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯

   

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑛𝑛

] [

𝑡1
𝑡2
⋮
𝑡𝑛

] + [

𝑓1(𝑡)
𝑓2(𝑡)
⋮

𝑓𝑛(𝑡)

] 

(Finizo & Ladaz, 1998). 

2.1.3 Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan Reproduksi Dasar merupakan penyebaran infeksi pada penyakit 

yang dapat dilihat dari parameter tertentu sehingga dapat mengetahui seberapa 

besar atau kecilnya suatu penyakit tersebut menyebar dari individu terinfeksi 

kepada individu rentan di suatu populasi tertentu. Bilangan reproduksi dasar 

umumnya dilambangkan dengan 𝑅0, dimana 𝑅0 tersebut merupakan sebuah 

parameter yang mendefinisikan jumlah rata-rata individu yang rentan 

(susceptible) yang telah terinfeksi. Bilangan reproduksi dasar dapat dikatakan 

dengan istilah nilai ambang batas epidemi (Giesecke, 2022). 

Bilangan Reproduksi Dasar (𝑅0) memiliki batas nilai yaitu 1. Kondisi 𝑅0 

mempunyai tiga kemungkinan yaitu: 

1. 𝑅0 < 1 : Apabila jika individu yang terinfeksi menurun dan penyakit akan 

hilang dalam suatu populasi. Pada kasus ini diperoleh semua solusinya akan 

menjadi konvergen pada suatu titik kesetimbangan bebas penyakit atau 

disease free equilibrium. 

2. 𝑅0 = 1 : Penyakit tetap menyebar dan tetap menjadi epidemik pada skala 

besar.   

3. 𝑅0 > 1 : Penyakit akan meningkat sangat tinggi dengan kematian dan 

mewabah. 
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Terdapat metode untuk menentukan 𝑅0 salah satunya yaitu metode Next 

Generation Matriks (NGM). Next Generation Matriks merupakan suatu metode 

pencarian nilai 𝑅0 dimana metode NGM tersebut pertama kali dikenalkan oleh 

Diekmann et al. (1990).  

Asumsikan matriks 𝐴 adalah turunan dari 
𝑑𝐼

𝑑𝑡
 terhadap 𝐼 , dimana  

                                                                              𝐴 = 𝑀 − 𝐷                                      (2.7) 

dengan 

𝑀 : matriks tak negatif, 𝑀 ≥ 0 (𝑚𝑖𝑗 ≥ 0) 

𝐷 : matriks diagonal, 𝐷 > 0 

Dari matiks 𝑀 dan 𝐷 diperoleh 𝑅0 dari metode next generatin matriks yaitu  

𝑅0 = 𝑀𝐷−1 

Contoh 2.3 

Perhitungan 𝑅0 menggunakan metode Next Generation Matriks (NGM). 

Diketahui sistem persamaan diferensial non-liear orde empat sebagai berikut: 

                      
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −b

𝐼

𝑆 + 𝐼 + 𝑅
𝑆 − 𝜇𝑆 + 𝜋 

                                
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= b

𝐼

𝑆 + 𝐼 + 𝑅
𝑆 − (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑐𝐼 − 𝜇𝑅          

dengan 

𝑐 : Laju kesembuhan 

𝑏 : Laju penularan penyakit 

𝜇 : Kematian faktor lain 

𝜇𝑡: Kematian karena penyakit 
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Sehingga matriks 𝐴 yaitu 

𝐴 =
𝑏𝑆

𝑆 + 𝐼 + 𝑅
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) 

kemudian subtitusikan titik bebas penyakit (𝑆 =
𝜋

𝜇
, 𝐼 = 0, 𝑅 = 0), sehingga 

diperoleh 

𝐴 = 𝑏 − (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)  

maka diketahui  

𝑀 = 𝑏 

dan 

𝐷 = 𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐 

dengan demikian diperoleh 

𝑅0 = 𝑀𝐷−1 

𝑅0 =
𝑏

𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐
 

(Rositarini, Lestari, & Arifah, 2017) 

2.1.4 Model SIR (Susceptible-Infected-Recovered) Lashari (2016) 

Pada model epidemi SIR Lashari (2016) terdapat tiga sub populasi yaitu 

populasi rentan (𝑆), populasi terinfeksi (𝐼) dan populasi sembuh (𝑅). Pada 

penelitian tersebut, populasi sembuh tidak akan terinfeksi kembali. Penelitian 

Lashari (2016) memiliki dua kontrol yaitu vaksinasi (𝑢1) yang ditujukan kepada 

individu rentan dan pengobatan (𝑢2) yang ditujukan untuk individu terinfeksi. 

Pada penelitian tersebut Pada penelitian tersebut adanya kejadian tersaturasi dan 

pengobatan tersaturasi. Berikut beberapa penjelasan terkait kejadian tersaturasi 

pada penelitian Lashari (2016): 
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1. Perubahan individu rentan menjadi individu terinfeksi dengan tingkat 

kejadian tersaturasi dinotasikan sebagai berikut: 

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
 

dimana 𝛽 merupakan tingkat penularan dan 𝑘 non-negatif yang mengukur 

efek penghambatan. Berikut plot fungsi kejadian tersaturasi: 

dimisalkan 𝑓1(𝐼) =
𝛽𝐼

1+𝑘𝐼
 , sehingga diperoleh plot sebagai berikut 

 

 

 
Gambar 2.1 Plot Fungsi Kejadian Tersaturasi 

2. Perubahan individu terinfeksi akan sembuh dengan fungsi pengobatan 

tersaturasi, dinotasikan sebagai berikut: 

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
 

dimana 𝑟 merupakan tingkat kesembuhan, 𝑟0 merupakan konstanta kontrol 

pengobatan dan 𝛼 positif yang mengukur sejauh mana efek yang terinfeksi 

tertunda untuk pengobatan. Berikut plot fungsi kejadian tersaturasi: 

dimisalkan 𝑓2(𝐼) =
(𝑟+𝑟0𝑢2)𝐼

1+𝛼𝐼
 , sehingga diperoleh plot sebagai berikut 

 

   

 
Gambar 2.2 Plot Fungsi Pengobatan Tersaturasi dengan  Laju 𝑢2 Kontasn 

Misalkan terdapat fungsi 𝑢2 sebagai berikut: 

𝛽

𝑘
 

 

 

𝐼 0 

𝑟

𝛼
+ 
𝑟0𝑢2
𝛼

 

 

 
𝐼 0 
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Gambar 2.3 Plot Fungsi Pengobatan 𝑢2 

Apabila diketahui nilai 𝑟 = 0.2, 𝑟0 = 0.2, 𝛼 = 0.01 untuk  
𝑟

𝛼
+ 

𝑟0𝑢2

𝛼
 , maka diperoleh 

batas saturasi pada pengobatan mengikuti kurva sebagai berikut: 

Gambar 2.4 Plot Fungsi Pengobatan Tersaturasi dengan Nilai 𝑢2 

3. Individu terinfeksi yang tertunda untuk pengobatan, didefiniskan sebagai 

berikut: 

1

1 + 𝛼𝐼
 

4. Efek psikologis dari perubahan prilaku individu rentan Ketika jumlah mereka 

meningkat atau dari efek berkrumun terhadap individu yang terinfeksi, 

didefinisikan sebagai berikut: 

1

1 + 𝑘𝐼
 

Kompartemen 𝑆 mempresentasikan individu rentan yang dapat tertular 

penyakit. Jumlah individu pada kelas ini meningkat karena laju kelahiran alami 

yang dinotasikan dengan Λ, kemudian berkurang karena adanya kontak efektif 

individu terinfeksi dengan laju penularan sebesar 𝛽 dan dengan kejadian tersaturasi 
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1

1+𝑘𝐼
, kemudian berkurang karena kematian alami sebesar 𝜇 serta kontrol vaksinasi 

𝑢1 dikarenkan setelah pemeberian vaksinasi pada populasi susceptible maka 

populasi akan berkurang dan berpindah pada populasi recovered. Kontak efektif 

dengan individu terinfeksi terjadi dengan cara berkrumun dan dengan adanya 

kejadian tersaturasi maka adanya kesadaran tiap individu untuk menjauhi krumunan 

tersebut. Persamaan untuk kompartemen 𝑆 pada waktu 𝑡 sebagai berikut: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= Λ −

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇𝑆 − 𝑢1𝑆                    

Kompartemen 𝐼 mempresentasikan individu terinfeksi yang dapat 

menularkan penyakit kepada individu lainnya. Kompartemen ini adanya individu 

yang masuk dari individu yang berubah dari rentan ke terinfeksi dengan kejadian 

tersaturasi kemudian berkurang karena laju kesembuhan 𝑟, kontrol pengobatan 𝑢2 

dengan kejadian tersaturasi 
1

1+𝛼𝐼
, laju kematian alami sebesar 𝜇, pemulihan alami 

sebesar 𝛾, dan tingkat kematian akibat penyakit sebesar 𝛿. Persamaan untuk 

kompartemen 𝐼 pada waktu 𝑡 sebagai berikut: 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼 

Kompartemen 𝑅 mempresentasikan individu sembuh, dimana individu yang 

telah sembuh tidak dapat tertular penyakit lagi. Kompartemen 𝑅 meningkat karena 

adanya laju pemulihan alami yang dinotasikan sebagai 𝛾 dimana terdapat sejumlah 

individu pada kelas infected yang sembuh tanpa diberikan pengobatan. Kemudian 

adanya jumlah individu yang masuk pada kelas 𝑅 karena kontrol vaksinasi 𝑢1 dan 

laju kesembuhan sebesar 𝑟 beserta kontrol pengobatan 𝑢2 dengan kejadian 

tersaturasi. Kemudian menurun karena adanya kematian alami sebesar 𝜇, kematian 
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tersebut terjadi bukan disebabkan kerana penyakit menular ini. Persamaan untuk 

kompartemen 𝑅 pada waktu 𝑡 sebagai berikut: 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− 𝜇𝑅 + 𝑢1𝑆         

Pada penjelasan diatas mengarah pada formulasi sistem persamaan 

diferensial biasa sebagai berikut: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= Λ −

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇𝑆 − 𝑢1𝑆              

              
𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− 𝜇𝑅 + 𝑢1𝑆 

Berikut diagram kompartemen model SIR dengan dua kontrol yaitu 

vaksinasi dan pengobatan. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 2.5 Diagram Kompartemen SIR dengan Kontrol 𝑢1 dan 𝑢2 

(Lashari, 2016) 

2.1.5 Titik Kesetimbangan (Equilibrium Point) 

Titik Kesetimbangan atau Equilibrium Point adalah titik tetap yang terjadi 

ketika jumlah pada populasi tertentu tidak akan ada perubahan terhadap waktu. 

𝑆 𝐼 𝑅 

Λ 
𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
 

𝑢1 

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
 

𝜇 𝛿 

𝛾 

𝜇 𝜇 
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Misalkan terdapat sistem PD sebagai berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥, 𝑦)  

Sistem persamaan tersebut akan dikatakan titik kesetimbangan atau titik 

equilibrium jika titik (𝑥0, 𝑦0) memehuhi syarat 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 0 dan 𝑔(𝑥0, 𝑦0) = 0. 

Sehingga pada persamaan diferensial tersebut mempunyai solusi titik equilibrium 

(𝑥0, 𝑦0) yang memiliki nilai konstan dikarenakan  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0 terhadap 

titik (𝑥0, 𝑦0). Maka dari itu keadaan yang membuat 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0 dikatakan 

keadaan setimbang dan juga yang memenuhi titik tersebut dikatakan sebagai titik 

equilibrium atau titik kesetimbangan (Edwards & Penney, 2001). 

Misalkan sistem PD dinyatakan sebagai berikut: 

                                                          𝑥̇ = 𝑓(𝑥),    𝑥̅ ∈ ℝ𝑛                                           (2.8) 

Definisi 2.1 

Titik kesetimbangan 𝑥̅ ∈ ℝ𝑛 pada sistem persamaan diferensial (2.8) 

memiliki tiga keadaan, sebagai berikut: 

1. Stabil lokal jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga 

untuk setiap solusi 𝑥(𝑡) yang memenuhi ||𝑥(𝑡0) − 𝑥̅|| < 𝛿 berlaku 

||𝑥(𝑡) − 𝑥̅|| < 𝜀 untuk setiap 𝑡 ≥ 𝑡0. 

2. Stabil asimtotik lokal jika titik kesetimbangan 𝑥̅ ∈ ℝ𝑛 stabil dan terdapat 

𝛿0 > 0 sedemikian hingga untuk setiap solusi 𝑥(𝑡) yang memenuhi 

||𝑥(𝑡0) − 𝑥̅|| < 𝛿0 berlaku lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝑥̅ 
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3. Tidak stabil jika titik kesetimbangan 𝑥̅ ∈ ℝ𝑛 tidak memenuhi keadaan stabil 

lokal (Wiggins, 2003). 

Contoh 2.4 

Perhatikan sistem persamaan berikut  

      
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜇 + 𝛽𝐼 − 𝛼𝑆𝐼 − 𝜇𝑆 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛼𝑆𝐼 − 𝛽𝐼 − 𝜇𝐼  

Kemudian dicari titik kesetimbangan dari persamaan diatas, sehingga diperoleh  

𝛼𝑆𝐼 − 𝛽𝐼 − 𝜇𝐼 = 0 

 𝐼 (𝛼𝑆 − 𝛽 − 𝜇) = 0   

  𝐼 = 0 atau 𝑆 =
𝛽 + 𝜇

𝛼
  

Ketika tidak ada penyakit yang menyerang maka 𝐼 = 0, subtitusikan 𝐼 = 0 ke 

persamaan 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0 maka 

𝜇 + 𝛽𝐼 − 𝛼𝑆𝐼 − 𝜇𝑆 = 0 

𝜇 + 𝛽(0) − 𝛼𝑆(0) − 𝜇𝑆 = 0          

                               −𝜇𝑆 = −𝜇 

                                     𝑆 =
−𝜇

−𝜇
 

                                  𝑆 = 1 

diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu (𝑆, 𝐼) = (1,0). 

Jadi titik kesetimbanga pertama yaitu (1.0). 

Kemudian untuk mencari titik kesetimbangan endemik, subtitusikan 𝑆 =
𝛽+𝜇

𝛼
 ke 

persamaan 
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 0 maka 
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𝜇 + 𝛽𝐼 − 𝛼𝑆𝐼 − 𝜇𝑆 = 0 

  𝜇 + 𝛽𝐼 − 𝛼 (
𝛽 + 𝜇

𝛼
) 𝐼 − 𝜇 (

𝛽 + 𝜇

𝛼
) = 0                                

  𝜇 + 𝛽𝐼 − 𝛽𝐼 + 𝜇𝐼 − 𝜇 (
𝛽 + 𝜇

𝛼
) = 0                        

  𝜇 + 𝜇𝐼 − 𝜇 (
𝛽 + 𝜇

𝛼
) = 0   

                                                         𝜇𝐼 = 𝜇 − 𝜇 (
𝛽 + 𝜇

𝛼
 ) 

                                                         𝐼 = 1 − (
𝛽 + 𝜇

𝛼
 ) 

sehingga diperoleh 

(𝑆, 𝐼) = ((
𝛽+𝜇

𝛼
) , (1 −

𝛽+𝜇

𝛼
)) . 

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh maka dapat disimpulkan bahwa sistem 

persamaan tersebut memiliki dua titik kesetimbangan yaitu (0,1) dan 

((
𝛽+𝜇

𝛼
) , (1 −

𝛽+𝜇

𝛼
)) 

2.1.6 Linierisasi Sistem Persamaan Diferensial Nonlinear 

Linierisasi adalah proses dimana mengubah sistem persamaan diferensial 

nonlinier menjadi suatu sistem persamaan linier. Tujuan dari linearisasi sistem 

persamaan diferensial non linier yaitu untuk mengetahui perilaku suatu sistem 

disekitar titik kesetimbangan atau titik equilibrium sistem tersebut. Dalam 

mencari hasil linierisasi menggunakan Matriks Jacobian. 

Definisi 2.2  

Diberikan fungsi 𝑓 = 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, … , 𝑓𝑛, dimana 𝑓𝑖 ∈ 𝐶
1(𝐸), 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, 𝐸 ∈ ℝ𝑛 

dan 𝐸 merupakan suatu himpunan terbuka. Sehingga jika dinyatakan dalam 

bentuk matrik akan diperoleh sebagai berikut: 
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𝑱(𝒇(𝒙̅)) =

(

 
 
 
 
 

𝜕𝑓1(𝑥̅)

𝜕𝑡1

𝜕𝑓1(𝑥̅)

𝜕𝑡2
𝜕𝑓2(𝑥̅)

𝜕𝑡1

𝜕𝑓2(𝑥̅)

𝜕𝑡2

⋯

𝜕𝑓1(𝑥̅)

𝜕𝑡𝑛
𝜕𝑓2(𝑥̅)

𝜕𝑡𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝜕𝑓𝑛(𝑥̅)

𝜕𝑡1

𝜕𝑓𝑛(𝑥̅)

𝜕𝑡2
⋯

𝜕𝑓𝑛(𝑥̅)

𝜕𝑡𝑛 )

 
 
 
 
 

 

Matriks tersebut merupakan matriks Jacobian dari 𝑓 di titik  𝑥̅ (Perko, L, 2001).  

Definisi 2.3  

Suatu sistem linier 𝐽𝑓(𝑥̅)(𝑡 − 𝑥̅) merupakan linearisasi sistem nonlinier dari 

𝒙̇ = 𝒇(𝒙) yang terdapat disekitar 𝑥̅ (Perko L. , 1991). 

2.1.7 Nilai Eigen  

Definisi 2.4  

Misalkan 𝑨 adalah sebuah matriks yang memiliki ukuran  𝑛 x 𝑛, sehingga vektor 

taknol 𝒙 pada 𝑅𝑛 dikatakan vektor eigen dari matriks 𝑨 jika 𝑨𝒙 adalah kelipatan 

skalar dari 𝒙, maka 

𝑨𝒙 = 𝜆𝒙 

Untuk 𝜆 yang merupakan skalar sebarang. Skalar 𝜆 merupakan nilai eigen dari 

Matriks A dan x merupakan vektor eigen dari A. 

Nilai eigen dapat diperoleh dengan 𝜆 tidak boleh sama dengan nol dan jika 

dan hanya jika 

det(𝜆𝑰 − 𝑨) = 0 

Sehingga persamaan tersebut merupakan persamaan karakteristik dari Matriks 𝑨 

dan nilai eigennya merupakan skalar-skalar yang memenuhi persamaan 

karakteristik tersebut (Anton, 1992). 

Contoh 2.5 

Diberikan matriks 𝑨 ∈ 𝑀2(𝑅) dimana 
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𝑨 = [
3 2
−1 0

] 

perhatikan bahwa  

𝜆𝑰 − 𝑨 = [
𝜆 0
0 𝜆

] − [
3 2
−1 0

] = [
𝜆 − 3 −2
1 𝜆

] 

Kemudian mencari nilai determinan dari persamaan tersebut 

det(𝜆𝑰 − 𝑨) = ([
𝜆 − 3 −2
1 𝜆

]) 

                 = 𝜆2 − 3𝜆 + 2  

maka diperoleh persamaan karakteristik dari 𝐴 yaitu 

det(𝜆𝑰 − 𝑨) = 0  

det [
𝜆 − 3 −2
1 𝜆

] = 0              

𝜆2 − 3𝜆 + 2 = 0 

(𝜆 − 1)(𝜆 − 2) = 0      

dari persamaan karakteristik, diperoleh nilai eigen dari matriks 𝑨 yaitu 

𝜆1 = 1 dan 𝜆2 = 1 

2.1.8 Kontrol Optimal 

Definisi 2.5  

Misalkan 𝑈 menyatakan kelas dari semua fungsi yang kontinu bagian. Masalah 

kontrol optimal merupakan masalah menentukan fungsi kontrol 𝑢∗(𝑡) diantara 

fungsi admissible 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 yang membawa sistem dari state awal 𝑥0 kepada state 

akhir/terminal 𝑥𝑇 yang memnuhi kondisi akhir/terminal, sesuai dengan orde 

pertama sistem dinamis  

                                           
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)                                         (2.9) 
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Sehingga fungsional mencapai nilai maksimum. Sehingga kontrol optimal pada 

umumnya diformulasikan sebagai berikut 

                                        𝐽(𝑢) = ∫ 𝑓
𝑇

𝑡0

(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡                             (2.10)   

dengan kondisi batasnya yaitu 

𝑥(0) = 𝑥0 

𝑥(𝑇) = 𝑥𝑇 

dimana  

𝑓     : Fungsi yang diberikan 

Variabel kontrol mengoptimalkan 𝐽 dinotasikan oleh 𝑢∗(𝑡). Kemudian 𝑢∗(𝑡) 

disubtitusikan ke dalam persamaan state 𝑥(𝑡) maka akan diperoleh state yang 

optimal dan dinotasikan sebagai 𝑥∗(𝑡). Prinsip Maksimum Pontryagin merupakan 

prinsip yang digunakan dalam penyelesaian masalah kontrol optimal (Neilan & 

Lenhart, 2010). 

2.1.9 Prinsip Maksimum Pontryagin 

Prinsip maksimum Pontryagin digunakan dalam teori kontrol optimal 

untuk menemukan kontrol terbaik untuk mengambil sistem dinamis dari  satu  

keadaan ke keadaan lain, terutama dengan adanya kendala untuk keadaan atau 

kontrol input. Hal tersebut menjelaskan bahwa diperlukannya untuk setiap kontrol 

optimal bersama dengan lintasan keadaan optimal untuk menyelesaikan apa yang 

disebut sistem Hamiltonian (𝐻), yang merupakan masalah nilai batas dua titik 

serta kondisi maksimum dari kontrol Hamiltonian. 

Prinsip maksimum Pontryagin merupakan penyelesaian kondisi kontrol 

optimal untuk menuju fungsi yang dituju. Dalam bentuk model matematika 



22 
 

 
 

diformulasikan sebagai berikut untuk mecari kontrol 𝑢 yang akan fungsi 

tujuannya dioptimalkan 

                                              𝐽 = ∫ 𝑓
𝑇

𝑡0

(𝑥, 𝑢, 𝑡)𝑑𝑡                                              (2. 11) 

Fungsi Hamilton didefiniskan sebagai berikut 

             𝐻 = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) +∑𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑡)𝑔𝑖(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))                          (2. 12) 

dimana 𝑓 merupakan integral dari fungsi tujuan dan 𝑔 merupakan ruas kanan 

persamaan state, 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛. 

Kemudian ketika fungsi 𝐻 dapat diturunkan oleh 𝑢(𝑡), yaitu 

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 

maka kondisi (2.12) akan terpenuhi. 

Selanjutnya memeriksa turunan kedua pada fungsi 𝐻 terhadap 𝑢(𝑡) untuk 

mengetahui kontrol tersebut. Pada fungsi 𝐻 juga terdapat variabel state 𝑥(𝑡) dan 

costate 𝜆(𝑡). Sesuai dengan persamaan (2.9), persamaan state dinyatakan sebagai 

berikut 

𝑥′ =
𝜕𝐻

𝜕𝜆̇𝑖
= 𝑔𝑖(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), 

dan persamaan costate dinyatakan sebagai berikut 

𝜆̇′ =
𝑑𝜆̇𝑖
𝑑𝑡

= −
𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑖
 

Ketika nilai awal 𝑥(0) dan nilai akhir 𝑥(𝑇) telah diketahui, sehingga dapat 

langsung ditentukan nilai turunan 𝑥′ dan 𝜆̇′. Tetapi ketika tidak diketahui kondisi 

akhir 𝑥(𝑇) maka akan menggunakan kondisi transveral, yaitu 𝜆̇(𝑇) = 0 sebagai 

kondisi terminal atau kondisi akhir. 
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Berdasarkan penjabaran diatas, diperoleh syarat prinsip maksimum 

Pontryagin sebagai berikut 

𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢∗(𝑡), 𝜆̇(𝑡) ) ≤ 𝐻 (𝑡, 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡), 𝜆̇(𝑡))   untuk setiap 𝑡 ∈  [0, 𝑇] 

         
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=
𝜕𝐻

𝜕𝜆̇
            (Persamaan 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒)   

                                          
𝑑𝜆̇

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝑥
        (Persamaan 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒)                   2. 13) 

              𝜆̇(𝑇) = 0                (Kondisi transveral)        

Jika diberi batasan 𝑎 ≤ 𝑢 ≤ 𝑏 pada variabel kontrol 𝑢(𝑡), maka kondisi 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 

akan  menjadi sebuah persamaan karakteristik sebagai berikut: 

 

𝑢∗ =

{
 
 

 
 𝑢 = 𝑎,                  jika 

𝜕𝐻

𝜕𝑢
< 0

𝑎 ≤ 𝑢 ≤ 𝑏,           jika 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0

𝑢 = 𝑏,                  jika 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
> 0

 

(Lenhart & Workman, 2007). 

2.1.10 Metode Sweep Maju-Mundur 

Dalam menyelesaikan kontrol optimal dapat diperoleh dengan 

menyelesaikan persamaan state dan persamaan costate dengan menggunakan 

metode Sweep Maju-Mundur. Metode Sweep Maju-Mundur diselesaikan dengan 

menggunakan Matlab dimana mendefinisikan pada M-File menggunakan 

parameter yang telah ditentukan. Pada simulasi penelitian ini, model epidemi SIR 

dengan menggunakan dua kontrol sehingga memiliki variabel-variabel 

diantaranya 𝑆, 𝐼, 𝑅, 𝜆̇1, 𝜆̇2, 𝜆̇3, 𝑢1, dan 𝑢2 yang akan dinyatakan dalam notasi 
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𝑆(𝑖), 𝐼(𝑖), 𝑅(𝑖), 𝜆̇1(𝑖), 𝜆̇2(𝑖), 𝜆̇3(𝑖), 𝑢1(𝑖), 𝑢2(𝑖), dengan 𝑖 = 0,1,2, … Berikut ini 

merupakan langkah-langkah dari algoritma sweep maju-mundur. 

Langkah 1: Menentukan nilai awal yaitu 𝑆(0), 𝐼(0), 𝑅(0), 𝜆̇1(𝑛) = 𝜆̇2(𝑛) =

𝜆̇3(𝑛) = 0. Kemudian pada Langkah ini menentukan ukuran 

Langkah, dimana ℎ = 0.1. 

Langkah 2: Membuat tebakan awal pada 𝑢1𝑢2, dan 𝑢3. 

Langkah 3: Menghitung nilai 𝑆(𝑖 + 1), 𝐼(𝑖 + 1), 𝑅(𝑖 + 1) dengan menggunakan 

nilai awal. Pada perhitungan ini menggunakna metode Runge Kutta 

orde 4 langkah maju. 

Langkah 4: Memghitung nilai 𝜆̇1(𝑝 − 1), 𝜆̇2(𝑝 − 1), 𝜆̇3(𝑝 − 1) dengan kondisi 

transversal, pada perhitungan langkah 4 ini menggunakan metode 

Runge Kutta orde 4 langkah mundur. 

Langkah 5: Menghitung nilai kontrol 𝑢1(𝑛) dan 𝑢2(𝑛).  

Langkah 6: Menghitung nilai galat dari variabel 𝑆, 𝐼, 𝑅, 𝜆̇1, 𝜆̇2, 𝜆̇3, 𝑢1, dan 𝑢2 

berdasarkan nilai iterasi pada saat ini dan sebelumnya. Jika nilai galat 

lebih dari toleransi, maka kembali ke Langkah 3. 

Langkah 7: Print 𝑆∗ = 𝑆, 𝐼∗ = 𝐼, 𝑅∗ = 𝑅, 𝑢1
∗ = 𝑢1, 𝑢2

∗ = 𝑢2. 

(Zulaikha, Trisilowati, & Fadhillah, 2017). 

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Quran/Hadist 

Dalam menjalani kehidupan pasti akan adanya ujian, salah satu ujian 

kehidupan yaitu diberikannya musibah berupa penyakit. Ketika diberikan penyakit 

kadang kala penyakit tersebut tidak kunjung sembuh. Oleh karena itu, haruslah 

senantiasa berusaha sebab islam merintahkan supaya tidak pernah menyerah dalam 

mencapai tujuan yang diinginkan. Begitu juga dengan manusia yang terkena 
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penyakit. Manusia harus senantiasa berusaha untuk sembuh, karena Allah SWT 

telah menyediakan obat untuk setiap penyakit.  

Ketika manusia diberikan penyakit, manusia haruslah berusaha untuk 

mencapai kesembuhan dengan cara yang baik dan sesuai dengan syariat islam. 

Sebagaimana firman Allah SWT dalam QS. An-Najm ayat 39 yaitu 

  (٣٩) سَانِ اِلاَّ مَا سَعٰى   وَانَ   ن  ِ سَ لِلا  لَّي   
Artinya: “Bahwa manusia hanya memperoleh apa yang telah diusahakannya” 

Ayat diatas menjelaskan disamping seseorang tidak akan memikul dosa dan 

mudharat yang dilakukan oleh orang lain, seseorang tersebutpun tidak akan meraih 

manfaat dari amal baik orang lain, karena pada ayat tersebut menjelaskan bahwa 

manusia hanya memperoleh apa yang telah diusahakannya. Maka dari itu 

seseorang hanya akan menerima apa yang telah diusahakan dirinya sendiri (Shihab 

M. Q., 2008). Oleh karena itu manusia diwajibkan senantiasa beramal dan 

berikhtiar. Apapun hasilnya, kewajiban manusia hanyalah berusaha dan hasilnya 

hanya Allah SWT yang dapat menentukan. Setelah manusia ikhtiar maka manusia 

wajib tawakal yaitu sikap berserah diri atau memasrahkan semua hasil ikhtiar hanya 

kepada Allah SWT dan senantiasa bersabar.  

Pada penelitian ini adanya tundaan terhadap efek pengobatan maka individu 

juga akan mengalami keterlambatan untuk sembuh. Maka dari itu manusia yang 

mengalami musibah berupa penyakit harus senantiasa sabar untuk mencapai 

kesembuhan. Dalam islam dijelaskan mengenai tentang sabar dalam QS Al-

Baqarah ayat 153: 

(١٥٣) يَّـُهَا بْيِْنَ   يآٰ َ مَعَ الصِٰ نُـوْا بِالصَّبِْْ وَالصَّلٰوةِۗ  اِنَّ اللَِّٰ الَّذِيْنَ اٰمَنُوا اسْتَعِيـْ  
Artinya: “Wahai orang-orang yang beriman! Mohonlah pertolongan (kepada 

Allah) dengan sabar dan salat. Sungguh, Allah beserta orang-orang yang sabar.” 
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Oleh karena itu sebagai manusia wajib sabar dan berserah diri atas apa yang telah 

terjadi dan selalu meminta pertolongan kepada Allah SWT.  

2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung 

Pada penelitian ini dibutuhkannya teori-teori pendukung untuk mencapai 

tujuan pada topik masalah yang telah diangkat. Topik yang diangkat pada penelitian 

ini yaitu menentukan kontrol optimal model epidemi SIR dengan pengobatan 

tersaturasi. Berdasarkan dengan topik yang diangkat bahwa model epidemi SIR 

adalah model epidemi dengan periode waktu tertentu untuk penyebaran penyakit 

menular. Persamaan pada model SIR disajikan dalam bentuk persamaan diferensial 

biasa yang bergantung pada waktu. Oleh karena itu diperlukannya teori pendukung 

untuk menyelesaikan analisis kontrol optimal model SIR dengan pengobatan 

tersaturasi. 

Teori pendukung yang digunakan dalam menyelesaikan analisis dinamik 

yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit, titik ekuilibrium endemik, linierisasi, nilai 

eigen dan vektor eigen, serta bilangan reproduksi dasar. Setelah itu untuk 

menentukan kontrol optimal pada penyebaran penyakit menular yaitu teori kontrol 

optimal dan prinsip maksimum Pontryagin. Kemudian dilanjutkan dengan simulasi 

numerik terhadap model penyebaran penyakit pada sub populasi dengan dan tanpa 

kontrol optimal menggunakan parameter yang telah tersedia beserta simulasi 

numerik fungsi kontrol optimal.  
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BAB III 

METODE PENELITIAN 
 

3.1 Jenis Penelitian 

Berdasarkan tujuan dari penelitian ini, maka penelitian ini merupakan 

penelitian kajian teori atau menggunakan metode literatur. Dengan menggunakan 

metode studi literatur akan diperoleh kajian data informasi yang dibutuhkan pada 

penelitian ini serta teori pendukung yang berkaitan dengan kasus pada penelitian 

ini. Sumber literatur akademik dapat diperoleh dari buku, jurnal ilmiah, dan paper. 

Informasi dan teori pendukung yang diperlukan pada penelitian ini yaitu yang 

berkaitan atau berkolerasi dengan teori kontrol optimal model SIR (Susceptible-

Infected-Recovered) dan pengobatan tersaturasi. 

3.2 Pra Penelitian 

Sebelum memulai penelitian, peneliti mengumpulkan sejumlah referensi 

yang sesuai dengan penelitian ini, sehingga peneliti memahami alur penelitian lebih 

mendalam. Peneliti mempelajari obyek yang akan diteliti sehingga peneliti dapat 

mengetahui tujuan dari penelitian ini.  

3.3 Tahapan Penelitian 

Pada penleitian ini diawali dengan mencari jurnal sebagai rujukan utama, 

kemudian memahami kasus dari jurnal yang telah diperoleh. Kemudian dengan 

kasus yang diambil, peneliti melakukan beberapa tahapan untuk memperoleh 

persamaan kontrol optimal model SIR pada penyebaran penyakit menular dengan 

langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Melakukan analisis sistem dinamik model SIR tanpa kontrol 𝑢1 = 0 dan  

𝑢2 = 0, dengan tahapan sebagai berikut: 
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1. Menentukan titik kesetimbangan (equilibrium point) bebas penyakit dan 

endemik.  

2. Menentukan bilangan reproduksi dasar (𝑅0) untuk penyebaran penyakit 

menular. 

3. Menganalisis kestabilan Model. 

2. Melakukan perhitungan kontrol optimal SIR dengan dua kontrol yaitu kontrol 

pengobatan (𝑢2) dan kontrol vaksinasi (𝑢1), dengan tahapan sebagai berikut: 

1. Menentukan bentuk fungsi Tujuan 

2. Menentukan bentuk Hamilton.  

3. Menentukan persamaan state. 

4. Menentukan persamaan costate. 

5. Menentukan kondisi stasioner. 

3. Mensimulasikan model epidemi SIR dengan dua kontrol yaitu kontrol 

pengobatan (𝑢2) dan kontrol vaksinasi (𝑢1). dengan tahapan sebagai berikut: 

1. Mensimulasikan model persamaan sehingga diperoleh plot tiap 

subpopulasi dengan kontrol dan tanpa kontrol. 

2. Menganalisis hasil simulasi yang telah diperoleh. 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Model SIR akan dibagi menjadi tiga subpopulasi yang terdiri dari kelas 

individu rentan (susceptible), kelas individu terinfeksi (infected) dan kelas individu 

sembuh (recovered).  

Berikut ini merupakan diagram model epidemik SIR dengan kontrol. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.1 Diagram Model Epidemik SIR Dengan Kontrol 

Sesuai dengan Gambar 4.1 maka akan diperoleh formulasi sistem persamaaan 

diferensial biasa sebagai berikut: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= Λ −

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇𝑆 − 𝑢1𝑆                    

                               
𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼              (4.1) 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− 𝜇𝑅 + 𝑢1𝑆         

Lashari (2016). 

4.1 Analisis Model SIR Tanpa Kontrol (𝒖𝟏 = 𝟎 𝐝𝐚𝐧 𝒖𝟐 = 𝟎)  

Pada tiga persamaan dalam sistem (4.1) terdapat kontrol 𝑢1 dan 𝑢2, ketika 

diasumsikan 𝑢1 dan 𝑢2 bernilai nol yang artinya tidak ada tindakan vaksinasi untuk 

𝑆 𝐼 𝑅 
Λ 

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
 

𝑢1 

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
 

𝜇 𝛿 

𝛾 

𝜇 𝜇 
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populasi rentan dan pengobatan untuk populasi terinfeksi, maka diperoleh 

persamaan sebagai berikut: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= Λ −

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇𝑆                   

                                   
𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−

𝑟𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼              (4.2) 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 +

𝑟𝐼

1 + 𝛼𝐼
− 𝜇𝑅                  

4.1.1 Bilangan Reproduksi Dasar 𝑹𝟎 

Bilangan reproduksi dasar 𝑅0 diperoleh dengan menggunakan matriks 

next generation. Diketahui: 

  
𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−

𝑟𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼 

Turunan pertama dari 
𝑑𝐼

𝑑𝑡
 adalah 

𝑑2𝐼

𝑑𝑡2
, sehingga diperoleh 

𝑑2𝐼

𝑑𝑡2
=

𝛽𝑆0
(1 + 𝑘𝐼)2

−
𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 

kemudian subtitusikan titik bebas penyakit  

𝐸0 = (
Λ

𝜇
, 0,0) 

ke dalam persamaan 
𝑑2𝐼

𝑑𝑡2
 

𝑑2𝐼

𝑑𝑡2
|
𝐸0

=
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼0)2
−

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 

                    =
𝛽 (
Λ
𝜇)

(1 + 𝑘(0))2
−

𝑟

(1 + 𝛼(0))
2 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 

                  =
𝛽Λ

𝜇
− 𝑟 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)                             

Akan dicari tahu kondisi yang menyebabkan 
𝑑2𝐼

𝑑𝑡2
> 0, sehingga 
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𝛽Λ − 𝑟𝜇 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇

𝜇
> 0 

𝛽Λ − (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 > 0 

𝛽Λ

(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇
− 1 > 0 

𝛽Λ

(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇
> 1 

dengan demikian diperoleh  

𝑅0 =
𝛽Λ

(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇
 

Maka ketika 𝑅0 > 1 akan mengakibatkan 
𝑑2𝐼

𝑑𝑡2
> 0, sehingga fungsi 𝐼(𝑡) akan 

selalu naik dan ketika 𝑅0 < 1 akan mengakibatkan 
𝑑2𝐼

𝑑𝑡2
< 0, sehingga fungsi 

𝐼(𝑡) akan turun. 

4.1.2 Titik Kesetimbangan  

Pada model ini, terdapat dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan 

bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik. 

1. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit (𝐸0) 

Terjadi ketika tidak ada penyakit yang menyerang maka 𝐼0 = 0. 

Subtitusikan 𝐼0 = 0 ke persamaan 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0 

Λ −
𝛽𝑆0(0)

1 + 𝑘(0)
− 𝜇𝑆0 = 0                                         

Λ − 𝜇𝑆0 = 0                  

⟺ 𝑆0 = Λ             
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                                            ⟺ 𝑆0 =
Λ

𝜇
                                                  (4.3) 

dan 

         
𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0 

𝛾𝐼0 +
𝑟𝐼0

1 + 𝛼𝐼0
− 𝜇𝑅0 = 0                         

𝛾(0) +
𝑟(0)

1 + 𝛼(0)
− 𝜇𝑅0 = 0                              

          −𝜇𝑅0 = 0      

                                                       ⟺ 𝑅0 = 0                                         (4.4) 

sehingga diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu  

                   𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝑅0) = (
Λ

𝜇
, 0,0) 

2. Titik Kesetimbangan Endemik (𝐸1) 

Untuk menentukan titik kesetimbangan endemik diasumsikan terdapat 

individu yang terinfeksi penyakit sehingga 𝐼∗ ≠ 0. Titik kesetimbangan 

endemik dilambangkan dengan 𝐸1. 

Akan dicari nilai 𝑆∗ sebagai berikut: 

𝑑𝑆∗

𝑑𝑡
= 0 

Λ −
𝛽𝑆∗𝐼∗

1 + 𝑘𝐼∗
− 𝜇𝑆∗ = 0                             

𝛽𝑆∗𝐼∗

1 + 𝑘𝐼∗
+ 𝜇𝑆∗ = Λ                  

(
𝛽𝐼∗

1 + 𝑘𝐼∗
+ 𝜇)𝑆∗ = Λ                       

(
𝛽𝐼∗

1 + 𝑘𝐼∗
+ 𝜇)𝑆∗ = Λ                       
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                              𝑆∗ =
Λ

(
𝛽𝐼∗

1 + 𝑘𝐼∗
+ 𝜇)

 

                                       𝑆∗ =
Λ

(
𝛽𝐼∗ + 𝜇(1 + 𝑘𝐼∗)

1 + 𝑘𝐼∗
)
 

                                 𝑆∗ =
Λ(1 + 𝑘𝐼∗)

𝛽𝐼∗ + 𝜇(1 + 𝑘𝐼∗)
 

Selanjutnya subtitusikan 𝑆∗ ke dalam persamaan 
𝑑𝐼∗

𝑑𝑡
= 0, sehingga diperoleh 

𝑑𝐼∗

𝑑𝑡
= 0 

𝛽𝑆∗𝐼∗

1 + 𝑘𝐼
−

𝑟𝐼∗

1 + 𝛼𝐼∗
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼∗ = 0 

𝛽 (
Λ(1 + 𝑘𝐼∗)

𝛽𝐼∗ + 𝜇(1 + 𝑘𝐼∗)
) 𝐼∗

1 + 𝑘𝐼∗
−

𝑟𝐼∗

1 + 𝛼𝐼∗
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼∗ = 0 

𝛽𝐼∗Λ

𝛽𝐼∗ + 𝜇(1 + 𝑘𝐼∗)
−

𝑟𝐼∗

1 + 𝛼𝐼∗
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼∗ = 0 

Karena 𝛽𝐼∗ + 𝜇(1 + 𝑘𝐼∗) ≠ 0 dan 1 + 𝛼𝐼∗ ≠ 0, maka 

⇔ 𝛽𝐼∗Λ(1 + 𝛼𝐼∗) − 𝑟𝐼∗(𝛽𝐼∗ + 𝜇(1 + 𝑘𝐼∗))

− ((𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼∗)(𝛽𝐼∗ + 𝜇(1 + 𝑘𝐼∗))(1 + 𝛼𝐼∗) = 0 

𝛽Λ𝐼∗ + 𝛽Λ𝛼𝐼∗
2
− 𝑟𝛽𝐼∗

2
− 𝑟𝜇𝐼∗ − 𝑟𝜇𝑘𝐼∗

2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝛽𝐼∗

2

− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝛽𝛼𝐼∗
3
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇𝐼∗ − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 𝜇𝛼𝐼∗

2

− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 𝜇𝑘𝐼∗
2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇𝑘𝛼𝐼∗

3
= 0 

−(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝛽𝛼𝐼∗
3
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇𝑘𝛼𝐼∗

3
+ 𝛽Λ𝛼𝐼∗

2
− 𝑟𝛽𝐼∗

2
− 𝑟𝜇𝑘𝐼∗

2

− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝛽𝐼∗
2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 𝜇𝛼𝐼∗

2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 𝜇𝑘𝐼∗

2

+ 𝛽Λ𝐼∗ − 𝑟𝜇𝐼∗ − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇𝐼∗ = 0 
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(−(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝛽𝛼 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇𝑘𝛼)𝐼∗
3

+ (𝛽Λ𝛼 − 𝑟𝛽 − 𝑟𝜇𝑘 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝛽 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 𝜇𝛼

− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 𝜇𝑘)𝐼∗
2
+ (𝛽Λ − 𝑟𝜇 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇)𝐼∗ = 0 

Karena 𝑅0 = 
𝛽Λ

(𝑟+𝛾+𝛿+𝜇)𝜇
 , maka persamaan tersebut menjadi 

( 𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇))𝐼∗
3

+ (𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 + (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) − 𝛼𝛽Λ)𝐼∗
2

+ (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇(1 − 𝑅0)𝐼
∗ = 0 

kemudian kalikan persamaan tersebut dengan 
1

𝐼∗
 , diperoleh 

( 𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇))𝐼∗
2

+ (𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 + (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) − 𝛼𝛽Λ)𝐼∗
1

+ (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇(1 − 𝑅0) = 0 

Sehingga persamaan 𝐼∗ memenuhi persamaan kuadrat berikut 

                                             𝐴𝐼∗
2
+ 𝐵𝐼∗ + 𝐶 = 0                                                  (4.5) 

dengan 

  𝐴 = ( 𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇)) 

   𝐵 = (𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 + (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) − 𝛼𝛽Λ) 

𝐶 = (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇(1 − 𝑅0) 

dimana nilai diskriminan  

𝐷 = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 

𝐷 = (𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 + (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) − 𝛼𝛽Λ)2

− 4( 𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇))(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇(1 − 𝑅0) 

dengan menggunakan parameter Lashari (2016) maka diperoleh 

                                                   𝐷 = 0.000142 − 4(0.00002)(−1.99998) 
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        𝐷 = 0.00036 ≥ 0 

Perhatikan bahwa, koefisien 𝐴 pada persamaan (4.5) selalu positif, kemudian 

nilai 𝐶 positif jika 𝑅0 < 1, 𝐶 negatif jika 𝑅0 > 1 dan  𝐶 = 0 jika 𝑅0 = 1. 

Polinom (4.5) memiliki satu solusi positif ketika 𝐶 < 0 atau 𝑅0 > 1. 

Sehingga diperoleh titik kesetimbangan endemik yaitu  

 𝐸1 = (𝑆
∗, 𝐼∗) = (

Λ(1 + 𝑘𝐼∗)

𝛽𝐼∗ + 𝜇(1 + 𝑘𝐼∗)
, 𝐼∗) 

4.1.3 Analisis Kestabilan Model 

Dalam menganalisis kestabilan titik kesetimbangan, digunakan matriks 

Jacobian yang bentujuan untuk menentukan nilai eigen. Asumsikan persamaan 

sebagai berikut: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝑓2(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑓3(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) 

sehingga diperoleh 

𝑓1(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) = Λ −
𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇𝑆 

                             𝑓2(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) =
𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−

𝑟𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼 

    𝑓3(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) = 𝛾𝐼 +
𝑟𝐼

1 + 𝛼𝐼
− 𝜇𝑅  

turunkan 𝑓1(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)), 𝑓2(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)), 𝑓3(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))  

terhadap 𝑆 

             
𝜕𝑓1(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑆
= −

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇   
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𝜕𝑓2(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑆
=

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
 

𝜕𝑓3(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑆
= 0       

turunkan 𝑓1(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)), 𝑓2(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)), 𝑓3(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) terhadap 𝐼 

𝜕𝑓1(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝐼
= −

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
   

 
𝜕𝑓2(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝐼
=

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
−

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 

 
𝜕𝑓3(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝐼
= 𝛾 +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
 

turunkan 𝑓1(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)), 𝑓2(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)), 𝑓3(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))  

terhadap 𝑅 

𝜕𝑓1(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑅
=  0  

𝜕𝑓2(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑅
= 0 

𝜕𝑓3(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑅
= −𝜇 

sehingga diperoleh matriks jacobi sebagai berikut:  

𝐽(𝑆, 𝐼, 𝑅) =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑆

𝜕𝑓1(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝐼

𝜕𝑓1(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑅
𝜕𝑓2(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑆

𝜕𝑓2(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝐼

𝜕𝑓2(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑅
𝜕𝑓3(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑆

𝜕𝑓3(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝐼

𝜕𝑓3(𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡))

𝜕𝑅 ]
 
 
 
 
 
 

 

𝐽(𝑆, 𝐼, 𝑅) =

[
 
 
 
 
 
 −

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇 −

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
 0

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
−

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 0

0 𝛾 +
𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
−𝜇
]
 
 
 
 
 
 

        (4.6) 
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1. Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit (𝐸0) 

Untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit 

diperoleh dengan cara mensubtitusikan nilai titik 𝐸0(𝑆0, 𝐼0) = (
Λ

𝜇
, 0) ke matriks 

Jacobi (4.6) sehingga diperoleh 

𝐽(𝑆, 𝐼, 𝑅) =

[
 
 
 
 
 
 −

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇 −

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
 0

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
−

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 0

0 𝛾 +
𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
−𝜇
]
 
 
 
 
 
 

 

              𝐽(𝐸0) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
−

𝛽(0)

1 + 𝑘(0)
− 𝜇 −

𝛽 (
Λ
𝜇)

(1 + 𝑘(0))
2 0

𝛽(0)

1 + 𝑘(0)

𝛽 (
Λ
𝜇)

(1 + 𝑘(0))
2 −

𝑟

(1 + 𝛼(0))
2 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 0

0 𝛾 +
𝑟

(1 + 𝛼(0))
2 −𝜇

]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝐽(𝐸0) =

[
 
 
 
 
 −𝜇 −

𝛽Λ

𝜇
 0

0
𝛽Λ

𝜇
− 𝑟 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 0

0 𝛾 + 𝑟 −𝜇]
 
 
 
 
 

                                      

Berdasarkan matriks Jacobi yang telah diperoleh, maka dapat menentukan 

persamaan karakteristik pada matriks 𝐽(𝐸0) dengan persamaan sebagai berikut: 

|𝐽(𝐸0) − 𝜆𝐼| = 0 

|

|

[
 
 
 
 
 −𝜇 −

𝛽Λ

𝜇
 0

0
𝛽Λ

𝜇
− 𝑟 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 0

0 𝛾 + 𝑟 −𝜇]
 
 
 
 
 

− [
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

]
|

|
= 0 
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|

|
−𝜇 − 𝜆 −

𝛽Λ

𝜇
 0

0
𝛽Λ

𝜇
− 𝑟 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) − 𝜆 0

0 𝛾 + 𝑟 −𝜇 − 𝜆

|

|
= 0 

selanjutnya menentukan nilai determinan, digunakan metode Sarrus sebagai 

berikut: 

|𝐽(𝐸0) − 𝜆𝐼| = |𝐴| 

|𝐴| = |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

|

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

 

    
|

|
−𝜇 − 𝜆 −

𝛽Λ

𝜇
 0

0
𝛽Λ

𝜇
− 𝑟 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) − 𝜆 0

0 𝛾 + 𝑟 −𝜇 − 𝜆

|

|
−𝜇 − 𝜆 −

𝛽Λ

𝜇

0
𝛽Λ

𝜇
− 𝑟 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) − 𝜆

0 𝛾 + 𝑟

 

(−𝜇 − 𝜆)(−𝜇 − 𝜆) (
𝛽Λ

𝜇
− 𝑟 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) − 𝜆)  = 0 

sehingga diperoleh tiga nilai eigen, sebagai berikut: 

1. Nilai eigen yang pertama (𝜆1) yaitu  

−𝜇 − 𝜆 = 0 

                                 𝜆1 = −𝜇 < 0 

 

2. Nilai eigen kedua (𝜆2) yaitu  

−𝜇 − 𝜆 = 0 

                                 𝜆2 = −𝜇 < 0 

3. Nilai eigen ketiga (𝜆3) yaitu  

𝛽Λ

𝜇
− 𝑟 − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) − 𝜆 = 0 
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𝜆3 =
𝛽Λ

𝜇
− (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 

𝜆3 = (𝑅0 − 1)(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)  

Oleh karena itu, semua nilai eigen dari persamaan karakteristik jelas real serta 

negatif ketika 𝑅0 < 1. Sehingga dapat disimpulkan bahwa kesetimbangan bebas 

penyakit (𝐸0)  stabil asimtotik lokal jika 𝑅0 < 1 → 𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1,2,3. 

2. Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik (𝐸1) 

Untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan endemik mengunakan 

dua persamaan berikut ini: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= Λ −

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇𝑆                   

                                   
𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−

𝑟𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼              (4.7) 

Sebelumnya telah diperoleh persamaan kuadrat pada kesetimbangan endemik 

dari persamaan (4.5) diperoleh 

                                             𝐴𝐼∗
2
+ 𝐵𝐼∗ + 𝐶 = 0                                                   

dengan 

  𝐴 = ( 𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇)) 

   𝐵 = (𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 + (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) − 𝛼𝛽Λ) 

𝐶 = (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇(1 − 𝑅0) 

Pada sistem persamaan (4.7) memiliki backward bifurcation ketika 𝑅0 = 1 jika 

dan hanya jika 𝐵 < 0. Adanya backward bifurcation pada 𝑅0 = 0 maka 𝐶 = 0 

sehingga diperoleh 

(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇(1 − 𝑅0) = 0     

(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 (1 −
𝛽Λ

(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇
) = 0                                 
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      (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 − 𝛽Λ = 0   

                                                                        𝛽Λ = (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 

Sistem pada persamaan tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk 𝛼. 

Pada kondisi 𝐵 < 0 dengan 𝛽Λ = (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 akan setara dengan 

(𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 + (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) − 𝛼𝛽Λ) < 0 

𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 + (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) < 𝛼𝛽Λ 

𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 + (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) < 𝛼(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 

𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 + (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) < 𝛼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜇 + 𝛼𝜇𝑟 

(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) < 𝛼𝜇𝑟 

(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇)

𝜇𝑟
< 𝛼 

𝛼 >
𝛽Λ(𝛽 + 𝑘𝜇)

𝜇2𝑟
 

Jadi backward bifurcation terjadi pada 𝑅0 = 1 jika dan hanya jika 𝛼 >
𝛽Λ(𝛽+𝑘𝜇)

𝜇2𝑟
. 

Kemudian analisis stabil asimtotik lokal pada kesetimbangan endemik ketika 

𝑅0 > 1 dengan matriks jacobian yang diperoleh pada sistem (4.6) sebagai 

berikut: 

𝐽(𝑆, 𝐼) = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] =

[
 
 
 −

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇 −

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
−

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)

]
 
 
 

 

dari sistem persamaan (4.7) yang memenuhi kesetimbangan endemik yaitu 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−

𝑟𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼 

ketika 
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0, maka 

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−

𝑟𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼 = 0 
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Kemudian kalikan dengan 
1

(1+𝑘𝐼)
 dan karena 𝐼 ≠ 0 maka ekuivealen dengan 

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
−

𝑟

(1 + 𝑘𝐼)(1 + 𝛼𝐼)
−
(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)

(1 + 𝑘𝐼)
= 0 

                 
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
=

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)(1 + 𝑘𝐼)
+
(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)

(1 + 𝑘𝐼)
                  (4.8) 

Sehingga diperoleh determinan 𝐽(𝑆, 𝐼) yaitu 

det 𝐽(𝑆, 𝐼) =𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 

det 𝐽(𝑆, 𝐼) = (−
𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇)(

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
−

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇))

+ (
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
) (

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
) 

= (−
𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
) (

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
) + (

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
) (

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
) + (

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
) (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)

− (𝜇) (
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
) + (𝜇) (

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
) + (𝜇)(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)

+ (
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
) (

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
) 

= (
𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
) (

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
) + (

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
) (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) − (𝜇) (

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
)

+ (𝜇) (
𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
) + (𝜇)(𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 

Kemudian subtitusikan persamaan (4.8) sehingga diperoleh 

= (
𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
) (

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
) + (

𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
) (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)

− (𝜇)(
(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)

1 + 𝑘𝐼
+

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)(1 + 𝑘𝐼)
) + (𝜇) (

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
)

+ (𝜇)(𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 
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                       =
1

(1 + 𝛼𝐼)2(1 + 𝑘𝐼)
(𝛽𝐼𝑟 + 𝛽𝐼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(1 + 𝛼𝐼)2

− 𝜇(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(1 + 𝛼𝐼)2 − 𝜇𝑟(1 + 𝛼𝐼) + 𝜇𝑟(1 + 𝑘𝐼)

+ 𝜇(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(1 + 𝛼𝐼)2(1 + 𝑘𝐼)) 

                           =
1

(1 + 𝛼𝐼)2(1 + 𝑘𝐼)
(𝛽𝐼𝑟 + 𝛽𝐼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(1 + 𝛼𝐼)2

+ 𝜇(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝑘𝐼(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝜇𝑟𝑘𝐼 − 𝜇𝑟𝛼𝐼)                     (4.9) 

Persamaan (4.9) akan bernilai positif jika dan hanya jika  

𝛽𝐼𝑟 + 𝛽𝐼(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝜇(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝑘𝐼(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝜇𝑟𝑘𝐼 > 𝜇𝑟𝛼𝐼  

perhatikan bahwa 𝐼 ≠ 0 maka ekuivalen dengan  

𝛽𝑟 + 𝛽(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝜇(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝑘(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝜇𝑟𝑘 > 𝜇𝑟𝛼 

sehingga telah diperoleh  

𝜇𝑘(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝜇𝑟𝑘 − 𝛽(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(1 + 𝛼𝐼)2 − 𝛽𝑟

> (𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) 

Jadi det 𝐽(𝑆, 𝐼) > 0 jika 

(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇) > 𝜇𝑟𝛼 

atau 

𝛼 <
(𝑟 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝛽 + 𝑘𝜇)

𝜇𝑟
=
𝛽Λ(𝛽 + 𝑘𝜇)

𝜇2𝑟
= 𝑎0 

Kemudian pada persamaan (4.7) tidak memiliki backward bifurcation pada 

kondisi dibawah ini 

tr 𝐽(𝑆, 𝐼) = 𝑎11 + 𝑎22 

tr 𝐽(𝑆, 𝐼) = −
𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇 +

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
−

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 

subtitusikan persamaan (4.8) sehingga diperoleh  
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= −
𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇 +

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
−

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)                                    

= −
𝛽𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇 +

(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)

1 + 𝑘𝐼
+

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)(1 + 𝑘𝐼)
 −

𝑟

(1 + 𝛼𝐼)2
                       

− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) 

=
1

(1 + 𝛼𝐼)2(1 + 𝑘𝐼)
(−𝛽𝐼(1 + 𝛼𝐼)2 − 𝜇(1 + 𝑘𝐼)(1 + 𝛼𝐼)2                                 

+ (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝑟(1 + 𝛼𝐼) − 𝑟(1 + 𝑘𝐼)

− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(1 + 𝛼𝐼)2(1 + 𝑘𝐼))                               

=
1

(1 + 𝛼𝐼)2(1 + 𝑘𝐼)
(−𝛽𝐼(1 + 𝛼𝐼)2 − 𝜇(1 + 𝑘𝐼)(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝛼𝑟𝐼 − 𝑘𝑟𝐼

− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝑘𝐼(1 + 𝛼𝐼)2)                                               (4.10)   

Persamaan (4.10) akan bernilai positif jika dan hanya jika 

𝛽𝐼(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝜇(1 + 𝑘𝐼)(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝑘𝑟𝐼 + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝑘𝐼(1 + 𝛼𝐼)2 > 𝛼𝑟𝐼 

sehingga diperoleh 

𝜇(1 + 𝑘𝐼)(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝑘𝑟𝐼 + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝑘𝐼(1 + 𝛼𝐼)2 + 𝛽𝐼(1 + 𝛼𝐼)2

> 𝜇𝑘𝐼 + 𝛽𝐼 + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝑘𝐼 + 𝑘𝑟𝐼 

Jadi tr 𝐽(𝑆, 𝐼) > 0 jika 

𝜇𝑘𝐼 + 𝛽𝐼 + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝑘𝐼 + 𝑘𝑟𝐼 > 𝛼𝑟𝐼 

atau 

𝛼 <
𝜇𝑘 + 𝛽 + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝑘 + 𝑘𝑟

𝑟
= 𝑎1 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa jika 𝑅0 > 1 maka kesetimbangan endemik 

adalah stabil asimtotik lokal jika  

𝛼 < min {𝑎0, 𝑎1} 

𝛼 < min {
𝛽𝛬(𝛽 + 𝑘𝜇)

𝜇2𝑟
,
𝜇𝑘 + 𝛽 + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝑘 + 𝑘𝑟

𝑟
} 
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4.2 Kontrol Optimal SIR dengan Kontrol 𝒖𝟏 dan 𝒖𝟐 

Pada model SIR dalam persamaan (4.1) adanya dua kontrol yaitu vaksinasi 

(𝑢1) yang ditujukan kepada individu rentan dan pengobatan (𝑢2) yang ditujukan 

kepada individu terifeksi. Pada bagian ini akan menentukan strategi untuk 

meminimalkan jumlah individu rentan 𝑆(𝑡), individu terinfeksi 𝐼(𝑡) dan 

memaksimalkan individu sembuh 𝑅(𝑡) selama interval waktu [0; 𝑇], serta 

meminimalkan biaya yang dikeluarkan untuk program vaksinasi dan pengobatan. 

Jika 𝑢1(𝑡) = 1 dan 𝑢2(𝑡) = 1, maka pemberian kedua kontrol tersebut dapat 

dikatakan efektif. Kemudian ketika  𝑢1(𝑡) = 0 dan 𝑢2(𝑡) = 0, maka pemberian 

kontrol sama sekali tidak berpengaruh dalam mengurangi jumlah individu rentan 

dan individu terinfeksi serta tidak berpengaruh dalam memaksimalkan individu 

sembuh. Sehingga pada penelitian ini akan menentukan kedua kontrol yaitu 𝑢1(𝑡) 

dan 𝑢2 (𝑡) yang optimal dan akan disimbolkan oleh 𝑢1
∗(𝑡) dan 𝑢2

∗(𝑡), sehingga 

upaya pemberian kontrol tersebut dilakukan dapat semaksimal mungkin dengan 

biaya kedua kontrol yang minimum. 

Berdasarkan penjelasan sebelumnya maka dapat diformulasikan fungsi biaya 

terhadap dua kontrol yaitu 𝐵1𝑢1
2(𝑡) dan 𝐵2𝑢2

2(𝑡) dimana 𝐵1 dan 𝐵2 merupakan 

bobot biaya untuk variabel-variabel kontrol serta adanya bobot 𝐴1 dan 𝐴2 dimana 

bobot tersebut merupakan bobot untuk individu rentan dan terinfeksi. Dengan 

demikian pada penelitian ini akan terdapat tiga fungsi tujuan untuk dibandingan 

pada simulasi numerik, sebagai berikut (Lashari, 2016): 

           𝑓1(𝑢1, 𝑢2) = ∫ (𝐴1𝑆 + 𝐴2𝐼 +
1

2
(𝐵1𝑢1

2 + 𝐵2𝑢2
2))𝑑𝑡

𝑇

0

= ∫ 𝐿1

𝑇

0

𝑑𝑡    (4.11) 

            𝑓2(𝑢1, 𝑢2) = ∫ (𝐴2𝐼 +
1

2
(𝐵1𝑢1

2 + 𝐵2𝑢2
2))𝑑𝑡

𝑇

0

= ∫ 𝐿2

𝑇

0

𝑑𝑡                (4.12) 
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 𝑓3(𝑢1, 𝑢2) = ∫ (𝐴1𝑆 + 𝐴2𝐼 − 𝐴3𝑅 +
1

2
(𝐵1𝑢1

2 + 𝐵2𝑢2
2))𝑑𝑡

𝑇

0

= ∫ 𝐿3

𝑇

0

𝑑𝑡  (4.13) 

Fungsi tersebut merupakan fungsi Lagrange, fungsi Lagrange pertama 

(𝐿1) pada persamaaan (4.11) bertujuan untuk meminimumkan jumlah individu 

rentan, jumlah individu terinfeksi, biaya untuk vaksinasi serta biaya untuk 

pengobatan. Untuk fungsi Lagrange kedua (𝐿2) pada persamaan (4.12) bertujuan 

meminimumkan jumlah individu terinfeksi, biaya untuk vaksinasi serta biaya untuk 

pengobatan. Kemudian pada fungsi Lagrange ketiga (𝐿3) pada persamaan (4.13) 

bertujuan meminimumkan jumlah individu rentan, jumlah individu terinfeksi, biaya 

untuk vaksinasi, biaya untuk pengobatan dan memaksimumkan jumlah individu 

sembuh. Nilai 
1

2
 yang ada pada fungsi Lagrange tersebut menunjukan bahwa bobot 

yang menyatakan kepentingan dari biaya kedua kontrol yaitu 𝑢1 dan 𝑢2 adalah 

sama. Selanjutnya masalah kontrol optimal diselesaikan dengan memenuhi kondisi 

pada prisip maksimum Pontryagin (Graian dan Essayed, 2010). 

Berikut ini merupakan tahapan penyelesian Model SIR dengan kontrol, 

langkah pertama dalam menyelesaikan kontrol optimal adalah membentuk fungsi 

Hamilton. Dalam prinsip minimum Pontryagian, Hamilton dibentuk berdasarkan 

fungsi tujuan dan persamaan state. Pada penelitian ini terdapat tiga fungsi tujuan, 

sehingga akan terdapat tiga fungsi Hamilton. Berikut merupakan fungsi Hamilton: 

1. Untuk fungsi tujuan  pertama (𝐿1) 

𝐻1 = 𝐻 (𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝜆̇(𝑡))                                            
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                    𝐻1 = 𝐿1(𝑆, 𝐼, 𝑢1, 𝑢2) + 𝜆̇1 [Λ −
𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇𝑆 − 𝑢1𝑆]

+ 𝜆̇2 [
𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼]

+ 𝜆̇3 [𝛾𝐼 +
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− 𝜇𝑅 + 𝑢1𝑆]                       (4.14) 

2. Untuk fungsi tujuan kedua (𝐿2) 

𝐻2 = 𝐻 (𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝜆̇(𝑡))                                       

                      𝐻2 = 𝐿2( 𝐼, 𝑢1, 𝑢2) + 𝜆̇1 [Λ −
𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇𝑆 − 𝑢1𝑆]

+ 𝜆̇2 [
𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼]

+ 𝜆̇3 [𝛾𝐼 +
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− 𝜇𝑅 + 𝑢1𝑆]                       (4.15) 

3. Untuk fungsi tujuan ketiga (𝐿3) 

𝐻3 = 𝐻 (𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝜆̇(𝑡))                                       

                     𝐻3 = 𝐿3(𝑆, 𝐼, 𝑅, 𝑢1, 𝑢2) + 𝜆̇1 [Λ −
𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇𝑆 − 𝑢1𝑆]

+ 𝜆̇2 [
𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼]

+ 𝜆̇3 [𝛾𝐼 +
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− 𝜇𝑅 + 𝑢1𝑆]                     (4.16) 

dimana 𝜆̇1, 𝜆̇2, dan 𝜆̇3 merupakan fungsi adjoint yang terkait dengan persamaan 

untuk keadaan 𝑆, 𝐼, dan 𝑅 masing-masing.  

Berdasarkan Hamiltonian yang telah diperoleh, maka dapat ditentukan 

persamaan state dan co-state. Persamaan state adalah turunan fungsi Hamilton 

terhadap masing-masing 𝜆̇1, 𝜆̇2, dan 𝜆̇3 , sehingga diperoleh 
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𝜕𝑆

𝜕𝑡
=
𝜕𝐻

𝜕𝜆̇
= Λ −

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
− 𝜇𝑆 − 𝑢1𝑆 

                         
𝜕𝐼

𝜕𝑡
=
𝜕𝐻

𝜕𝜆̇2
=

𝛽𝑆𝐼

1 + 𝑘𝐼
−
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼 

          
𝜕𝑅

𝜕𝑡
=
𝜕𝐻

𝜕𝜆̇3
= 𝛾𝐼 +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)𝐼

1 + 𝛼𝐼
− 𝜇𝑅 + 𝑢1𝑆 

dengan kondisi awal 𝑆(0) = 𝑆0, 𝐼(0) = 𝐼0 dan 𝑅(0) = 𝑅0 

Kemudian Persamaan costate dapat diperoleh dari turunan fungsi 

Hamilton terdapat 𝑆, 𝐼, dan 𝑅. 

1. Untuk 𝐻1, diperoleh 𝜆̇1, 𝜆̇2, 𝜆̇3 sebagai berikut: 

𝜕𝜆̇1
𝜕𝑡

= −
𝜕𝐻1
𝜕𝑆

 

= −((−
𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
− 𝜇 − 𝑢1) 𝜆̇1 + (

𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
) 𝜆̇2 + 𝑢1𝜆̇3 + 𝐴1) 

= −(
𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
(−𝜆̇1 + 𝜆̇2) + 𝑢1(−𝜆̇1 + 𝜆̇3) − 𝜇𝜆̇1 + 𝐴1) 

=
𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
(𝜆̇1 − 𝜆̇2) + 𝑢1(𝜆̇1 − 𝜆̇3) + 𝜇𝜆̇1 − 𝐴1 

=
𝛽(𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
+ (𝜆̇1 − 𝜆̇3)𝑢1 + 𝜇𝜆̇1 − 𝐴1 

𝜕𝜆̇2
𝜕𝑡

= −
𝜕𝐻1
𝜕𝐼
  

= −(−(
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
) 𝜆̇1 + (

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
−
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)) 𝜆̇2             

+ (𝛾 +
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
) 𝜆̇3) + 𝐴2 
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= −(
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
(−𝜆̇1+𝜆̇2) +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
(−𝜆̇2 + 𝜆̇3) − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 + 𝛾𝜆̇3)

+ 𝐴2 

=
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
(𝜆̇1−𝜆̇2) +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
(𝜆̇2 − 𝜆̇3) + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 − 𝛾𝜆̇3 − 𝐴2    

=
𝛽(𝜆̇1−𝜆̇2)𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
+
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)(𝜆̇2 − 𝜆̇3)

(1 + 𝛼𝐼)2
+ (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 − 𝛾𝜆̇3 − 𝐴2                  

𝜕𝜆̇3
𝜕𝑡

= −
𝜕𝐻1
𝜕𝑅

 

        = −(−𝜇𝜆̇3) 

        = 𝜇𝜆̇3 

Sehingga diperoleh tiga persamaan costate ketika menggunakan fungsi tujuan 

pertama (𝐿1) yaitu 

𝜕𝜆̇1
𝜕𝑡

=
𝛽(𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
+ (𝜆̇1 − 𝜆̇3)𝑢1 + 𝜇𝜆̇1 − 𝐴1 

𝜕𝜆̇2
𝜕𝑡

=
𝛽(𝜆̇1−𝜆̇2)𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
+
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)(𝜆̇2 − 𝜆̇3)

(1 + 𝛼𝐼)2
+ (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 − 𝛾𝜆̇3 − 𝐴2 

𝜕𝜆̇3
𝜕𝑡

= 𝜇𝜆3 

2. Untuk 𝐻2, diperoleh 𝜆̇1, 𝜆̇2, 𝜆̇3 sebagai berikut: 

𝜕𝜆̇1
𝜕𝑡

= −
𝜕𝐻2
𝜕𝑆

  

= −((−
𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
− 𝜇 − 𝑢1) 𝜆̇1 + (

𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
) 𝜆̇2 + 𝑢1𝜆̇3) 

= −(
𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
(−𝜆̇1 + 𝜆̇2) + 𝑢1(−𝜆̇1 + 𝜆̇3) − 𝜇𝜆̇1) 

=
𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
(𝜆̇1 − 𝜆̇2) + 𝑢1(𝜆̇1 − 𝜆̇3) + 𝜇𝜆̇1 
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=
𝛽(𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
+ (𝜆̇1 − 𝜆̇3)𝑢1 + 𝜇𝜆̇1                                              

𝜕𝜆̇2
𝜕𝑡

= −
𝜕𝐻2
𝜕𝐼
     

= −(−(
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
) 𝜆̇1 + (

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
−
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)) 𝜆̇             

+ (𝛾 +
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
) 𝜆̇3 + 𝐴2)  

= −(
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
(−𝜆̇1+𝜆̇2) +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
(−𝜆̇2 + 𝜆̇3) − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 + 𝛾𝜆̇3

+ 𝐴2) 

=
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
(𝜆̇1−𝜆̇2) +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
(𝜆̇2 − 𝜆̇3) + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 − 𝛾𝜆̇3 − 𝐴2    

=
𝛽(𝜆̇1−𝜆̇2)𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
+
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)(𝜆̇2 − 𝜆̇3)

(1 + 𝛼𝐼)2
+ (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 − 𝛾𝜆̇3 − 𝐴2                  

𝜕𝜆̇3
𝜕𝑡

= −
𝜕𝐻2
𝜕𝑅

 

= −(−𝜇𝜆̇3) 

= 𝜇𝜆̇3 

Sehingga diperoleh tiga persamaan costate ketika menggunakan fungsi tujuan 

kedua (𝐿2) yaitu 

𝜕𝜆̇

𝜕𝑡
=
𝛽(𝜆1 − 𝜆̇2)𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
+ (𝜆̇1 − 𝜆̇3)𝑢1 + 𝜇𝜆̇1 

𝜕𝜆̇2
𝜕𝑡

=
𝛽(𝜆̇1−𝜆̇2)𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
+
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)(𝜆̇2 − 𝜆̇3)

(1 + 𝛼𝐼)2
+ (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 − 𝛾𝜆̇3 − 𝐴2 

𝜕𝜆̇3
𝜕𝑡

= 𝜇𝜆̇3 
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3. Untuk 𝐻3, diperoleh 𝜆̇1, 𝜆̇2, 𝜆̇3 sebagai berikut: 

𝜕𝜆̇1
𝜕𝑡

= −
𝜕𝐻3
𝜕𝑆

                                                                                

= −((−
𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
− 𝜇 − 𝑢1) 𝜆̇1 + (

𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
) 𝜆̇2 + 𝑢1𝜆̇3 + 𝐴1) 

= −(
𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
(−𝜆̇1 + 𝜆̇2) + 𝑢1(−𝜆̇1 + 𝜆̇3) − 𝜇𝜆̇1 + 𝐴1) 

=
𝛽𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
(𝜆̇1 − 𝜆̇2) + 𝑢1(𝜆̇1 − 𝜆̇3) + 𝜇𝜆̇1 − 𝐴1 

=
𝛽(𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
+ (𝜆̇1 − 𝜆̇3)𝑢1 + 𝜇𝜆̇1 − 𝐴1            

𝜕𝜆̇2
𝜕𝑡

= −
𝜕𝐻3
𝜕𝐼
     

= −(−(
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
) 𝜆̇1 + (

𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
−
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
− (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)) 𝜆̇2                   

+ (𝛾 +
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
) 𝜆̇3 + 𝐴2) 

= −(
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
(−𝜆̇1+𝜆̇2) +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
(−𝜆̇2 + 𝜆̇3) − (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 + 𝛾𝜆̇3

+ 𝐴2) 

=
𝛽𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
(𝜆̇1−𝜆̇2) +

(𝑟 + 𝑟0𝑢2)

(1 + 𝛼𝐼)2
(𝜆̇2 − 𝜆̇3) + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 − 𝛾𝜆̇3 − 𝐴2         

=
𝛽(𝜆̇1−𝜆̇2)𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
+
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)(𝜆̇2 − 𝜆̇3)

(1 + 𝛼𝐼)2
+ (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 − 𝛾𝜆̇3 − 𝐴2                       

𝜕𝜆̇3
𝜕𝑡

= −
𝜕𝐻3
𝜕𝑅

 

= −(−𝜇𝜆̇3 − 𝐴3) 

= 𝜇𝜆̇3 + 𝐴3 
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Sehingga diperoleh tiga persamaan costate ketika menggunakan fungsi tujuan 

ketiga (𝐿3) yaitu 

𝜕𝜆̇1
𝜕𝑡

=
𝛽(𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝐼

(1 + 𝑘𝐼)
+ (𝜆̇1 − 𝜆̇3)𝑢1 + 𝜇𝜆̇1 − 𝐴1 

𝜕𝜆̇2
𝜕𝑡

=
𝛽(𝜆̇1−𝜆̇2)𝑆

(1 + 𝑘𝐼)2
+
(𝑟 + 𝑟0𝑢2)(𝜆̇2 − 𝜆̇3)

(1 + 𝛼𝐼)2
+ (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜆̇2 − 𝛾𝜆̇3 − 𝐴2 

𝜕𝜆̇3
𝜕𝑡

= 𝜇𝜆̇3 + 𝐴3 

dengan kondisi transversal  

𝜆̇𝑖(𝑇) = 0, 𝑖 = 1, 2, 3 

𝜆̇1(𝑇) = 𝜆̇2(𝑇) = 𝜆̇3(𝑇) 

Kontrol optimal 𝑢1
∗(𝑡) dan 𝑢2

∗(𝑡)  diperoleh jika 
𝜕𝐻

𝜕𝑢1
= 0 dan 

𝜕𝐻

𝜕𝑢2
= 0 

kondisi tersebut dikatakan kondisi stasioner, sehingga diperoleh: 

𝜕𝐻

𝜕𝑢1
= 0  

2
1

2
𝐵1𝑢1

∗ − 𝜆̇1𝑆
∗ + 𝜆̇2𝑆

∗ = 0                                      

𝐵1𝑢1
∗ + (−𝜆̇1 + 𝜆̇2)𝑆

∗ = 0                              

                   𝐵1𝑢1
∗ = (𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝑆

∗ 

                        𝑢1
∗ =

(𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝑆
∗

𝐵1
 

dan 

𝜕𝐻

𝜕𝑢2
= 0  

2
1

2
𝐵2𝑢2

∗ −
𝑟0𝐼

∗

1 + 𝛼𝐼∗
𝜆̇2 +

𝑟0𝐼
∗

1 + 𝛼𝐼∗
𝜆̇3 = 0                                                     
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𝐵2𝑢2
∗ +

𝑟0𝐼
∗

1 + 𝛼𝐼∗
(−𝜆̇2 + 𝜆̇3) = 0                                            

𝐵2𝑢2
∗ +

(−𝜆̇2 + 𝜆̇3)𝑟0𝐼
∗

1 + 𝛼𝐼∗
= 0                                     

                      𝐵2𝑢2
∗ =

(𝜆̇2 − 𝜆̇3)𝑟0𝐼
∗

1 + 𝛼𝐼∗
 

                           𝑢2
∗ =

(𝜆̇2 − 𝜆̇3)𝑟0𝐼
∗

𝐵2(1 + 𝛼𝐼∗)
 

Variabel kontrol pada model epidemik SIR dengan vaksinasi dan pengobatan 

didefinisikan 𝑢1 𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑢1(𝑡) ≤ 𝑢1 𝑚𝑎𝑥 dan 𝑢2 𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑢2(𝑡) ≤ 𝑢2 𝑚𝑎𝑥, sehingga 

diperoleh 

𝑢1
∗ =

{
  
 

  
 𝑢1 𝑚𝑖𝑛                                    

(𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝑆
∗

𝐵1
< 0

(𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝑆
∗

𝐵1
                             

(𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝑆
∗

𝐵1
= 0

𝑢1 𝑚𝑎𝑥                                        
(𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝑆

∗

𝐵1
> 0

 

dan 

    𝑢2
∗ =

{
  
 

 
 
 𝑢2 𝑚𝑖𝑛                                    

(𝜆̇2 − 𝜆̇3)𝑟0𝐼
∗

𝐵2(1 + 𝛼𝐼∗)
< 0

(𝜆̇2 − 𝜆̇3)𝑟0𝐼
∗

𝐵2(1 + 𝛼𝐼∗)
                     

(𝜆̇2 − 𝜆̇3)𝑟0𝐼
∗

𝐵2(1 + 𝛼𝐼∗)
= 0

𝑢2 𝑚𝑎𝑥                                      
(𝜆̇2 − 𝜆̇3)𝑟0𝐼

∗

𝐵2(1 + 𝛼𝐼∗)
> 0

 

sehingga fungsi kontrol 𝑢1
∗ dan 𝑢2

∗  dinyatakan sebagai berikut: 

𝑢1
∗ = min  {1,max {0,

(𝜆̇1 − 𝜆̇2)𝑆
∗

𝐵1
}} 

dan  

       𝑢2
∗ = min  {1,max {0,

(𝜆̇2 − 𝜆̇3)𝑟0𝐼
∗

𝐵2(1 + 𝛼𝐼∗)
}}       
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4.3 Simulasi Numerik 

Pada simulasi ini, sistem optimalitas diselesaikan dengan menggunakan 

software Matlab dengan metode Runge-Kutta orde 4. Nilai awal dan parameter 

penelitian ini mengacu pada penelitian Lashari (2016). Simulasi numerik pada 

penelitian ini bertujuan untuk mengetahui perbedaan populasi susceptible, infected 

dan recovered antara diberi kontrol dan tanpa diberi kontrol. Kontrol berupa 

vaksinasi (𝑢1) ditujukan kepada populasi rentan bertujuan untuk mengontrol 

populasi susceptible sehingga mengalami penurunan. Untuk kontrol berupa 

pengobatan (𝑢2) ditujukan kepada populasi yang telah terinfeksi penyakit sehingga 

diharapkan dengan adanya pengobatan tersebut, individu terinfeksi dapat sembuh 

sehingga pada populasi terinfeksi berkurang. Kasus ini akan mengguanakan nilai 

𝑇 = 50, dimana 𝑇 tersebut merepresentasikan waktu (dalam hari) ketika vaksinasi 

dan pengobatan dihentikan. Parameter yang digunakan sebagai berikut: 

Tabel 4.1 Nilai Awal Model Matematika SIR 

Variabel Deskripsi 
Nilai 

Awal 
Referensi 

𝑆(𝑡) 
Subpopulasi individu susceptible pada 

waktu ke-t 
500 

Lashari 

(2016) 

𝐼(𝑡) 
Subpopulasi individu infected pada waktu 

ke-t 
100 

Lashari 

(2016) 

𝑅(𝑡) 
Subpopulasi individu recovered pada waktu 

ke-t 
0 

Lashari 

(2016) 

 

Tabel 4.2 Nilai Parameter Model Matematika SIR 

Parameter Deskripsi Nilai Satuan Referensi 

Λ Laju kelahiran alami 100 
Orang Per 

hari 

Lashari 

(2016) 

𝛽 Laju penularan 0,02 
Orang Per 

hari 

Lashari 

(2016) 

𝜇 Laju kematian alami 0,000039 
Orang Per 

hari 

Lashari 

(2016) 

𝛼 Laju efek terinfeksi 0,01 
Orang Per 

hari 

Lashari 

(2016) 

𝛾 Laju pemulihan alami 0,08 
Orang Per 

hari 

Lashari 

(2016) 
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𝛿 Laju kematian akibat penyakit 0,02 
Orang Per 

hari 

Lashari 

(2016) 

𝑘 Laju efek penghambatan 0,5 
Orang Per 

hari 

Lashari 

(2016) 

𝑟 Laju kesembuhan 0,2 
Orang Per 

hari 

Lashari 

(2016) 

𝑟0 Konstanta kontrol pengobatan 0,2 
Orang Per 

hari 

Lashari 

(2016) 

𝐴1 Bobot individu susceptible 0,09  
Lashari 

(2016) 

𝐴2 Bobot individu infected 0,02  
Lashari 

(2016) 

𝐴3 Bobot individu recovered 0,12  Asumsi 

𝐵1 
Bobot biaya untuk kontrol 

vaksinasi 
10  

Lashari 

(2016) 

𝐵2 
Bobot biaya untuk kontrol 

pengobatan 
10  

Lashari 

(2016) 

 

Pada simulasi ini ketika kondisi tanpa kontrol maka tidak adanya pemberian 

dua kontrol yaitu vaksinasi dan pengobatan, sehingga nilai 𝑢1(𝑡) = 0  dan 𝑢2(𝑡) =

0. Sedangkan ketika kondisi dengan variabel kontrol maka nilai 𝑢1(𝑡) ≠

0 dan 𝑢2(𝑡) ≠ 0 dimana akan adanya pemberian dua kontrol yaitu vaksinasi dan 

pengobatan. Berikut merupakan hasil simulasi numerik untuk populasi susceptible, 

Infected, dan recovered dengan kontrol vaksinasi (𝑢1) dan pengobatan (𝑢2) 

maupun tanpa kontrol. 

  
                  

 

 

(a) 

 
(b) 
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Gambar 4.1 Populasi Susceptible, Infected, Recovered dengan Kontrol Vaksinasi (𝑢1) 
dan Pengobatan (𝑢2)  maupun Tanpa Kontrol  𝑢1 dan 𝑢2  dengan Bobot 𝐴1 = 0.09, 𝐴2 =

0,02, 𝐴3 = 0,12, 𝐵1 = 10, dan 𝐵2 = 10 serta Parameter pada Tabel 4.2 

 

Berdasarkan Gambar 4.1 dapat dilihat dampak dari menggunakan fungsi 

tujuan 𝐿1 menyebabkan penurunan populasi susceptible pada Gambar 4.1 (a), 

dimana dari jumlah populasi awal 500 menjadi 100. Kemudian Gambar 4.1 (b) pada 

populasi infected mengalami penurunan dari jumlah populasi awal 100 menjadi 50. 

Penurunan dari dua subpopulasi tersebut diimbangi dengan meningkatnya populasi 

recovered pada Gambar 4.1 (c), jumlah populasi awal 0 menjadi 5250 pada hari 

terakhir. Hal tersebut dapat terjadi dikarenakan pada fungsi tujuan pertama 𝐿1 

adanya tujuan untuk meminimumkan populasi susceptible dan meminimumkan 

populasi infected sehingga kontrol 𝑢1 yang ditujukan kepada populasi susceptible 

dan kontrol 𝑢2 yang ditujukan kepada populasi infected akan bekerja maksimal.  

Kemudian dengan menggunakan fungsi tujuan kedua 𝐿2 tidak adanya 

perubahan populasi S, I, dan R sama seperti tidak adanya pemberian kontrol 𝑢1 dan 

𝑢2. Hal tersebut terjadi dikarenakan pada fungsi tujuan kedua 𝐿2 hanya 

meminimumkan populasi infected, sehingga hanya kontrol 𝑢2 yang digunakan. 

Maka dari itu karena 𝐿2 tidak ada tujuan meminimumkan populasi susceptible 

(c) 
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sehingga populasi susceptible akan terus meningkat dan ketika ada interaksi antara 

susceptible dengan infected yang akan menyebabkan populasi susceptible yang 

tinggi dan kemungkinan besar akan berpindah pada populasi infected.  

Fungsi tujuan ketiga 𝐿3 akan menyebabkan populasi susceptible menurun 

dari populasi awal 500 menjadi 100 dapat dilihat pada Gambar 4.1 (a). Kemudian 

dari Gambar 4.1 (b) dapat dilihat bahwa populasi infected menurun dari jumlah 

populasi awal 100 menjadi 20. Menurunnya kedua populasi tersebut diimbangi 

dengan meningkatnya populasi recovered dari jumlah populasi awal 0 menjadi 

5250. Hal tersebut terjadi sama seperti menggunakan fungsi tujuan pertama 𝐿1 

tetapi adanya perbedaan di hari pertama hingga hari ke-15 lebih banyak penurunan 

dengan menggunakan 𝐿3 hal tersebut disebabkan karena adanya tujuan untuk 

memaksimumkan populasi recovered. Sehingga dengan menggunakan fungsi 

tujuan ketiga 𝐿3 akan menurukan pupulasi susceptible, infected serta meningkatnya 

populasi recovered.    

Dari ketiga fungsi tujuan tersebut didapatkan fungsi tujuan yang memberikan 

pengaruh signifikan dalam menurunkan populasi susceptible, infected, dan peningkatan 

recovered yaitu pada 𝐿1 dan 𝐿3 dibandingkan ketika tidak ada kontrol. Pada hasil simulasi 

tidak terlihat perbedaan yang siginifkan pada 𝐿1 dengan 𝐿3. Sehingga dengan 

menggunakan 𝐿1 biaya yang akan dikeluarkan akan lebih minimum dibandingkan dengan 

𝐿3. Oleh karena itu pemberian kontrol dengan menggunakan 𝐿1  akan lebih efisien. 
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 Kemudian hasil simulasi numerik dari kontrol program vaksinasi (𝑢1) 

untuk individu susceptible sebagai berikut: 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.2 Kontrol Vaksinasi (𝑢1) dengan Fungsi Tujuan 𝐿1, 𝐿2 dan 𝐿3 dengan Bobot 

𝐴1 = 0.09, 𝐴2 = 0,02, 𝐴3 = 0,12, 𝐵1 = 10, dan 𝐵2 = 10 serta Parameter pada Tabel 4.2 

 

Kontrol vaksinasi (𝑢1) yang ditujukan kepada populasi susceptible dari hasil 

simulasi pada Gambar 4.4 menunjukan bahwa ketika 𝑢1 dengan fungsi tujuan 

pertama (𝐿1) akan bekerja secara efektif. Sehingga beperganruh pada jumlah 

populasi susceptible yang dapat dilihat pada Gambar 4.1 bahwa dengan 𝐿1 populasi 

susceptible menurun, hal tersebut juga terjadi pada kontrol vakasinasi (𝑢1) dengan 

fungsi tujuan ketiga (𝐿3). Selanjutnya untuk 𝑢1 pada fungsi tujuan kedua (𝐿2) hasil 

simulasi menunjukan bahwa kontrol tidak bekerja dikarenakan tidak adanya tujuan 

untuk meminimumkan populasi susceptible sehingga pada Gambar 4.1 populasi 

susceptible dengan 𝐿2 tetap meningkat. 
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Hasil simulasi numerik dari kontrol program pengobatan (𝑢2) untuk 

individu infected sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Gambar 4.3 Kontrol Pengobatan (𝑢2) dengan Fungsi Tujuan 𝐿1, 𝐿2 dan 𝐿3 dengan Bobot 

𝐴1 = 0.09, 𝐴2 = 0,02, 𝐴3 = 0,12, 𝐵1 = 10, dan 𝐵2 = 10 serta Parameter pada Tabel 4.2 

 

Hasil simulasi untuk 𝑢2 dengan fungsi tujuan pertama (𝐿1) dan fungsi tujuan ketiga 

(𝐿3) menunjukan bahwa kontrol bekerja sampai dengan hari terakhir, hal tersebut 

terjadi dikarenakan adanya populasi infected maka dibutuhkannya kontrol sehingga 

pada Gambar 4.1 dan 4.2 dimana untuk 𝐿1 dan 𝐿3 terbukti dengan menurunnya 

populasi susceptible dan infected, serta pada Gambar 4.3 populasi recovered 

meningkat. Kemudian untuk 𝑢2 dengan fungsi tujuan kedua (𝐿2) hasil simulasi 

menunjukan bahwa adanya kenaikan dan kemudian berhasil menurun, hal tersebut 

terjadi akibat 𝐿2 hanya meminimumkan popolasi infected sehingga ketika populasi 

susceptible meningkat maka akan berpengaruh pada populasi infected dikarenakan 

adanya interaksi antar kedua populasi tersebut. 
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 Selain menggunakan bobot 𝐵1 = 10 dan 𝐵2 = 10  juga dilakukan 

eksplorasi simulasi ketika bobot 𝐵1 = 20 dan 𝐵2 = 10 sehingga diperoleh plot 𝑢1 

sebagai berikut: 

 
Gambar 4.4 Kontrol Vaksinasi (𝑢1) dengan Fungsi Tujuan 𝐿1, 𝐿2 dan 𝐿3 dengan Bobot 

𝐴1 = 0.09, 𝐴2 = 0,02, 𝐴3 = 0,12, 𝐵1 = 20, dan 𝐵2 = 10 serta Parameter pada Tabel 4.2 

 

Dimana hasil simulasi menunjukan hanya plot 𝑢1 yang menujukan perbedaan, 

sedangkan plot solusi 𝑢2 yang dimana sama seperti Gambar 4.3 tidak adanya 

perubahan, kemudian plot solusi susceptible, infected, recovered sama seperti 

Gambar 4.1 dimana 𝐵1 = 10 dan 𝐵2 = 10. 

 

4.4 Kajian Penelitian dalam Perspektif Islam 

Pada penelitian ini membahas tentang penyakit menular yang merupakan 

sebuah penyakit dimana dapat ditularkan dari individu yang satu dengan individu 

lainnya. Penyakit tersebut juga dapat mewabah ketika tidak ada suatu tindakan atau 

usaha untuk pencegahan penularan penyakit tersebut, karena pada dasarnya 

Rasulullah SAW sangat mendorong manusia mencari pengobatan ketika mereka 

sakit. Oleh karena itu manusia diwajibkan untuk berusaha ketika terkena penyakit 

dan senantiasa beribadah untuk mendapatkan kesembuhan dari Allah SWT, 

sebagaimana firman Allah SWT dalam surat Al-Insyirah ayat 8 yaitu 
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 وَاِلٰى رَبِِكَ فاَرْغَبْ   (٨)
Artinya: "dan hanya kepada Tuhanmulah engkau berharap." 

 

Dalam penelitian ini adanya usaha berupa pemberian dua kontrol yaitu vaksinasi 

(𝑢1) untuk individu susceptible dengan tujuan berkurangnya individu yang 

terinfeksi. Kemudian kontrol berupa pengobatan (𝑢2) untuk individu infected 

dengan tujuan tidak terjadinya peningkatan individu yang terinfeksi, sebagaimana 

firman Allah SWT surat Ar-Ra’d ayat 11 yaitu 

ُ مَ  ۗ  إِنَّ ٱللَََّّ لَا يُـغَيرِِ نۢ بَيْنِ يَدَيْهِ وَمِنْ خَلْفِهِۦ يَحْفَظوُنهَُۥ مِنْ أمَْرِ ٱللََِّّ وُا۟ مَا لهَُۥ مُعَقِِبَٰتٌ مِِ ا بقَِوْمٍ حَتََّّٰ يُـغَيرِِ  
ُ بِقَوْمٍ سُوٓءًا فَلَا مَرَدَّ لهَُۥۚ  وَمَا لَهمُ مِِن دُونهِِۦ مِن وَالٍ بِِنَفُسِهِمْۗ  وَإِ   (١١) ذَآ أرَاَدَ ٱللََّّ  

Artinya: “Baginya (manusia) ada malaikat-malaikat yang selalu menjaganya 

bergiliran, dari depan dan belakangnya. Mereka menjaganya atas perintah Allah. 

Sesungguhnya Allah tidak akan mengubah keadaan suatu kaum sebelum mereka 

mengubah keadaan diri mereka sendiri. Dan apabila Allah menghendaki 

keburukan terhadap suatu kaum, maka tak ada yang dapat menolaknya dan tidak 

ada pelindung bagi mereka selain Dia.” 

 

Dalam surat Ar-Rad ayat 11 tersebut terdapat potongan ayat dengan arti 

“Sesungguhnya Allah tidak mengubah keadaan sesuatu kaum sehingga mereka 

mengubah keadaan yang ada pada diri mereka sendiri.” Pada potongan ayat 

tersebut menjelaskan bahwa manusia dapat berusaha secara maksimal dan cara 

yang baik maka Allah SWT akan mengubah keadaan manusia tersebut dan pada 

ayat tersebut juga menunjukan bahwa meskipun manusia memohon pertolongan 

kepada Allah SWT tetapi tidak adanya usaha untuk mengubah keadaannya, maka 

Allah SWT tidak akan merubah apapun dalam hidupnya. Oleh karena itu pada 

penelitian ini membuktikan bahwa dengan adanya usaha berupa pemberian dua 

kontrol akan mengurangi individu susceptible serta mengurangi individu infected 

sehingga dapat di pastikan bahwa penyakit tersebut tidak akan mewabah.  
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan uraian pembahasan sebelumnya, diperoleh kesimpulan yaitu 

sebagai berikut: 

1. Pada model SIR (Susceptible, Recovered, Infected) tanpa kontrol vaksinasi 

(𝑢1) dan pengobatan (𝑢2) diperoleh dua titik kestimbangan. Titik 

kesetimbangan bebas penyakit (𝐸0) yang bersifat stabil ketika bilangan 

reproduksi dasar bernilai kurang dari satu. Pada titik kesetimbangan endemik 

(𝐸1) bersifat stabil ketika bilangan reproduksi dasar bernilai lebih dari satu. 

2. Model SIR (Susceptible, Recovered, Infected) dengan kontrol pengobatan 

(𝑢2) dan vaksinasi (𝑢1) dimana menggunakan Prinsip Pontryagin diperoleh 

kontrol yang optimal. Kontrol optimal yang telah diperoleh bergantung pada 

beberapa parameter yaitu konstanta kontrol pengobatan, tingkat efek 

terinfeksi, jumlah populasi susceptible dan infected, serta bobot biaya untuk 

vaksinasi dan pengobatan. 

3. Hasil simulasi numerik menunjukan bahwa dengan adanya dua kontrol yaitu 

pengobatan (𝑢2) untuk populasi infected dan vaksinasi (𝑢1) untuk populasi 

susceptible dengan menggunakan fungsi tujuan 𝐿1 dan 𝐿3 dapat 

meminimalkan jumlah populasi susceptible, infected serta memaksimalkan 

populasi recovered. 

5.2 Saran 

Pada penelitian selanjutnya dapat dikembangkan dengan mempertimbangkan 

beberapa hal sebagai berikut: 
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1. Penelitian selanjutnya dapat menggunakan tipe model yang berbeda, seperti 

SEIR dimana adanya penambahan subpopulasi exposed dan penelitian dapat 

merujuk pada satu penyakit. 

2. Penelitian selanjutnya dapat menambahkan kontrol sebagai upaya untuk 

menurunkan jumlah populasi terinfeksi. 

3. Penelitian selanjutnya dapat membandingkan antar kontrol sehingga 

mengetahui kontrol mana yang paling berperan dalam menurunkan jumlah 

populasi terinfeksi.  
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1: M-File untuk Simulasi Model Epidemi SIR dengan Kontrol dan 

Tanpa Kontrol 

clc; 
clear all; 
close all; 

  
%Jumlah individu pada subpopulasi awal t=0 
S0=500;  
I0=100; 
R0=0; 

  
%Parameter-parameter 
lambda=100; 
beta=0.02; 
mu=0.000039; 
alpa=0.01; 
gamma=0.08; 
delta=0.02; 
k=0.5; 
r=0.2; 
ro=0.2; 
A1=0.09; 
A2=0.02; 
A3=0.12; 
B1=10; 
B2=10; 
u1max=1; 
u2max=1; 
h=0.1;%h=1/Z misal: h=1/10=0.1 
t=0:h:50;%dari 0 sampai 50 dipartisi dengan jarak h=0.1 
Z=length(t);%banyaknya t 

  
%membentuk matrik baris isinya nol dengan z baris, 1kolom 
u1=zeros(Z,1); u1old=zeros(Z,1); 
u2=zeros(Z,1); u2old=zeros(Z,1); 
S=zeros(Z,1); Sold=zeros(Z,1); 
I=zeros(Z,1); Iold=zeros(Z,1); 
R=zeros(Z,1); Rold=zeros(Z,1); 

  
%p1 adalah lambda_1 dsb 
k1=zeros(Z,1);k1old=zeros(Z,1); 
k2=zeros(Z,1);k2old=zeros(Z,1); 
k3=zeros(Z,1);k3old=zeros(Z,1); 

  
%kontrol ada 2 pada u_1 dan u_1old 
tes=1; 
it=0; 
while tes >1e-3 
 u1old=u1; 
 u2old=u2; 
 Sold=S; Iold=I; Rold=R;  
 k1old=k1; k2old=k2; k3old=k3;  
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 S(1)=S0; I(1)=I0; R(1)=R0; 
 J(it+1)=0; 

  
 for i=1:Z-1 
J(it+1)=J(it+1)+h*((A1*S(Z))+(A2*I(Z))+(0.5*B1*u1old(i)^2)+(0.5*B2

*u2old(i)^2)); 

  
    y=[S(i) I(i) R(i)]; 
%RungeKutta 
p1=h*state(y,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,gamma,de

lta); 
p2=h*state(y+0.5*p1,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,g

amma,delta); 
p3=h*state(y+0.5*p2,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,g

amma,delta); 
p4=h*state(y+p3,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,gamma

,delta); 

  
y=y+(1/6)*(p1+2*p2+2*p3+p4); 
S(i+1)=y(1);  
I(i+1)=y(2);   
R(i+1)=y(3); 
 end 

  
%Plot populasi tanpa kontrol 
if it == 0 
figure(1) 
plot(t,S,'b*-','LineWidth',3); 
hold on; 
figure(2) 
plot(t,I,'b-','LineWidth',3); 
hold on; 
figure(3) 
plot(t,R,'b-','LineWidth',3); 
hold on; 
end 
k1(Z)=0; k2(Z)=0; k3(Z)=0; 

  
for i=1:Z-1 
 je=Z-i;         
 y=[k1(je+1) k2(je+1) k3(je+1)]; 

         
p1=h*costate(y,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,d

elta,S(je+1),I(je+1),A1,A2); 
p2=h*costate(y-

0.5*p1,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,delta,S(j

e+1),I(je+1),A1,A2); 
p3=h*costate(y-

0.5*p2,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,delta,S(j

e+1),I(je+1),A1,A2); 
p4=h*costate(y-

p3,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,delta,S(je+1)

,I(je+1),A1,A2); 

         
 y=y-(1/6)*(p1+2*p2+2*p3+p4); 
 k1(je)=y(1); 
 k2(je)=y(2); 
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 k3(je)=y(3); 

  
temp2=min([((k1(je)-k2(je))*S(je))/B1 u1max]); 
u1(je)=max([temp2 0]); 

         
temp5=min([((k2(je)-k3(je))*ro*I(je))/(B2*(1+(alpa*I(je)))) 

u2max]); 
u2(je)=max([temp5 0]); 

     
end 

  
eS=sum(abs(S-Sold)); 
eI=sum(abs(I-Iold)); 
eR=sum(abs(R-Rold)); 
ek1=sum(abs(k1-k1old)); 
ek2=sum(abs(k2-k2old)); 
ek3=sum(abs(k3-k3old)); 
eu1=sum(abs(u1-u1old)); 
eu2=sum(abs(u2-u2old)); 
%error = sum dari error yang lama dengan yang baru 
tes=eS+eI+eR+ek1+ek2+ek3+eu1+eu2; 
it=it+1; 
u1=(0.5*u1+0.5*u1old); 
u2=(0.5*u2+0.5*u2old); 
end 

  
figure(1) 
plot(t,S,'r*-','LineWidth',3); 
hold on; 

  
figure(2) 
plot(t, I,'r*-','LineWidth',3); 
hold on; 

  
figure(3) 
plot(t,R,'r*-','LineWidth',3); 
hold on; 

  
figure(4) 
plot(t,u1,'r-','LineWidth',3); 
hold on; 

  
figure(5) 
plot(t,u2,'r-','LineWidth',3); 
hold on; 

  
tes=1; 
it=0; 
while tes >1e-3 
 u1old=u1; 
 u2old=u2; 
 Sold=S; Iold=I; Rold=R;  
 k1old=k1; k2old=k2; k3old=k3;  
 S(1)=S0; I(1)=I0; R(1)=R0; 
 J(it+1)=0; 

  
 for i=1:Z-1 
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J(it+1)=J(it+1)+h*(A2*I(Z))+(0.5*B1*u1old(i)^2)+(0.5*B2*u2old(i)^2

); 

  
    y=[S(i) I(i) R(i)]; 
%RungeKutta 
p1=h*state(y,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,gamma,de

lta); 
p2=h*state(y+0.5*p1,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,g

amma,delta); 
p3=h*state(y+0.5*p2,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,g

amma,delta); 
p4=h*state(y+p3,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,gamma

,delta); 

  
y=y+(1/6)*(p1+2*p2+2*p3+p4); 
S(i+1)=y(1);  
I(i+1)=y(2);   
R(i+1)=y(3); 
end 
k1(Z)=0; k2(Z)=0; k3(Z)=0; 

  
for i=1:Z-1 
 je=Z-i;         
 y=[k1(je+1) k2(je+1) k3(je+1)]; 

         
p1=h*costate1(y,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,

delta,S(je+1),I(je+1),A2); 
p2=h*costate1(y-

0.5*p1,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,delta,S(j

e+1),I(je+1),A2); 
p3=h*costate1(y-

0.5*p2,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,delta,S(j

e+1),I(je+1),A2); 
p4=h*costate1(y-

p3,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,delta,S(je+1)

,I(je+1),A2); 

         
 y=y-(1/6)*(p1+2*p2+2*p3+p4); 
 k1(je)=y(1); 
 k2(je)=y(2); 
 k3(je)=y(3); 

  
temp2=min([((k1(je)-k2(je))*S(je))/B1 u1max]); 
u1(je)=max([temp2 0]); 

         
temp5=min([((k2(je)-k3(je))*ro*I(je))/(B2*(1+(alpa*I(je)))) 

u2max]); 
u2(je)=max([temp5 0]); 

     
end 

  
eS=sum(abs(S-Sold)); 
eI=sum(abs(I-Iold)); 
eR=sum(abs(R-Rold)); 
ek1=sum(abs(k1-k1old)); 
ek2=sum(abs(k2-k2old)); 
ek3=sum(abs(k3-k3old)); 
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eu1=sum(abs(u1-u1old)); 
eu2=sum(abs(u2-u2old)); 
%error = sum dari error yang lama dengan yang baru 
tes=eS+eI+eR+ek1+ek2+ek3+eu1+eu2; 
it=it+1; 
u1=(0.5*u1+0.5*u1old); 
u2=(0.5*u2+0.5*u2old); 
end 

  
figure(1) 
plot(t,S,'g-','LineWidth',3); 
hold on; 

  
figure(2) 
plot(t, I,'g-','LineWidth',3); 
hold on; 

  
figure(3) 
plot(t,R,'g-','LineWidth',3); 
hold on; 

  
figure(4) 
plot(t,u1,'g-','LineWidth',3); 
hold on; 

  
figure(5) 
plot(t,u2,'g-','LineWidth',3); 
hold on; 

  

  
tes=1; 
it=0; 
while tes >1e-3 
 u1old=u1; 
 u2old=u2; 
 Sold=S; Iold=I; Rold=R;  
 k1old=k1; k2old=k2; k3old=k3;  
 S(1)=S0; I(1)=I0; R(1)=R0; 
 J(it+1)=0; 

  
 for i=1:Z-1 
J(it+1)=J(it+1)+h*((A1*S(Z))+(A2*I(Z))-

(A3*R(Z))+(0.5*B1*u1old(i)^2)+(0.5*B2*u2old(i)^2)); 

  
    y=[S(i) I(i) R(i)]; 
%RungeKutta 
p1=h*state(y,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,gamma,de

lta); 
p2=h*state(y+0.5*p1,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,g

amma,delta); 
p3=h*state(y+0.5*p2,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,g

amma,delta); 
p4=h*state(y+p3,lambda,beta,k,mu,u1old(i),u2old(i),r,ro,alpa,gamma

,delta); 

  
y=y+(1/6)*(p1+2*p2+2*p3+p4); 
S(i+1)=y(1);  
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I(i+1)=y(2);   
R(i+1)=y(3); 
 end 

  
k1(Z)=0; k2(Z)=0; k3(Z)=0; 

  
for i=1:Z-1 
 je=Z-i;         
 y=[k1(je+1) k2(je+1) k3(je+1)]; 

         
p1=h*costate2(y,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,

delta,S(je+1),I(je+1),A1,A2,A3); 
p2=h*costate2(y-

0.5*p1,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,delta,S(j

e+1),I(je+1),A1,A2,A3); 
p3=h*costate2(y-

0.5*p2,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,delta,S(j

e+1),I(je+1),A1,A2,A3); 
p4=h*costate2(y-

p3,beta,k,mu,u1old(je+1),u2old(je+1),r,ro,alpa,gamma,delta,S(je+1)

,I(je+1),A1,A2,A3); 

         
 y=y-(1/6)*(p1+2*p2+2*p3+p4); 
 k1(je)=y(1); 
 k2(je)=y(2); 
 k3(je)=y(3); 

  
temp2=min([((k1(je)-k2(je))*S(je))/B1 u1max]); 
u1(je)=max([temp2 0]); 

         
temp5=min([((k2(je)-k3(je))*ro*I(je))/(B2*(1+(alpa*I(je)))) 

u2max]); 
u2(je)=max([temp5 0]); 

     
end 

  
eS=sum(abs(S-Sold)); 
eI=sum(abs(I-Iold)); 
eR=sum(abs(R-Rold)); 
ek1=sum(abs(k1-k1old)); 
ek2=sum(abs(k2-k2old)); 
ek3=sum(abs(k3-k3old)); 
eu1=sum(abs(u1-u1old)); 
eu2=sum(abs(u2-u2old)); 
%error = sum dari error yang lama dengan yang baru 
tes=eS+eI+eR+ek1+ek2+ek3+eu1+eu2; 
it=it+1; 
u1=(0.5*u1+0.5*u1old); 
u2=(0.5*u2+0.5*u2old); 
end 

 

figure(1) 
plot(t,S,'m','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Hari)'); 
ylabel('S(t)'); 
grid on; 
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legend({'S Tanpa Kontrol u1 dan u2','S dengan Kontrol u1 dan u2 

untuk L1','S dengan Kontrol u1 dan u2 untuk L2','S dengan Kontrol 

u1 dan u2 untuk L3'},'location','northwest'); 
title('Populasi Susceptible'); 
hold on; 

  
figure(2) 
plot(t, I,'m','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Hari)'); 
ylabel('I(t)'); 
grid on; 
legend({'I Tanpa Kontrol u_1 dan u_2','I dengan Kontrol u_1 dan 

u_2 untuk L_1','I dengan Kontrol u_1 dan u_2 untuk L_2','I dengan 

Kontrol u_1 dan u_2 untuk L_3'},'location','northwest'); 
title('Populasi Infected'); 
hold on; 

  
figure(3) 
plot(t,R,'m','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Hari)'); 
ylabel('R(t)'); 
grid on; 
legend({'R Tanpa Kontrol u_1 dan u_2','R dengan Kontrol u_1 dan 

u_2 untuk L_1','R dengan Kontrol u_1 dan u_2 untuk L_2','R dengan 

Kontrol u_1 dan u_2 untuk L_3'},'location','northwest'); 
title('Populasi Recovered'); 
hold on; 

  
figure(4) 
plot(t,u1,'m','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Hari)'); 
ylabel('u_1(t)'); 
grid on; 
legend({'u_1 untuk L_1','u_1 untuk L_2','u_1 untuk 

L_3'},'Location','southwest'); 
title('Kontrol Vaksinasi (u_1) pada L_1, L_2 dan L_3'); 
hold on; 

  
figure(5) 
plot(t,u2,'m','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Hari)'); 
ylabel('u_2(t)'); 
legend('u_2 untuk L_1','u_2 untuk L_2','u_2 untuk L_3'); 
grid on; 
title('Kontrol Pengobatan (u_2) pada L_1, L_2 dan L_3'); 
hold on; 
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Lampiran 2: M-File untuk Fungsi State 

function dy=state(y,lambda,beta,k,mu,u1,u2,r,ro,alpa,gamma,delta) 

  
x(1)=lambda-((beta*y(1)*y(2))/(1+(k*y(2))))-(mu*y(1))-(u1*y(1)); 
x(2)=((beta*y(1)*y(2))/(1+(k*y(2))))-

(((r+(ro*u2))*y(2))/(1+(alpa*y(2))))-((gamma+delta+mu)*y(2)); 
x(3)=(gamma*y(2))+(((r+ro*u2)*y(2))/(1+(alpa*y(2))))-

(mu*y(3))+(u1*y(1)); 

  
dy=[x(1) x(2) x(3)]; 

 

  



72 
 

 
 

Lampiran 3: M-File untuk Fungsi Costate 

%Persamaan Co-State 
function dk = 

costate(y,beta,k,mu,u1,u2,r,ro,alpa,gamma,delta,S,I,A1,A2) 
k1=y(1);     
k2=y(2);     
k3=y(3);   

  
%lambda1=k1,lambda2=k2,lambda3=k3 
x(1)=((beta*(k1-k2)*I)/(1+(k*I)))+(k1-k2)*u1+(mu*k1)-A1; 
x(2)=((beta*(k1-k2)*S)/((1+(k*I))^2))+(((r+(ro*u2))*(k2-

k3))/(1+(alpa*I))^2)+((gamma+delta+mu)*k2)-(gamma*k3)-A2; 
x(3)=mu*k3; 

  
dk=[x(1) x(2) x(3)]; 
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