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DAFTAR SIMBOL

Simbol-simbol yang digunakan dalam skripsi ini yaitu:

<

m | w < In % I vV INV

M

5 Z ®E & X ™ K|

X, d)
(X, b)
{xn}

: Kurang dari

: Lebih dari

: Kurang dari atau sama dengan
: Lebih dari atau sama dengan
: Sama dengan

: Tidak sama dengan

: Himpunan bagian

: Untuk semua

: Terdapat

:Dari ... ke

: Elemen dari

: Epsilon

. Alfa

: Beta

: Gamma

: Delta

: Mu

: Himpunan bilangan asli
: Himpunan bilangan real
. Ketakhinggaan

: Ruang Metrik

: Ruang b-metrik

: Suatu barisan
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ABSTRAK

Mutmainnah. 2023. Ketunggalan Titik Tetap di Ruang b-Metrik. Skripsi. Program Studi
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana
Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Elly Susanti, M.Sc. (II) M. Nafie
Jauhari, M.Si.

Kata kunci: Ketunggalan, titik tetap, Cauchy, konvergen, dan ruang b-metrik.

Titik x disebut titik tetap dari pemetaan T jika dan hanya jika T(x) = x,
sebagaimana contoh jika pemetaan T didefinisikan dengan T (x) = x? — 3x + 4, maka 2
adalah titik tetap dari T karena T'(2) = 2. Ruang b-metrik adalah pasangan (X, b)dengan
x adalah himpunan tak kosong dan b adalah metrik (jarak) pada x (didefinisikan pada
X x X) dengan b: X x X - R* sedemikian hingga (1) d(x,y) = 0 & x = y, untuk setiap
x,y€X, (2) b(x,y)=d(y,x), Vx,y€X dan (3) b(x,y) <k[d(x,z)+d(z,y)],
Vx,y,z € X. Ruang b-metrik (X, b) dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di X
selalu konvergen di X. Suatu pemetaan T: X — X pada ruang b-metrik disebut pemetaan
kontraktif jika terdapat kontanta 0 < k < 1 sedemikian hingga b(Tx,Ty) < k b(x, y).
Tidak semua pemetaan memiliki titik tetap. Dari hasil penelitian diproleh sifat-sifat dari
ruang b-metrik dan syarat yang cukup agar diperoleh ketunggalan titik tetap di ruang b-
metrik.
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ABSTRACT

Mutmainnah. 2023. Uniqueness of Fixed Point in b-Metrics Space. Thesis. Department
of Mathematics, Faculty Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State
Islamic University of Malang. Advisors: (1) Dr. Elly Susanti, M.Sc. (1I) M. Nafie
Jauhari, M.Sc.

Keywords: Uniqueness, fixed point, Cauchy, convergent, b-metric spaces.

Point x is called a fixed point of the mapping T if and only if T (x) = x, for example
if the mapping T defined by T(x) = x? — 3x + 4, then 2 is a fixed point of T because
T(2) = 2. b-metric Space is a pair (X, b) where X is the non-empty set and b is a metric
(distance) on X (defined on X x X) with b: X x X -» R* such that (1) d(x,y) =0 & x =
y, for each x,y € X, (2) b(x,y) =d(y,x), Vx,y € Xand (3) b(x,y) < k[d(x,z) +
d(z,v)], Vx,y,z € X. The b-metric space is complete if every Cauchy sequence in that
spaces is convergent. A mapping T: X — X on b-metric space is called contractive mapping
if there is a konstant 0 < k < 1, such that b(Tx,Ty) < k b(x,y). Not every mapping has
a fixed point. From the research result, the properties of the b-metric space and the
sufficient conditions are obtained to obtain a uniquenes of fixed point in the b-metric space.

Xiii



Coudl jalsuinn

drale Lrsl Sl 5 pslall 28 (Lol ) e el Eo s — @ dlus G dul) Lo 33 Y LYY (ditales
il W g 3,801 (1Y) T [EIAL B0 (i oS el el Ul BYse

e W (g rgx &30 ezt (Y) U
S o i=les (konvergen) iyl (cauchy) oS anl) abidl s he-til) LS

T(x) = x2 — oo 'T" laked OSB3I JWI (3 LS e T(x) = x Uy "T" Lbd (3 25 2k » X 2k jany
2 degedl 22X wo (X, D) 35502 o i Wil T(2) = 2 OV 'T" o 6 a5 2 2 06 )3x + 4
b(x,y) =0 (1) &3 ke b: X XX > RY © (X X X&542) x & (8les) hpe 2 L) 5 25
b(x.y) < k[b(x.2) +s(v) b(x,y) =b(y,x),Vx,y€X () VX, y€EX: &l x=y
5 (konvergen) alis L oS Gl 05713 ST s Sl ) 2L .b(2,Y)], VX, y, 2 € X
b(Tx,Ty) SE 0 <k <Taldl o)y alledl boodl o chjom oWl 2l 3 T X — X Lol
S Loall g she— U Al ol ol s e By 20 2t o Lol IS s Lk, b(x,y)

e el 3w akid 5 ke Jpvaml)

Xiv



BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Secara bahasa, kata “matematika” berasal dari bahasa Yunani yaitu “mathema”
yang artinya hal-hal yang dipelajari. Orang Belanda menyebut matematika dengan
wiskunde yang artinya ilmu pasti. Sedangkan orang Arab menyebut matematika
dengan ilmu al-hisab, artinya ilmu berhitung. Secara istilah, sampai saat ini belum
ada definisi yang tepat mengenai matematika. Definisi-definisi yang dibuat para
ahli matematika semuanya benar berdasar sudut pandang tertentu. Meskipun belum
ada definisi yang tepat. Matematika mempunyai ciri khas yang tidak dimiliki
pengetahuan lain, yaitu merupakan abstraksi dari dunia nyata, menggunakan bahasa
simbol, dan menganut pola pikir deduktif (pola berpikir yang didasarkan pada
kebenaran-kebenaran yang secara umum sudah terbukti benar) (Abdussakir, 2007).

Matematika lahir dari tuntutan kebutuhan hidup. Tak heran, bila kemudianilmu
hitung memegang peranan yang amat penting dalam kehidupan manusia. Berkat
matematikalah, manusia dapat melakukan aktivitas perdagangan, mengukur tanah
serta memprediksi peristiwa dalam astronomi. Hal ini sejalan dengan firman allah

Swt. dalam surat al-Qamar ayat 49 yang berbunyi:

caosVef. o/:.&}j.,

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran” (QS. al-
Qamar/54:49).

Penelitian matematika khususnya pada bidang matematika analisis saat ini
berkembang sangat cepat, baik untuk matematika maupun penerapannya untuk

bidang ilmu lainnya. Teori titik tetap merupakan salah satu topik yang diminati



sebagai bahan kajian untuk penelitian matematika analisis. Teori titik tetap dapat
menyelesaikan berbagai permasalahan dalam segala bidang baik dalam bidang
sains, pengobatan dan teknik secara matematis. Nikmah (2017) mengatakan bahwa
pada tahun 1913 Birkhoff membuktikan “Poincare Conjecture” yang dikemukakan
oleh seorang matematikawan terkenal asal Prancis yang bernama Henri Poincare,
sebagai pendekatan teorema titik tetap.

Literatur yang membahas teori titik tetap sangatlah luas, umumnya berupa
studi kasus mengenai ruang metrik. Karena teori titik tetap merupakan hal penting
dalam kajian yang membahas ruang metrik. Menurut Obeng-Denteh dkk. (2016)
ruang metrik adalah salah satu jenis ruang topologi yang berguna dalam pengukuran
panjang dan jarak antar titik, luas, dan volume dalam himpunan yang mendasarinya.
Dalam pengembangannya dihasilkan ruang gagasan-gagasan baru antara lain ruang
2-metrik, ruang d-metrik, ruang g-metrik, ruang f-metrik, ruang s-metrik, ruang b-
metrik dan masih banyak lagi.

Menurut Listiawati (2017) teori titik tetap merupakan hal yang penting dalam
pembahasan ruang metrik. Metrik adalah fungsi yang memetakan setiap elemen dari
pasangan himpunan tak-kosong non negatif yang memenuhi sifat- sifat tertentu.
Selanjutnya himpunan tak kosong yang dilengkapi fungsi metrik tersebut dinamakan ruang

metrik. Ruang metrik kemudian dikembangkan dan menghasilkan konsep-konsep baru.
Seiring berjalannya waktu, Banach pada tahun 1922 mengembangkan teori
titik tetap yang dikenal dengan prinsip kontraksi Banach di ruang metrik lengkap
sehingga penelitian yang dikemukakan oleh Banach dijadikan acuan dalam
pengambilan teori titik tetap oleh para peneliti. Penelitian selanjutnya dilakukan
oleh Andy B dkk (2020) membahas tentang eksistensi dan ketunggalan titik tetap

pada pemetaan kontraksi tergeneralisasi dalam ruang b-metrik, teori titik tetap dapat



digunakan untuk menjamin eksistensi solusi masalah nilai awal dan syarat batas
persamaan diferensial berbentuk linier maupun non linier. Fulga dan Erdal (2020)
dalam buku yang berjudul “Recent Advances on Quasi-Metric Spaces”
mempublikasikan ruang b-metrik sebagai perumuman dari ruang metrik. Penelitian
Czerwik dalam Ruzhansky, dkk (2018) menunjukkan suatu generalisasi dari
teorema titik tetap Banach di ruang b—metrik dengan perbedaan yang terletak pada
koefisien dari pertidaksamaan segitiga yang berlaku di definisi ruang b—metrik.

Hasil penelitian Singh dan Prasad yang dikutip dalam buku Ampadu (2016)
yang berjudul “Some Iterative Schemes for Higher-Order Mappings” mempelajari
masalah stabilitas iterasi untuk menyelesaikan bentuk umum persamaan
coincidence berikut; S, =T, di ruang b—metrik, sehingga memenuhi teorema
coincidence. Kir dan Kiziltunc (2017) pada jurnalnya yang berjudul “On Some Well
Known Fixed Point Theorems in b-Metric Spaces” menunjukkan bahwa pemetaan
kontraktif Kannan dan Chatterjea memenuhi ketunggalan titik tetap di ruang b-
metrik serta menyelidiki setiap pemetaan yang memenuhi kondisi kontraktif tidak
harus menjadi kontraktif lemah di ruang b-metrik: Misal pemetaan T:X — X,
dengan  syarat su € [O, %) diperoleh  d(Ty,Ty) < u[sd(x,y) +sd(y,T,) +
sd(x,T,)] untuk setiap x,y € X, memenuhi kondisi kontraktif di ruang b-metrik
tanpa harus menjadi kontraktif lemah.

Shatanawi dkk (2018) dalam jurnal yang berjudul “Some Fixed Points
Theorems in b-Metric Space” membuktikan bahwa dengan pemetaan dan aksioma
yang sama pada penelitian teori titik tetap di ruang metrik pemetaannya juga
mempunyai titik tetap yang tunggal di ruang b-metrik. Jain dkk (2016)

mengembangkan masalah teorema titik tetap, titik coincidence, dan titik tetap



berserikat dalam kondisi ekspansif di ruang b-metrik dalam jurnal yang berjudul
“Fixed Point, Coincidence Point and Common Fixed Point Theorems under
Various Expansive Conditions in b-Metric Spaces” yang bertujuan membuktikan
beberapa teorema titik tetap, titik coincidence, dan titik tetap berserikat memenuhi
kondisi ekspansif dengan memperhatikan pemetaan yang kurang kompatibel di
ruang b—metrik. Sarwar & Rahman (2015) dalam jurnal “Fixed Point Theorems for
Ciric’s and Generalized Contractions in b-Metric Space” membuktikan variant b-
metrik dari hasil titik tetap untuk kontraksi umum dan Ciric serta mempelajari
beberapa hasil yang melibatkan kontraksi rasional di R*.

Kemudian Tiwari dkk (2020) dalam jurnalnya yang berjudul “Coincidence
and Fixed Point in b—Metric Spaces” membuktikan ketunggalan dan teorema titik
tetap pada ruang b-metrik untuk 2 pemetaan diri (self mappings) dengan
menggunakan kondisi kontraktif. Penelitian ini juga membuktikan beberapa
teorematitik coincidence dan teorema titik tetap yang umum dalam ruang b—metrik.
Selain itu, penelitian ini juga menggeneralisasi dan memperluas beberapa hasil
yang diketahui dari ruang metrik menjadi ruang b—metrik.

Mengkaji dan membahas penelitian yang telah dilakukan oleh Tiwari dkk
(2020) sebagaimana dianggap perlu dan penting, karena hal itu merupakan
penelitian yang baru. Pembahasan tentang ketunggalan, titik coincidence dan titik
tetap untuk 2 pemetaan diri di ruang b-metrik dengan kondisi kontraktif dalam
jurnal yang berjudul “Coincidence and Fixed Point in b-Metric Space” masih
sangat singkat. Berdasarkan berbagai alasan yang telah diuraikan, peneliti tertarik
untuk melakukan penelitian dengan judul “Ketunggalan Titik Tetap di Ruang b-

Metrik”.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang, maka dirumuskan permasalahan yang akan
dikaji dalam skripsi ini adalah bagaimana pembuktian teorema ketunggalan titik

tetap di ruang b-metrik?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah diatas, maka tujuan yang ingin dicapai
peneliti  adalah untuk mengkaji langkah-langkah dan pembuktian teorema

ketunggalan titik tetap di ruang b-metrik.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat antara lain sebagai
berikut:
1. Memberi pengetahuan tentang titik ketunggalan dan titik tetap di ruang b-
metrik disertai dengan langkah-langkah pembuktian dan contoh pendukung.
2. Tambahan referensi tentang ruang metrik serta pemetaan kontraktif di ruang b-

metrik.

1.5 Batasan Masalah
Pembatasan masalah dalam suatu penelitian sangat penting guna

menghindari pembahasan objek yang terlalu meluas dan kesimpangsiuran terhadap
objek dari suatu penelitian, agar lebih fokus dan terarah sesuai dengan tema
penelitian. Sesuai dengan latar belakang masalah maka skripsi ini dibatasi pada

teorema ketunggalan titik tetap di ruang b-metrik, bukan di ruang metrik yang lain.



1.6 Definisi Istilah

Untuk menghindari kesalahpahaman dalam menafsirkan istilah dalam
penelitian ini perlu adanya batasan-batasan pengertian sebagai berikut:
1. Titik tetap pada pemetaan T: X — X adalah x € X yang dipetakan atas dirinya
sendiri, didefinisikan Tx = x
2. Teorema titik tetap Banach dikembangkan ke dalam ruang b-metrik seiring
munculnya perluasan dari ruang metrik.
3.Pada penelitian ini, ditunjukkan syarat cukup untuk menjamin bahwa
ketunggalan titik tetap untuk beberapa pemetaan tergeneralisasi dalam ruang b-

metrik.



BAB Il
KAJIAN PUSTAKA

2.1 Teori Pendukung
2.1.1 Himpunan

Jika suatu elemen x dalam himpunan 4, ditulis x € A dan dikatakan bahwa
x anggota A, atau x milik A. Jika x tidak dalam himpunan 4, ditulis x ¢ A (Bartle
& Sherbert, 2010).

Jika setiap elemen pada himpunan A juga termasuk dalam himpunan B,
dikatakan bahwa A adalah himpunan bagian (subset) dari B dan ditulis A € B atau
B 2 A (Bartle & Sherbert, 2010).

Dikatakan bahwa himpunan A adalah himpunan bagian sejati dari himpunan
B jika A € B, tetapi setidaknya ada satu elemen B yang tidak ada pada A. Dalam
kasus ini dituliskan A c B (Bartle & Sherbert, 2010).

Definisi 2.1

Dua himpunan A dan B disebut sama dan dituliskan A = B, jika keduanya
mengandung unsur/elemen yang sama (Bartle & Sherbert, 2010).

Dengan demikian,untuk membuktikan bahwa himpunan A dan B adalah
sama, sehingga ditunjukkan bahwa A € B dan B < C (Bartle & Sherbert, 2010).

Himpunan biasanya didefinisikan dengan mencantumkan elemennya secara
eksplisit, atau dengan menentukan properti yang menentukan elemen himpunan.
Jika P "menunjukkan properti yang bermakna dan tidak ambigu untuk elemen
himpunan S, maka dituliskan

{xeS:Px)}

untuk himpunan semua elemen x di S dimana properti P benar. Jika himpunan ini



dipahami dari konteksnya, maka hal itu sering dilambangkan dalam notasi ini:
1. Himpunan bilangan asli N = {1,2,3,--},

2. Himpunan bilangan bulat Z = {0,1,-1,2,-2, -+ },
3. Himpunan bilangan rasional Q = {%:m,n €Z dann # 0},

4. Himpunan bilangan riil R (Bartle & Sherbert, 2010).

Contoh 2.1

1. Himpunan {x € N: x? —3x + 2 = 0}
Jawaban dari persamaan di atas terdiri dari bilangan asli. Karena satu-satunya
solusi dari persamaan kuadrat ini adalah x =1 dan x = 2 sehingga dapat
disederhanakan dengan {1,2}.

2. Bilangan asli n adalah genap jika memiliki bentuk n = 2k untuk k € N.
Himpunan bilangan asli genap dapat dituliskan

{2k : k € N},

yang lebih sederhana dibandingkan {n € N : n = 2k, k € N}. Demikian juga
himpunan bilangan asli ganjil dapat dituliskan {2k — 1 : k € N} (Bartle &

Sherbert, 2010).

2.1.2 Ruang Metrik

Ruang metrik memperjelas konsep jarak, definisi dari metrik bermanfaat
untuk mengetahui aplikasi yang lebih umum dari konsep jarak. Di dalam kalkulus
dipelajari tentang fungsi-fungsi yang terdefinisi dalam garis bilangan real R. Di
dalam bilangan real R terdefinisi fungsi jarak, yaitu memasangkan d(x,y) =

|x — y| dengan setiap pasanganx,y € R.Dalam kalkulus kita belajar fungsi yang



didefinisikan pada bilangan real R yang menunjukkan bahwa dalam proses limit
dan pertimbangan lainnya dapat menggunakan fakta bahwa pada R kita mempunyai
fungsi jarak atau disebut dengan d, dimana jarak d(x,y) = [x — y| dengan setiap
pasangan titik x,y € R (Kreyszig, 1978).
Definisi 2.2
Ruang metrik didefinisikan sebagai pasangan (X, d), dimana X adalah suatu

himpunan tak kosong serta d merupakan metrik di X dengan domain X x X dimana
untuk semua x,y, z € X memenuhi syarat-syarat sebagai berikut:

1. d(x,y) =0 x =yuntuksemuax,y € X

2. d(x,y) =d(y,x),untuk semua x,y € X

3. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y),untuk semua x,y,z € X
Jika d adalah metrik di X maka (X, d) disebut ruang metrik (Tiwari dkk, 2020).

Contoh 2.2 Misal d: X X X — R merupakan fungsi yang terdefinisi oleh

0,x =
d(x,y)z{zxiz, Vx,y € X

Tunjukkan bahwa ruang metrik diskrit d (x, y) adalah metrik di X. Karena
1. d(x,y) =0 jika x =y dan d(x,y) = 2 jika x # y sehingga d(x,y) non
negatif
d(x,y) = 0,x = y memenuhi kondisi d(x,y) =0 x =y, Vx,y€X
Ketikad(x,y) =0, x =y
diy,x) =0, x =y
2. dx,y) =dy,x),x =y
Ketikad(x,y) =2, x #y

dly,x) =2, x#y
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dix,y) =d(y,x), x #y
Sehingga d(x,y) = d(y,x), Vx,y € X.

3. Jka x=y=2z maka d(x,y)=0,d(x,z) =0,d(y,z) =0 sehingga
d(x,y) <d(x,z) +d(y,z). Jika x #y =2z maka d(x,y) =2,d(x,2) =
2,d(y,z) = 0 sehingga 2 < 2 + 0 yang mana memenuhi kondisi d(x,y) <
d(x,z) +d(y, 2).

Dikarenakan semua syarat terpenuhi, terbukti d(x,y) merupakan ruang

metrik.

2.1.3 Kekonvergenan dan Kelengkapan

Suatu barisan akan konvergen serta lengkap apabila beberapa definisi
berikut terpenuhi.
Definisi 2.3

Barisan {x,} pada suatu ruang metrik (X, d) akan konvergen jika terdapat

suatu x € X, sehingga lim d(x,, x) = 0 dimana x merupakan nilai limit dari {x,,},
n—->oo

secara matematis ditulis

lim x,, = x atau x,, » x

n—00
Sedangkan suatu barisan {x,} dikatakan divergen apabila barisan tersebut tidak
konvergen (Tiwari dkk, 2020).
Contoh 2.3
1. Misal (X,d) ruang metrik diskrit, dan barisan {x,,} di X yang konvergen ke
x € X dengan & = 1/2. Tunjukkan bahwa barisan {x,,} merupakan barisan

konvergen di ruang metrik diskrit (X, d). Karena barisan {x, } konvergen ke
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x, AN € N sehingga d(x,,x) <%, vn = N. Dapat disimpulkan bahwa

barisan konvergen di ruang metrik diskrit adalah barisan konstan (Tyagi B,

2010).

2. Misalkan {(i,i)} adalah barisan konvergen yang konvergen pada (0,0), di

R? dengan ¢ > 0danada N € N. d ((ii) , (0,0)) adalah

d ((i,i),(o,0)> = [(i - 0)2 + (i _ 0)2]1/2 <e ¥n=N (Tyagi B,

2n 2n

2010).

Definisi 2.4
Suatu barisan {x,,} di ruang metrik (X, d) dikatakan barisan Cauchy apabila
untuk setiap € > 0, terdapat n, € N sedemikian sehingga vm,n > n, berlaku
| — xn| < € (Yunus dkk., 2019).

Contoh 2.4
Barisan {x,} di ruang metrik (X,d) dengan d(x,,, x,,) = |x;, — x| dan x, =%

untuk setiap n = 1,2,3, ... adalah barisan Cauchy.

Keterangan:
Diberikan € > 0 terdapat bilangan asli N sehingga % < € untuk m,n > N dan

untuk n > N berlaku:

1 1 1 1
d(xm,xn)= |Xm—xn|=|£—a <E<E< E

Lemma 2.1
Setiap barisan konvergen di ruang metrik (X, d) adalah barisan Cauchy

(Kreyszig, 1978).



12

Bukti:
Misalkan x,, — x. Maka untuk setiap &> 0 terdapat Ne N sehingga untuk
sedemikian hingga untuk setiap n > N berlaku
d(x,,x) <e/2,
Ambil m >n = N, maka juga berlaku d(x,,, x) < /2. Dengan ketaksamaan

segitiga, maka untuk m,n > N berlaku

&

€
d(Xpy Xp) < A, x) + d(x,,x) < §+ 3

=&

Dengan demikian, {x,,} adalah barisan Cauchy. Teorema di atas tidak berlaku
sebaliknya.

Definisi 2.5

Misal ruang metrik (X, d) dan himpunan E € X. Himpunan E disebut lengkap jika
setiap barisan Cauchy di E memiliki limit di E. Jika X lengkap, maka ruang metrik
(X, d) lengkap (Yunus dkk, 2019).

Contoh 2.5

Tunjukkan bahwa himpunan bilangan riil R dengan metrik d(x,y) =[x — y|

adalah ruang metrik lengkap. Hal tersebut dapat dibuktikan seperti berikut. Misal

{x,} dengan x, =1 — ﬁ dan n = 1,2,3,... adalah barisan Cauchy di (R, d)

dengan {x,} konvergenke 1 € R.

2.1.4 Titik Tetap
Titik tetap adalah suatu pemetaan yang mengaitkan setiap titik pada domain
tepat satu titik di kodomain sehingga menghasilkan daerah hasil atau range. Berikut

definisi dari titik tetap
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Definisi 2.6 (Titik Tetap)
Misalkan T merupakan pemetaan dari ruang metrik (X, d) ke dalam dirinya
sendiri
1. Sebuah titik x € X sedemikian sehingga T (x) = x maka x disebut titik tetap
pada pemetaan T
2. Jika ada a, dengan 0 < a < 1, maka untuk setiap pasangan dari titik x,y €
X diperoleh
d(Ty, Ty) < ad(x,y)

Kemudian T disebut pemetaan kontraksi atau kontraksi sederhana,
sedangkan o disebut kontraksi konstan di T.

T kontraksi di (2) adalah jelas, jika @ < 1 pengaruh dalam menggunakan
pemetaan T adalah untuk meningkatkan jarak antara pasangan manapun dari titik
di X. Dalam melihat suatu masalah yang menunjukkan bahwa penyelesaian
persamaan T (x) = x, jumlah untuk menanyakan titik tetap di T. Teorema titik tetap
di bawah mengatakan bahwa selalu ada titik tetap di T, ketika T adalah kontraksi
dan ruang X adalah lengkap, sehingga merupakan titik tetap tunggal (Cohen, 2003).
Titik Coincidence: Misalkan fdan g dipetakkan ke dirinya sendiri pada himpunan
kosong X. Jika y = fx = gx untuk x € X, maka x disebut titik Coincidence dari
fdan g dan y disebut satu-satunya titik Coincidence dari fdan g (Tiwari dkk,
2020).

Contoh 2.6
Karenay = fx = gx dan fdan g dipetakkan ke dirinya sendiri, sedemikian hingga
fy = fgx = gfx = gy atau fy = gy adalah titik Coincidence dari fdan g. Tetapi

y satu-satunya titik Coincidence dari fdan g, jadi y = fy = gy. Apabila jika z =
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fz = gz, maka z adalah titik Coincidence dari fdan g, sedemikian hingga z = y

adalah tunggal. Maka y adalah ketunggalan titik tetap dari fdan g.

2.1.5 Ruang b-Metrik

Setelah diperoleh konsep mengenai ruang metrik dan barisan di ruang
metrik, akan dijelaskan konsep ruang b-metrik, barisan di ruang b-metrik dan
pemetaan di ruang b-metrik yang merupakan perluasan dari ruang metrik dan
barisan di ruang metrik.

Definisi 2.7

Misalkan X adalah himpunan tidak kosong serta b merupakan metrik di X
dengan domain X x X dimana untuk semua x,y,z € X dan k > 1 ialah bilangan
real tertentu. memenuhi syarat-syarat sebagai berikut:

1. b(x,y)=0eox=y
2. b(x,y) =b(y,x)
3. b(x,y) <k[b(x,z) +b(z,y)]
Maka (X, b) disebut ruang b-metrik (Tiwari dkk, 2020).

Jelas dari definisi ruang b-metrik bahwa setiap ruang metrik adalah ruang

b-metrik untuk k = 1, tetapi kebalikannya tidak berlaku.
Contoh 2.7
Misalkan X = {0,1,2} dan b(0,0) = b(1,1) = b(2,2) = 0dan b(1,2) = b(2,1) =
b(0,1) = b(1,0) = 1,b(2,0) = b(0,2) =m =2 untuk k = % dimana m > 2

sedemikian hingga
m
b(x, y) < 3 [b(x' Z) + b(Z; 3’)]

Untuk semua x,y € X. Jika m > 2, maka pertidaksamaan segitiga tidak berlaku.



15

Pemetaan yang didefinisikan di atas adalah ruang b-metrik tetapi bukan ruang

metrik untuk m > 2.

Definisi 2.8
Barisan {x,} di ruang b-metrik (X, b) disebut barisan Cauchy jika Ve > 0, ada
bilangan bulat positif N sehingga vm,n > N berlaku

b (%, x,) < € (Tiwari dkk, 2020).

Definisi 2.9

Barisan {x,} di ruang b-metrik (X, b) disebut konvergen jika Ve > 0, adan € N
sehingga b(x,,x) < € dimana x disebut titik limit barisan {x,,} secara matematis
ditulis

lim x,, = x atau x,, » x

n—->oo
Sedangkan suatu barisan {x,} dikatakan divergen apabila barisan tersebut tidak

konvergen (Tiwari dkk, 2020).

Definisi 2.10 (Ruang b-Metrik Lengkap)
Ruang b-metrik (X,b) dikatakan lengkap apabila setiap barisan Cauchy di

X selalu konvergen di X (Sherbet & Bartle, 2000).

2.1.6 Fungsi Kontraksi
Definisi 2.11
Misalkan (X, b) ruang b-metrik. T: X — X disebut kontraksi tipe Ciric jika dan

hanya jika Vx,y € X ada h < 1 sehingga
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d(T,, Ty) < hmax{d(x,),d(x. T, ), 240N (iwari dikk, 2020).

Definisi 2.12
Misalkan (X, b) adalah ruang b-metrik lengkap dengan fungsi T: X — X disebut
kontraksi pada X jika terdapat bilangan riil positif «, 5,y,§ dengan sup a + 8 +
y + 26 < 1 sehingga untuk setiap Vx,y € X berlaku

b(T,, Ty) < a.b(x,y)+ B.b(x,T,) +y.b(y, Ty) + 8[b(x, Ty) + b(y, Tx)]

(Tiwari dkk, 2020).

2.2 Kajian Keagamaan

Pada bab ini akan dibahas mengenai bagaimana Al-Qur’an yang merupakan
kajian utama ajaran islam, sekaligus pedoman penting bagi hidup seorang muslim
menerangkan hubungan antara 2 subjek sebagaimana konsep ruang b-metrik yang
telah dijelaskan pada bagian sebelumnya. Secara Bahasa ruang b-metrik adalah
perluasan dari ruang metrik. Sedangkan secara istilah ruang b-metrik adalah suatu
pasangan (X, b), dimana X suatu himpunan tak kosong dan b adalah suatu metrik
pada X (fungsi jarak pada X) yaitu fungsi yang didefinisikan pada X x X - R*
sedemikian hingga x, y, z € X salah satu aksioma dalam b-metrik adalah b(x,y) <

k[b(x,z) + b(z,y)] (Sherbet & Bartle, 2000).

Pada salah satu ayat bisa diambil suatu pelajaran sekaligus suatu konsep b-
metrik yakni adanya suatu hubungan yang terikat antara manusia dengan sang
pencipta yakni Allah Swt atau biasa disebut habluminallah serta manusia sesama
manusia atau biasa disebut habluminannas. Untuk lebih jelas memahami konsep

ini, dalam Al-Qur’an surat ‘Al-Isra’ ayat 7 yang berbunyi :
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Artinya: “Jika kamu berbuat baik (berarti) kamu berbuat baik untuk dirimu sendiri.
Dan jika kamu berbuat jahat, maka (kerugian kejahatan) itu untuk dirimu sendiri.
Apabila datang saat hukuman (kejahatan) yang kedua, (Kami bangkitkan
musuhmu) untuk menyuramkan wajahmu lalu mereka masuk ke dalam masjid
(Masjidil Agsa), sebagaimana ketika mereka memasukinya pertama kali dan
mereka membinasakan apa saja yang mereka kuasai” .
Pada ayat di atas, menunjukkan kedudukan semua manusia di hadapan Allah
Swt ialah sama, sehingga dalam menjalani kehidupan didunia perlu menjalin
hubungan atau simbiosis kepada sesama manusia. Manusia yang melakukan
kebaikan akan dibukakan pintu-pintu keberkahan oleh Allah. Sebaliknya, bila
seseorang berbuat jahat maka Allah akan membuka pintu-pintu keburukan lainnya.
Allah telah menjanjikan kebaikan yang lebih besar di dunia maupun akhirat jika

manusia bia berguna dan bermanfaat untuk orang lain. Sebaliknya, jika manusia

berbuat jahat, Allah juga menyiapkan hukuman yang menanti di hari kiamat.

2.3 Kajian Topik dan Teori Pendukung

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai teori-teori yang berhubungan dengan
skripsi ini, sehingga dapat dijelaskan sebagai landasan berfikir dan akan
mempermudah dalam pembahasan hasil utama pada bab berikutnya.

Definisi 4.1

Misalkan X adalah himpunan tidak kosong dan k > 1 ialah bilangan real
tertentu. Fungsi b: X x X - R* adalah ruang b-metrik jika Vx, y,z € X memenuhi
kondisi berikut ini

1. b(x,y)=0ox=y
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2. b(x,y) =b(y,x)
3. b(x,y) <k[b(x,z) +b(z,y)]
Sehingga (X, b), disebut ruang b-metrik dengan koefisien k (Tiwari dkk, 2020).
Definisi 4.2
Barisan {x,} di ruang b-metrik (X, b) disebut barisan Cauchy jika Ve > 0,
ada bilangan bulat positif N sehingga vm,n = N berlaku
b(x,,, x,) < € (Tiwari dkk, 2020).
Definisi 4.3
Barisan {x,,} di ruang b-metrik (X, b) disebut konvergen jika Ve > 0, ada
n € N sehingga b(x,,x) < e dimana x disebut titik limit barisan {x,} secara
matematis ditulis

lim x,, = x atau x,, - x

n—oo

Sedangkan suatu barisan {x,} dikatakan divergen apabila barisan tersebut tidak
konvergen (Tiwari dkk, 2020).
Teorema 4.1

Setiap barisan yang konvergen dalam suatu metrik (X, d )merupakan barisan
Cauchy (Kreyszig, 1978).
Bukti:
Misalkan x,, —» x. Maka untuk setiap € > 0 terdapat N € N sehingga untuk
sedemikian hingga untuk setiap n >N berlaku

d(x,,x) <e€/2,

Ambil m>n > N, maka juga berlaku d(x,,,x) < /2. Dengan ketaksamaan

segitiga, maka untuk m, n >N berlaku

& &
AKXy, Xp) < A, x) + d(x,,x) < E+ > =
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Dengan demikian, (x,,) adalah barisan Cauchy, teorema diatas tidak berlaku
sebaliknya.
Definisi 4.4

Ruang b-metrik (X,b) disebut lengkap jika setiap barisan Cauchya

konvergen (Tiwari dkk, 2020).

Definisi 4.5
Misalkan (X, b) ruang b-metrik. T: X — X disebut kontraksi tipe Ciric’s jika

dan hanya jika Vx,y € X ada h < 1 sehingga

d(x, Ty) + d(y, Tx)}
2

d(Ty, T,) < hmax {d(x, y),d(x,T,),

(Tiwari dkk, 2020).
Definisi 4.6

Misalkan (X, b) adalah ruang b-metrik lengkap dengan fungsi T: X — X
disebut kontraksi pada X jika terdapat bilangan riil positif «, 8, y, § dengan sup a +
B + v + 28 < 1 sehingga untuk setiap Vx, y € X berlaku

b(T,, T,) < a.b(x,y) + B.b(x,Ty) +v.b(y,T,) + 8[b(x,T,) + b(y, Tx)]

(Tiwari dkk, 2020).
Lemma 4.1

Misal (X, b) ruang b-metrik lengkap dan {x,} barisan di ruang b-metrik
sehingga berlaku

b(xp, Xp41) < @.b(Xp_1,%p)

untukn = 1,2,3,...dan 0 < ak < 1, @ € [0,1) dan k terdefinisi di ruang b-metrik

maka {x,,} merupakan barisan Cauchy di X (Tiwari dkk, 2020).
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Teorema 4.1:
Misalkan (X,b) adalah ruang b-metrik dengan koefisien k£ > 1 dan
f,9:Y = X, f(Y) € g(Y) dengan pemetaan seperti:

1. b(fx, fx) <

h.max {b(gx, gy), b(fy, gv), b(9y, f). f. 5. [b(gx, ) + b(gy, fx1}
dimanax,y € X dan kh < 1
2. jika f(y) atau g(y) lengkap maka f dan g memiliki titik coincidence
(Tiwari dkk, 2020).
Teorema 4.2:

Misalkan (X, b) adalah ruang b-metrik lengkap dengan koefisienk>1danT: X —

X suatu fungsi yang memenuhi persamaan berikut

b(Tx, Ty) < h.max {b(x, y),b(x,T,), b(y, Ty),% [b(x, Ty) + b(y, Ty)]}
Vx,y € X, dimana h € [0,1),dan kh > 1. Maka T memiliki titik tetap yang tunggal
(Tiwari dkk, 2020).
Teorema 4.3
Misalkan (X, b) adalah ruang b-metrik lengkap dengan koefisien k > 1

dan T:X — X suatu fungsi yang memenuhi persamaan berikut

b(T.,Ty) < a.b(x,y) + B.b(x,Ty) +v.b(y,T,) + u[b(x,T,) + b(y, Tx)]
Vx,y e X,dana + f + y + u = 0, dengan syarat

ka+kB+y+ (k2+ku<i,

maka T mempunyai titik tetap yang tunggal (Tiwari dkk, 2020).



BAB Il
METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian yang dilakukan penulis adalah penelitian kajian pustaka, yaitu
penulis mempelajari beberapa artikel dan jurnal tertulis mengenai teorema
ketunggalan titik tetap di ruang b-metrik. Penulis memilih jurnal utama yang
berjudul “Coincidence and Fixed Point in b-Metric Space” yang ditulis oleh

Tiwari, N. dkk pada tahun 2020.

3.2 Pra Penelitian

Di dalam kegiatan pra-penelitian, peneliti melakukan beberapa persiapan.
Tahap persiapan antara lain adalah menganalisis masalah yang terjadi, mengajukan
judul kepada pembimbing skripsi, merumuskan masalah penelitian, menentukan
sumber data, menyusun proposal penelitian, dan melakukan proses bimbingan

kepada dosen pembimbing.

3.3 Tahapan Penelitian

Di dalam kegiatan penelitian ini, peneliti menggunakan beberapa tahapan-
tahapan penelitian. Adapun tahapan-tahapan tersebut digambarkan sebagaimana
berikut ini:

1. Mengkaji dan memahami jurnal penelitian yang ditulis oleh Tiwari dkk
(2020) yang berjudul “Coincidence and Fixed Point in b-Metric Space”.

2. Mengumpulkan referensi terkait pembuktian konsep titik coincidence dan
konsep ketunggalan titik tetap di ruang b-metrik.

3. Memaparkan definisi mengenai ruang metrik, barisan Cauchy, barisan

21
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konvergen, b-metrik, titik tetap dan fungsi kontraksi.

. Menentukan ayat Al-Qur’an yang berkaitan dengan penelitian.

. Mengkaji teori integrase b-metrik dalam Al-Qur’an.

. Membuktikan konsep titik coincidence.

. Membuktikan konsep ketunggalan titik tetap di ruang b-metrik.

. Menentukan kesimpulan berdasarkan teorema digunakan dalam pembuktian

pada bab pembahasan.



BAB IV
PEMBAHASAN

4.1 Teorema Ketunggalan Titik Tetap di Ruang b-Metrik

Dalam ketunggalan titik tetap di ruang b-metrik juga dikenal sebagai
teorema pemetaan kontraktif yang merupakan alat penting dalam teori ruang b-
metrik, untuk menjamin keberadaan dan ketunggalan titik tetap pemetaan diri pada
ruang b-metrik, dan menyediakan metode kontraksi untuk menemukan titik tetap
(Sherbet & Bartle, 2000).

Lemma 4.1
Misalkan (X,b) ruang b-metrik lengkap dan {x,} barisan di ruang b-metrik
sehingga berlaku

b(xn, Xn41) < a.b(xy-1,%,)  (41)
untukn =1,2,3,...dan 0 < ak < 1, @ € [0,1) dan k terdefinisi di ruang b-metrik
maka {x,,} merupakan barisan Cauchy di X (Tiwari dkk, 2020).
Bukti
Berdasarkan persamaan (4.1) untuk sebarang n € N dapat disederhanakan sehingga
berlaku

b(xn, Xn41) < a.b(Xp-1,%n)

Untuk n =1, b(xq,x5) < a.b(xg,%1)
n=2,b(xy,x3) < a.b(xy,x,)

< a{a.b(xyx,)}
= a?. b(xg,x1)

n =3,b(x3,x,4) < a.b(x3,x3)

< a{a® b(xq,x1)}

23
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= a3.b(xq,%;)

b(xp, xp41) < a™ b(xg,x1) (4.2)

Selanjutnya, untuk setiap € > 0ada k(€)e N.Sebarang m,n > N dan m > n
dipilih m = n + 1, dengan menggunakan pertaksamaan segitiga pada ruang b-
matrik diproleh:
b(xp, Xm) < k[b(xp, Xpe1) + (X541, X,)]  (Berdasarkan def 2.2.1 no.3) k > 1
dank e R

= kb(xp, Xp41) + kb (Xp41,Xm)

< kb(xp, Xpi1) + k? [b(Xp41, Xna2) + D(Xpi2, X))  (Berdasarkan

def 2.2 no.3)

= kb(xp, Xp41) + k% b(xpy1, Xp42) + K2 (X2, Xom)

< kb (Xn, Xn41) + k% D(Xpi1, Xni2) + K2 [D(Xpiz, Xni3) +

b(x,,43, xn,)] (Berdasarkan def 2.2 no.3)

= kb(xp, Xns1) + k% D(Xn41, Xps2) + K2D(Xni2, Xn43)

+ ksb(xn+3' xm)]

< kb (xXp, Xpi1) + k% D(Xn41, Xps2)
+ k3b(xpi0, Xpi3)+ oo FE™THD(X 000, Xy—1)
+ b(Xp_1, Xm)
= kb(xn, Xnt1) + k% b(xpy1, Xny2)
+ k3b(xpi0, Xpe3)t oo FE™T B (X0 Xy 1)

+ k™ h (X1, X))
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< kb (%n, Xn41) + k% b(Xni1, Xni2)
+ k3b(Xpi0, Xpiz3)t oo K™D (X o) Xy 1)
+ K™ b (X1, Xm)
Berdasarkan persamaan (4.2) sehingga b(x,,, x,,,) dengan k > 1 menjadi
b(x,, %) < ka™b(xg,x;) + kK2a™ 1b(xg,x;) + K3a™2b(xg,x,) + -+
+ kM g ™m 2 h (X0, Xme1) + KT b (X1, X))
= (1+ka+ (ka)? + - +k™ " g™ "D ka™b(xq, x;)
Perhatikan 1 + ka + (ka)? + --- +k™ "~ 1q™~""1 adalah deret geometri sehingga
Smen = 1+ ka + (ka)? + - +km " 1gm-n-1
r= ka,U,_, = arm "1

a(l—-rm-m)
Sm-n =
1-r

1_km—nam—n

b(x,,Xy) = ( )ka".b(xo,xl)

1-ka

Karena0 <ak <ldanm>n

b(x,,xm) < ( )ka”.b(xo,xl)

1—ka
Karena 0 < ak < 1 dan 0 < a < 1 sehingga jika diambil limit m,n — oo, maka

lim b(x,,x,) =0
m,n—oo

Jadi {x,,} adalah barisan Cauchy pada ruang b-metrik (X, b).
Teorema 4.1
Misalkan (X, b) adalah ruang b-metrik dengan koefisien k > 1 dan f,g:Y — X,

f(Y) € g(Y) dengan fungsi yang memenuhi persamaan berikut
1. b(fx, fx) <

h.max {b(gx, gy), b(fy, gy), b(gy. f¥). f. 5 [b(gx, £¥) + b(gy, fx1}
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dimana x,y € X dan kh < 1 untuk semua X,y
2. jika f(y) atau g(y) lengkap maka f dan g memiliki titik coincidence
(Tiwari dkk, 2020).
Bukti
Ambil sebarang x,,x, €Y dengan fx,= gx;. Karena f(Y) € g(Y) dengan
mengontrak barisan {x,,} sedemikian hingga untuk x,, x, € Y diperoleh fx; = gx,,
x,,x3 € Y diperoleh fx, = gx; demikian seterusnya sampai x,,, maka untuk setiap
X, berlaku fx, = gx,.,. Karena fx,, gx,+1 € X dan (X, b) ruang b-metrik maka

berlaku

1
b(fxpn, fXns1) < h.max{b(gx, gy), b(gx, fx),b(gy, f¥)}, o [b(gx, fy)
+ b(gx, fx)]
< h-max{b(gxn' gxn+1)'b(gxn'fxn)'b(gxn+1'fxn+1}'
1
ﬁ [b(gxn'fxn+1) + b(gxn+1'fxn)]
Misalkan z,, = fx, = 9Xn41 = 9Xn = fXn-1 = Zn_1

b(zy, Zp41)
< h max{b(zn—lr Zn)' § b(Zn—lt Zn)r b(Zn» Zn+1)}:_ [b (Zn—lf Zn+1): b(an Zn)]

2k

1
< h max {b(zn—lf Zn)l b(Zn—ll Zn)' b(an Zn+1)r ﬁ (k) [b (Zn—lJ Zn+1)’ b(Zn' Zn)]b};

1
< h.max {b(zn—l' Zn)' b (Zn—ll Zn)' b(znr Zn+1)' E [b (Zn—1J Zn)l b(zw Zn+1)]}
Jika b(z,-1,2,) < b(z,, Zpt1)
1
b(Zn—li Zn) < E [b(zn—lf Zn): b(Zn' Zn+1)] < b(Zn, Zn+1)

Diperoleh



b(zn, Zps1) < h.b(zy_1,2,)
Ketaksamaan di atas terpenuhi jika h > 1, hal ini kontradiksi dengan nilai
h < 1 yang diberikan. Dengan menggunakan lemma (4.1) didapatkan z,, = fx,
adalah barisan Cauchy.
Andaikan g(Y) lengkap maka 3p € g(Y), sedemikian hinggaz, - pdan3z €

Y, sedemikian hingga gz = p. Dipilih x = x,, dan y = z, maka berlaku
1
b(fxn, £) < hmax {b(gxn, 9., b(gEa, f0), b(g7 2) 57 [b(g, £2)

+b(gz fr)l

Ambil limit n — oo, diperoleh
b(p, f2) < hmax {b(p, f2), b(p,p), b(gz,f2), 72 [b(p, ) + b (g2, )]}
b(p, f7) < hmax {b(®,p), b, p), b(gz, )5 [b(®,p) + b(g2,p)]}

b(p, f2) < hmax {b(fz,p), 5, b(p, f7)}
b(p,fz) < h.maxb(p,fz) =0

Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga ini hanya mungkin jika
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b(p,fz) =0, jadi p = f(z) = p(2). Maka p adalah titik coincidence dari f dan

g. Diingkatkan ini hanya berlaku jika f(Y) lengkap dengan z, - p € f(Y) €

g(Y), maka z adalah titik coincidence dari f dan g.

Teorema 4.2

Misalkan (X, b) adalah ruang b-metrik lengkap dengan koefisien k > 1 dan T dengan fungsi

T:X — X dengan memenuhi kondisi.

b(Tx, Ty) < h.max {b(x, v),b(x, Tx),b(y, Ty),i [b(x, Ty) + b(y, Ty]} 4.3)

Vx,y € X, dimana h €[0,1),dan kh > 1. Maka T mempunyai titik tetap yang
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tunggal (Tiwari dkk, 2020).
Bukti
Ambil sebarang x, € X, kemudian didefinisikan fungsi T:X — X memenuhi
Persamaan (4.3) dengan dibentuk barisan {x,,} didapatkan x,, = Tx,_,, sedemikian
hingga diperoleh

X, X1 =Tx0,x3 =Txq X3 =Txp, ..., xp =Txp_4
Berdasarkan barisan {x,, } dan fungsi T dapat diketahui bahwa

b(xn Xp41) = b(Txp—y,Txn)  (44)

Langkah I. Akan dibentuk barisan Cauchy
Karena T memenuhi Persamaan (4.3) maka berdasarkan Persamaan (4.4)

diperoleh

b(xp, Xpnt1)

1
< h.max {b (xn—lr xn); b(xn—lr Txn—l); b(xn' Txn)r ﬁ [b (xn—lJ Txn)
+ b(xy, Txn_l)]}

< h.max {b(xn—l; xn): b(xn—l' xn)r b(xw xn+1)r ﬁ [b(xn—lfxn+1)

+ b(x,, xn)]}
1
< h.max {b (X1, X0), b(Xp—1, X)), DX, X 1), > [b (Xp—1,X0)

+ b(xnr xn+1)]}

Jika b(xn—lr xn) < b(xn; xn+1)

1
b(xn—l'xn) < E[b(xn—l'xn)r b(xn:xn+1)] < b(xn;xn+1)



Diperoleh
b(xp Xn41) < h.b(xp_q,%p)

Ketaksamaan diatas terpenuhi jika h > 1, hal ini kontradiksi dengan h < 1.
Berdasarkan persamaan tersebut, untuk sebarang nme N hasil di atas
disederhanakan sehingga diperoleh

b(x,, Xpy1) < h.b(x,_q,x,) (4.5)
Berdasarkan pertaksamaan diatas, akan dibuktikan bahwa untuk setiap n e N,
berlaku

b(xy, Xp+1) < h™ . b(xg, x1)

Selanjutnya, untuk setiap € > 0ada k(E)e N.Sebarang m,n > N dan m > n

dipilih m = n + 1, dengan menggunakan pertaksamaan segitiga pada ruang

matrik diproleh:
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b-

b(xp, xm) < k[b(xy, Xps1) + b(xps1,%m)]  (Berdasarkan def 2.2.1 no.3) k > 1

dank € R

= kb(xn, Xn41) + kb (Xpiq,Xm)

< kb(xp, Xpi1) + k? [b(Xp41, Xna2) + b(Xpi2, X))  (Berdasarkan

def 2.2 no.3)

= kb(xpn, Xnt1) + k% b(Xni1, Xni2) + K2 (X, Xy)

< kb (xn, Xpy1) + k% D(py1, Xpy2) + K2 [D (g2, Xpys) +
b(xn43,xm)] (Berdasarkan def 2.2 no.3)

= kb(xp, Xns1) + k% b(Xn41, Xpa2) + K2 D(Xpi2, Xn43)

+ k3b(xn+3' xm)]
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< kb(xp, Xnt1) + k? b(xpyq, Xny2)
+ k3b(xpi2 Xnez)t oo FKT B (X2 Xm—1)
+ b(xp—1, %)
= kb(xn, Xns1) + k% b(xXpy1, Xny2)
+ k3b(xpi0, Xp43)t oo FE™T D (X o) Xy 1)
+ K™ b (o1, %)
< kb (Xp, Xpi1) + k% b(Xp41, Xns2)
+ k3b(xpi0, Xnez3)t oo FE™T D (X0 X 1)
+ k™ b (X—1) Xm)
Berdasarkan persamaan (4.5) sehingga b(x,,, x,,,) dengan k = 1 menjadi
b(x,, xym) < kh™b(xy,x1) + k2R 1b(xq,x1) + K3h™2b(xy, x,) + -+
+ kM M2 h (x 0 X—q) + KPR D (X1, X))
= (1+kh+ (kh)? + - +k™ " LA™ "D kh™b(xy, x1)

1 — gm-npm-n
1—kh

b(x,, xpy) = ( )kh".b(xo,xl)

Karenak <l1danm >n

b(x,, xy) < ( )kh”.b(xo,xl)

1—kh
Karena k < 1 dan h < 1 jika diambil limit m,n — o, maka h™ — 0. Sehingga

lim b(x,,x,) =0
m,n—oo

Jadi, untuk setiap € € R, € > 0, ada n(€)e N sehingga untuk setiap n, m = n(€),
berlaku b(x,,, x,,) < €. Maka {x,,} adalah barisan Cauchy. Karena X adalah ruang
b-metrik lengkap, maka setiap barisan Cauchy didalamnya adalah barisan
konvergen. Maka, barisan {x,} konvergen. Misalkan, barisan {x,} konvergen ke

suatu u € X.



Langkah Il. Akan dibuktikan bahwa u adalah titik tetap T
Karena berdasarkan Persamaan (4.3) yang merupakan fungis kontradiksi dengan
kh > 1, sehingga memenuhi syarat untuk menggunakan lemma (4.1) maka
diperoleh bahwa {x,} adalah barisan Cauchy pada ruang b-metrik lengkap.
Karena ruang b-metrik (X, b) lengkap maka barisan {x,,} konvergen, misalkan
terdapat u € X sedemikian hingga b(x,, u) — 0 untuk n —» oo. Selanjutnya akan
ditunjukkan bahwa u merupakan titik tetap fungsi T. Diambil sebarang
U, X, Xn4+1 € X, dengan menggunakan sifat ketaksamaan segitiga b-metrik dapat
diketahui bahwa

b(Tu,Tx,) < k[b(u, x,41) + b(xp4q, Tu)]

= k[b(w, xp11) + b1, Tu)]

Karena T memenuhi persamaan (4.3), maka diperoleh

1
b(Tu,Tx,) < h.max {b (u,x,,),b(u, Tu), b(x,, Tx,), o [b(u,Tx,)

+ b(xy, Tu]}

b(u, xn)' b(u, TU.), b(xn' xn+1),}

< h.max
{ L [b(u, 1) + by, T)]

Digunakan limit n — oo, diperoleh
1
b(Tu,u) < h.max {b(u, Tu),zb(u, Tu)}

< h.b(Tu,u)
Ketaksamaan diatas berlaku jika b(Tu,u) = 0 akibatnya Tu = u. Jadi u titik
tetap fungsi T.
Langkah I11. Akan ditunjukkan ketunggalan titik tetap fungsi T

Andaikan u, v € X, u # v adalah titik tetap fungsi T yang berbeda

31



32

Tu =u,Tv =v dan b(u,v) > 0. Karena T memenuhi Persamaan (4.3) maka

berlaku
1
b(Tu,Tv) < h.max {b(u, v),b(u, Tu),b(v, Tv),ﬁ [b(u,Tv) + b(v, Tu]}

Didapatkan

b(u,v) < h.b(u,v)
Ketaksamaan diatas mungkin terjadi jika b(u,v) =0 = u = v, sehingga
terjadi kontradiksi. Jadi titik tetap fungsi T tunggal.
Langkah IV Akan ditunjukkan b(u,v) = 0
Andaikan u, v € X,u # v adalah titik tetap dari fungsi T yang berbeda, Tu =
u, Tv = v dan b(u, v) = 0. Karena T memenuhi Persamaan (4.3) maka berlaku

b(u,v) = b(Tu, Tv)

< h.max {b(u, v),b(u,Tu), b(v, Tv),% [b(u, Tv) + b(v, Tu]}

< h.max {b(u, v),b(u,u), b(v, v),zl—k [b(u,v) + b(v, u]} =0

Sedemikian hingga b(u,v) = 0 hal ini kontradiksi dengan u = v. Maka u
adalah ketunggalan titik tetap fungsi T.
Teorema 4.3

Misalkan (X, b) adalah ruang b-metrik lengkap dengan koefisien k>1dan T: X — X suatu

fungsi yang memenuhi persamaan berikut
b(T,T,)) < a.b(x,y) +B.b(x,T) +v.b(»,Ty) + u[b(x,T,) + b(y, Tx)](4.5)
Vx,y e X,dan a + 8 + y + 1 = 0, dengan syarat
ka+kB+y+ (k*+ku<l,
maka T mempunyai titik tetap yang tunggal (Tiwari dkk, 2020).

Bukti
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Ambil sebarang x, € X, kemudian didefinisikan fungsi T:X - X memenuhi
Persamaan (4.5) dengan dibentuk barisan {x,,} didapatkan x,, = Tx,_,, sedemikian
hingga diperoleh
Xo, X1 =Txg,x3 =Txq X3 =Txp, ..., xp =Txp_4
Berdasarkan barisan {x,,} dan fungsi T dapat diketahui bahwa
b(xn Xp41) = b(Txpn_y,Txn)  (4.6)
Langkah I. Akan dibentuk barisan Cauchy
Karena T memenuhi Persamaan (4.5) maka berdasarkan Persamaan (4.6)
diperoleh
b(xp, Xpe1) < a.b(xp_q1,%,) + B.-b(xp_1, Txp_1) +v.b(x,, Txy)
+ u[b(tn—1,Txy) + b((xn, Txn—l)]
< a.b(xp_1,%n) + B.-b(xn_1,x5) +¥. b(xp, X4 1)
+ ulb(xn—1,%n11) + b((xp, X))
< a.b(xp_1,x5) + B.b(xp_1, %) + ¥. b(Xp, Xn41)
+ u k[b(xn—1,%n) + b((Xp Xp41)]

<(a+ﬁ+u.k)
T (A-y-phk)

b(xn—l' xn)

Misalkan A = &HEHER) oaa diperoleh
(A-y-pk)

b(xp, Xpn41) < Ab(xp_q,x5)
Berdasarkan ketaksamaan diatas, akan dibuktikan bahwa untuk setiap n e N,
berlaku

b(xn, Xpi1) < A" .b(xg, X1)
Selanjutnya, untuk setiap € > 0ada k(€)e N.Sebarang m,n > N dan m > n

dipilih m = n + 1, dengan menggunakan pertaksamaan segitiga pada ruang b-
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matrik diproleh:
b(x,, %m) < k[b(xp, Xpte1) + (X541, X,,)]  (Berdasarkan def 2.2.1 no.3) k > 1
dank € R
= kb(xp, Xp41) + kb (Xp41, %)
< kb(xp, xpi1) + k? [b(Xp41, Xna2) + D(Xpi2, X))  (Berdasarkan
def 2.2 no.3)
= kb(Xp, Xps1) + k? D(Xpi1, Xps2) + K2 (K42, X))
< kb (X, Xpi1) + k% D(Xni1, Xpa2) + K2 [D(Xni2, Xpy3) +
b(xn43,xm)] (Berdasarkan def 2.2 no.3)
= kb(xp, Xns1) + k% D(Xn41, Xpa2) + K2 D(Xpi2, Xn43)

+ k3b(xn+3, xm)]

< kb (xn, Xpy1) + k% b(xni1, Xny2)
+ k3b(xpi0, Xpi3)+ oo FE™T D (X000, Xy—1)
+ b (-1, Xm)
= kb(xn, Xns1) + k% b(xXpy1, Xny2)
+ k3b(xpi0, Xpe3)t oo FE™T D (X0 Xy 1)
+ k™ h (X1, X))
< kb (xp, Xpy1) + k% D(Xpiq, Xn42)
+ k3b(xpi0, Xnaz)t oo FE™ D (X2 X 1)
+ k™" b(Xpy—1, X))
Berdasarkan persamaan (4.5) sehingga b(x,, x,,,) dengan k = 1 menjadi
b(x,, %) < kA"b(xg,%1) + k22" b (x0, x1) + K3 2b (%9, x1) + -

+ km—n—llm—Zb(xm_z’ xm—l) + km_nﬂn_lb(xm_l, Xm)



= (1 + kA + (kA)? + - kM 1M1=y anb (30 x))

1 — fm—nym-n
b(xp, X)) = ( . )k/l".b(xo,xl)
Karenak <1danm >n
1 n
bCtn ) < (7= ) Kh™ bCxo, 1)

Karena k < 1 dan h < 1 jika diambil limit m,n — o, maka h™ — 0. Sehingga

lim b(x,,x,) =0
m,n—coo

Karena fungsi T memenuhi Persamaan (4.5), berlaku syarat
ka + kB +ky+ (k*>+ku<1
ka + kB +k*u<1—y—ku
k(a+p+kuw)<1l—y—ku

a+pf+ku 1

1—-y—ku k

Sehingga diperoleh 0 < A < 1. Jadi, untuk setiap € € R, € > 0, ada n(€)e N
sehingga untuk setiap n, m = n(€), berlaku b(x,, x,,) < €. Maka {x,,} adalah
barisan Cauchy. Karena X adalah ruang b-metrik lengkap, maka setiap barisan
Cauchy didalamnya adalah barisan konvergen. Maka, barisan {x,,} konvergen.
Misalkan, barisan {x,,} konvergen ke suatu u € X.

Langkah Il. Akan ditunjukkan T mempunyai titik tetap

Karena berdasarkan Persamaan (4.5) yang merupakan pemetaan kontraktif
dengan 0 < 4 < 1, sehingga memenuhi syarat untuk menggunakan lemma (4.1)
maka diperoleh bahwa {x,, } adalah barisan Cauchy pada ruang b-metrik lengkap.
Karena ruang b-metrik (X, b) lengkap maka barisan {x,,} konvergen, misalakan

terdapat u € X sedemikian hingga b(x,,u) — 0 untuk n — oo. Selanjutnya akan



ditunjukkan bahwa u merupakan titik tetap fungsi T. Diambil sebarang
U, X, Xn4+1 € X, dengan menggunakan sifat pertaksamaan segitiga b-metrik dapat
diketahui bahwa

b(u,Tu) < k[b(u, xp41) + b(xpsq, Tu)]

= k[b(ur xn+1) + b(xn+1rTu)]

Karena T memenuhi persamaan (4.5), maka diperoleh

a.b(x,,u)+ B.b(x,, Tx,) + y.b(u, Tu)

b(u,Tu) < k.b(u,x,.1) + k( +ulb(x,, Tu) + b((u, Tx,)]

<
< k.b(u, xn+1) + k ( +#[b(xn, Tu) + b((u, xn+1)

a. b(xn: u) + ﬁ b(xn: xn+1) + Y b(u Tu)

a.b(x,u) + B.b(xy, Xp41) +v.b(u, Tu))
+ulkb(x,,w) + kb(u, Tu) + b(u, x,41)] )

<k.b(u,x,4q)+ k (

n
< k.b(u,x,41) +k (a.b(xn,u) + BA". b(xg,x1) +v.b(u, Tu))

+ulkb (e, w) + kb (xy, Tu) + b(W, Xp41)]
< k.b(u,x,4q) + ka.b(x,,u) + kBA™. b(xy,x,) + ky.b(u, Tu)

k?u.b(x,,u) + k?u.b(x,, Tu) + k. b(u, x,,41)

k + ku ka + k*pu
<
= (1 _ k]/ _ kzﬂ) b(u xn+1) + (1 k _ kzll) b(xn 'u)
KB
(1 . ky k2 ) b(xO’xl)

Sehingga dengan menggunakan Persamaan (4.5) dan (4.6), akibatnya n — oo,
diperoleh b(u,Tu) = 0 akibatnya Tu = u. Jadi u titik tetap fungsi T.
Langkah I11. Akan ditunjukkan ketunggalan titik tetap fungsi T

Andaikan u, v € X, u # v adalah titik tetap fungsi T yang berbeda

Tu = u,Tv = v dan b(u,v) > 0. Karena T memenuhi Persamaan (4.5) maka

berlaku



b(Tu,Tv) < a.b(u,v) + B.b(u,Tu) + y.b(v,Tv) + u[b(u, Tv) + b((v, Tu)]
<ab(uv)+pB.b(uu)+y.b(v,v)+ ulb(u,v)+ b((v,u)]
b(u,v) < (a+ 2uw)b(u,v)
Sehingga diperoleh
A-(a+2wW)b(w,v) <0
Karena ka + kB + ky + (k? + k)u < 1, maka
a+2u<ka+kB+ky+k*+hu<1
b(u,v) =0
Jadi u = v, sehingga terjadi kontradiksi. Jadi titik tetap fungsi T adalah tunggal.
Langkah IV Akan ditunjukkan b(u,v) = 0
Andaikan u, v € X, u # v adalah titik tetap fungsi T yang berbeda Tu = u, Tv =
v dan b(u, v) = 0. Karena T memenuhi Persamaan (4.5) maka berlaku
b(u,v) = b(Tu, Tv)
<abluv)+pB.b(uTu)+y.b(v,Tv)
+ u[b(u, Tv) + b((v, Tu)]
<abluv)+pB.b(uu)+y.b(v,v)+ ub(u,v)+b((v,u)]=0
Karena (1 — (a + 2w)) b(u,v) # 0 sedemikian hingga b(u,v) =0 hal ini

kontradiksi dengan u = v. Maka u adalah ketunggalan titik tetap fungsi T

37



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat ditarik kesimpulan bahwa
teorema titik tetap di ruang b-metrik juga dikenal sebagai teorema pemetaan
kontraksi. Dalam mencari ketunggalan titik tetap dapat dicari terlebih dahulu
kelengkapan ruang b-metrik. Ruang b-metrik dikatakan lengkap apabila barisan
Cauchy didalamnya konvergen. Sehingga dapat dibuktikan bahwa teorema titik
tetap di ruang b-metrik mempunyai titik tetap tunggal.

Fungsi yang terdefinisi di ruang b-metrik lengkap dan dipetakkan ke dirinya
sendiri serta memenuhi pertidaksamaan (4.3), dibentuk barisan Cauchy apabila
fungsi tersebut memenuhi pertidaksamaan (4.4), memiliki titik tetap pada fungsi
tersebut memenuhi kondisi b(Tu, u) = 0 akibatnya Tu = u, selanjutnya titik tetap
pada fungsi tersebut dijamin ketunggalannya oleh kondisi b(u, v) = 0 sehingga
terjadi kontradiksi.

Selain itu, ketunggalan titik tetap di ruang b-metrik masih berlaku dengan
mengubah fungsi variabel pada pertidaksamaan (4.5), dengan cara yang sama
dibentuk barisan Cauchy apabila fungsi tersebut memenuhi pertidaksamaan (4.6),
memiliki titik tetap pada fungsi tersebut memenuhi kondisi b(u, Tu) = 0 akibatnya
Tu = u, selanjutnya titik tetap pada fungsi tersebut dijamin ketunggalannya oleh

kondisi b(u, v) = 0 sehingga terjadi kontradiksi.

5.2 Saran

Skripsi ini diharapkan dapat menjadi sarana pembelajaran serta referensi
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bagi para pembaca mengenai ketunggalan titik tetap di ruang b-metrik. Skripsi ini
terbatas pada seputar ketunggalan titik tetap di ruang b-metrik. Pada penelitian
berikutnya diharapkan dapat dikembangkan dengan menggunakan Ketunggalan

Titik Tetap di Ruang G-Metrik.
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