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“…ini termasuk karunia dari Tuhanku…” 

(QS. An-Naml: 40) 

 

“Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya” 
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“Ridha Allah ada pada ridha kedua orang tua dan kemurkaan Allah ada pada 
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ABSTRAK 

 

Hana, Alfi Unsiati Ummi. 2022. Ekivalensi Ideal Stabil Eakin-Sathaye dengan Ideal 

Stabil Eakin-Sathaye Lemah. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: (1) Intan Nisfulaila, M.Si, (2) Erna Herawati, M.Pd. 

 

Kata kunci: Kestabilan ideal, Ideal stabil-ES, Ideal stabil-ES lemah 

 

Teori mengenai kestabilan ideal telah banyak dikembangkan, sebagai contoh ideal stabil 

Eakin-Sathaye (ideal stabil-ES) dan ideal stabil Eakin-Sathaye lemah (ideal stabil-ES 

lemah). Ideal stabil-ES didefinisikan sebagai ideal taknol 𝐼 dari daerah integral 𝑅 yang jika 

𝐼 dikuadratkan kemudian difaktorkan akan menghasilkan perkalian antara ideal 𝐼 dengan 

ideal invertibel 𝐽 dan 𝐽 termuat di 𝐼 atau 𝐼2 = 𝐽𝐼 dan 𝐽 ⊆ 𝐼. Sedangkan ideal stabil-ES lemah 

merupakan ideal taknol 𝐼 dari daerah integral 𝑅 yang dapat difaktorkan menjadi perkalian 

antara ideal fraksional invertibel 𝐽 dengan ideal fraksional idempoten 𝐸 di 𝑅 atau 

dinotasikan dengan 𝐼 = 𝐽𝐸. Ideal stabil-ES merupakan ideal stabil-ES lemah tetapi ideal 

stabil-ES lemah belum tentu merupakan ideal stabil-ES. Untuk mendapatkan hubungan 

ekivalensi antara ideal stabil-ES lemah dengan ideal stabil-ES dibutuhkan syarat cukup 

bagi ideal stabil-ES lemah. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode 

penelitian kualitatif. Hasil yang didapatkan dari penelitian ini adalah syarat cukup berupa 

ideal stabil yang menjamin ideal stabil-ES lemah dapat ekivalen dengan ideal stabil-ES 

pada daerah integral. 

 

 

  



 

xiii 

 

ABSTRACT 

 

Hana, Alfi Unsiati Ummi. 2022. On the Equivalence of Eakin-Sathaye Stable Ideal and 

Weakly Eakin-Sathaye Stable Ideal. Thesis. Department of Mathematics, 

Faculty of Science and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Advisors:  (1) Intan Nisfulaila, M.Si, (2) Erna Herawati, M.Pd. 

 

Keywords: Stability of ideals, ES-stable ideal, Weakly ES-stable ideal 

 

The stability theory of ideals has been widely developed, for example Eakin-Sathaye stable 

ideal (ES-stable ideal) and weakly Eakin-Sathaye stable ideal (weakly ES-stable ideal). A 

nonzero ideal 𝐼 of integral domain 𝑅 is said ES-stable ideal if 𝐼2 = 𝐽𝐼 for some invertible 𝐽 

and 𝐽 ⊆ 𝐼. A nonzero ideal 𝐼 of integral domain 𝑅 is said to be a weakly ES-stable ideal if 

𝐼 can be factored as a product of invertible fractional ideal 𝐽 and idempotent fractional ideal 

𝐸 such that 𝐼 = 𝐽𝐸. ES-stable ideals are weakly ES-stable but the converse is not true. A 

sufficient condition is needed to obtain equivalent conditions for weakly ES-stable ideals. 

This research used qualitative method. The result of this research is stable ideal as sufficient 

condition for weakly ES-stable ideals such that weakly ES-stable ideals and ES-stable 

ideals in integral domain are equivalent. 
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 لخصم

 

مع  المستقرة المثالية  SATHAYE-EAKINعلاقة التكافؤ بين . ٢ .٢٢ألفي أنسيتي أمي. , حنا

EAKIN-SATHAYE الرياضيات، كلية العلوم و التكنولوجيا، جامعة  قسم .المستقر المثالي

الماجستير،  نصف اليلة اينتان( ١: )فةمالانج. المشر مولانا مالك إبراهيم الإسلامية الحكومية

 الماجستير. هيرواتى ايرنا( ٢)

 

 .ضعيف ES، استقرار  ESاستقرار مثالي ، استقرار :  ات الرئيسيةالكلم

 

-Eakinاسع ، على سبيل المثال نموذج الو النطاقتم تطوير نظرية الاستقرار للمثل العليا على 

Sathaye  مثالي( المستقرES-  والمثالي المستقر بشكل ضعيف )ثابتEakin-Sathaye  مثالي(ES  المستقر

لبعض  I2 =𝐽𝐼   مستقرة إذا -ESللمجال المتكامل مثالية  𝐼عن مثالية غير صفرية  بشكل ضعيف(. يقُال

𝐽  و𝐽 ⊆ 𝐼  معكوس. مثالية غير صفرية𝐼  من يقُال أن المجال المتكامل هو مثال مستقر بشكل ضعيف

ES  إذا كان من الممكن تحليل𝐼  كمنتج للانعكاس المثالية الكسرية𝐽  المثالية والمثالية الكسرية𝐸  مثل

ضعيف الاستقرار لكن العكس ليس صحيحًا. هناك حاجة إلى حالة كافية  ES. المُثلُ المستقر 𝐼 = 𝐽𝐸أن 

م هذا البحث المنهج النوعي. اللحصول على ظروف معادلة للمثل العليا المستقرة بشكل ضعيف. استخد

مثل المثل  ESي المستقر بشكل ضعيف تعتبر نتيجة هذا البحث مثالية مستقرة كشرط كافٍ للمثل العل

 .في المجال المتكامل متكافئة ESالعلي المستقر بشكل ضعيف والمثل المستقر 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

Teori-teori mengenai ideal telah banyak dikembangkan, salah satunya 

adalah kestabilan ideal. Teori kestabilan ideal pada gelanggang telah dikenal dan 

digunakan pada tahun 60-an oleh H. Bass dan E. Matliss. Kemudian pada tahun 

1971, diperkenalkan kestabilan baru oleh Joseph Lipman dalam artikelnya yang 

berjudul “Stable Ideals and Arf Rings”. Kestabilan tersebut dinamakan kestabilan 

Lipman (L-stable) (Gabelli dan Roitman, 2014). Konsep mengenai kestabilan-L 

dikaji lebih dalam oleh Sally dan Vasconcelos pada tahun 1973 dan oleh Eakin dan 

Sathaye pada tahun 1976. Sally dan Vasconcelos mempublikasikan artikel berjudul 

“Stable Rings and a Problem of Bass” yang memperkenalkan konsep kestabilan 

Sally-Vasconcelos (kestabilan-SV). Sementara Eakin dan Sathaye dalam artikelnya 

yang berjudul “Prestable Ideals” memaparkan konsep prestable ideal dan ideal 

stabil Eakin-Sathaye (ideal stabil-ES) pada gelanggang lokal. 

Kemudian Mimouni (2017) memperkenalkan Ideal stabil-ES pada daerah 

integral. Ideal stabil-ES didefinisikan sebagai ideal taknol 𝐼 dari daerah integral 𝑅 

yang jika 𝐼 dikuadratkan, ideal 𝐼 dapat difaktorkan menjadi perkalian antara ideal 𝐼 

dengan ideal 𝐽 dengan 𝐽 ⊆ 𝐼. Secara singkat ideal-ES dapat dinotasikan dengan 

𝐼2 = 𝐽𝐼. Ideal merupakan subgelanggang 𝐼 yang hasil kali setiap elemen dari 𝐼 

dengan elemen-elemen di gelanggang 𝑅 bersifat tertutup di 𝐼. Dengan kata lain, 

subgelanggang 𝐼 merupakan ideal jika untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐼 dan 𝑟 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎𝑟 ∈ 𝐼 

(ideal kiri) dan 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 (ideal kanan). Subgelanggang dari gelanggang 𝑅 merupakan 

suatu subhimpunan takkosong 𝐼 dari 𝑅 yang memenuhi aksioma-aksioma 
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gelanggang terhadap dua operasi 𝑅 (operasi biner penjumlahan dan perkalian) 

(Gallian, 2013). Setiap gelanggang 𝑅 paling tidak mempunyai dua ideal, yaitu ideal 

{0} (zero ideal) dan 𝑅 (Larsen & McCharty, 1971).  

Gelanggang 𝑅 adalah suatu himpunan disertai operasi biner penjumlahan 

dan perkalian sehingga penjumlahannya memenuhi sifat asosiatif, komutatif, 

eksistensi identitas, eksistensi invers, dan perkaliannya bersifat asosiatif serta 

memenuhi sifat distributif perkalian terhadap penjumlahan. Gelanggang 𝑅 

dikatakan daerah integral jika operasi perkalian pada 𝑅 bersifat komutatif, 𝑅 

memiliki elemen kesatuan (identitas terhadap perkalian) dan 𝑅 tidak memuat 

pembagi nol (Gallian, 2013). Lebih lanjut, dari sebarang daerah integral dapat 

dibentuk lapangan hasil bagi. 

Selanjutnya akan diperkenalkan definisi modul. Misalkan 𝑅 adalah 

gelanggang dengan unsur kesatuan dan 𝑀 grup komutatif terhadap penjumlahan. 

Grup 𝑀 dapat dikatakan sebagai 𝑅-modul 𝑀 jika terhadap operasi perkalian skalar 

yang didefinisikan, grup 𝑀 memenuhi aksioma-aksioma modul. Selanjutnya, jika 

terdapat subgrup 𝑁 dalam grup 𝑀 dan 𝑁 membentuk modul terhadap operasi 

perkalian skalar yang sama seperti pada 𝑅-modul 𝑀, subgrup 𝑁 disebut 𝑅-

submodul 𝑁 (Wahyuni dkk., 2016). Suatu 𝑅-submodul taknol 𝑁 dari daerah 

integral 𝑅 dan lapangan hasil bagi 𝑄 merupakan ideal fraksional jika berlaku  

𝑎𝑁 ⊆ 𝑅 untuk suatu 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0 (Larsen & McCarthy, 1971). Suatu ideal 

fraksional 𝑁 dikatakan memiliki invers jika terdapat ideal fraksional 𝐾 dari 𝑅 

sedemikian sehingga 𝑁𝐾 = 𝑅 dan ideal fraksional 𝑁 dikatakan idempoten jika  

𝑁 = 𝑁2 (Mimouni, 2017). 
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Pada tahun 2017, Mimouni memperkenalkan ide kestabilan baru, yaitu ideal 

stabil Eakin-Sathaye lemah atau disingkat ideal stabil-ES lemah (weakly-ES stable) 

dalam artikelnya yang berjudul “Factoring Ideals and Stability in Integral 

Domains”. Mimouni mendefinisikan ideal stabil-ES lemah sebagai ideal taknol 𝐼 

dari daerah integral 𝑅 yang dapat difaktorkan menjadi perkalian antara ideal 

fraksional invertibel 𝐽 dengan ideal fraksional idempoten 𝐸 atau dinotasikan 𝐼 = 𝐽𝐸 

(Mimouni, 2017).  

Kestabilan dari sudut pandang kehidupan dapat dimaknai dengan mengingat 

firman Allah SWT dalam QS. Al-Qashash ayat 77 

نْيَا وَاحَْسِنْ كَمَآ احَْسَنَ  خِرَةَ وَلَْ تنَْسَ نَصِيْبَكَ مِنَ الدُّ ُ الدَّارَ الْْٰ وَابْتغَِ فيِْمَآ اٰتٰىكَ اللّٰه

َ لَْ يحُِبُّ الْمُفْسِدِيْنَ  ُ الِيَْكَ وَلَْ تبَْغِ الْفَسَ ادَ فِى الْْرَْضِ ۗاِنَّ اللّٰه  اللّٰه

“Dan carilah (pahala) negeri akhirat dengan apa yang telah dianugerahkan oleh 

Allah kepadamu tetapi janganlah kamu lupakan bagianmu di dunia dan berbuat 

baiklah (kepada orang lain) sebagaimana Allah telah berbuat baik kepadamu, dan 

janganlah kamu berbuat kerusakan di bumi.”(QS.Al-Qashash/28:77). 

 

Ayat tersebut mengingatkan manusia bahwa kehidupan di dunia hanyalah 

sarana untuk beramal demi kehidupan yang lebih kekal. Kelalaian manusia terhadap 

akhirat dan ambisi untuk memperoleh dunia dapat membawa ketidakstabilan 

terhadap kehidupan manusia itu sendiri. Dengan demikian, patut direnungkan apa 

yang dikatakan oleh Syekh Muzaffer, “Sibukkan tanganmu dengan melakukan 

pekerjaan duniawi, dan sibukkan hatimu dengan Allah” (Frager, 2005). Sebagai 

contoh adalah melakukan penelitian sebagai upaya memahami kekuasaan Allah, 

memuji kebesaran-Nya dan menjadi saksi luasnya rahmat Allah dalam segala 

sesuatu, termasuk di dalamnya meneliti keterhubungan antara penelitian-penelitan 

terdahulu dengan penelitian terbaru. 
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Penelitian mengenai hubungan antara ideal-ideal stabil, seperti hubungan 

antara ideal stabil-L dengan ideal stabil-SV pernah diteliti oleh Anderson, dkk 

(1987) dalam artikel berjudul “a Note on Stable Domain”. Kemudian pada tahun 

2014, Gabelli meneliti hubungan antara ideal stabil-L, ideal stabil-SV, dan ideal 

stabil-ES dan mempublikasikan artikel berjudul “Ten Problem on Stability of 

Domains”. Selanjutnya pada Mimouni (2017), dikaji hubungan antara ideal stabil-

ES dengan ideal stabil-ES lemah. Ideal stabil-ES jelas merupakan ideal stabil-ES 

lemah tetapi ideal stabil-ES lemah belum tentu ideal stabil-ES. Hal tersebut menarik 

untuk dikaji karena terdapat kemungkinan kondisi ekivalen untuk ideal stabil-ES 

lemah terkait dengan ideal stabil-ES. 

Dalam matematika, dua objek berbeda dapat dikatakan ekivalen dalam suatu 

konteks atau ruang semesta tertentu namun tidak ekivalen dalam konteks atau ruang 

semesta yang lain. Sebagai contoh, penjumlahan yang umum dikenal dalam 

himpunan bilangan bulat yaitu semisal 3 + 3 dan 6 + 5 menghasilkan angka yang 

berbeda yaitu masing-masing 6 dan 11. Akan tetapi, dalam penjumlahan himpunan 

bilangan bulat modulo 5 keduanya menghasilkan angka 1 (Gallian, 2013). Lebih 

lanjut, dalam matematika dikenal kondisi ekivalen (equivalent conditions) dan 

relasi ekivalen (equivalence relation). Berbeda dengan relasi ekivalen yang harus 

memuat tiga sifat yaitu, refleksif (reflexive property) simetris (symmetric property), 

dan transitif (transitive property), kondisi ekivalen berkaitan dengan syarat cukup 

(sufficient condition) dan syarat perlu (necessary condition). 

Salah satu contoh kondisi ekivalen dapat dilihat pada Gilbert & Gibert 

(2009) tentang kondisi ekivalen untuk grup. Pada buku tersebut dijelaskan bahwa 

selain dari definisi yang telah disepakati oleh matematikawan mengenai grup, dapat 



5 

 

 

 

dibentuk alternatif definisi yang memenuhi syarat cukup dan syarat perlu untuk 

menjadi grup. Jika dikaitkan dengan ideal stabil-ES lemah, perlu diberikan syarat 

cukup untuk ideal stabil-ES lemah sehingga terpenuhi ekivalensi antara ideal stabil-

ES lemah dengan ideal stabil-ES pada daerah integral. Oleh karena itu, penulis 

mengkaji hubungan ideal stabil-ES lemah dengan ideal stabil-ES pada daerah 

integral dengan artikel Mimouni yang berjudul “Factoring Ideals and Stability in 

Integral Domain sebagai rujukan utama. Namun demikian, penyajian hasil, 

langkah-langkah pembuktian, serta seluruh alur penulisan disesuaikan dengan 

tujuan penulisan skripsi. 

1.2 Rumusan Masalah  

Berdasarkan uraian latar belakang, rumusan masalah yang dalam penelitian 

ini adalah bagaimana syarat cukup agar ideal stabil-ES lemah ekivalen dengan ideal 

stabil-ES pada daerah integral? 

1.3 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan rumusan masalah, tujuan yang hendak dicapai dalam penelitian 

ini adalah untuk mengetahui syarat cukup agar ideal stabil-ES lemah ekivalen 

dengan ideal stabil-ES pada daerah integral. 

1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan informasi dan pengetahuan 

lebih lanjut mengenai teori gelanggang dan modul, khususnya terkait kestabilan 

ideal, yaitu ideal stabil-ES dan ideal stabil-ES lemah. 

1.5 Batasan Masalah  

Ekivalensi dalam penelitian ini merujuk pada pernyataan biimplikasi antara 

ideal stabil-ES dengan ideal stabil-ES lemah. 
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1.6 Definisi Istilah 

Pada subbab berikut ini akan diberikan definisi untuk istilah-istilah yang 

menjadi fokus dalam penelitian ini yaitu: 

Biimplikasi : Misalkan 𝑝 dan 𝑞 masing-masing merupakan 

pernyataan atau proposisi. Biimplikasi digunakan 

untuk menyambung dua pernyataan dengan 

masing-masing implikasi 𝑝 ⟹ 𝑞 dan konversnya 

𝑞 ⟹ 𝑝 bernilai benar. Biimplikasi dinyatakan 

dengan 𝑝  jika dan hanya jika 𝑞 atau yang 

dinotasikan dengan 𝑝 ⟺ 𝑞. Selain …jika dan 

hanya jika…, kalimat yang semakna dengan 𝑝 ⟺

𝑞 adalah 𝑝 ekivalen dengan 𝑞 (Suryanti & Zawawi, 

2014). 

Syarat Cukup : Jika 𝑝 merupakan syarat cukup bagi 𝑞 maka 𝑝 

harus menjamin 𝑞 terjadi (Suryanti & Zawawi, 

2014). Proposisi 𝑝 tidak dapat dikatakan syarat 

cukup jika 𝑝 tidak menjamin terjadinya 𝑞. Jadi 

dapat dikatakan jika diketahui 𝐼 ideal stabil-ES 

lemah, 𝐼 belum cukup untuk menjamin ideal stabil-

ES lemah merupakan ideal stabil-ES sehingga 

perlu diteliti syarat cukup bagi ideal stabil-ES 

lemah agar kondisi ekivalen dengan ideal stabil-ES 

pada daerah integral terpenuhi. 
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Ideal Stabil-ES : Misalkan 𝑅 daerah integral dan 𝐼 ideal taknol dari 

𝑅. Ideal 𝐼 merupakan ideal stabil-ES jika 𝐼2 = 𝐽𝐼 

dengan 𝐽𝐽−1 = 𝑅 dan 𝐽 ⊆ 𝐼. 

Ideal Stabil-ES Lemah : Misalkan 𝑅 daerah integral dan 𝐼 ideal taknol dari 

𝑅. Ideal 𝐼 merupakan ideal stabil-ES jika 𝐼2 = 𝐽𝐼 

dengan 𝐽𝐽−1 = 𝑅 dan 𝐽 ⊆ 𝐼. 



 

8 

 

BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Teori Pendukung 

2.1.1 Syarat Cukup 

Dalam logika matematika, dikenal istilah biimplikasi yang dinotasikan 

dengan ⟺. Misalkan 𝑝 dan 𝑞 masing-masing merupakan suatu pernyataan 

(proposisi), biimplikasi dari dua pernyataan tersebut atau 𝑝 ⟺ 𝑞 bernilai benar 

jika implikasi atau 𝑝 ⟹ 𝑞 bernilai benar dan konversnya atau 𝑞 ⟹ 𝑝 juga bernilai 

benar. Dalam implikasi atau yang dinotasikan dengan 𝑝 ⟹ 𝑞, proposisi 𝑝 dapat 

dikatakan sebagai syarat cukup untuk 𝑞. Sebagai tambahan, 𝑞 merupakan syarat 

perlu untuk 𝑝 (Suryanti & Zawawi, 2014). Lebih lanjut akan dipaparkan definisi 

syarat cukup sebagai berikut. 

Definisi 2.1 

Misalkan 𝑝 dan 𝑞 masing-masing merupakan proposisi. Jika 𝑝 merupakan syarat 

cukup bagi 𝑞 maka 𝑝 harus mampu menjamin 𝑞 akan terjadi. Namun demikian, 𝑝 

hanyalah salah satu syarat untuk menjamin 𝑞 terjadi (Houston, 2009). 

Contoh 2.1 

“Jika suatu segitiga merupakan segitiga sama sisi maka segitiga tersebut 

merupakan segitiga sama kaki.” 

Dari pernyataan tersebut, didapatkan syarat cukup suatu segitiga dikatakan sama 

kaki adalah sama sisi. Jadi segitiga sama sisi akan menjamin suatu segitiga juga 

sama kaki. Namun demikian untuk menjadi segitiga sama kaki tidak perlu harus 

memenuhi syarat sama sisi atau semua sisi sama. Dengan kata lain, segitiga sama 

sisi hanyalah salah satu kondisi yang menjamin suatu segitiga dapat dikatakan 
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sama kaki. Sebagai tambahan untuk membedakan dengan syarat perlu, suatu 

segitiga sama sisi perlu untuk sama kaki tetapi segitiga sama kaki tidak cukup 

untuk menjamin segitiga tersebut sama sisi. Jadi, syarat perlu belum tentu cukup 

untuk menjamin suatu implikasi bernilai benar (Suryanti & Zawawi, 2014). 

2.1.2 Grup 

Definisi 2.2  

Misalkan 𝐺 himpunan takkosong dan pada 𝐺 didefinisikan suatu operasi 

biner yang dinotasikan + (selanjutnya disebut operasi penjumlahan). Himpunan 

𝐺 disebut grup terhadap operasi penjumlahan dan dilambangkan (𝐺, +), 

(selanjutnya hanya ditulis 𝐺) jika memenuhi sifat-sifat berikut: 

a. untuk setiap 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 ∈ 𝐺 berlaku (𝑔1 + 𝑔2) + 𝑔3 = 𝑔1 + (𝑔2 + 𝑔3) 

(aksioma asosiatif); 

b. terdapat 0 ∈ 𝐺 sehingga untuk setiap 𝑔1 ∈ 𝐺 berlaku  

0 + 𝑔1 = 𝑔1 = 𝑔1 + 0 (aksioma eksistensi unsur identitas); 

c. untuk setiap 𝑔1 ∈ 𝐺 terdapat 𝑔2 ∈ 𝐺 sehingga 𝑔1 + 𝑔2 = 0 = 𝑔2 + 𝑔1 

(aksioma eksistensi unsur invers). 

Grup 𝐺 disebut grup komutatif (abelian) jika operasi biner penjumlahan pada 𝐺 

bersifat komutatif, yaitu untuk setiap 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 berlaku 𝑔1 + 𝑔2 = 𝑔2 + 𝑔1 

(Gilbert & Gilbert, 2009). 

Contoh 2.2 

Himpunan bilangan bulat ℤ terhadap operasi penjumlahan atau (ℤ, +), selanjutnya 

hanya ditulis ℤ, dan himpunan bilangan rasional ℚ terhadap operasi penjumlahan 

atau (ℚ, +), selanjutnya hanya ditulis ℚ, masing-masing merupakan grup karena 

memenuhi aksioma-aksioma grup. Oleh karena elemen-elemen di ℤ terhadap 
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operasi penjumlahan dan elemen-elemen di ℚ terhadap operasi penjumlahan 

masing-masing bersifat komutatif, maka ℤ dan ℚ merupakan grup komutatif. 

Pada Definisi 2.2 telah dipaparkan aksioma-aksioma grup yang harus 

dipenuhi oleh suatu himpunan takkosong terhadap operasi biner. Pada Teorema 

2.1 berikut akan dipaparkan cara lain untuk membentuk grup atau dengan kata lain 

kondisi ekivalen untuk grup yang dikutip dari Gilbert & Gilbert (2009). 

Teorema 2.1 

Misalkan 𝐺 himpunan takkosong yang tertutup terhadap operasi biner asosiatif. 

Himpunan 𝐺 dikatakan grup jika dan hanya jika persamaan 𝑎𝑥 = 𝑏 dan 𝑦𝑎 = 𝑏 

mempunyai solusi 𝑥 dan 𝑦 di 𝐺 untuk sebarang 𝑎 dan 𝑏 di 𝐺.  

Berdasarkan teorema tersebut, terdapat salah satu cara, selain dari definisi 

yang disepakati matematikawan untuk membentuk grup, yaitu dengan melihat 

eksistensi solusi pada grup untuk persamaan yang diberikan. Cara lain untuk 

membentuk grup sebagaimana teorema tersebut dikatakan sebagai kondisi 

ekivalen untuk membentuk grup. Pada proses pembuktian digunakan kaidah 

biimplikasi yaitu 𝑝 ⟹  (𝑞 ∧ 𝑟) dan (𝑞 ∧ 𝑟)  ⟹ 𝑝 dengan masing-masing 𝑝 

menotasikan proposisi yaitu jika 𝐺 grup, 𝑞 menotasikan proposisi persamaan 

𝑎𝑥 = 𝑏 memiliki solusi dan 𝑟 menotasikan proposisi persamaan 𝑦𝑎 = 𝑏 memiliki 

solusi dan (𝑞 ∧ 𝑟) mengatakan bahwa 𝑞 dan 𝑟 bernilai benar jika masing-masing 

𝑞 dan 𝑟 bernilai benar. Hal tersebut sejalan dengan penelitian ini karena terdapat 

cara lain untuk membentuk ideal stabil-ES yaitu melalui ideal stabil-ES lemah 

yang dilengkapi dengan syarat cukup tertentu.  
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Selanjutnya akan diberikan definisi mengenai subgrup. Pemaparan definisi 

mengenai grup diperlukan untuk definisi gelanggang dan modul. Sedangkan 

definisi subgrup diperlukan untuk definisi ideal dan submodul. 

Definisi 2.3 

Suatu subhimpunan tak kosong 𝐻 di dalam grup 𝐺 dikatakan subgrup dari 𝐺 jika 

𝐻 memenuhi aksioma-aksioma grup terhadap operasi yang sama (yang 

didefinisikan) pada grup 𝐺 dan dinotasikan 𝐻 ≤ 𝐺 (Gilbert dan Gilbert, 2009).  

Contoh 2.3 

Grup ℤ merupakan subgrup dari ℚ atau ℤ ≤ ℚ karena ℤ merupakan subhimpunan 

takkosong di dalam grup ℚ dan memenuhi aksioma-aksioma grup terhadap 

operasi penjumlahan yang didefinisikan pada ℚ. 

2.1.3 Gelanggang 

Definisi 2.4 

Himpunan takkosong 𝑅 yang dilengkapi dengan dua operasi biner, yang 

dinotasikan dengan + dan × (selanjutnya disebut operasi penjumlahan dan 

perkalian) disebut gelanggang (𝑅, +,×) jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:  

a. (𝑅, +) merupakan grup komutatif atau grup abelian; 

b. operasi perkalian × di 𝑅 bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ 𝑅 

berlaku (𝑟1 × 𝑟2) × 𝑟3 =  𝑟1 × (𝑟2 × 𝑟3); 

c. operasi perkalian × terhadap penjumlahan + di 𝑅 bersifat distributif, yaitu 

untuk setiap 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ 𝑅 berlaku distributif kiri 

𝑟1 × (𝑟2 + 𝑟3) = (𝑟1 × 𝑟2) + (𝑟1 × 𝑟3) 

   dan distributif kanan 

(𝑟1 + 𝑟2) × 𝑟3 = (𝑟1 × 𝑟3) + (𝑟2 × 𝑟3). 
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Gelanggang (𝑅, +,×), selanjutnya hanya dinotasikan dengan 𝑅, disebut 

gelanggang komutatif jika operasi × komutatif, yaitu untuk setiap 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 berlaku 

𝑟𝑠 = 𝑠𝑟. Gelanggang 𝑅 merupakan gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan 

jika 𝑅 merupakan gelanggang komutatif dan 𝑅 memuat unsur kesatuan (identitas 

terhadap perkalian) (Gilbert dan Gilbert, 2009). Selanjutnya unsur kesatuan dari 

gelanggang 𝑅 akan dinotasikan dengan 1𝑅.  

Contoh 2.4 

Gelanggang ℤ dan gelanggang ℚ merupakan gelanggang komutatif dengan unsur 

kesatuan.  

Selanjutnya akan diberikan definisi mengenai daerah integral dengan terlebih 

dahulu diberikan definisi mengenai pembagi nol, yang keduanya dikutip dari 

Wahyuni dkk., 2016). 

Definisi 2.5 

Misalkan 𝑅 gelanggang dan 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0. Unsur 𝑎 dikatakan pembagi nol jika 

terdapat 𝑏 ∈ 𝑅 dan 𝑏 ≠ 0 sehingga 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 0. 

Definisi 2.6 

Suatu gelanggang komutatif 𝑅 dengan unsur kesatuan disebut daerah integral jika 

𝑅 tidak memuat pembagi nol.  

Contoh 2.5 

Diberikan gelanggang himpunan bilangan bulat modulo 𝑛 atau (ℤ𝑛, +, ×) dengan 

𝑛 bilangan asli dan ℤ𝑛 berisi himpunan kelas-kelas [0]𝑛[1]𝑛 … [𝑛 − 1]𝑛. Operasi 

biner penjumlahan pada ℤ𝑛 didefinisikan dengan [𝑥]𝑛 + [𝑦]𝑛 = [𝑥 + 𝑦]𝑛 dan 

operasi biner perkalian (×) pada ℤ𝑛 didefinisikan dengan [𝑥]𝑛 × [𝑦]𝑛 =

[𝑥 × 𝑦]𝑛. Misalkan ℤ10 dengan operasi biner penjumlahan dan perkalian modulo 
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10, didapatkan [2]10 dan [5]10 merupakan pembagi nol karena [2]10 × [5]10 =

[2 × 5]10 = [0]10 sehingga gelanggang ℤ10 bukan merupakan daerah integral 

karena ℤ10 memuat pembagi nol. 

Contoh 2.6 

Gelanggang bilangan bulat ℤ dan bilangan rasional ℚ merupakan daerah integral 

karena ℤ dan ℚ tidak memuat pembagi nol. 

Pada daerah integral terdapat hubungan antara pembagi nol dengan sifat 

kanselasi, yaitu untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 dengan 𝑎 ≠ 0 berlaku 𝑎𝑏 = 𝑎𝑐 

sedemikian sehingga berakibat 𝑏 = 𝑐. Hal tersebut akan dijelaskan pada Teorema 

2.2 berikut. Teorema tersebut akan diaplikasikan dalam pembentukan lapangan 

hasil bagi terkait dengan relasi ekivalen yaitu membuktikan sifat transitif pada 

suatu himpunan yang didefinisikan. 

Teorema 2.2 

Misalkan diberikan sebarang gelanggang 𝑅. Jika 𝑅 tidak memuat pembagi nol 

maka hukum kanselasi berlaku di 𝑅. 

Bukti: 

Misalkan 𝑅 tidak memuat pembagi nol. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0 

sedemikian sehingga 𝑎𝑏 = 𝑎𝑐. Karena 𝑎𝑏 = 𝑎𝑐, diperoleh 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 = 0 dan 

berdasarkan sifat distributif 𝑎 (𝑏 − 𝑐) = 0. Karena 𝑅 tidak memuat pembagi nol 

dan 𝑎 ≠ 0 berakibat 𝑏 − 𝑐 = 0 sehingga diperoleh 𝑏 = 𝑐. ∎ 

Selanjutnya akan diberikan definisi mengenai lapangan dengan terlebih 

dahulu diberikan definisi mengenai unit yang keduanya dikutip dari Wahyuni dkk 

(2016). 
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Definisi 2.7 

Misalkan 𝑅 gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan 1𝑅 dan 𝑢 ∈ 𝑅 

merupakan unsur taknol. Unsur 𝑢 dikatakan unit di 𝑅 jika terdapat 𝑣 ∈ 𝑅 

sedemikian sehingga 𝑢𝑣 = 1𝑅 = 𝑣𝑢. 

Definisi 2.8 

Gelanggang komutatif 𝑅 dengan unsur kesatuan 1𝑅 disebut lapangan jika setiap 

unsur taknol di 𝑅 merupakan unit. 

Contoh 2.7 

Himpunan bilangan bulat ℤ bukan merupakan lapangan karena terdapat 2 ∈ ℤ 

sebagai unsur taknol yang bukan unit. 

Contoh 2.8 

Himpunan bilangan rasional ℚ adalah lapangan karena setiap unsur taknol di ℚ 

merupakan unit. 

2.1.4 Lapangan Hasil Bagi 

Pada pembentukan lapangan hasil bagi dibutuhkan definisi daerah integral 

dan lapangan karena konsep lapangan hasil bagi merupakan perumuman dari 

lapangan himpunan bilangan rasional ℚ yang dapat dibentuk dari daerah integral 

himpunan bilangan bulat ℤ. Jadi akan ditunjukkan bahwa dari sebarang daerah 

integral dapat dibentuk lapangan hasil bagi.  

Sebelumnya akan dipaparkan mengenai definisi relasi ekivalen. 

Penggunaan kata ekivalen dalam relasi ekivalen berbeda dengan makna kata 

ekivalen dalam judul. Definisi relasi ekivalen berkaitan dengan tiga sifat, yaitu 

simetris, transitif, dan simetris. Lebih lanjut akan dibahas dalam definisi berikut 

yang dikutip dari Gallian (2013). 
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Definisi 2.9 

Suatu relasi pada himpunan 𝑆 adalah subhimpunan 𝑅 dari pasangan berurutan 

(produk Cartesian 𝑆 × 𝑆) pada 𝑆. Suatu relasi 𝑅 pada himpunan 𝑆 merupakan 

relasi ekivalen jika berlaku  

a. (𝑎, 𝑎) ∈ 𝑅 untuk semua 𝑎 ∈ 𝑆 (sifat refleksif) yaitu setiap elemen dalam 

himpunan itu berelasi dengan dirinya sendiri; 

b. (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅 berimplikasi (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅 (sifat simetris) yaitu apabila terdapat 

elemen 𝑏 di himpunan tersebut berelasi dengan 𝑎 maka 𝑎 berelasi dengan b; 

c. (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅 dan (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑅 berimplikasi (𝑎, 𝑐) ∈ 𝑅 (sifat transitif). 

Contoh 2.9 

Misalkan 𝐷 daerah integral dan 𝐷∗ = 𝐷 −  {0}. Didefinisikan himpunan 

𝐷 × 𝐷∗ =  {(𝑝, 𝑞) |  𝑝 ∈ 𝐷, 𝑞 ∈ 𝐷∗ }  dengan 𝐷∗ = 𝐷\{0}. 

dengan relasi ~ pada 𝐷 × 𝐷∗ sebagai berikut 

(𝑝1, 𝑞1) ~ (𝑝2, 𝑞2) ⇔ 𝑝1. 𝑞2 = 𝑞1. 𝑝2.  

Akan ditunjukkan relasi ~ merupakan relasi ekivalen. 

a. Refleksif, yaitu misalkan (𝑝1, 𝑞1) ∈ 𝐷 × 𝐷∗ dengan (𝑝1, 𝑞1) ~ (𝑝1, 𝑞1) maka 

𝑝1. 𝑞1 =  𝑞1. 𝑝1. Jadi relasi ~ bersifat refleksif. 

b. Simetris, yaitu misalkan (𝑝1, 𝑞1), (𝑝2, 𝑞2) ∈ 𝐷 × 𝐷∗ dengan (𝑝1, 𝑞1) ~  

(𝑝2, 𝑞2),  maka 𝑝1. 𝑞2 = 𝑞1. 𝑝2 dan 𝑝2. 𝑞1 =  𝑞2. 𝑝1. Oleh karena itu 

(𝑝2, 𝑞2) ~ (𝑝1, 𝑞1). Jadi relasi ~ bersifat simetris.  

c. Transitif, yaitu misalkan (𝑝1, 𝑞1), (𝑝2, 𝑞2), (𝑝3, 𝑞3) ∈ 𝐷 × 𝐷∗ dengan 

(𝑝1, 𝑞1) ~ (𝑝2, 𝑞2) dan (𝑝2, 𝑞2) ~ (𝑝3, 𝑞3), artinya 𝑝1. 𝑞2 =  𝑞1. 𝑝2 dan 

𝑝2. 𝑞3 =  𝑞2. 𝑝3. Perhatikan dengan sifat asosiatif dan komutatif perkalian 

diperoleh  
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(𝑝2. 𝑞2)(𝑝1. 𝑞3) = (𝑝2. 𝑞2)(𝑞1. 𝑝3) 

karena pada daerah integral 𝐷 berlaku hukum kanselasi 𝑝2. 𝑞2 maka diperoleh 

𝑝1. 𝑞3 =  𝑞1. 𝑝3 sehingga (𝑝1, 𝑞1) ~ (𝑝3, 𝑞3). Jadi relasi ~ bersifat transitif.∎ 

Dengan demikian relasi ~ merupakan relasi ekivalen. Oleh karena relasi ~ 

merupakan relasi ekivalen maka akan terbentuk kelas-kelas ekivalen yang 

mempartisi 𝐷 × 𝐷∗. Misalkan (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐷 × 𝐷∗. Kelas ekivalen yang memuat 

(𝑝, 𝑞) dinotasikan 

𝐾(𝑝,𝑞) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 × 𝐷∗| (𝑥, 𝑦) ~ (𝑝, 𝑞)}. 

Kemudian dibentuk himpunan kelas-kelas ekivalen yang dinotasikan dengan 𝑄 

dan kelas ekivalensi yang memuat (𝑝, 𝑞) dinotasikan 
𝑝

𝑞
 sehingga 

𝑄 =  {𝐾(𝑝,𝑞)| (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐷 × 𝐷∗} 

= {
𝑝

𝑞
|(𝑝, 𝑞) ∈ 𝐷 × 𝐷∗}. 

Selanjutnya pada himpunan 𝑄 didefiniskan operasi +∗ 𝑑𝑎𝑛 .∗ sebagai berikut 

𝑝1

𝑞1
+∗

𝑝2

𝑞2
=

𝑝1𝑞2 + 𝑝2𝑞1

𝑞1𝑞2
;           

𝑝1

𝑞1
.∗

𝑝2

𝑞2
=

𝑝1𝑝2

𝑞1𝑞2
. 

Dalam proses pembentukan lapangan hasil bagi yang dikutip dari Wahyuni, dkk 

(2016), pertama-tama didefinisikan operasi +∗ 𝑑𝑎𝑛 .∗ pada himpunan 𝑄 dan akan 

dibuktikan kedua operasi tersebut well-defined. Diberikan sebarang 

 
𝑝1

𝑞1
,
𝑝2

𝑞2
,
𝑟1

𝑠1
,
𝑟2

𝑠2
∈ 𝑄;          

𝑝1

𝑞1
=

𝑟1

𝑠1
;             

𝑝2

𝑞2
=

𝑟2

𝑠2
 

sehingga  

𝑝1

𝑞1
+∗

𝑝2

𝑞2
=

𝑝1𝑞2 + 𝑝2𝑞1

𝑞1𝑞2
=

𝑟1𝑠2 + 𝑟2𝑠1

𝑠1𝑠2
=

𝑟1

𝑠1
+∗

𝑟2

𝑠2
  

 dan 
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𝑝1

𝑞1
.∗

𝑝2

𝑞2
=

𝑝1𝑝2

𝑞1𝑞2
=

𝑟1𝑟2

𝑠1𝑠2
=

𝑟1

𝑠1
.∗

𝑟2

𝑠2
. 

Kedua, akan dibuktikan bahwa himpunan 𝑄 merupakan lapangan yang akan 

diuraikan dalam langkah-langkah berikut: 

a. membuktikan ketertutupan pada +∗ 

diberikan sebarang 
𝑝1

𝑞1
,

𝑝2

𝑞2
∈ 𝑄 maka 

𝑝1

𝑞1
+∗

𝑝2

𝑞2
=

𝑝1𝑞2 + 𝑝2𝑞1

𝑞1𝑞2
∈ 𝐷 × 𝐷∗.  

jadi, operasi +∗ bersifat tertutup pada himpunan 𝑄; 

b. membuktikan sifat asosiatif pada +∗ 

diberikan sebarang 
𝑝1

𝑞1
,

𝑝2

𝑞2
,

𝑝3

𝑞3
∈ 𝑄 maka 

(
𝑝1

𝑞1
+∗

𝑝2

𝑞2
) +∗  

𝑝3

𝑞3
=

𝑝1

𝑞1
+∗ (

𝑝2

𝑞2
+∗

𝑝3

𝑞3
)  

jadi, operasi +∗ bersifat asosiatif pada himpunan 𝑄; 

c. membuktikan unsur identitas pada +∗ 

terdapat 
0

𝑞
∈ 𝑄 sehingga untuk setiap 

𝑝1

𝑞1
∈ 𝑄 berlaku 

𝑝1

𝑞1
+∗

0

𝑞
=

𝑝1𝑞 + 0𝑞1

𝑞1𝑞
=  

𝑝1𝑞

𝑞1𝑞
=

𝑝1

𝑞1
=

𝑞𝑝1

𝑞𝑞1
=  

0𝑞1 + 𝑝1𝑞

𝑞𝑞1
=  

0

𝑞
+∗

𝑝1

𝑞1
 

jadi 
0

𝑞
∈ 𝑄 merupakan unsur identitas terhadap operasi +∗; 

d. membuktikan operasi +∗ bersifat komutatif 

diberikan sebarang 
𝑝

𝑞
,

𝑟

𝑠
∈ 𝑄 berlaku 

𝑝

𝑞
+∗

𝑟

𝑠
=

𝑝𝑠 +∗ 𝑟𝑞

𝑞𝑠
=  

𝑟𝑞+∗𝑝𝑠

𝑠𝑞
=  

𝑟

𝑠
+∗

𝑝

𝑞
 

jadi, operasi +∗ bersifat komutatif; 

e. membuktikan terdapat invers terhadap +∗. 
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untuk setiap 
𝑝

𝑞
∈ 𝑄 terdapat  

−𝑝

𝑞
∈ 𝑄 sehingga 

𝑝

𝑞
+∗

−𝑝

𝑞
=

𝑝𝑞 +∗ (−𝑝𝑞)

𝑞
=

0

𝑞
=

(−𝑝𝑞)+∗𝑝𝑞

𝑞
=  

−𝑝

𝑞
+∗

𝑝

𝑞
; 

f. operasi .∗ bersifat asosiatif.  

diberikan sebarang 
𝑝

𝑞
,

𝑟

𝑠
,

𝑡

𝑢
∈ 𝑄 maka berlaku 

(
𝑝

𝑞
.∗

𝑟

𝑠
) .∗

𝑡

𝑢
=  

𝑝

𝑞
.∗ (

𝑟

𝑠
.∗

𝑡

𝑢
) 

operasi +∗ dan .∗ bersifat distributif kiri dan distributif kanan di 𝑄 

𝑡

𝑢
.∗ (

𝑝

𝑞
+∗

𝑟

𝑠
) = (

𝑡

𝑢
.∗

𝑝

𝑞
) +∗ (

𝑡

𝑢
.∗

𝑟

𝑠
) 

(
𝑝

𝑞
+∗

𝑟

𝑠
) .∗

𝑡

𝑢
=  (

𝑝

𝑞
.∗

𝑡

𝑢
) +∗ (

𝑟

𝑠
.∗

𝑡

𝑢
) ; 

g. membuktikan unsur identitas terhadap .∗ 

terdapat unsur identitas 
𝑞

𝑞
, 𝑞 ∈ 𝑄 sehingga untuk setiap 

𝑝1

𝑞1
∈ 𝑄 berlaku 

𝑝1

𝑞1
.∗

𝑞

𝑞
=

𝑝1𝑞

𝑞1𝑞
=

𝑝1

𝑞1
=

𝑞𝑝1

𝑞𝑞1
=

𝑞

𝑞
 .∗

𝑝1

𝑞1
; 

h. membuktikan operasi .∗ bersifat komutatif 

diberikan sebarang 
𝑝

𝑞
,

𝑟

𝑠
∈ 𝑄 berlaku 

𝑝

𝑞
.∗

𝑟

𝑠
=

𝑝𝑟

𝑞𝑠
=

𝑟𝑝

𝑠𝑞
=  

𝑟

𝑠
.∗

𝑝

𝑞
;  

i. memuat invers terhadap .∗ 

terdapat 
𝑞

𝑝
 ∈ 𝑄 sehingga untuk setiap 

𝑝

𝑞
∈ 𝑄 dengan 𝑝 ≠ 0 berlaku 

𝑝

𝑞
.∗

𝑞

𝑝
=  

𝑝𝑞

𝑞𝑝
=

𝑞

𝑞
=  

𝑞𝑝

𝑝𝑞
=

𝑞

𝑝
.∗

𝑝

𝑞
; 

Dengan demikian 𝑄 merupakan lapangan karena memenuhi aksioma-aksioma 

lapangan yang dipaparkan dari a-i.  
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Pada langkah ketiga, akan ditunjukkan bahwa terdapat monomorfisma dari 

𝐷 ke 𝑄. Namun sebelumnya akan diberikan definisi mengenai homomorfisma 

gelanggang, monomorfisma gelanggang, dan penyisipan suatu gelanggang pada 

gelanggang lain yang dikutip dari Wahyuni, dkk (2016). 

Definisi 2.10 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 masing-masing adalah gelanggang. Suatu pemetaan 𝜙 dari 𝐴 

ke 𝐵 atau 𝜙 ∶  𝐴 → 𝐵 disebut homomorfisma gelanggang jika untuk setiap  

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 berlaku 𝜙 mengawetkan operasi penjumlahan atau 𝜙 (𝑎 + 𝑏) = 𝜙 (𝑎) +

𝜙 (𝑏) dan 𝜙 mengawetkan operasi perkalian atau 𝜙 (𝑎𝑏) = 𝜙(𝑎) 𝜙(𝑏).  

Definisi 2.11 

Suatu homomorfisma 𝜙 dari gelanggang 𝐴 ke gelanggang 𝐵 disebut 

monomorfisma jika 𝜙 merupakan pemetaan injektif. 

Definisi 2.12 

Misalkan 𝑅 dan 𝑆 masing-masing merupakan gelanggang. Gelanggang 𝑅 

dikatakan dapat disisipkan pada gelanggang 𝑆 jika dari 𝑅 ke 𝑆 terdapat suatu 

monomorfisma. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa terdapat monomorfisma dari 𝐷 ke 𝑄. 

Didefinisikan suatu pemetaan 𝑖 dari 𝐷 ke 𝑄 atau 𝑖: 𝐷 → 𝑄 dengan  𝑖(𝑎) =
𝑎

1
. 

Ambil sebarang 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐷 sehingga  

𝑖(𝑝) = (
𝑝

1
) = 𝑝 

dan 

𝑖(𝑞) = (
𝑞

1
) = 𝑞. 
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Dengan demikian, 𝑖 merupakan homomorfisma gelanggang yang bersifat injektif. 

Jadi 𝐷 dikatakan dapat disisipkan pada 𝑄. Oleh karena itu, untuk sebarang daerah 

integral 𝐷 dapat dibentuk lapangan hasil bagi 𝑄. 

Contoh 2.10 

Lapangan hasil bagi atas daerah integral bilangan bulat ℤ adalah lapangan 

bilangan rasional ℚ. 

2.1.5 Ideal 

Sebelum menuju uraian mengenai ideal, akan diberikan definisi dari 

subgelanggang karena ideal merupakan subgelanggang yang bersifat khusus. 

Definisi 2.13 

Misalkan 𝑆 subhimpunan takkosong dari gelanggang 𝑅. Himpunan 𝑆 disebut 

subgelanggang dari 𝑅 jika 𝑆 terhadap dua operasi biner yang sama dengan 𝑅 juga 

merupakan gelanggang (Gallian, 2013). 

Contoh 2.11 

Gelanggang ℤ merupakan merupakan subgelanggang dari ℚ karena ℤ merupakan 

subhimpunan takkosong dari gelanggang ℚ dan memenuhi aksioma-aksioma 

gelanggang terhadap dua operasi biner (penjumlahan dan perkalian) yang sama 

dengan ℚ. 

Selanjutnya akan diberikan definisi mengenai ideal yang dikutip dari Larsen 

& McCarthy (1971). 

Definisi 2.14 

Misalkan 𝑅 gelanggang dan 𝐼 subgelanggang dari 𝑅. Subgelanggang 𝐼 dikatakan 

ideal jika untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐼 dan 𝑟 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎𝑟 ∈ 𝐼 (ideal kiri) dan 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 (ideal 

kanan).  
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Setiap gelanggang 𝑅 paling tidak mempunyai dua ideal, yaitu ideal {0} (zero 

ideal) dan 𝑅. Jika 𝑅 mempunyai ideal yang tidak sama dengan 𝑅, ideal tersebut 

dikatakan ideal sejati atau ideal proper. 

Contoh 2.11 

Himpunan 2ℤ dan 3ℤ merupakan ideal di gelanggang ℤ. 

Selanjutnya akan dibahas mengenai jumlahan pada dua ideal dari gelanggang 

𝑅 merupakan ideal di 𝑅.  

Teorema 2.3 

Misalkan 𝐼 dan 𝐽 masing-masing adalah ideal dari gelanggang komutatif 𝑅. 

Jumlahan dari dua ideal didefinisikan sebagai berikut 

𝐼 + 𝐽 =  { 𝑖 + 𝑗 | 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽}. 

Akan ditunjukkan bahwa jumlah dua ideal dari 𝑅 merupakan ideal dari 𝑅.  

Ambil sebarang 𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽 sehingga 𝑥 = 𝑖1 + 𝑗1 dengan 𝑖1 ∈ 𝐼 dan 𝑗1 ∈ 𝐽 dan 

ambil sebarang 𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽 sehingga 𝑦 = 𝑖2 + 𝑗2 dengan 𝑖2 ∈ 𝐼 dan 𝑗2 ∈ 𝐽.  

Akan diperiksa apakah 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽 dan 𝑟𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽 dengan 𝑟 ∈ 𝑅 

𝑥 − 𝑦 =  (𝑖1 + 𝑗1) − (𝑖2 + 𝑗2) =  (𝑖1 − 𝑖2) + (𝑗1 − 𝑗2) 

dengan (𝑖1 − 𝑖2) ∈ 𝐼 dan (𝑗1 − 𝑗2) ∈ 𝐽 sehingga 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽. Selanjutnya  

𝑟𝑥 = 𝑟 (𝑖1 + 𝑗1) = 𝑟(𝑖1) + 𝑟(𝑗1)  

dengan 𝑟(𝑖1) ∈ 𝐼 dan 𝑟(𝑗1) ∈ 𝐽 sehingga 𝑟𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽. ∎ 

Dengan demikian hasil jumlahan dari dua ideal juga merupakan ideal di 𝑅. Lebih 

lanjut, akan ditunjukkan jumlahan dua ideal bersifat komutatif. 

Selanjutnya akan diberikan definisi perkalian dua ideal yang dikutip dari 

Wahyuni, dkk (2016). Kemudian akan ditunjukkan bahwa hasil kali dua ideal di 
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gelanggang 𝑅 juga merupakan ideal di gelanggang 𝑅 dan perkalian ideal-ideal di 

gelanggang 𝑅 komutatif bersifat komutatif, asosiatif, dan distributif. 

Teorema 2.4 

Misalkan 𝐼 dan 𝐽 masing-masing adalah ideal dari gelanggang komutatif 𝑅. 

Perkalian dari dua ideal didefinisikan sebagai berikut 

𝐼𝐽 =  { ∑ 𝑖𝑖𝑗𝑖
𝑛
𝑖=1  | 𝑖𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗𝑖 ∈ 𝐽, 𝑛 = 1,2,3, . . , 𝑛 ∈ ℕ} 

= {𝑖1𝑗1 + 𝑖2𝑗2 + ⋯ + 𝑖𝑛𝑗𝑛| 𝑖𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗𝑖 ∈ 𝐽, 𝑖 = 1, 2, 3, … , 𝑛 ∈ ℕ}.  

Akan ditunjukkan hasil kali dari dua ideal di 𝑅 merupakan ideal dari 𝑅. Ambil 

sebarang 𝑥 ∈ 𝐼𝐽 sehingga 𝑥 = { ∑ 𝑘𝑖𝑙𝑖
𝑛
𝑖=1  | 𝑘𝑖 ∈ 𝐼, 𝑙𝑖 ∈ 𝐽, 𝑛 = 1,2,3, … , 𝑛 ∈ ℕ}. 

Ambil sebarang 𝑦 ∈ 𝐼𝐽 sehingga  

𝑦 = { ∑ 𝑚𝑖𝑛𝑖
𝑚
𝑖=1 | 𝑚𝑖 ∈ 𝐼, 𝑛𝑖 ∈ 𝐽, 𝑚 = 1,2,3, … , 𝑚 ∈ ℕ}. 

Kemudian diperiksa apakah 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼𝐽 dan 𝑟𝑥 ∈ 𝐼𝐽 dengan 𝑟 ∈ 𝑅 

𝑥 − 𝑦 = ∑ 𝑘𝑖𝑙𝑖

𝑛

𝑖=1
− ∑ 𝑚𝑖𝑛𝑖

𝑚

𝑖=1
 

=  ∑ 𝑘𝑖𝑙𝑖

𝑛

𝑖=1
+ ∑ (−𝑚𝑖)𝑛𝑖

𝑚

𝑖=1
= ∑ 𝑖𝑖𝑗𝑖

𝑛+𝑚

𝑖=1
 

dengan 𝑖𝑖 = 𝑘𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝑖𝑖 = −𝑚𝑖; 𝑛 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 

𝑗𝑖 = 𝑙𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝑗𝑖 = 𝑛𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. 

Jadi 𝑖𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑗𝑖 ∈ 𝐽 sehingga 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼𝐽.  

Selanjutnya 𝑟𝑥 = 𝑟 (∑ 𝑘𝑖𝑙𝑖
𝑛
𝑖=𝑖 ) = ∑ (𝑟𝑘𝑖)

𝑛
𝑖=𝑖  𝑙𝑖 sehingga 𝑟𝑘𝑖 ∈ 𝐼. ∎ 

Lebih lanjut akan ditunjukkan perkalian dua ideal besifat komutatif  

𝐼𝐽 = { ∑ 𝑖𝑖𝑗𝑖
𝑛
𝑖=1  | 𝑖𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗𝑖 ∈ 𝐽, 𝑛 = 1,2,3, . . } 

= { ∑ 𝑗𝑖𝑖𝑖
𝑛
𝑖=1  | 𝑖𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗𝑖 ∈ 𝐽, 𝑛 = 1,2,3, . . } = 𝐽𝐼. ∎ 
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Selanjutnya akan ditunjukkan perkalian dua ideal bersifat asosiatif  

𝐼 (𝐽𝐾) = 𝑖1(𝑗1𝑘1 + ⋯ + 𝑗𝑛𝑘𝑛) + ⋯ + 𝑖𝑛(𝑗1𝑘1 + ⋯ + 𝑗𝑛𝑘𝑛) 

= 𝑖1(𝑗1𝑘1) + ⋯ + 𝑖1(𝑗𝑛𝑘𝑛) + ⋯ + 𝑖𝑛(𝑗1𝑘1) + 𝑖𝑛(𝑗𝑛𝑘𝑛) 

=  (𝑖1𝑗1)𝑘1 + ⋯ + (𝑖1𝑗𝑛)𝑘𝑛 + ⋯ + (𝑖𝑛𝑗1)𝑘1 + (𝑖𝑛𝑗𝑛)𝑘𝑛 

=  (𝐼𝐽) 𝐾. ∎ 

dan distributif terhadap penjumlahan  

𝐼 (𝐽 + 𝐾) =  {∑ 𝑖𝑖(𝑗𝑖+𝑘𝑖)
𝑛
𝑖=1 |𝑖𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗𝑖 ∈ 𝐽, 𝑘𝑖 ∈ 𝐾, 𝑛 = 1,2,3, … } 

= ∑(𝑖𝑖𝑗𝑖+𝑖𝑖𝑘𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

= ∑(𝑖𝑖𝑗𝑖)

𝑛

𝑖=1

+ ∑(𝑖𝑖𝑘𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

= 𝐼𝐽 + 𝐼𝐾. ∎ 

Pembuktian sifat-sifat operasi pada perkalian ideal diperlukan untuk 

membuktikan sifat-sifat ideal berikutnya yang dikutip dari Larsen & McCarthy 

(1971) dengan pembuktian bahwa irisan dua ideal merupakan ideal dari 𝑅 dapat 

dilihat pada Wahyuni, dkk (2016). Sifat-sifat tersebut adalah 

a. 𝐼𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽; 

b. 𝐼 ⊆ 𝐽 ⇒ 𝐼𝐾 ⊆ 𝐽𝐾; 

c. 𝐼 (𝐽 ∩  𝐾)  ⊆ 𝐼𝐽 ∩ 𝐼𝐾; 

Selanjutnya akan diberikan definisi mengenai perpangkatan pada ideal yang 

dikutip dari Athiyah & Macdonald (1969). 

Definisi 2.15 

Suatu ideal 𝐼𝑛 dengan 𝑛 merupakan bilangan bulat positif, 𝐼𝑛 merupakan ideal yang 

dibangun oleh semua hasil kali dari 𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛 dengan 𝑥𝑖 ∈ 𝐼. 
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Pembuktian sifat-sifat perkalian pada ideal diperlukan untuk membuktikan 

sifat perpangkatan pada ideal yang dikutip dari Larsen & Mc. Carthy (1971), yaitu 

misalkan 𝑅 gelanggang dan 𝐴 ideal dari 𝑅, didefinisikan pangkat 𝑛 dan 𝑚 dengan 

𝑛, 𝑚 masing-masing merupakan sebarang bilangan bulat positif berlaku sifat-sifat 

sebagai berikut: 

a. 𝐴1 = 𝐴 dan 𝐴𝑛 = 𝐴𝐴𝑛−1 jika 𝑛 > 1 

b. 𝐴𝑚𝐴𝑛 = 𝐴𝑚+𝑛 

c. (𝐴𝑚)𝑛 = 𝐴𝑚𝑛 

d. (𝐴𝐵)𝑛 = 𝐴𝑛𝐵𝑛 

Selanjutnya akan diberikan definisi mengenai ideal kuosien atau ideal hasil bagi 

dan akan ditunjukkan bahwa hasil bagi dua ideal merupakan ideal di 𝑅. 

Teorema 2.5 

Misalkan 𝐼, 𝐽 masing-masing adalah ideal di 𝑅. Hasil bagi dua ideal didefinisikan 

sebagai berikut 

(𝐼 ∶ 𝐽) = {𝑟𝑗 ∈ 𝐼, ∀𝑗 ∈ 𝐽, 𝑟 ∈ 𝑅} 

Selanjutnya, akan ditunjukkan hasil bagi dua ideal merupakan ideal di 𝑅.  

Ambil sebarang 𝑥 ∈  (𝐼 ∶ 𝐽)  sehingga 𝑥𝑗 ∈ 𝐼 untuk semua 𝑗 ∈ 𝐽 dan 𝑥 ∈ 𝑅. 

Ambil sebarang 𝑦 ∈  (𝐼 ∶ 𝐽)  sehingga 𝑦𝑗 ∈ 𝐼 untuk semua 𝑗 ∈ 𝐽 dan 𝑦 ∈ 𝑅. 

Kemudian akan diperiksa (𝑥 − 𝑦) ∈ (𝐼 ∶ 𝐽) dan 𝑟 (𝑥𝑗) ∈ 𝐼 

𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 =  (𝑥 − 𝑦) 𝑗 ∈ 𝐼 

sehingga (𝑥 − 𝑦) ∈ (𝐼 ∶ 𝐽) karena (𝑥 − 𝑦) ∈ 𝑅 dan 𝐼 ideal di 𝑅. Selanjutnya, 

ambil 𝑟 ∈ 𝑅 sehingga 

𝑟 (𝑥𝑗) = (𝑟𝑥) 𝑗 ∈ 𝐼 

untuk semua 𝑗 ∈ 𝐽 sehingga 𝑟𝑥 ∈ (𝐼 ∶ 𝐽).∎ 
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2.1.6 Ideal Fraksional 

Sebelum diberikan definisi mengenai ideal fraksional, akan terlebih dahulu 

diberikan definisi mengenai modul dan submodul yang keduanya dikutip dari 

Wahyuni, dkk (2016). 

Definisi 2.16 

Misalkan 𝑅 gelanggang komutatif dengan unsur kesatuan dan 𝑀 grup komutatif 

terhadap operasi penjumlahan “+”.  Diberikan operasi perkalian skalar atau 

pemetaan 𝑅 × 𝑀 → 𝑀 dengan (𝑟, 𝑚) ↦ 𝑟𝑚. Himpunan 𝑀 disebut modul kiri atas 

𝑅 (𝑅-modul kiri) jika untuk setiap 𝑟, 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 dan 𝑚, 𝑚1, 𝑚2 memenuhi aksioma-

aksioma berikut:  

a. 𝑟 (𝑚1 + 𝑚2) = 𝑟𝑚1 + 𝑟𝑚2; 

b. (𝑟1 + 𝑟2) 𝑚 = 𝑟1𝑚 + 𝑟2𝑚; 

c. (𝑟1𝑟2) 𝑚 = 𝑟1(𝑟2𝑚); 

d. 1𝑅𝑚 = 𝑚 dengan 1𝑅 merupakan unsur kesatuan di 𝑅. 

Contoh 2.12 

Sebarang gelanggang komutatif 𝑅 yang memuat unsur kesatuan merupakan modul 

atas dirinya sendiri.  

Definisi 2.17 

Misalkan 𝑅 adalah gelanggang dengan unsur kesatuan dan 𝑀 adalah 𝑅-modul. 

Subhimpunan 𝑁 ⊆ 𝑀 disebut submodul jika 𝑁 merupakan subgrup dari 𝑀 dan 𝑁 

tertutup terhadap operasi perkalian skalar yang didefinisikan pada 𝑅-modul. 

Contoh 2.17 

Setiap ideal 𝐼 dalam gelanggang 𝑅 dengan unsur kesatuan merupakan submodul 

pada 𝑅-modul atas dirinya sendiri. 
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Selanjutnya akan dipaparkan definisi ideal fraksional yang dikutip dari 

Larsen & McCarthy (1971) dan operasi-operasi yang berlaku pada ideal fraksional 

yang dikutip dari Kurniadi (2014). 

Definisi 2.18 

Misalkan 𝑅 daerah integral dengan 𝑄 lapangan hasil bagi. Suatu ideal fraksional 

𝐼 dari 𝑅 merupakan 𝑅-submodul taknol dari 𝑄 sedemikian sehingga 𝑎𝐼 ⊆ 𝑅 untuk 

suatu 𝑎 ∈ 𝑅 dan 𝑎 ≠ 0.  

Lebih lanjut, ideal pada 𝑅 pada umumnya diistilahkan dengan integral ideal 

untuk membedakan dengan ideal fraksional. Namun demikian, terdapat hubungan 

antara ideal dan ideal fraksional yang dikutip dari Kurniadi (2014) dan akan 

ditunjukkan dalam teorema berikut.  

Teorema 2.6 

Misalkan 𝑅 daerah integral dan 𝐼 ideal taknol dari 𝑅. Setiap ideal taknol 𝐼 dari 𝑅 

merupakan ideal fraksional dari 𝑅 dan setiap ideal fraksional dari 𝑅 yang termuat 

di 𝑅 merupakan ideal dari 𝑅. 

Contoh 2.18 

Himpunan 
1

2
 ℤ dari lapangan hasil bagi 𝑄 merupakan ideal fraksional dari ℤ. 

Pada ideal fraksional berlaku operasi perkalian. Lebih lanjut akan diuraikan 

pada teorema berikut yang dikutip dari Dahoklory & Persulessy (2015). 

Teorema 2.7 

Misalkan 𝐴, 𝐵 masing-masing adalah ideal fraksional di 𝑅. Didefinisikan 

perkalian 𝐴𝐵 sebagai berikut 

𝐴𝐵 =  ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑏𝑖 ∈ 𝐵, 𝑛 ∈ ℕ

𝑛

𝑖=1
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Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa hasil perkalian dua ideal fraksional juga 

merupakan ideal fraksional. Diketahui 𝐴 dan 𝐵 masing-masing merupakan ideal 

fraksional dari 𝑅 sehingga berlaku 𝑥𝐴 ⊆ 𝑅 dan 𝑦𝐵 ⊆ 𝑅 dengan 𝑥, 𝑦 ≠ 0 

dan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅. Jadi  

(𝑥𝐴)(𝑦𝐵) = (𝑥𝑦) 𝐴𝐵 ⊆ 𝑅 

karena 𝑥, 𝑦 ≠ 0 maka 𝑥𝑦 ∈ 𝑅 taknol sehingga 𝐴𝐵 merupakan submodul taknol 

dan dengan demikian 𝐴𝐵 merupakan ideal fraksional. Lebih lanjut, akan 

dibuktikan perkalian ideal fraksional bersifat komutatif. Misalkan 𝐼1 dan 𝐼2 ideal 

fraksional dari 𝑅. Dari definisi didapatkan  

𝐼1𝐼2 =  ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑏𝑖 ∈ 𝐼2, 𝑛 ∈ ℕ

𝑛

𝑖=1

 

Oleh karena 𝐼1 ⊆ 𝐾 dan 𝐼2 ⊆ 𝐾, maka untuk semua 𝑖 berlaku 𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑏𝑖𝑎𝑖 

sehingga 

𝐼1𝐼2 =  ∑ 𝑏𝑖𝑎𝑖 | 𝑏𝑖 ∈ 𝐼2, 𝑎𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑛 ∈ ℕ

𝑛

𝑖=1

= 𝐼2𝐼1. 

Perkalian dua ideal fraksional juga bersifat asosiatif. Misalkan 𝐼1, 𝐼2, dan 𝐼3 ideal 

fraksional dari 𝑅. Dari definisi didapatkan  

𝐼3(𝐼1𝐼2) = {∑ 𝑐𝑖(𝑎𝑖𝑏𝑖) |𝑐𝑖 ∈ 𝐼3 𝑎𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑏𝑖 ∈ 𝐼2, 𝑛 ∈ ℕ 

𝑛

𝑖=1

} 

karena 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖 ∈ 𝐾 untuk semua 𝑖 maka berlaku 𝑐𝑖 (𝑎𝑖𝑏𝑖) = (𝑎𝑖𝑏𝑖) 𝑐𝑖 sehingga 

𝐼3(𝐼1𝐼2) = {∑ 𝑐𝑖(𝑎𝑖𝑏𝑖) |𝑐𝑖 ∈ 𝐼3 𝑎𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑏𝑖 ∈ 𝐼2, 𝑛 ∈ ℕ 

𝑛

𝑖=1

} 

= {∑(𝑐𝑖𝑎𝑖)𝑏𝑖 |𝑐𝑖 ∈ 𝐼3 𝑎𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑏𝑖 ∈ 𝐼2, 𝑛 ∈ ℕ 

𝑛

𝑖=1

} = (𝐼3𝐼1)𝐼2  
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Selanjutnya akan didefinisikan ideal fraksional yang mempunyai invers 

(ideal fraksional invertibel) dan ideal fraksional idempoten yang dikutip dari 

Larsen dan McCarthy (1971). 

Definisi 2.19 

Misalkan 𝑅 daerah integral dan 𝑄 lapangan hasil bagi. Ideal fraksional 𝐴 dari 𝑅 

dikatakan mempunyai invers jika terdapat ideal fraksional 𝐶 dari 𝑅 sedemikian 

sehingga 𝐴𝐶 = 𝑅. 

Lebih lanjut, jika suatu ideal fraksional dari daerah integral 𝑅 mempunyai 

invers, maka invers tersebut tunggal (Kurniadi, 2014) dan dibangun secara 

berhingga (Dahoklory & Persulessy, 2015). 

Definisi 2.20 

Misalkan 𝑅 daerah integral dan 𝑄 lapangan hasil bagi. Ideal fraksional 𝐴 dari 𝑅 

dikatakan Ideal fraksional idempoten 𝐴 jika 𝐴 = 𝐴2. 

 Pada ideal fraksional berlaku hasil bagi dari dua ideal fraksional yang akan 

didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.21 

Misalkan 𝑅 daerah integral, 𝐾 lapangan hasil bagi dari 𝑅, dan 𝐼, 𝐽 masing-masing 

merupakan ideal fraksional dari 𝐷. Ideal kuosien dari 𝐽 dan 𝐼 didefinisikan sebagai 

berikut 

(𝐽 ∶ 𝐼) = {𝑥 ∈ 𝐾|𝑥𝐼 ⊆ 𝐽} 

 Definisi yang dikutip dari (Barucci, 1986) mengenai ideal kuosien 

diperlukan dalam pemfaktoran ideal-ideal stabil. Di samping itu berlaku pula sifat 

operasi pada ideal fraksional yang dikutip dari Clark sebagai berikut. 
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Misalkan 𝐼, 𝐽, 𝑀 masing-masing merupakan ideal fraksional maka berlaku  

𝐼 ∩ 𝐽 = {𝑥 ∈ 𝐾 |𝑥 ∈ 𝐼, 𝑥 ∈ 𝐽}. 

Jika 𝐼 ⊂ 𝐽 maka berlaku 𝐼𝑀 ⊂ 𝐽𝑀. 

2.1.7 Kestabilan Ideal 

Pada tahun 1975, Paul Eakin dan Avinash Sathaye mempublikasikan artikel 

yang berjudul “Prestable Ideal”. Di dalam artikel tersebut, diperkenalkan definisi 

dan notasi dari ideal stabil-ES. Suatu ideal 𝐼 dari gelanggang lokal dikatakan stabil 

jika terdapat 𝑥 ∈ 𝐼 sedemikian sehingga 𝑥𝐼 = 𝐼2. Lebih lanjut latar belakang ideal 

stabil-ES berkaitan dengan reduksi pada ideal. Diberikan gelanggang 𝑅 dan 𝐴, 𝐵 

masing-masing adalah ideal dari 𝑅. Ideal 𝐵 dikatakan sebagai reduksi (reduction) 

dari 𝐴 jika 𝐵 ⊆ 𝐴 dan 𝐵𝐴𝑛 = 𝐴𝑛+1 untuk suatu bilangan bulat positif 𝑛 (Eakin & 

Sathaye, 1975). Ideal stabil-ES merupakan pengembangan dari salah satu teorema 

dalam ideal stabil-L yang diperkenalkan oleh Lipman dalam artikel “Stable Ideals 

and Arf Rings.” Kemudian Mimouni (2017) dalam artikel berjudul “Factoring 

Ideals and Stability and Integral Domain” mendefinisikan ideal stabil-ES pada 

konteks daerah integral sebagai berikut. 

Definisi 2.22 

Misalkan 𝐼 ideal taknol dari daerah integral 𝑅, ideal 𝐼 dikatakan ideal stabil-

ES jika 𝐼2 = 𝐽𝐼 dengan 𝐽 ⊆ 𝐼.  

Definisi 2.23 

Daerah integral 𝑅 dikatakan daerah stabil-ES jika setiap ideal dari 𝑅 merupakan 

ideal stabil-ES.  

Di samping itu Mimouni juga mengenalkan konsep ideal stabil-ES lemah 

pada daerah integral yang akan dituliskan dalam definisi berikut. 
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Definisi 2.24 

Misalkan 𝑅 daerah integral dan 𝐼 ideal taknol dari daerah integral 𝑅. Ideal 𝐼 

dikatakan ideal stabil-ES lemah jika 𝐼 dapat difaktorkan menjadi ideal fraksional 

invertibel 𝐽 dan ideal fraksional idempoten 𝐸 dari 𝑅 atau dinotasikan 𝐼 = 𝐽𝐸.  

Definisi 2.25 

Daerah integral 𝑅 dikatakan daerah stabil-ES lemah jika setiap ideal taknol dari 

daerah integral 𝑅 merupakan ideal stabil-ES lemah.  

Lebih lanjut, Mimouni (2017) juga memperkenalkan definisi ideal stabil 

yang akan dibahas dalam Definisi 2.26 berikut, 

Definisi 2.26 

Suatu ideal 𝐼 dikatakan stabil jika 𝐼(𝐼 ∶ 𝐼2) = (𝐼 ∶ 𝐼).  

Kemudian Mimouni (2017) juga menguraikan bahwa ideal stabil-ES jelas 

merupakan ideal stabil-ES lemah dan ideal stabil. Dengan kata lain, ideal stabil-

ES lemah dan ideal stabil merupakan kondisi yang lebih umum dibanding ideal 

stabil-ES karena kedua ideal tersebut belum tentu ideal stabil-ES. Dalam artikel 

yang ditulis Mimouni (2017) dipaparkan secara implisit mengenai langkah-

langkah untuk ideal stabil-ES lemah dapat dikatakan ekivalen dengan ideal stabil-

ES, yaitu: a) menunjukkan bahwa 𝐼 ideal stabil-ES jelas merupakan ideal stabil-

ES lemah dengan 𝐼 = 𝐽𝐸 dan 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝐸 dengan masing-masing 𝐽 dan 𝐸 

merupakan ideal fraksional invertibel dan ideal fraksional idempoten; b) 

menentukan kuadrat dari ideal stabil-ES lemah sehingga didapatkan hubungan 

antara ideal stabil-ES lemah dengan ideal stabil-ES; c) membuktikan sifat yang 

berlaku pada 𝐼 ideal stabil-ES lemah dengan 𝐼 = 𝐽𝐸 yaitu ideal kuosien (𝐼 ∶ 𝐼) =

 (𝐸 ∶ 𝐸) dan ideal fraksional idempoten 𝐸 = 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2); d) menerapkan definisi 𝐼 



31 

 

 

 

ideal stabil (𝐼 ∶ 𝐼2) = (𝐼 ∶ 𝐼) pada ideal fraksional idempoten 𝐸 sehingga  

𝐸 = 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2) = (𝐼 ∶ 𝐼) dan diaplikasikan dalam pembuktian untuk mendapatkan 

ideal stabil-ES sehingga ideal stabil-ES lemah dengan ideal stabil-ES dapat 

dikatakan ekivalen pada daerah integral. 

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Quran/Hadits 

 Gabelli (2014) memaparkan bahwa ideal yang memiliki invers (invertibel) 

jelas merupakan ideal yang stabil. Secara sederhana, invers dapat diartikan sebagai 

kebalikan atau lawan dari suatu hal. Misalkan 𝑅 daerah integral dan 𝑄 lapangan 

hasil bagi. Suatu ideal fraksional 𝐴 dari daerah integral 𝑅 dikatakan memiliki 

invers (invertibel) jika terdapat ideal fraksional 𝐵 dari 𝑅 sedemikian sehingga 

𝐴𝐵 = 𝑅 (Persulessy & Dahoklory, 2015). Dalam teori gelanggang, suatu unsur 𝑟 

dikatakan mempunyai invers terhadap operasi kedua (perkalian) dari gelanggang 

𝑅 jika terdapat elemen 𝑠 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 𝑟𝑠 = 𝑠𝑟 = 1𝑅. Dengan kata 

lain, terdapat perkalian antara dua elemen yang berlawanan atau berkebalikan 

sehingga menghasilkan unsur kesatuan. Hal ini jika dimaknai akan mengingatkan 

pada gagasan Erich Fromm, psikolog dari Jerman. Dia mengatakan bahwa 

manusia sebagai kesatuan badani-rohani memiliki karakter dualistik dikotomis. 

Jadi, terdapat pertentangan-pertentangan di dalam diri manusia yang harus terus- 

menerus dihadapi selama menjalani kehidupan. Pertentangan-pertentangan 

tersebut diistilahkan sebagai dilema eksistensial (Farhana, 2019). 

Dilema yang pertama adalah pertentangan antara bagian dalam diri 

manusia yang cenderung pada kebutuhan-kebutuhan biologis atau badani dan 

bagian lain dari diri manusia yang membutuhkan pemenuhan sisi psikologis dan 

spiritual atau rohani (Farhana, 2019). Manusia diciptakan oleh Allah dengan 
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dilengkapi akal dan syahwat. Jika akal manusia kalah menghadapi syahwat, ia 

termasuk golongan binatang (Al-Jauziyah, 1998). Allah SWT berfirman dalam 

QS. Al-A’raf ayat 176 

ه   شِئ نَا وَلَو   كِنَّه  ۥ  بِهَا لَرَفَع نََٰ لَدَ  وَلََٰ ضِ  إلَِى أخَ  رَ  ه   وَٱتَّبَعَ  ٱلْ   كَمَثلَِ  فمََثلَ ه ۥ    هَوَىَٰ

مِل   إِن ٱل كَل بِ  ه   أوَ   يَل هَث   عَلَي هِ  تحَ  ك  لِكَ    يَل هَث تتَ ر 
مِ  مَثلَ   ذََّٰ تنِاَ كَذَّب وا   ينَ ٱلَّذِ  ٱل قَو      بِـَٔايََٰ

م   ٱل قَصَصَ  فٱَق ص صِ  ونَ  لَعلََّه  يتَفََكَّر    

 

“Dan kalau Kami menghendaki, sesungguhnya Kami tinggikan 

(derajat)nya dengan ayat-ayat itu, tetapi dia cenderung kepada dunia dan hawa 

nafsunya yang rendah, maka perumpamaannya seperti anjing jika kamu 

menghalaunya dijulurkan lidahnya dan jika kamu membiarkannya dia 

mengulurkan lidahnya (juga). Demikianlah perumpamaan orang-orang yang 

mendustakan ayat-ayat Kami. Maka ceritakanlah kisah-kisah itu agar mereka 

berpikir” (QS. Al-A’raf/7:176). 

 

Oleh karena itu, manusia harus membersihkan jiwanya dari sifat-sifat buruk 

kemudian mengisi jiwa tersebut dengan sifat-sifat baik sehingga upaya 

pemenuhan kebutuhan jasmani didasari dengan niat dan cara-cara yang sesuai 

dengan syariat Islam.  

Dilema yang kedua adalah pertentangan jiwa antara hidup atau mati. 

Manusia di satu sisi harus berjuang keras untuk menjalani hidup dan beradaptasi 

dengan perubahan tetapi di sisi lain dipaksa sadar bahwa hidup tidak kekal. Oleh 

karena itu, Islam mengajarkan, “Bekerjalah untuk duniamu seakan-akan engkau 

akan hidup selamanya dan bekerjalah untuk akhiratmu seakan-akan engkau akan 

mati besok pagi.” Maksud dari bekerja untuk dunia seakan hidup selamanya 

adalah pesan bahwa untuk kebutuhan dunia, manusia hanya mengambil 

secukupnya saja. Apa yang tidak dapat dicapai hari ini masih bisa dicapai esok 

hari. Sedangkan perihal kehidupan akhirat harus dipersiapkan sesegera mungkin.  

Dilema yang ketiga adalah pertentangan jiwa antara ketidaksempurnaan 

atau kesempurnaan. Manusia adalah makhluk yang tidak sempurna tetapi 
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mempunyai keinginan untuk merealisasikan konsep kesempurnaan yang ada di 

dalam pikirannya dengan potensi yang diberikan oleh Allah. Akan tetapi, pada 

prosesnya manusia dihadapkan pada takdir yang tidak dapat diruntuhkan oleh kuat 

dan besarnya semangat dan tekad (ketekunan, keinginan atau ikhtiar) sementara 

berpasrah secara buta dengan dalih segalanya telah ditentukan sejak zaman azali 

juga tidak diperbolehkan. 

Dilema yang terakhir adalah pertentangan jiwa antara kesendirian atau 

kebersamaan. Manusia adalah individu yang unik. Jika berbaur dengan 

masyarakat, keunikan itu akan pudar. Tetapi jika tidak mengikuti atau berbaur 

dengan dunia sosial dan masyarakat, manusia akan merasa kesepian karena 

terpisah dari lingkungannya. Dalam Mafatihul Fiqh, Syaikh Musthafa Al-Adawi 

menjelaskan bahwa memutuskan bergaul dengan masyarakat atau menyendiri 

secara mutlak adalah suatu kesalahan. Berkumpul bersama masyarakat dalam 

shalat berjamaah dan majelis ilmu dapat menambah keimanan tetapi tolong-

menolong dalam dosa atau menghabiskan waktu dalam kesia-siaan atau justru 

dosa tidak diperbolehkan. Menyendiri dibutuhkan untuk berdzikir, bertafakur, dan 

bermuhasabah serta mengendalikan pandangan dan lisan dari hal-hal tercela tetapi 

berpotensi menimbulkan bangga diri dan merasa suci. 

Oleh karena itu, manusia perlu mengkaji lebih dalam mengenai dirinya 

agar dapat memberikan porsi untuk masing-masing dilema atau pertentangan di 

dalam dirinya sehingga tumbuh menjadi pribadi yang stabil (seimbang), 

bersemangat mengejar akhirat tetapi tidak melupakan dunia, sebagaimana firman 

Allah SWT dalam QS. Al-Qashash ayat 77 

نْيَا وَاحَْسِنْ كَمَآ احَْسَنَ  خِرَةَ وَلَْ تنَْسَ نَصِيْبَكَ مِنَ الدُّ ُ الدَّارَ الْْٰ وَابْتغَِ فيِْمَآ اٰتٰىكَ اللّٰه

َ لَْ يحُِبُّ الْمُفْسِدِيْنَ  ُ  الِيَْكَ وَلَْ تبَْغِ الْفَسَادَ فِى الْْرَْضِ ۗاِنَّ اللّٰه  اللّٰه
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“Dan carilah (pahala) negeri akhirat dengan apa yang telah dianugerahkan oleh 

Allah kepadamu tetapi janganlah kamu lupakan bagianmu di dunia dan berbuat 

baiklah (kepada orang lain) sebagaimana Allah telah berbuat baik kepadamu, dan 

janganlah kamu berbuat kerusakan di bumi.”(QS.Al-Qashash/28:77). 

 

2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung  

  Pada penelitian ini, masalah yang diteliti adalah syarat cukup untuk 

mendapatkan ekivalensi dari ideal stabil-ES dengan ideal stabil-ES lemah sehingga 

sebagai langkah awal diperlukan pemahaman terkait syarat cukup. Kemudian 

diteliti kondisi mana yang lebih umum antara dua ideal tersebut dengan memahami 

definisi macam-macam kestabilan ideal pada Subbab 2.1.7 dan mempelajari ideal 

pada Subbab 2.1.5 dan ideal fraksional pada Subbab 2.1.6, hubungan antara ideal 

dan ideal fraksional serta operasi-operasi yang berlaku pada ideal dan ideal 

fraksional untuk diaplikasikan dalam pembahasan di Bab IV. 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

 Penelitian ini termasuk jenis penelitian kualitatif atau kajian kepustakaan, yaitu 

penelitian dengan proses pengumpulan data tanpa riset lapangan. Data-data atau 

informasi untuk penelitian ini didapat dari pengamatan tidak langsung, yaitu 

melalui pengkajian terhadap buku-buku dan jurnal-jurnal yang terkait dengan 

pembahasan dalam skripsi ini, yaitu mengenai hubungan antara ideal stabil-ES 

dengan ideal stabil-ES lemah pada daerah integral.  

3.2 Pra Penelitian 

 Proses penelitian ini dimulai dengan mencari referensi yang dijadikan rujukan 

utama dalam skripsi, yaitu artikel yang ditulis Mimouni pada tahun 2017 yang 

berjudul “Factoring Ideals and Stability in Integral Domain”. Selanjutnya, 

dikumpulkan referensi pendukung berupa materi mengenai grup, gelanggang, 

daerah integral, lapangan, ideal, modul, dan ideal fraksional serta materi keislaman 

untuk diintegrasikan dengan topik dalam penelitian ini. 

3.3 Tahapan Penelitian 

 Tahapan penelitian di bawah ini disarikan dari artikel yang ditulis Mimouni 

(2017). Untuk memperoleh syarat cukup agar ideal stabil-ES lemah ekivalen 

dengan ideal stabil-ES, dibutuhkan tahapan-tahapan sebagai berikut:  

a. Menunjukkan bahwa ideal stabil-ES lemah merupakan kondisi yang lebih 

umum dibandingkan ideal stabil-ES dengan 𝐼 = 𝐽𝐸 dan 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝐸, secara 

berturut-turut 𝐼 menotasikan ideal stabil-ES, 𝐽 ideal fraksional invertibel dan 

𝐸 ideal fraksional idempoten; 
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b. Menentukan kuadrat dari ideal stabil-ES lemah sehingga didapatkan 

gambaran awal dari hubungan antara ideal stabil-ES lemah dengan ideal 

stabil-ES; 

c. Membuktikan sifat yang berlaku pada 𝐼 ideal stabil-ES lemah dengan 𝐼 = 𝐽𝐸 

yaitu ideal kuosien (𝐼 ∶ 𝐼) =  (𝐸 ∶ 𝐸) dan ideal fraksional idempoten  

𝐸 = 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2); 

d. Menerapkan sifat 𝐼 ideal stabil dengan (𝐼 ∶ 𝐼2) = (𝐼 ∶ 𝐼) pada ideal fraksional 

idempoten 𝐸 sehingga 𝐸 = 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2) = (𝐼 ∶ 𝐼) dan diaplikasikan dalam 

pembuktian untuk mendapatkan hubungan ekivalensi antara ideal stabil-ES 

lemah dengan ideal stabil-ES. 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1 Menunjukkan bahwa Ideal Stabil-ES Lemah Merupakan Kondisi yang 

Lebih Umum dari Ideal Stabil-ES Lemah 

Pada definisi ideal stabil-ES lemah, ideal taknol 𝐼 dari daerah integral 

difaktorkan menjadi 𝐼 = 𝐽𝐸 dengan 𝐽𝐽−1 = 𝑅 dan 𝐸 = 𝐸2 dan ideal fraksional 

invertibel 𝐽 tidak harus termuat di 𝐼. Sedangkan pada ideal stabil-ES yang 

didefinisikan sebagai 𝐼 ideal taknol dari daerah integral 𝑅 dan 𝐼2 = 𝐽𝐼, ideal 𝐽 

haruslah termuat di 𝐼. Dengan kata lain, ideal stabil-ES lemah dapat dipandang 

sebagai kondisi yang lebih lemah dibandingkan ideal stabil-ES. Penggunaan kata 

lemah pada ideal stabil-ES lemah bukanlah bertujuan untuk mempersempit ideal 

stabil-ES tersebut tetapi mengisyaratkan pengurangan sifat pada ideal stabil-ES 

yaitu keharusan ideal 𝐽 (sebagai hasil pemfaktoran dari 𝐼) termuat pada ideal 𝐼 (ideal 

stabil yang difaktorkan) (Mimouni, 2017). Lebih lanjut akan diuraikan dalam 

Teorema 4.1 dan Teorema 4.2. 

Teorema 4.1 

Misalkan 𝑅 daerah integral dan 𝐼 ideal tak nol dari 𝑅. Jika 𝐼 adalah ideal stabil-ES 

maka 𝐼 ideal stabil-ES lemah dengan 𝐼 = 𝐽𝐸, dan 𝐽, 𝐸 masing-masing merupakan 

ideal fraksional invertibel dan ideal fraksional idempoten dari 𝑅 dan 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝐸. 

Bukti: 

Asumsikan bahwa 𝐼 adalah ideal stabil-ES atau 𝐼2 = 𝐽𝐼 untuk suatu ideal fraksional 

invertibel 𝐽 dari 𝑅 dengan 𝐽 ⊆ 𝐼 maka  

𝐼 = 𝑅𝐼 = (𝐽𝐽−1) 𝐼. 

Oleh karena hukum asosiatif pada ideal fraksional berlaku maka  
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𝐼 = 𝐽 (𝐽−1𝐼). 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝐽−1𝐼 adalah ideal fraksional idempoten. 

Dengan mengkuadratkan 𝐽−1𝐼 berdasarkan Teorema 2.4 dapat diperoleh 

(𝐽−1𝐼)2 = 𝐽−2𝐼2 = 𝐽−2𝐽𝐼 = 𝐽−1𝐼. 

Jadi (𝐽−1𝐼)2 = 𝐽−1𝐼, artinya 𝐽−1𝐼 adalah suatu ideal fraksional idempoten sehingga 

𝐼 = 𝐽𝐸 terpenuhi dengan 𝐸 = 𝐽−1𝐼. Selanjutnya akan dibuktikan 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝐸. Karena 

𝐽 ⊆ 𝐼 maka berdasarkan Teorema 2.4 diperoleh 

𝐽𝐽−1 ⊆ 𝐼𝐽−1 

𝐼−1𝐽𝐽−1 ⊆ 𝐼−1𝐼𝐽−1 

𝐼−1𝑅 ⊆ 𝑅𝐽−1 

𝐼−1 ⊆ 𝐽−1. 

Selanjutnya perhatikan bahwa  

𝐼 ⊆ 𝑅 = 𝐼𝐼−1 ⊆ 𝐼𝐽−1 = 𝐸. 

Dengan demikian 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝐸. ∎ 

Jadi ideal stabil-ES lemah merupakan kondisi yang lebih umum dibanding ideal 

stabil-ES karena ideal stabil-ES jelas merupakan ideal stabil-ES lemah namun 

sebaliknya belum tentu berlaku. Ideal stabil-ES merupakan ideal stabil-ES lemah 

jika 𝐼 = 𝐽𝐸 dengan 𝐽 merupakan ideal fraksional invertibel, 𝐸 merupakan ideal 

fraksional idempoten dan 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝐸. 

Selanjutnya, akan ditentukan kuadrat dari ideal stabil-ES lemah sehingga tampak 

keterhubungan antara ideal stabil-ES lemah dengan ideal stabil-ES. Lebih lanjut 

akan ditunjukkan dalam Subbab 4.2. 
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4.2 Menentukan Kuadrat dari Ideal Stabil-ES Lemah agar Didapatkan 

Gambaran Awal Mengenai Hubungan antara Ideal Stabil-ES Lemah 

dengan Ideal Stabil-ES 

Dalam Teorema 4.2 berikut akan ditunjukkan hasil kuadrat dari ideal stabil-ES 

lemah yang berhubungan dengan definisi ideal stabil-ES. Akan tetapi, hal tersebut 

belum cukup untuk menjamin ideal stabil-ES lemah dapat dikatakan sebagai ideal 

stabil-ES karena ada kondisi lain yang harus dipenuhi. 

Teorema 4.2 

Misalkan 𝑅 daerah integral dan 𝐼 ideal taknol dari 𝑅. Ideal 𝐼 merupakan ideal stabil-

ES lemah jika dan hanya jika 𝐼2 = 𝐽𝐼 untuk suatu ideal fraksional invertibel 𝐽 di 𝑅. 

Bukti: 

(⟹) Misalkan 𝐼 ideal stabil-ES lemah yaitu 𝐼 = 𝐽𝐸 untuk suatu ideal fraksional 𝐽 

dan 𝐸 dari 𝑅 dengan 𝐽𝐽−1 = 𝑅 dan 𝐸 = 𝐸2.  

Berdasarkan Teorema 2.4,  

𝐼2 = (𝐽𝐸)2 =  𝐽2𝐸2 = 𝐽2𝐸 = (𝐽𝐽) 𝐸. 

Selanjutnya berdasarkan hukum asosiatif pada Proposisi 2.1 maka dapat diperoleh 

𝐼2 = (𝐽𝐽) 𝐸 = 𝐽 (𝐽𝐸) = 𝐽𝐼. 

Jadi, 𝐼2 = 𝐽𝐼 untuk suatu ideal fraksional invertibel 𝐽 dari 𝑅. ∎ 

(⟸) Jika 𝐼2 = 𝐽𝐼 untuk suatu ideal fraksional invertibel 𝐽 dari 𝑅, maka  

𝐼 = 𝑅𝐼 = (𝐽𝐽−1) 𝐼. 

Oleh karena hukum asosiatif pada ideal fraksional berlaku maka 𝐼 = 𝐽 (𝐽−1𝐼). 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝐽−1𝐼 adalah ideal fraksional idempoten. 

Dengan mengkuadratkan 𝐽−1𝐼 berdasarkan Teorema 2.4 dapat diperoleh 

(𝐽−1𝐼)2 = 𝐽−2𝐼2 = 𝐽−2𝐽𝐼 = 𝐽−1𝐼. 
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Jadi (𝐽−1𝐼)2 = 𝐽−1𝐼, artinya 𝐽−1𝐼 adalah suatu ideal fraksional idempoten 

sebagaimana definisi ideal fraksional idempoten yaitu misalkan 𝐸 ideal fraksional 

idempoten berlaku 𝐸 = 𝐸2. Dengan demikian diperoleh 𝐼 = 𝐽𝐸 sebagaimana 

definisi ideal stabil-ES lemah dengan 𝐽 ideal fraksional invertibel atau 𝐽𝐽−1 = 𝑅 

dan 𝐸 ideal fraksional idempoten dengan 𝐸 = 𝐽−1𝐼.  ∎ 

Dengan kata lain, ideal fraksional idempoten 𝐸 haruslah memuat ideal 

fraksional invertibel 𝐽 (salah satu hasil pemfaktoran 𝐼 ideal stabil-ES) dan ideal 

taknol 𝐼 dari daerah integral 𝑅 (yang dimisalkan sebagai ideal stabil-ES). 

Selanjutnya, akan ditunjukkan kondisi lain yang dimiliki oleh ideal stabil-ES 

lemah. Kondisi tersebut perlu untuk ditunjukkan sehingga dapat ditemukan syarat 

cukup yang menjamin ideal stabil-ES lemah ekivalen dengan ideal stabil-ES. Lebih 

lanjut, akan dipaparkan dalam Subbab 4.3. 

4.3 Membuktikan Sifat yang Berlaku pada Ideal Stabil-ES Lemah 

Ideal kuosien (𝐼 ∶ 𝐼) didefinisikan sebagai (𝐼 ∶ 𝐼) = {𝑥 ∈ 𝐾|𝑥𝐼 ⊆ 𝐼} dengan 𝐾 

lapangan hasil bagi. Akan ditunjukkan bahwa pada 𝐼 ideal stabil-ES lemah dengan 

𝐼 = 𝐽𝐸 berlaku ideal kuosien (𝐼 ∶ 𝐼) = (𝐸 ∶ 𝐸) dan 𝐸 = 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2). Pembuktian sifat 

tersebut diperlukan untuk dapat diaplikasikan dalam Teorema 4.4 berkaitan dengan 

ideal stabil. Lebih lanjut tentang pembuktian sifat tersebut akan diuraikan dalam 

Teorema 4.3 berikut. 

Teorema 4.3 

Jika 𝐼 adalah ideal stabil-ES lemah dan 𝐼 = 𝐽𝐸, dengan 𝐽𝐽−1 = 𝑅 dan 𝐸 = 𝐸2 maka 

(𝐼 ∶ 𝐼) = (𝐸 ∶ 𝐸) dan 𝐸 = 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2). 
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Bukti: 

Asumsikan 𝐼 ideal stabil-ES lemah atau 𝐼 = 𝐽𝐸 dengan masing-masing 𝐽 dan 𝐸 

merupakan ideal fraksional invertibel dan ideal fraksional idempoten dari 𝑅. 

Misalkan 𝑥 ∈ (𝐼 ∶ 𝐼) maka 𝑥𝐼 ⊆ 𝐼 dengan diketahui 𝐼 = 𝐽𝐸 maka 

𝑥𝐽𝐸 = 𝑥𝐼 ⊆ 𝐼 = 𝐽𝐸. 

Oleh karena 𝐼 = 𝐽𝐸 dengan 𝐽𝐽−1 = 𝑅, 𝐸 = 𝐸2 maka 

𝑥𝐸 = 𝑥𝑅𝐸 = 𝑥𝐽𝐽−1𝐸 ⊆ 𝐽𝐽−1𝐸 = 𝐸 

yang berimplikasi 𝑥 ∈ (𝐸 ∶ 𝐸). Dengan demikian (𝐼 ∶ 𝐼) = (𝐸 ∶ 𝐸).  

Klaim 𝐸 = 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2). Dari Teorema 4.2 diperoleh 𝐼2 = 𝐽𝐼. Dengan mengalikan 

kedua ruas dengan 𝐽−1 diperoleh  

𝐽−1𝐼2 = 𝐽−1𝐽𝐼 = 𝑅𝐼 = 𝐼 

sehingga 𝐽−1 ⊆ (𝐼 ∶ 𝐼2). Selanjutnya kedua ruas dikalikan dengan 𝐼 sehingga 

diperoleh  

𝐸 = 𝐽−1𝐼 ⊆  𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2). 

Sebaliknya, misalkan 𝑥 ∈ (𝐼 ∶ 𝐼2) maka  

𝑥𝐼2 ⊆ 𝐼 

𝑥(𝐽𝐸)2 ⊆ 𝐽𝐸 

𝑥𝐽2𝐸2 ⊆ 𝐽𝐸 

𝑥𝐽2𝐸 ⊆ 𝐽𝐸 

dengan mengalikan kedua ruas dengan 𝐽−1 berdasarkan Teorema 2.4 diperoleh 

𝑥𝐽𝐽𝐸𝐽−1 ⊆ 𝐽𝐸𝐽−1 

𝑥𝐽𝐽𝐽−1𝐸 ⊆ 𝐽𝐽−1𝐸 

𝑥𝐽𝑅𝐸 ⊆ 𝑅𝐸 

𝑥𝐽𝐸 ⊆ 𝐸 
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sehingga 

𝑥𝐽 ⊆  (𝐸 ∶ 𝐸). 

Selanjutnya dengan mengalikan kedua ruas dengan 𝐸 diperoleh  

𝑥𝐼 = 𝑥𝐽𝐸 ⊆ 𝐸 (𝐸 ∶ 𝐸) = 𝐸. 

Dengan demikian, 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2) ⊆ 𝐸 dan 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2) = 𝐸. ∎ 

Oleh karena sifat pada ideal stabil-ES lemah yaitu (𝐼 ∶ 𝐼) = (𝐸 ∶ 𝐸) dan  

𝐸 = 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2) telah dibuktikan. Langkah selanjutnya adalah mengaplikasikan sifat 

tersebut pada ideal stabil sebagaimana yang akan dijelaskan dalam Subbab 4.4. 

4.4 Menerapkan Sifat Ideal Stabil pada Ideal Stabil-ES Lemah agar 

Hubungan Ekivalensi dengan Ideal Stabil-ES Tercapai 

Pada Mimouni (2017), ideal stabil 𝐼 didefinisikan sebagai 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2) = (𝐼 ∶ 𝐼). 

Pada teorema berikut akan diaplikasikan sifat ideal stabil pada ideal stabil-ES lemah 

sehingga ideal stabil-ES lemah dapat dikatakan sebagai ideal stabil-ES. 

Teorema 4.4 

Misalkan 𝑅 daerah integral dan 𝐼 ideal tak nol dari 𝑅. Jika 𝐼 adalah ideal stabil maka 

𝐼 stabil-ES jika dan hanya jika 𝐼 stabil-ES lemah. 

Bukti: 

(⟹) Telah dibuktikan dalam Teorema 4.1 

(⟸) Asumsikan 𝐼 stabil yaitu 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2) = (𝐼 ∶ 𝐼) dan 𝐼 ideal stabil-ES lemah yaitu 

𝐼 = 𝐽𝐸 dengan 𝐽 ideal fraksional invertibel dan 𝐸 ideal fraksional idempoten di 𝑅. 

Berdasarkan Teorema 4.3 diperoleh 𝐸 = 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2) sehingga   

𝐼 = 𝐽𝐸 = 𝐽𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2). 



43 

 

 

 

Oleh karena 𝐼 stabil dengan 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2) = (𝐼 ∶ 𝐼) dan 𝐸 = 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2) maka diperoleh 

𝐸 = 𝐼 (𝐼 ∶ 𝐼2) = (𝐼 ∶ 𝐼). Dengan demikian, 𝐼 = 𝐽 (𝐼 ∶ 𝐼) dan 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝐸 sehingga 𝐼 

merupakan ideal stabil-ES.  

Dengan kata lain ideal stabil menjamin salah satu hasil pemfaktoran dari ideal 

stabil-ES lemah yaitu ideal fraksional idempoten 𝐸 (yang berbeda dari hasil 

pemfaktoran ideal stabil-ES yaitu 𝐼2 = 𝐽𝐼 dengan 𝐽 ⊆ 𝐼) dapat sama dengan 𝐼 (ideal 

hasil pemfaktoran sekaligus yang difaktorkan, menurut definisi ideal stabil-ES).  
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan  

Berdasarkan uraian pada bab pembahasan, dapat disimpulkan bahwa syarat 

cukup ideal stabil-ES lemah ekivalen dengan ideal stabil-ES adalah ideal stabil 

karena ideal stabil menjamin hasil pemfaktoran dari ideal stabil-ES lemah ekivalen 

dengan ideal stabil-ES. 

5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan 

Pada penelitian ini hanya dibahas mengenai syarat cukup agar ideal stabil-ES 

lemah ekivalen dengan ideal stabil-ES pada daerah integral dan belum diuraikan 

mengenai hubungan antara ideal stabil-ES lemah dengan ideal stabil-L atau ideal 

stabil-SV. Untuk penelitian lanjutan, penulis menyarankan penelitian mengenai 

hubungan ideal stabil-ES lemah dengan ideal stabil-L atau ideal stabil-SV pada 

gelanggang komutatif (tidak dibatasi pada daerah integral). 
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