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ABSTRAK

Laili Ningsih, Nur. 2008.Penyelesaian Persamaan Diferensial Orde Tiga
dengan Metode Deret Kuasa. Skripsi, Fakultas Sains dan Teknologi,
Jurusan Matematika, Universitas Islam Negeri (UlMalang.
Pembimbing: Drs. H. Turmudzi, M.Si. dan Munirul Aim, M.Ag.

Kata kunci: Deret kuasa, Persamaan diferensial tigee

Persamaan diferensial merupakan bagian dari matemgang sering
digunakan dalam matematika terapan, karena adamymapalahan dalam
matematika terapan yang dapat digambarkan dengaarpaan diferensial. Salah
satu bentuk persamaan diferensial adalah persadi@sensial orde tiga, dengan
koefisien peubah yang tidak dapat diselesaikan atemdjabar. Oleh karena itu,
penulis mengangkat permasalahan Penyelesaian Rensddiferensial Orde Tiga
dengan Metode Deret Kuasa. Adapun tujuan dari pbadam ini adalah untuk
mengetahui cara mencari penyelesaian persamaaerdiial Orde Tiga dengan
metode deret kuasa disekitar titik biasa dan siikgular yang regular. Dalam
mengkaji masalah ini penulis menggunakan metodeli@n literatur.

Persamaan diferensial linier homogen orde tiga aerngefisien peubah
dapat diselesaikan dengan metode deret kuasa desgamat persamaan
diferensial tersebut analitik pada= x,. Jika x, adalah titik biasa maka asumsi

penyelesaiannya adalajn:Zcn (x—xo)". Untuk mencari nilai dari konstanta
n=0

maka terlebih dahulu ditentukay',y",y'",y'". kemudian disubtitusikan ke

persamaan diferensial yang dicari penyelesaiar®gianjutnya menentukan nilai

dari konstanta yang menyamakan koefisignberpangkat sama dengan nol

sehingga diperoleh nilai, dan disubtitusikan ke asumsi selesaian. ikadalah

titik singular yang regular maka asumsi penyelesaia berbentuk

y:ch(x—xo)“”, denganr merupakan bilangan real atau kompleks dan
n=0

C, 70. Nilai rnya diperoleh dari persamaan indeks. Dengan mdhsikan

hasil persamaan indeks keasumsi selesaian, malkaoliip penyelesaian dari
persamaan diferensial yang dicari.
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BAB |
PENDAHUL UAN
1.1. Latar Belakang

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pemggtayang
banyak sekali manfaatnya. Yaitu salah satu ilmutlbgang sangat penting
dan berguna dalam kehidupan sehari-hari maupun mdafmaenunjang
perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi. Mdtkananerupakan
sarana berfikir untuk menumbuhkembangkan pola pidgis, sistematis,
obyektif, kritis, dan rasional. Oleh sebab itu, emaatika harus mampu
menjadi salah satu sarana untuk meningkatkan dajar mdan dapat
meningkatkan kemampuan dalam mengaplikasikan matemauntuk
menghadapi tantangan hidup dalam memecahkan masatbmatika juga
digunakan untuk memecahkan masalah pada teori ratkansendiri. Salah
satunya adalah penyelesaian persamaan diferenside-tiga yang
menggunakan konsep deret kuasa

Matematika merupakan salah satu ilmu yang banyakfaatya
dalam kehidupan sehari-hari. Persamaan diferemsezupakan salah satu
cabang dari matematika yang banyak digunakan untrkhecahkan masalah-
masalah yang dihadapi dalam bidang sains dan teginddalam sains dan
teknologi sering ditemukan masalah-masalah yangyglesaiannya tidak
dapat dicari dengan hanya menggunakan rumus atasejpo/ang sudah ada.
Dengan berkembangnya zaman penerapan persamaaandidl semakin

meluas karena adanya permasalahan mengenai ksabétava perubahan
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terus menerus yang berkaitan dengan waktu dapaintigrkan dengan suatu
persamaan diferensial.

Persamaan diferensial adalah persamaan yang meayasefu atau
lebih fungsi beserta turunannya terhadap satu &hin peubah bebas.
Persamaan diferensial dapat dibedakan menjadi rpaesa diferensial biasa
dan persamaan diferensial parsial. Persamaan msiate biasa dapat
dikelompokkan berdasarkan bentuk dan ordenya. Barkan bentuknya
persamaan diferensial biasa dikelompokkan menjatdsgmaan diferensial
homogen dan persamaan diferensial non homogen.a8aichin ordenya
persamaan diferensial biasa dapat dikelompokkan jagienpersamaan
diferensial orde satu, Persamaan diferensial oudesdmpai dengan orde —n.

Dengan banyaknya jenis persamaan diferensial makgali pula cara
mencari penyeleseiannya dari persamaan diferenséling-masing. Yaitu
dengan metode reduksi, metode deret kuasa, metdde enetode variasi
parameter dan banyak lagi yang lainnya. Dari bamyakcara mencari
penyelesaian tersebut penulis memilih salah sata gaitu metode deret
kuasa untuk mencari selesaian dari persamaan msiafdinier homogen orde
tiga. Metode ini digunakan sebagai alternatif mengeenyelesaian dari
persamaan diferensial linier homogen orde-tiga dengoefisien berupa
peubah yang tidak dapat dicari penyeleseiannyaastentgtode aljabar karena
bentuknya yang lebih rumit. Dengan menggunakan deetteret kuasa akan

menghasilkan pendekatan yang lebih sempurna daahlrdigahami.
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Dengan memperhatikan hal tersebut di atas, penmubsigangkat
permasalahan tentantPenyeleseian Persamaan Diferensial Orde Tiga

Dengan Metode Deret Kuasa”.

1.2. Rumusan Masalah
Sesuai dengan latar belakang di atas, maka ddpaatdsuatu perumusan
masalah yaitu
1. Bagaimana cara mencari penyeleseian persamaarerdifeak homogen
orde tiga dengan metode deret kuasa di sekitiibitisa.
2. Bagaimana cara mencari penyeleseian persamaarergifer homogen

orde tiga dengan metode deret kuasa di sekiitasiitgular

1.3. Batasan Masalah
Masalah persamaan diferensial sangat luas cakupatmytuk tetap
menjaga kedalaman pembahasan materi, penulisarafapu dibatasi pada
ruang lingkup permasalahan dan pembahasan padanmas diferensial
linier homogen orde tiga dengan koefisien berupabak (variabel) yang

analitik pada suatu titik.

1.4. Tujuan Penulisan

Berdasarkan perumusan masalah yang telah ditentukaaka

penelitian ini bertujuan

16



1. Untuk mencari penyeleseian persamaan diferensialogen orde tiga
dengan metode deret kuasa di sekitar titik biasa.
2. Untuk mencari penyeleseian persamaan diferensialogen orde tiga

dengan metode deret kuasa di sekitar titik singular

1.5. Manfaat Penulisan
Penulisan ini pada dasarnya memberi manfaat bdggrbpa pihak,
diantaranya:
1.5.1. Bagi Penulis
Memberikan wawasan dan ilmu pengetahuan tentang
penyelesaian persamaan diferensial homogen ordedéggan metode
deret kuasa di sekitar titik biasa dan titik sirzgul
1.5.2. Bagi pemerhati matematika
Menambah informasi tentang penyelesaian persamaan
diferensial homogen orde tiga dengan metode deietakdi sekitar titik

biasa dan titik singular.

1.6. Metodelogi Pembahasan
Metode penelitian yang digunakan dalam penulisaadalah metode
penelitian “kajian kepustakaan” atau ‘literatur study”. Pembahasan
dilakukan dengan mempelajari buku-buku yang beakaiiengan masalah

penelitian ini.
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Dalam penelitian ini, langkah-langkah umum yanglklikan penulis
adalah sebagai berikut :
. Mengumpulkan dan mempelajari literatur yang berbpku-buku makalah,
dokumentasi, notulen, catatan harian, dan lain-l@ing berkaitan dengan
masalah penelitian yang akan digunakan dalam mesgi&hn persamaan
diferensial. Adapun literatur utama yang penulisnaian adalah buku
persamaan diferensial biasa dengan penerapan mamemFinizio dan G.
Ladas.
. Menentukan pokok permasalahan dari literatur utdémapa cara mencari
selesaian dari persamaan diferensial orde tigaagengetode deret kuasa.
. Cara menyelesaikan persamaan diferensial orde dégggan metode deret
kuasa, di sekitar titik biasa dilakukan dengan kamglangkah sebagai berikut:

1. Mengasumsikan penyelesaian dari persamaan difat¢esebut dengan

y=3c,(x-x%)"

n=0
2. Menentukan turunan pertama, kedua, dan ketigaydari
3. Mensubtitusikan y,y',y",y", ke persamaan diferensial sehingga
diperoleh persamaan dalam bentuk sigma

4. Menyamakan pangkat dar yaitu x" supaya persamaan yang diperoleh
dari langkah 3 dapat dijumlahkan
5. Mengelompokkanx yang mempunyai pangkat sama dan menyamakan

koefisien dari setiapx pangkat dengan nol.
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6. Menentukan nilai koefisienc, dan mengelompokkan dalam bentuk
C,,C,,C,, danc,.
7. Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh darghah 6 keasumsi

penyelesaian, maka diperoleh penyelesaian umum gdarsamaan

diferensial yang dicari.

8. Cara menyelesaikan persamaan diferensial orde diyman metode deret
kuasa, di sekitar titik singlar sebagai berikut:

1. Mengasumsikan penyeleseian dari persamaan difafelysing dicari

dengary = ZCH (x=x,)™" , denganr adalah bilangan real atau kompleks,
n=0

c, # 0. Dan x, sebagai titik singular yang regular
2. Menentukan turunan pertama, kedua, ketiga, sangpaidariy

3. Mensubtitusikan y,y", y",y" sampai y" ke persamaan diferensial,

sehingga diperoleh persamaan dalam bentuk sigma

n+r

4. Menyamakan pangkat dax yaitu X" supaya persamaan yang diperoleh
dari langkah 3 dapat dijumlahkan
5. Mengelompokkarnx yang mempunyai pangkat sama

6. Menentukan persamaan kuadrat dalanyang disebut persamaan indeks

dengan mengambil pangkat terendah dari persamada, langkah 5 yaitu

X

7. Menentukan nilai akar-akar dari persamaan indekswencari nilai dartc,

19



8. Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh damgkah 6 keasumsi
selesaian, maka diperoleh penyelesaian dari peesardderensial yang

dicari.

1.7. Sstematika Pembahasan
Agar dalam penulisan dan pembahasan skripsi ini sisterdan mudah

untuk dipahami, maka pembahasannya disusun memjagiiat bab sebagai

berikut:

BAB | : Pendahuluan, yang berisi latar belakangnusan masalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitiatgpdagenelitian, dan
sistematika pembahasan.

BAB Il : Kajian pustaka, yang berisi teori-teori nga mendukung terhadap

rumusan masalah penelitian.
BAB Ill : Pembahasan, yang berisi ulasan tentam@@n dari rumusan masalah.

BAB IV : Penutup, berisi kesimpulan dan saran

20



BAB ||
KAJIAN TEORI
2.1.Deret Kuasa

Deret pangkat adalah deret yang berbentuk
iaﬂx":aﬁ+a1x+a2x2+a3x3+... (2.2.1)
n=0

denganx adalah suatu variabel bilangan dap adalah konstanta-konstanta

yang disebut koefisien dari deret tersebut. Untakap x tertentu deret
(2.2.1) merupakan deret konstanta-konstanta yapgtdata uji konvergensi
atau divergensinya. Suatu deret kuasa mungkin kgeweuntuk beberapa
nilai x dan divergen untuk nilax lainnya. Jumlah deret tersebut merupakan
suatu fungsi
f(x)=a, +ax+ax’+..+ax" +..
Yang daerah asalnya adalah himpunan semusedemikianhingga serupa
deret konvergen (Stewart,2003:178).

Untuk setiap nilaix yang menyebabkan deret kuasa konvergen, deret itu
menyatakan bilangan yang merupakan jumlah dergghiat. Karena itu, suatu

deret kuasa mendefinisikan suatu fungsi. Furfggang nilai fungsinya

f(x)=>a,(x) (2.2.2)

mempunyai daerah definisi semua nitai yang menyebabkan deret kuasa
(2.2.2) konvergen. Jelas bahwa setiap deret kuagal) konvergen untuk

x =0 (Leithold, 1991:66).
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Teorema

n

Untuk suatu deret pangkat yang diberikErjan (x—xo) hanya terdapat

n=0
tiga kemungkinan:

1. Deret tersebut konvergen hanya ketika a
2. Deret tersebut konvergen untuk semua

3. Terdapat suatu bilangan posi&f sedemikian rupa sehingga deret tersebut
konvergen bilgx —a| < R dan divergen bilax-a/ > R

Bukti:

Misalkan kasus 1 dan 2 salah, maka terdapat bifataganol b dan d

sedemikian sehingggcnxn konvergen untukk = bdan divergen untuk

x =d. Jadi himpunarS :{x | chx"} konvergen tak kosong. Menurut
teorema sebelumnya deret divergen bil |d|, sehinggdX <|d| untuk

semuaxUS. Ini mengatakan bathd| merupakan batas atas untuk

himpunan S . Jadi menurut aksioma Kelengkapan, iSpuryai batas atas
terkecil R . Jika|x > R, makax S, sehingga) c,x" divergen. Jika

I <R, maka|X bukan batas atas S dan karenanya terdaji&8 sedemikian

sehinggd > |X . Karenab S, )’ ¢ b" konvergen.(Stewart,2003:178).

Contoh

Tentukan jari-jari kekonvergenan deret berikut:
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Dengan uji banding limit, deret tersebut konvergmtlakjikaZ]x—q <1 atau

[x-3 <% dan divergen jika2x -3 >1 atau|x-3 >% sehingga berdasarkan

teorema 3 diperoleh jari-jari kekonvergenan dexetabut adalah % .

Definisi
Hasil jumlah deret kuasa
Dua deret kuasa dengan jari-jari kekonvergenaitipampat dijumlahkan

suku demi suku di dalam selang kekonvergenan yamg.s

Jika f(x)= ibn (x=x,)" dang(x)= icn (x=x,)" maka
n=0 n=0

f(X)+g(X): |_bo +bl(X—XO)+b2(X—X0)2 +---]+|_Co +Cl(X_Xo)+Cz(X_Xo)2 +]

F(x)+ alx) = (by + o)+ by +¢)(x = xp)+ (b, +c, )(x =%, )" +...
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ib +c, )(x=x%,)"
n=0

Hasil kali Deret kuasa
Dua deret kuasa dengan jari-jari kekonvergenaitipaspat dikalikan

suku demi suku di dalam daerah kekonvergenan yamg.s

(k) =y +b(x-)+ by (x- o+ oy +aulx-a)+ cylx-af +.
f (x).g(x) = byCo + (bocl +b,c, )(X_ a)+ (bocz +bic, +b,c, )(X - a)2 .

f(x)g(x) = (b,c, +bCoy +-..+b,c J(x—a)"
n=0
(Pamuntjak dan W. Santoso, 1990:4-6).
Definisi
Suatu fungsif dikatakan analitik pada titilk, , jika terdapat suatu interval

terbuka yang memuat,, sehingga dapat ditulis sebagai
f(x) = Zan (x— xo)n dengan suatu jari-jari kekonvergenan yang positif.

(R. Kent Nagle, 1996: 437).

Contoh

f(x) = ¢, analitik untuk semua maka

2 3 o0
X° X X"
—1+x+—+—+ z—
2! n!
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2.2.Persamaan Diferensial
Persamaan Diferensial adalah persamaan yang ngkutasatu atau lebih
fungsi beserta turunannya terhadap satu atau Ipkimbah tak bebas.
(Pamuntjak dan W. Santoso, 1990:11)

Persamaan diferensial linier orde tiga dengamaleterikaty dan peubah

bebasx adalah sebuah persamaan yang dapat dinyatakan datguk
—2+a (xly=0  (2.1.4)

dengana, # Okita asumsikan bahwa,,a,,...,a, dan F fungsi-fungsi real
dari x dan kontinu pada intervah < x<b subset bilangan real. Bentuk

umum  persamaan diferensial orde-n dapat dinyatakaalam

F(x, Y, y',y",...,y(”)):O.
Dari persamaan (2.1.4) dapat diketahui ciri-cirri d@ersamaan diferensial
linier yaitu:

1. Jika y™, y( vy,

2. aya,...,a, dan F merupakan fungsi-fungsi saja atau konstanta.

Untuk n = 2maka persamaan (2.1.4) menjadi

+2,(3) 2 + 2, )y = F(x) 215)

Jika a,(x),a,(x),a,(x) adalah konstanta, maka persamaan diferensiabtgrse
dinamakan persamaan diferensial linier dengan &ieefi peubah jika
a,(x),a,(x),a,(x) merupakan peubah.

Persamaan (2.1.5) dapat dinyatakan dalam bento#testgaitu:
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d?y dy _
it p(x) vhd a(x)y = g(x).

Jika g(x) = 0 maka persamaan (2.1.5) dis@leusamaan diferensial homogen.
Jika g(x) # 0 maka persamaan (2.1.5) diselpgrsamaan diferensial tak

homogen(Sheply L.Ros, 1984:103).

2.3. Persamaan Diferensial Linier Homogen.

Persamaan diferensial linier homogen berbentuk

dny dn—ly dy
+ +.+—+y=0 2.5.1
dx"  dx"? dx . ( )

Untuk memudahkan notasi, tulislah

dy d’y d (dyj 2
—2 = Dy, =—— |2 |=DDv=d 2.5.2
dx Y dx* dx\dx / J ( )

Sehingga menjaélDn +D" 4.+ D)y =0
Jika D = di suatu operator yang bekerja terhadap y, yaitu
X

D"+D"'+..+D (2.5.3)
merupakan operator yang jauh lebih rumit. Akaragetakan diperoleh
persamaan yang sangat mudah dengan memperhatiksamaan (2.5.3)
pada saat sebagai polinom dalam peubahdan persamaan itu dinyatakan

dengan F(D). Jadi persamaan (2.5.2) dapat ditulis secara aingibagai

F(D)y =0 (Ayres, 1992: 82).
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2.4.Selesaian Umum Persamaan Diferensial
Definisi
Suatu seleseian dari persamaan diferensial rorgeda interval |
dinamakan selesaian umum pddapabila memenuhi kondisi berikut:
1. Selesaian itu memuat konstanta.
2. Semua selesaian persamaan diferensial itu daparotép dengan
menetapkan nilai-nilai konstanta-konstanta yangaes
Akan tetapi tidak semua persamaan diferensial meggiuselesaian
umum. (Rustanto, 2001: 9).

Contoh.

(ﬂ’jz +(y-12=0

dx
selesaian dari persamaan tersebut hanya satuy{®jta,
Teorema
Misalkan y, dany, selesaian dari persamaan
y"+ p(x)y+a(x)=0.
maka kombinasi linier dam,y, +c,y, denganc, danc, konstanta sebarang

merupakan selesaian dari persamaan homogen tersebut

(R. Kent Nagle, 1996: 155).
2.5. Titik Biasadan Titik Singular

Definisi

Sebuabh titikx, disebut titik biasa dari persamaan diferensial
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3,(x)y" +a,(x)y +a,(x)y=0 (2.1.6)

= al(x) dan p, :ao_(x) (2.1.7)

a,(x) a,(x)

analitik pada titikx,, jika paling sedikit satu fungsi dari (2.1.7) tdanalitik

Jjika kedua fungsip,

pada titik x, maka disebut titik singular dari persamaan difsi@n(2.1.6).
(Ladas Finizio,1982:209).
Definisi

Jika fungsi ditentukan dengan
(x=x;)py(x) dan (x=x,)" p,(x) (2.1.8)
keduanya analitik pada, maka x, disebut titik singular yang regular dari
persamaan diferensial (2.1.6) dan jika fungsi {@.tidak analitik padag,, X,

dinamakan titik singular tak regular. (Sheply L.Rt884:234).

Penyelesaian singular suatu persamaan diferembpdroleh dengan
menyatakan syarat-syarat bahwa persamaan difelrétasimempunyai akar-
akar rangkap dan primitifnya mempunyai akar rangkBpda umumnya,
persamaan tingkat satu tidak mempunyai penyelesaimgular, jika
persamaan itu berderajat satu, persamaan itu tid@sat mempunyai
penyelesaian singular. Lagipula, persamadrﬁx,y, p):O tidak dapat
mempunyai penyelesaian singular jik&(x, Y, p) dapat diuraikan dalam
faktor-faktor yang linier dalanp dan rasional dalam dany

(Ayres, 1992: 68).
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2.6. Keanalitikan fungsi
Konsep fungsi analitik merupakan konsep yang tempgrdi dalam teori
peubah kompleks. Fungsi-fungsi yang memiliki sdagalitik mewarisi suatu
struktur dalam yang sangat kokoh dan ini dimarefgikan ke luar oleh sifat-
sifat yang dimiliki oleh fungsi-fungsi yang anatiti
Suatu fungsif (z) dikatakan analitik pada titilz,, asal turunannya ada di

semua titik pada suatu lingkungay. Dari definisi tersebut bahwa terdapat

suatu hubungan yang sangat erat antara diferatesbdan analitisitas suatu
fungsi pada suatu titik. Tetapi kedua konsep itakidama, karena analitisitas

di z, berimplikasi diferensibilitas diz,, tetapi tidak sebaliknya yaitu
diferensibilitas diz, tidak berimplikasi analitisitas (Paliouras, 1984).

2.7.Perubahan indeks Penjumlahan
Pada operasi penjumlahan deret pangkat dapat Bdakwalam satu
langkah jika suku umum dari deret itu mempunyaigkamh yang sama. Akan
tetapi jika deret-deret itu mempunyai pangkat yddgk sama maka harus
dibuat perubahan dalam indeks penjumlahan darit deretanpa merubah
jumlah dari deret itu, agar mempunyai suku umungdarpangkat yang sama.

Dasar pemikiran perubahan indeks, adalah penggabudglam identitas

berikut:
>a,(x=x%)" =D a, (x—x)"", (2.10.1)
n=0 n=k

Yang berlaku untuk setiap bilangan bulat Cara termudah untuk

membuktikan (2.10.1) adalah menuliskan kedua diénesuku demi suku.
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Dalam Kkata-kata, (2.10.1) persamaan mengatakan éakita dapat
menurunkann dengank dalam suku umuna, (x—xo)n asalkan kita naikkan

n dengank dalam lambang penjumlahannya, dan sebaliknyazibini988:
207).
Contoh.

Buktikan bahwa;

x3i n?(n-2)a,x" = i (n-3)*(n-5)a,_,x"
n=0

n=0

Jawah

Kita mulai dengan memindahkad kesebelah kanan sehingga

x> n*(n-2)a,x" = > n*(n-2)*a,x™?

n=0 n=0
kemudian dirubah dalam bentuk , misalkank =n+3 makan=k -3 jika
n=0 maka k =3. Kemudian subtitusikan dalam deret yang diketahui,

diperoleh

[

i n’(n-2)a,x™* =>" (k- 3)*(k - 5)a_,X"

n=0 k=3

dengan merubak dengannmaka diperoleh

©

x> n*(n-2)a,x" = é(n -3)’(n-5)a, X"

n=0
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BAB |11
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas tentang cara mencarief@sayan dari
persamaan diferensial orde tiga dengan metode Heasa di sekitar titik biasa
dan di sekitar titik singular. Dalam mencari peegaian persamaan diferensial
orde tiga, Salah satu cara mencari selesaian desamaan diferensial orde tiga
dengan koefisien peubah diperlukan suatu metoddegkatan penyelesaian yaitu
dengan metode penyelesaian deret.

Pada penyelesaian persamaan diferensial liniez-Brdengan koefisien
peubah yang berbentuk
3 (x)y* +a,(x)y +a,y =0 (3.1)
Dalam suatu selang disekitar titik biaga Titik x, biasanya diatur oleh masalah
khusus yang ada, yang mensyaratkan kita untuk mepeayelesaian diferensial
(3.1) yang memenuhi syarat awal berbentuk
¥(%)= Yo
y(%)= v,
y'(%) =y,

Jika koefisien a,(x),a, (x)berbentuk polinom-polinom dalanx, maka

sebuabh titikx,adalah titik biasa dari persamaan diferensial (jk&) ao(xo);t 0.

Pada umumnys, adalah titik biasa dari persamaan diferensial)(3Ka fungsi-

fungsi M dan o (X) dapat diuraikan menjadi deret kuasa dalam bentuk:
3,(x) (%)
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Zio(();)) = Z._O:A“(X_ X,)", untuk|x—x,| < R, (3.2)
Dan :8 = iBn(x— Xo)" , untuk|x — x| < R, (3.3)

Dengan jari-jari kekonvergenaR, dan R, yang positif. Deret (3.2) dan (3.3)
kontinu pada selan@<—xo| <R. Dimana R bilangan terkecil diantard, dan
R,, sehingga mempunyai sebuah penyelesaian tunggasellirun selang
[X=%| <R.

Jika x, sebuah titikk biasa dari persamaan diferensial) (3riaka
penyelesaian umum persamaan diferensial (3.1) meyapisuatu uraian deret
kuasa di sekitax, ,

8, (x)y* +a,(x)y +a,y=0. (3.4)

Dengan jari-jari kekonvergenan yang positif. Sedatsh tepat, jikaR, dan R,
jari-jari kekonvergenan deret (3.2) dan (3.3), mak&jari kekonvergenan deret
(3.4) sekurang-kurangnya sama dengan minimum Badan R,. Koefisien a,
untuk n=23,...dari deret (3.4) dapat diperoleh dalamy dan a dengan

mensubtitusikan deret (3.4) langsung ke dalam pwaaa diferensial (3.1) dan

menyamakan koefisien dari suku yang berpangkat s&whingga, deret (3.4)
merupakan penyelesaiannya, maka= y, dana, =y, .
Pada penyelesaian persamaan diferensial liniez-Brdengan koefisien

peubah yang berbentuk

a,(x)y* +a,(x)y +a,y=0 (3.5)
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Dalam selang tanpa titik pusat disekitar titik sildg yang regularx,. Sebuah
selang tanpa titk pusat di sekitax, adalah suatu himpunan berbentuk
0<|x—x0| < R untuk suatu bilangan positiR. Himpunan ini terdiri dari selang
X=X, <R, tanpa titik pusat, .

Jika titik x, merupakan titik singular yang regular dari persama

. . . . a,(x) ,a,(x) .
diferensial (3.5), maka fungsi-fungdix—x,)—— dan (x— jika
P T o

diuraikan pada deret kuasa berbentuk:

(X_XO)Zlogg =§A1(x—xo)n , untuk|x—x,| < R, (3.6)
Dan 283 =§(‘;Bn(x—xo)n , untuk|x = x| < R, (3.7)

Dengan jari-jari kekonvergenaR, dan R,. Karena titik x, merupakan titik
singular dari persamaan diferensial (3.5). Padanunya, penyelesaian persamaan
diferensial tersebut tidak terdefinisi padg. Tetapi persamaan diferensial (3.5)
mempunyai penyelesaian bebas linier dalam selangpatatitik pusat

0<|x-%|<R, dimanaR adalah nilai kecil darR, danR,.

3.1. Metode Penyeleseian Deret di Sekitar Titik Biasa
Langkah-langkah penyelesaian deret disekitar tiigsd pada persamaan
diferensial orde-2 adalah sebagai berikut:

1. Mengasumsikan penyelesaian dari persamaan difat¢asebut dengan
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y=3c,(x-x%)"

n=0

2. Menentukan turunan pertama, dan kedua gari

3. Mensubtitusikan turunan pertama, dan kedua daryi ke persamaan
diferensial yang dicari penyelesaiannya, sehinggeerdleh persamaan
dalam bentuk sigma

4. Menyamakan pangkat dak yaitu x" supaya persamaan yang diperoleh
dari langkah 3 dapat dijumlahkan

5. mengelompokkanx yang mempunyai pangkat sama dan menyamakan
koefisien dari setiapx pangkat dengan nol.

6. Menentukan nilai koefisienc, dan mengelompokkan dalam bentuk
C,,C;,C,, Sampaic,,.

7. Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh darghah 6 keasumsi
penyelesaian, maka diperoleh penyelesaian umum gdarsamaan

diferensial yang dicari.

Persamaan Diferensial Orde-2 dalam bentuk

a,(x)y’ +a(x)y +a,y=0  (3.1.1)

a,(x) _ 2,(X)
a,(x) = p dan az(x)

titik biasa dari persamaan diferensial (3.1.1),irgda persamaan diferensial

Dengan = ¢ analitik padax = x,, maka titik x, adalah

(3.1.1) dapat diseleseikan dengan metode deretkpangengan asumsi

seleseian persamaan diferensial yang berbentuk:
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y=Cy+C (X=X ) +Cy(x =%, )? +...= icn(x—xo) (3.1.2)

n=0

Dimana c,,c;,c,,... adalah konstanta. Karena deret (3.1.2) konvergeta p

interval |x—x0|<,0 maka bentuk (3.1.2) dapat didiferensialkan sukmide

suku sehingga diperoleh:

o n-1

€, +2C,(X = X,) + 3¢, (x =%, ) +...= > nc, (x = %,)

n=1

dy _
dx

3—3 = 2¢, +6C,(x = %,)+12¢,(x - x,)* +...= ni:;n(n—1)cn(x—xo)n_2

Kemudian, y,y',y", disubtitusikan ke persamaan (3.1.1) dan diperoleh
persamaan dalam bentuk sigma. Persamaan dalamkbeigma yang
diperoleh tersebut mempunyai pangkat yang tidakasateh karena itu harus
disamakan terlebih dahulu yaitd', supaya persamaan yang diperoleh dapat
dijumlahkan.

Selanjutnya mengelompokka®r yang mempunyai pangkat sama dan
menyamakan koefisien dari setiapx pangkat dengan nol. Dengan

menyamakan koefisien daxi pangkat sama dengan nol, maka akan diperoleh

nilai dari c, dan ditulis dalam bentulc, dan c,. Setelah koefisienc,

ditentukan, kemudian disubtitusikan keasumsi pegmbén sehingga

menghasilkan penyeleseian umum dari persamaaredsiat yang dicari.
Untuk lebih jelasnya jika diberikan soal-soal pdageian persamaan

diferensial orde 2 dengan koefisien berupa peubahiapel) yang analitik

pada suatu titik.
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Soal 1(Persamaan Legendye

(L- x?)y"—2xy+12y =0 (3.1.3)
Penyelesaian.

Dari persamaan di atas diperoleh nig(x) =1- x2, a,(x) = —2x, a,(x) =

Dengan demikian,

a(x)  -2x = -2x a(x) 12 12
(

az(X) -2 C (1— x)(1+ x)l a, X) - 1-x2 7 (1_ X)(1+ X) (3.1.4)

Dari (3.1.4) terlihat bahwa setiap bilangan rigckiali 1 da -1 adalah titik
biasa dari persamaan (3.1.3)

Pada penyelesaian persamaan diferensial di séikitax, = £1 berbentuk

0

y(x)=§anxn y(x)=Y nax y'(x)=3n(n-

n=2

Subtitusikany, y', y" ke persamaan (3.1.3) sehingga diperoleh:

[L-x* )i n(n-1)c,x"? - 2xi na,x"" + 12i ax"=0
n n=1 n=0

Atau in(n—l)cn inn 1)c, X" —ZZnanx +122ax =0
n=2 n=2 n=1

Karena pangkatx pada sigma pertama tidak sama maka harus dirubah

bentuknya supaya pangkat darisama yaitux".

i n(n-1)c,x"

n=2

Dengan memisalkam=n-2 diperolehn = m+ 2 sehingga diperoleh:

<)

Z(m+ 2)(m+l)cm+2xm , dengan merubah m ke n maka diperoleh:

m=.

N
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> (n+2)(n+1)c,.,x"
n=2

Subtitusikan bentuk di atas ke persamaan diferessiangga menjadi:

0

(n+2)(n+2)c,x" - > n(n-1)c,x" —ZZnanx +122ax =0

n=2 n=1 n=0

[Ms

I
N

n

(3.1.4)
Karena batas sigma pada persamaan (3.1.4) tida, saaka batas sigma

disamakan dari batas 2 sampaj dan sisanya ditulis dalam bentuk sigma.
> na x"

n=1

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untukl sehingga diperoleh:

cl(x)+inaﬁxn
n=2

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk O sehingga diperoleh:
Co +CX+C, X7+ a X"
n=2

Subtitusikan bentuk a dan b ke persamaan (3.&Hhgga menjadi:

i(n+2)(n+1)cnx”—z (n-1)c,x" - 2c,x - ZZnanx +12(c, +c,x +C,x )+12§:anx”=0
n=0

n=2 n=2
Kemudianx yang mempunyai pangkat sama dlkelompokkan menjadi:

12c, +10c,x +12¢,x* + " [(n+ 2)(n +1)c,.., —n(n-1)c, - 2nc, +12¢c,x" =0

(3.1.5)
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Persamaan (3.1.5) adalah persamaan yang idestidiad nol, sehingga
koefisien dari setiapx pangkat sama dengan nol.
(n+2)(n+1),., - (n(n-1)c,)-2nc, +12c, =0

_ ~(n(n-1)+2n-12)c,
" (n+2)n+1)

c
Untuk n =0 maka diperolehc, = 6c,

Untuk n =1 maka diperolehc, :gcl

Untuk n = 2maka diperolehc, = 3c,
Kemudian nilai daric,,c, disubtitusikan ke asumsi selesaian persamaan

diferensial sehingga penyelesaian dari persamdearedsial tersebut adalah
Yy = C, +C X+ 6C,X* +gclx3 +3c,x* +...
Jika c,,c, dikelompokkan maka penyelesaiannya adalah

Y=Co(1+ 6x* +3x" +...)+cl(x+gx3 +j

Soal 2(Persamaan Chebyshev)

(- Jy"-xy+9y =0 (3.1.6)
Penyelesaian.

Dari persamaan di atas diperoleh nigg(x) =1- x2, a,(x) = -x, a,(x)=9
Dengan demikian,

) _ -x _ -x a(x)_ 9 _ 9
a,(x) T1-x2 (1-x)a+x)" a,(x) 1-x - =X)L+ x) (3.1.7)
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Dari (3.1.7) terlihat bahwa setiap bilangan riigckiali 1 dan -1 adalah titik
biasa dari persamaan (3.1.6)

Pada penyelesaian persamaan diferensial di séikitax, = +1 berbentuk
y(x)=Y ax", y(x)=> nax™, y'(x) =3 n(n-Le,x"*

n=1 n=2
Subtitusikany, y', y* ke persamaan (3.1.6) sehingga diperoleh:

[

- xz)i n(n-1)c,x"? - xi na,x"™" +9y ax" =0
n=2 n=1

n=0

Atau i n(n-1)c,x"? - i n(n-1)c,x" - i na,x" + Qi ax"=0
n=2 n=2 n=1 n=0

Karena pangkatx pada sigma pertama tidak sama maka harus dirubah

bentuknya supaya pangkat darisama yaitux" .

i n(n-1)c, x"2

n=2

Dengan memisalkam=n- diperolehn =m+ 2sehingga diperoleh:

[

> (m+2)(m+1)c,,,,x" , dengan merubah m ke n maka diperoleh:

m=,

N

(n+2)(n+1)e,..x"

NgE

>
1l
N

Subtitusikan bentuk di atas ke persamaan diferessiangga menjadi:

i(n+2)(n+1)cn+2xn —in(n—l)cnxn —inanx” +9§:anxn =0

=2 n=2 n=1 n=0 (3 1. 8)

>

Karena batas sigma pada persamaan (3.1.8) tita#,snaka batas sigma

disamakan dari batas 2 sampaj dan sisanya ditulis dalam bentuk sigma.
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inanx”
n=1

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untukl sehingga diperoleh:

+inaﬂxn
n=2

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 0 sehingga diperoleh:

2 n
Co +CX+C,X7 + ) a X
n=2

Subtitusikan bentuk a dan b ke persamaan (3.18)@ga menjadi:

[ 0

in+2 (n+2)c,..x" = > n(n-1)c,x" —c,x- Znanx +9( +clx+c2x2)+92anx”=0
n=2

n=2 n=0

Kemudianx yang mempunyai pangkat sama dikelompokkan menjadi:

9c, +8c, X +9c,x? + i[(n +2)(n+1)c,,, -n(n-1)c, —nc, +9c, x" =0

(3.1.8) -

Persamaan (3.1.8) adalah persamaan yang identgademol, sehingga
koefisien dari setiax pangkat sama dengan nol.
(n+2)(n+1)c,,, - (n(n-1)c,)-nc, +9c, =0

_—(n(n-2)+n-9)c,

G2 = T )+ )

Untuk n =0 maka diperolehc, = %co

Untuk n = 1 maka diperolehc, =
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Untuk n = 2maka diperolehc, = g—jco

Kemudian nilai dari c,,c, disubtitusikan ke asumsi selesaian
persamaan diferensial sehingga penyelesaian dasampean diferensial
tersebut adalah

y=¢ +clx+gc 2o + B ey
° 2 ° A AV 24X

Jika c,, ¢, dikelompokkan maka penyelesaiannya adalah

9 , 45 , 4 4
=C,|1+—X"+—X"+...|+C| X+—=X+...
Y ( 2 \J24 j Cl( 3 j

Selanjutnya dibahas tentang persamaan diferermidé tiga
dengan koefisien konstan dengan nilai diskriminannyadalah
b*c? +18abcd-4ac® - 4b%d - 27a*d?

Soal 1(Jika nilai diskriminannya kurang dari nol atau €<D)

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferensrddut ini.

d’y d?y _dy

+——-2—=+3y=0 3.1.9
dx®*  dx? dx y ( )
Jawab.

Misalnya p =1dan g =1, maka kedua fungsi analitik padg = s@hingga
penyeleseian dari persamaan diferensial terselpdatdiiasumsikan dengan

deret berikut:
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y'= i n(n-1)c, x">

Y= i n(n-1)(n-2)c, x"*

n=3
Subtitusikany, y', y*, y"' kepersamaan diferensial (3.1.9) sehingga diperoleh

i n(n-1)(n-2)c i x"? —Zincnx”’1 +Bicnx" =0
n=3 n=2 n=1 n=0

Karena pangkatx pada sigma ke-1 sampai ke-3 tidak sama, maka harus

dirubah bentuknya supaya pangkat dasama yaitux".

1. i n(n-1)(n-2)c,x"*. (3.1.10)

n=3
Dengan memisalkam = n -3 diperolehn = m+ 3 sehingga

bentuk (3.1.10) menjadi:

(m+3)(m+2)(m+1)e,,,x"

M

=
Il
)

Dengan merubaim ke n maka diperoleh:

(n+3)(n+2)(n+1)c,.,x"

Ms

=1
I
w

n(n-1)c,x"? (3.1.11)

[Ms

=1
[
N

Dengan memisalkam=n- ®@iperolehn = m+ 2sehingga bentuk

(3.1.11) menjadi

(m-+2)(m+ e, x"

NgE

2

3
Tl

Dengan merubam ke n maka diperoleh:
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3 (n+2)(n+1)c,,x"

3. > ncx" (3.1.12)

Dengan memisalkam = n-1 diperolehn = m+1 sehingga bentuk

(3.1.12) menjadi

[

> (m+1)c,,,x"

m=1

Dengan merubaim ke n maka diperoleh:

[

> (n+1)c,..x"

n=1

Subtitusikan bentuk 1, 2, dan 3 kepersamaan d$aksehingga menjadi

gt

(n+3)n+2)(n+2)e,.ox” + 3. 1+ 2)n+1)e,.x" =2 (1+2)e,.ox
n=1

n n=2

+3> c,x" =0 (3.1.13)

n=0

Karena batas sigma pada persamaan (3.1.13) tidek $aaka batas sigma

disamakan dari batas 3 sampaj dan sisanya ditulis dalam bentuk sigma.

a. > (n+2)n+1),.,x"
n=2
Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk2 sehingga diperoleh
126,x2 + 3 (n+2)(n+ e, X"
n=2
b. i(n +1)c,,, X"

n=1

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian unitukl sehingga diperoleh
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2¢,X + 3¢, X +z n+1)c

n=1

n+l

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untiuk O sehingga diperoleh

2 = n
Co +CX+C, X" + D C X
n=0

Subtitusikan bentuk a, b, dan c ke persamaan @&.%ehingga menjadi

i (n+3)(n+2)(n+1)c,,,x" +12c,x +Z (n+2)(n+1)c,,,x"
n=3 n=3

— 2(26,x+30,x%) = 2> (n+1)c,, X" +3(C, +C,X+C,x°) + 3) ¢,x" =0

n=3 n=3
Kemudianx yang mempunyai pangkat sama dikelompokkan menjadi
3c, +(3c, - 4c, )x + (3¢, - 6¢, +12¢, )x>

S0+ 2+ 1+ (021,20 305 =0

(3.1.14)
Persamaan (3.1.14) adalah persamaan yang idengadenol, sehingga

koefisien dari setiapx pangkat sama dengan nol.

« 3,=0
¢, =0

e 3c,-4c,=0
0=t

e 3c,—-6c,+12c, =0
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1
C, :ECZ +2c,

¢ (n + 3)(n + 2)(n + 1)Cn+3 + (n + 2)(n + 1)Cn+2 - 2(n + 1)Cn+1 + 3Cn = 0 (319)

Dari bentuk (3.1.9) dapat ditulis

c .= B (n + 2)(” J 1)Cn+2 B Z(n B 1)Cn+1 -3¢,
" (n+3)n+2)(n-+1)

Jika n =0 maka diperoleh

gL 2c, +2¢, - 3, , karena diketahut, = 0 maka diperoleh

7 6
1 1
C3 = —§C2 +§C1

Jika n =1 maka diperoleh

o =-6ct+de, -3, _ 1.1, _}cl karenac, = —=c, +=c, Jmaka
4 24 4° 62 g e

diperolehc, = %cz —%cl

Kemudian nilai daric,,c,,c, disubtitusikan ke asumsi selesaian persamaan

diferensial sehingga penyeleseian dari persamdaredsial tersebut adalah
Y= CX+C,X° + S +lc1 Lo, - Lo lxt+
S 37 3 4% 247

Jika c;,c, dikelompokkan maka penyeleseiannya adalah

y=c¢ x+ixe - Lyt +c, NI
3 24 3 4
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Soal 2(Jika nilai diskriminannya lebih besar nol atau D0

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferebpsidut ini.

d’y d’y  dy

— -4—2+4y=0 3.1.15
dx®* dx? dx y ( )
Jawab

Misal p=-1danq= 4, maka kedua fungsi analitik padg = sehingga

penyeleseian dari persamaan diferensial terselpatt déasumsikan dengan

Subtitusikan¥: YY"+ Y"" kepersamaan diferensial (3.1.15) sehingga diperole

i n(n-1)(n-2)c,x"* - i n(n-1)c,x"? - 42”: nc, X" + 4i ¢, X" =0

n=3 n=2 n=1 n=0

Karena pangkatx pada sigma ke-1 sampai ke-4 tidak sama, maka harus

dirubah bentuknya supaya pangkat dasama yaitux".

[

1. Y n(n-1(n-2)c (3.1.16)

n=3
Dengan memisalkam=n- @&iperolehn=m+ 3sehingga

bentuk (3.1.16) menjadi:
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(m-+3)(m+2)(m+1)e,,,x"

M

3
Il
@

Dengan merubam ke n maka diperoleh:

(n+3)(n+2)(n+1)c,.,x"

[Ms

=1
1
w

n(n-1)c, x"? (3.1.17)

[Ms

=1
[
N

Dengan memisalkam=n-2 diperolehn =m+ 2 sehingga bentuk

(3.1.17) menjadi

(m = 2)(m = 1)Cm+2xm

M

3
Tl
N

Dengan merubaim ke n maka diperoleh:

(n+2)(n+1)e.,x"

NgE

=
1
N

3. nc, X" (3.1.18)
=1

Dengan memisalkam=n- diperolehn=m+ 1sehingga bentuk

(3.1.18) menjadi

[

> (m+1)e,,,x"

m=1

Dengan merubam ke n maka diperoleh:

> (n+2),..x"

n=1

Subtitusikan bentuk 1, 2, dan 3 kepersamaan dé&aksehingga menjadi
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0

(n+3)n+2)(n+2)cx" =3 (1+ 2 +1e,,x" -4 (1+2),.x"

n=2 n=1

M

>
Il
w

+4y ¢, x"=0 (3.1.19)
n=0

Karena batas sigma pada persamaan (3.1.19) tidak, saaka batas sigma

disamakan dari batas 3 sampaj dan sisanya ditulis dalam bentuk sigma.
a) . (n+2)n+Le,.,x"

n=2

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untiuk 2 sehingga diperoleh
12c,x* + 3 (n+2)(n+1)c,,,x"
n=2

b) > (n+1)c,. x"
n=1
Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk setingga diperoleh

2c,x + 3c,x* + i (n+1)c,,,x"

n=1

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk se@ingga diperoleh

Co +CX+C, X2+ D c X"
n=0
Subtitusikan bentuk a, b, dan c ke persamaan &.%ehingga menjadi

n+3)n+2)n+1)c,.x" —12c,x* + > (n+2 n+1)c_,,x"
n+3 n+2

n=3

M

>
Il
w

= 4(2¢,x+3C,X%) = 4Y (N +1)c,.,X" +4(C, +C,X+C,X7) + 4D ¢ X" =0

n=3 n=3

Kemudianx yang mempunyai pangkat sama dikelompokkan menjadi
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4c, +(4c, —8c, )x+(4c, —12¢c, -12¢, )x?

+ 2 [0+ 3+ 2+ = (1 22, =442, o, b =0

(3.1.20)
Persamaan (3.1.20) adalah persamaan yang idemigadenol, sehingga

koefisien dari setiax pangkat sama dengan nol.

e 4c, =0
¢, =0

* 4c¢,-8c,=0
&= 203

e 4c,-12c,-12c, =0
21
%—5%—q

¥ (n = 3)(n = 2)(n = 1)Cn+3 - (n = 2)(n = 1)Cn+2 - 4(n = 1)Cn+1 + 4Cn = O (3 121)
Dari bentuk (3.1.21) dapat ditulis

+4(n+1)c,,, +4c

n+l n

_(+ 2+,
. (3= 2+

Jika n = Omaka diperoleh

+ +
C, = &614% karena diketahut, = ®naka diperoleh

_1
G _écz +3G

Jika n =1 maka diperoleh
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_6bcy+8c,+4c, 1 1 1 21 2
c,=—————==c,+—-C, +—-c,, karenac, ==c, +—¢, maka
24 4 3 6 3 3

diperolehc, = 1—5202 +%c1

Kemudian nilai daric,,c;,c, disubtitusikan ke asumsi selesaian persamaan

diferensial sehingga penyeleseian dari persamdaredsial tersebut adalah

y=cX+C x2+(£c +gcjx3+(£c +Ecjx4+
1 2 3 2 3 1 12 2 3 1 "

Jika c,,c, dikelompokkan maka penyeleseiannya adalah

y=¢ x+2x3alyey +c, NI NI
3 3 3 12

Soal 3(Jika nilai diskriminannya sama dengan nol atau @)=

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferensiddut ini.

3 2

%Jrz‘; 3’+%’:o (3.1.30)
X X

Jawab

Misalnya p = 2ang = 1, maka kedua fungsi analitik padg = d2hingga
penyeleseian dari persamaan diferensial terselpdatdiiasumsikan dengan

deret berikut:
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SubtitusikanY: Y Y"+Y"" kepersamaan diferensial (3.1.30) sehingga diperole

(<)

i n(h-2)(n-2)c,x"* +2> n(n-1)c,x"? + i ne.x"* =0
n=1

n=3 n=2

Karena pangkatx pada sigma ke-1 sampai ke-3 tidak sama, maka harus

dirubah bentuknya supaya pangkat dasama yaitux".

n(n-1)(n-2)c, x"*. (3.1.31)

NgE

>
I
w

Dengan memisalkam = n -3 diperolehn = m+ 3 sehingga

bentuk (3.1.31) menjadi:

(m-+3)(m+2)(m+ e, x"

M

=
Tl
w

Dengan merubaim ke n maka diperoleh:

(n+3)(n+2)(n+1)e,,x"

NgE

=
1
w

n(n-1)c, x"2 (3.1.32)

[Ms

=
1!
N

Dengan memisalkam=n- d#iperolehn=m+ 2sehingga bentuk

(3.1.32) menjadi

(m-+2)(m+ e, ,x"

NgE

2

3
Tl

Dengan merubaim ke n maka diperoleh:
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3 (n+2)(n+1)c,,x"

3. > ncx" (3.1.33)

Dengan memisalkam = n-1 diperolehn = m+1 sehingga bentuk

(3.1.33) menjadi

3 (m+2)c, X"

m=1

Dengan merubaim ke n maka diperoleh:

3 (n+1)c,..x

n=1

Subtitusikan bentuk 1, 2, dan 3 kepersamaan d$aksehingga menjadi

0

> (n+3)(n+2)(n+1)c,.x" +22 n+2)(n+1)c,.,x" +Z n+1)c,.,x" =0

n=3
(3.1.34)
Karena batas sigma pada persamaan (3.1.21) tidak, saaka batas sigma

disamakan dari batas 3 sampaj dan sisanya ditulis dalam bentuk sigma.

a. 3 (n+2)n+1)c,,x"

n=2

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk2 sehingga diperoleh

12c,x% + i (n+2)(n+1)c,.,x"

n=2

b. i (n+1)c,.,x"

n=1

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk sehingga diperoleh
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2c,x + 3c,x% + i (n+1)c,.,x"

n=1

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untiuk O sehingga diperoleh

2 = n
Co +CX+C, X" + D C X
n=0

Subtitusikan bentuk a, b, dan c ke persamaan @.%ehingga menjadi

(n+3)(n+2)(n+1)c,,,x" +12,x> + 22 (n+2)(n+1)c,,,x"

n=3

M

>
Il
w

+ (2c,x+ 3c,x%) + i (n+1)c,.,x" =0

n=3
Kemudianx yang mempunyai pangkat sama dikelompokkan menjadi
2c,x + (3¢, +12c, )x?

# 3 l(n+3n+ 2+ Bs + 20+ 2+, + (12, =0

(3.1.35)
Persamaan (3.1.35) adalah persamaan yang idengadenol, sehingga
koefisien dari setiapx pangkat sama dengan nol.
e 2¢,=0
c, =0
e 3c,+12c, =0
c;, =4c,
« (n+3)(n+2)(n+1c,., +2n+2)(n+1c,,, +(n+1c,, =0 (3.1.36)

Dari bentuk (3.1.36) dapat ditulis
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- 2(n + 2)(n + 1)Cn+2 B (n + 1)Cn+1

s ST 3+ 2)n+1)

Jika n =0 maka diperoleh

C, = Z4% G , karena diketahut, =0 maka diperoleh
_ 1
C3 - _ECJ_

Jika n = 1 maka diperoleh

—1&,-¥c, 1 1 1 .
c,=———*==--¢c,——C,, karenac, = ——c, maka diperoleh
4 >4 AT 3 6C1 p

i
C4 —_ECJ_

Kemudian nilai daric,,c,, c;,c, disubtitusikan ke asumsi selesaian persamaan

diferensial sehingga penyeleseian dari persamdaredsial tersebut adalah

y=¢ +clx—lclx3—icx4+
° 6 i

Jika ¢, dikelompokkan maka penyeleseiannya adalah

y=c +cl(x—1x3—ix4 + j
° 6 12

3.2. Metode Penyeleseian Deret di Sekitar Titik Singular.

Langkah-langkah penyelesaian deret disekitar titigidar yang regular

pada persamaan diferensial orde-2 adalah sebagjaitoe
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1. Mengasumsikan penyeleseian dari persamaan difategaing dicari

dengary = > c,(x-%,)"", dengan r adalah bilangan real atau
n=0

kompleks,c, # 0 Dan x, sebagai titik singular yang regular
2. Menentukan turunan pertama, dan kedua gari
3. Mensubtitusikan turunan pertama, dan kedua dari ke persamaan

diferensial, sehingga diperoleh persamaan dalarubasigma

n+r

4. Menyamakan pangkat daxi yaitu X" supaya persamaan yang diperoleh
dari langkah 3 dapat dijumlahkan
5. Mengelompokkarx yang mempunyai pangkat sama

6. Menentukan persamaan kuadrat dalanyang disebut persamaan indeks

dengan mengambil pangkat terendah dari persamada,langkah 5 yaitu

n+r

X

7. Menentukan nilai akar-akar dari persamaan indeksmdancari nilai dari

c

8. Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh dargkah 6 keasumsi
selesaian, maka diperoleh penyelesaian dari pessamiferensial yang
dicari.

Persamaan diferensial linier homogen orde-2 derigaefisien peubah

dalam bentuk

2, (x)y* +a(x)y +a,y=0 (3.2.1)
denganM = p dan aO(X) =q
2,(x) a,(x)
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Jika patau g tidak analitik padax,, maka x, disebut sebagai titik

singular dari persamaan (3.2.1). Akan tetfpt x,)p(x) dan (x-x,)’q(x)
analitik padax, makax, disebut sebagai titik singular yang regular, sgfén

persamaan diferensial tersebut dapat diseleseikagath metode deret kuasa

(metode Frobenius) dengan asumsi penyeleseianayahad

y= icn (x—xgf (3.2.2)

n=0

menentukan turunan pertama, dan kedua

(n+r)e, (x=x)"™

DM

yI:

1l
o

n

)n+r—2

(n+r)n+r-1c, (x-x,

[Ms

)f':

>
1
o

Subtitusikan nilai dariy,y,y , ke persamaan diferensial yang dicari
penyeleseiannya, sehingga diperoleh persamaan ddlamuk sigma.

Selanjutnya mengelompokkax dengan pangkat sama dan diperoleh bentuk

sederhana
ko (X =% )™ + K, (x =%, )™ + K, (x =%, )" +...=0 (3.2.3)
dengann bilangan bulat positif dark, (i = 012,..) adalah fungsir dan
merupakan koefisien dag, pada bentuk (3.2.2).

Persamaan (3.2.2) berlaku untuk semugpada interval|x—x0|<p,
sehingga k, =k, =k, =...= 0 Untuk k, sama dengan nol, dimank,

merupakan koefisien dam - x, dengan pangkat terendah+ n, maka dapat
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ditentukan persamaan kuadrat dalamyang disebut sebagai persamaan
indeks. Kemudian kita menentukan akar-akar darsgrenan indeks tersebut
dan disubtitusikan nilai darir ke persamaan diferensial yang dicari
penyeleseiannya.

Penyeleseian dari persamaan diferensial berbeBt@k2] dan diambil akar-

akar dari persamaan indeks yang lebih bé@ar rz).

Selesaikan Persamaan diferensial orde dua dengdisiko variabel yaitu
sebagai berikut!

Untuk lebih jelasnya jika diberikan soal-soal pdageian persamaan
diferensial orde 2 dengan koefisien berupa peubahiapel) yang analitik
pada suatu titik.

Soal 1 (Persamaan Hermite)

V'=2y+2y =0 (3.1.10)
Penyelesaian.

Dari persamaan di atas diperoleh nfal¥)=1 ay(x)=-2x a(x) =2

Dengan demikian,

a(x) _-2x_ _,  a(x)

Dari terlihat bahwa setiap bilangan riil sep@rtlan 2 adalah titik biasa dari
persamaan (3.1.10)

=0

Pada penyelesaian persamaan diferensial di stikiaf berbentuk
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v (x)= D (n+r)n+r ~2o,x™2

SubtitusikanY: YY" ke persamaan (3.1.10) sehingga diperoleh:

i(n +r)(n+r -1 x"" % - 2xi(n +r)a, X"+ 22 ax"" =0
n=2

n=1 n=0
[ee]

i(n +r)(n+r -2 x""? - 2§(n +r)a,x™" +2> a,x"™" =0
Atau n=2 n=1 n=0

Karena pangka¥ pada sigma per-tama tidak sama maka harus dirubah

bentuknya supaya pangkat dari x sama yélnﬁrj-

©

> (n+r)(n+r -1, x"

n=2

Dengan memisalkak =N+ 2 diperolehn = k-2 sehingga diperoleh:

(k+r-2)(k +r -3)c,_,x""
, dengan merubah k ke n maka diperoleh:

M

=
Il
N

(n+r-2)n+r-3)c,_,x"

NgE

>
1l
N

Subtitusikan bentuk di atas ke persamaan diferessiangga menjadi:

© ©

> (n+r-2)(n+r -3, ,x"" - Zi(n +r)a,x™" +2> a x™ =0
"~ (3..1.11) B "~

Batas penjumlahan dari persamaan (3..1.11) disamyditu dari 2 sampa?
supaya persamaan tersebut dapat dijumlahkan sehbegguknya berubah

menjadi:
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i[(n +r=2)n+r=-3)c,_, -2(n+r)c, +2¢,]x™" +[-2rc, +2¢,|x" =0

n=2
Kemudian diambil pangkat terendah dari persamaaehet yaituXr
disamakan dengan nol, dengdi O, maka diperoleh persamaan indeks yaitu:
-2r=0

r=0
Dari persamaan indeks diperoleh akarﬁy‘ao. Kemudian nilai darf

disubtitusikan ke rumus rekursi dalam persamad&umus rekursinya adalah

i[(nﬂ -2)n+r-3)c,, -2(n+r)c, +2c,]x™" =0

n=2
Dengan’ =0 maka

[(n -2)(n-3)c,, —2nc, +2¢c, = 0]

(=23,

\ 2+2n

€, ==,
JikaN =4 maka 5

C. =-=¢,
Jika N =5 maka 2

_ 6

. — C6 - 2
Jika N =6 maka 35

c

Kemudian nilai dari® s disubtitusikan keasumsi penyelesaian dengan

r=0, maka penyelesaiannya adalah

1 1 6
=, X2+ i +=cx —=c.x° ——c, X —...
y=¢, 3 52 5 35 2
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Jika €2 Cs dikelompokkan maka penyelesaiannya adalah

1 6 1
=, | X2 +ExX — =X - |+ X=X+
Y ( 5" 35 j ( 2 J

Selanjutnya dibahas tentang persamaan diferensialtimya dengan koefisien

konstan dengan nilai diskriminannya adalah

b2c? +18abcd-4ac® — 4b%d - 27a%d?

Soal 1(Jika nilai diskriminannya kurang dari nol atau DG)

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferebsrédut:

d’y d’y _dy

=T IS 1 3y=0 3.2.4
dx®  dx? dx y ( )
Jawab.

Misalkan p=1 ptidak analitik padax, = Odan q =3, tidak analitik pada
x, =0 disebut sebagai titik singular. Akan tetafik—x,)p(x) dan
(x—x,)?q(x) analitik padax, = 0. Dan x, disebut sebagai titik singular yang
regular. Untuk mencari penyeleseian persamaan ediseal disekitar titik

singular yang regular digunakan metode Frobiniusituy dengan

mengasumsikan penyeleseian dari persamaan diferésisiebut yaitu:

y=>c,x"" denganc, # 0

y'= i (n+r)(n+r -1 x" 2

=0

>
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Y= i(n +r)n+r-1)(n+r-2)c x™3

Kemudian subtitusikay* Y YY" kepersamaan (3.2.4)

Menjadi:

i (n+r)n+r=1)(n+r-2)c x™ 2 +i(n+r)(n+r 1) x"r-2
n=0 n=0

0

Z(n+r) n+r-1 3icnxn+r =0
n=0

Karena pangkatx pada sigma pertama sampai ke-4 tidak sama makes har

n+r

dirubah bentuknya supaya pangkat daisama yaitux
i(n +r)n+r-1)(n+r-2)c x™2.
n=0

Dengan memisalkark =n+3 maka n=k-3. Dan jika n=0 maka

k =3 sehingga menjadi :

(k+r=3)(k +r —4)(k +r —=5)c,_,x"""

M

=
1]
w

Dengan merubak dengann maka diperoleh:

(n+r=3)(n+r-4)(n+r-5)c, _,x"

M

>
Il
w

2.3 (n+r)(n+r-1c x" 2.
=

Dengan memisalkak =n+2 makan=k-2. Dan jikan=0 makak =2

sehingga menjadi:
> (k+r=2)(k+r -3, ,x "
k=2

Dengan merubak dengann maka diperoleh:
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(n+r-2)(n+r-3)c, ,x™

M

I
N

n

3. i(nﬂ)enx””'l.

n=0

Dengan memisalkakk =n+1 makan=k-1. Dan jikan=0 makak =1

sehingga menjadi:

> (k+r1 —L)o, X

k=1

Dengan merubak dengann maka diperoleh:

i (n+r -1, x""

n=1

Kemudian bentuk 1, 2, dan 3 disubtitusi ke persanfaz.4) diperoleh:

i (n+r=3)(n+r-4)(n+r-5)c,_x"" + i(n +r=2)(n+r-3)c, ,x™"
n=3

n=2

(3.2.5)
Batas penjumlahan dari persamaan (3.2.5) disamydiaun dari 3 sampai
o supaya persamaan tersebut dapat dijumlahkan sghibgntuknya

berubah menjadi:

i[(n+r—3)(n+r—4)(n+r -5k, . +(n+r-2)(n+r-3)c,_, -2(n+r-1)

n=3
Co 3¢, 1X™ +[[(r - 2)(r = 3)Je,x" = 2(r —1)e,x" +3¢,x"] =0
Atau
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é[(n+r—3)(n+r—4)(n+r -5k, . +(n+r-2)(n+r-3)c,_, -2(n+r-1)

Coy +30,]X™" + [(r 2 51 +6)c, - (2r - 2)c, + 3(:0]xr =0
Kemudian diambil pangkat terendah dari persamaaselat yaitu x'

disamakan dengan nol, dengan=0, maka diperoleh persamaan indeks

yaitu
r’=5r+6=0
(r—2)(r—3):0
r=2~0L0r1,=3.

Dari persamaan indeks diperoleh akar-akarnyar, =2-3=-1 adalah

bilangan bulat. Kemudian nilai daridisubtitusikan ke rumus rekursi dalam

persamaan (3.2.5). Rumus rekursinya adalah

i[(n +r=3)(n+r-4)fn+r-5k, . +(n+r-2)(n+r-3),, -2(n+r-1)
n=3

C,, +3c,]x™" =0, nx1

denganr =3 maka

[(n+3-3)(n+3-4)(n+3-5)c, , +(n+3-2)(n+3-3)c,,
- 2(n +3_1)Cn—l +3c, =0

[n(n-1)(n-2)le,.; +nln+1)e,, - (2n+4)e,, +3c, =0

(n® -3n* + 2n)e,  + (17 + ke, , - (2n+4)e,., +3¢, =0

. (n®-3n2 +2nk, , - (n? +nk,_, +(2n+4)c, ,
" 3

untuk n=2 - ¢, =-2c, +§cl
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untuk Nn=3 - ¢, = —%co -4c, +%)cz, karena c, = -2c, +%cl maka

C, =-7c, +2¢,

untukn=4 - c, =_gc1 _2_3002 +4c,,

8
karenac, =-2c, +—c, danc, =-7c, +2c, maka
2 0 3 1 3 0 1

C,=——C,+—¢C,.
4 3 0 9 1

Kemudian nilai daric,,c,,c, disubtitusikan ke asumsi penyeleseian dengan

r =3, maka penyeleseian dari persamaan (3.2.4) adalah

y= x{c0 —clx+(— 2c, +§cle2 +(=7c, +2¢) )% +(—4—;'co +1—gocljx4 +J

Jikac,,c, dikelompokkan maka penyeleseiannya adalah

y= x3c0(1—2x2 +7x%° —4—;x4 —...j+x3cl(—x+%x2 -2x° —1%0%‘ +j

Soal 2(jika nilai diskriminannya sama dengan nol atau My

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferebsrédut:

3 2
d y+2d y+ﬂ:0

dx® dx®>  dx (3.2.6)

Jawab
Misalkan p=2 p tidak analitik padax, = 0dan g =1, tidak analitik pada
X, =0 disebut sebagai titikk singular. Akan tetafgik-x,)p(x) dan

(x-x,)?q(x) analitik padax, = 0Dan x, disebut sebagai titik singular yang
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regular. Untuk mencari penyeleseian persamaan ediseal disekitar titik
singular yang regular digunakan metode frobiniusaity dengan

mengasumsikan penyeleseian dari persamaan diferésisiebut yaitu:

y=>cx"" denganc, # 0

y Z n+r n+r—1
n=0

y'= i(n+ r)n+r -1, x™"2

n=0

n

y" i (n+r)n+r-1)(n+r-2)c x""*
n=0

Kemudian subtitusikary, y',y",y 'Ke persamaan (3.2.6) menjadi

i(n+r)(n+r ~1)(n+r —2)c x™ +2i(n+r)(n+r — 1), X

=0 n=0

+i(n+r)cnx"”’1 =0 (3.2.7)
n=0

=

Karena pangkatx pada sigma ke-1 sampai ke-4 tidak sama, maka harus

dirubah bentuknya supaya pangkat dagama yaitux™"
L Y (n+r)n+r-1(n+r-2)c,x™>
n=0
Dengan memisalkak = n+3 diperolehn =k - 3. Dan jikan=0 maka

k =3 sehingga menjadi:
i k+r=3)(k+r—4)(k+r-5)c,_x"
k=3

Dengan merubak ke n maka diperoleh:
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(n+r=3)n+r-4)(n+r-5)c, _x"

[Ms

>
I
w

(n+r)(n+r-1)c x"2.

n

[Ms

1
o

Dengan memisalkak = n+ 2 diperolehn=k -2. Dan jikan=0 maka

k =2 sehingga menjadi:

(k+r-2)(k +r —3)c, _,x**

s

=
11
N

Dengan merubak ke n maka diperoleh :

(n+r=2)n+r-3)c,_,x""

NgE

=
1
N

(n + r)Cn Xn+r—1

NgE

I}
o

Dengan memisalkak =n-1 diperolehn=k +1 . Dan jikan=0 maka

k =1sehingga diperoleh :

(k +r —2)c, ,x*"

[Ms

=
I
N

Dengan merubak ke n maka diperoleh :

inﬂ Sl
n=2

Kemudian bentuk 1, 2, dan 3 disubtitusi kepersamh2.7) sehingga

menjadi

i (n+r=3)(n+r-4)(n+r-5)c,_x™" + Zi (n+r-2)n+r-3)c,_,x"

n=2

n=3
+Z n+r— mr=0
n=2
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Batas penjumlahan dari persamaan(3.2.7) Disamaé#n gari 3 sampaeo
supaya persamaan tersebut dapat dijumlahkan sehinggtuknya berubah

menjadi:

nZ;[(n +r=3)(n+r-4)fn+r-5)c,,+2(n+r-2)n+r-3),, +(n+r -1, x™

+[2(r =2)(r -3)c,x" +(r -1)c,x'1=0

i [(h+r=3)(n+r-4)n+r-5)c,,+2(n+r-2)n+r-3)c,_, +(n+r -1, Jx"

n=3
+[(2r? =20r +12)c, + (r ~2)c,]x =0

Kemudian diambil pangkat terendah dari persamaaseliat yaitu X'
disamakan dengan nol, deng@i O, maka diperoleh persamaan indeks yaitu
2r—-10r +12=0.

(2r-6)r-2)=0

Dari persamaan indeks diperoleh akar-akarnyar, =2-3=-1 adalah

bilangan bulat. Kemudian nilai daridisubtitusikan ke rumus rekursi dalam

persamaan (3.2.6). Rumus rekursinya adalah

i [(n+r=3)(n+r-4)(n+r=-5)c,,+2n+r-2)(n+r-3)c,_, +(n+r-1c " =0
n=3
untuk n>1 dengan dengan =3 maka

[(n+3-3)(n+3-4)n+3-5)c, ; +2(n+3-2)(n+3-3)c,,
+(n+3-1)c,, =0

Sama dengan

[n(n-1)(n-2)le, ; +2n(n+1)e, , +(n+2)e,, =0
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(n®-3n2 +2nk, , +(2n? +2nk, , +(n+2)c,, =0

~(n®-3n% +2nk, , - (2n? + 2nk, ,

n-1 — (n+2)
6 24
untukn=3 - ¢, = —gco —Ecl
untukn=4 - c, -g'c1 —4002, karenac, = —Ec g'cl maka
5 5 5
_ 48 216
& aPTs

Kemudian nilai daric,,c, disubtitusikan ke asumsi selesaian dengan3,

maka selesaian dari persamaan (3.2.6) adalah

3 6 24 > (48 216 2
y=X CO_C1X+ _gco_gcl X" = €C0+?01 X" +...

Jika c,,c, dikelompokkan maka penyeleseiannya adalah

y= xco(l—gx2 458 3+..j+x3cl(—x—g'x2—ﬂsx3—..)

Soal 3(Jika nilai diskriminannya lebih dari nol atau D >0

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferebsidiut:

d’y d’y _dy
4= 24+5 _2y=0 3.2.4
dx® dx? dx y= ( )

Jawab.

Misalkan p = -4 ptidak analitik padax, =0 danq = -2, tidak analitik pada

x, =0 disebut sebagai titik singular. Akan tetafix—x,)p(x) dan
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(x-x,)?q(x) analitik padax, = 0. Dan x, disebut sebagai titik singular yang
regular. Untuk mencari penyeleseian persamaan ediéal disekitar titik

singular yang regular digunakan metode Frobiniusaituy dengan

mengasumsikan penyeleseian dari persamaan difaelégrsiebut yaitu:

y=>Y c,x""  denganc, # 0

y i(n+ I,) n+r-1

=0

>

y'= i (n+r)(n+r -1 x" 2
n=0

y=3 (e r)nsr -2 -2)e, xS

n=0

Kemudian subtitusikaY: Y+ YY" kepersamaan (3.2.4)
Menjadi

y n+r)n+r-1(n+r —2)c x"" 400 n+r)n+r—-1c x"""
=3 . 2
n=0 n=0

©

+5Y (n+r)c,x™ " - ZZ c X" =
n=0

n=0
Karena pangkatx pada sigma pertama sampai ke-4 tidak sama maks har

dirubah bentuknya supaya pangkat dasama yaitux™".

n

i (n+r)n+r-1(n+r-2)c x™=.
n=0

Dengan memisalkark =n+3 maka n=k-3. Dan jika n=0 maka

k =3 sehingga menjadi
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i k+r=3)(k+r—4)(k+r-5)c, x"
k=3

Dengan merubak dengann maka diperoleh

NgE

(n+r=3)(n+r-4)(n+r-5)c, _.x""

>
1]
w

2.5 (n+r)n+r-1c x" 2.
=

Dengan memisalkak =n+2 makan=k-2. Dan jikan=0 makak =2

sehingga menjadi

(k +r=2)(k +r -3)c,_,x"

M

=
Il
N

Dengan merubak dengann maka diperoleh

(n+r-2)(n+r-3)c,_,x""

NgE

>
1l
N

3. n+r X"
Dengan memisalkakk =n+ fMakan=k- 1 Dan jikan= Omakak= 1

sehingga menjadi

c k
> (k+r-1)c,,x
K=1

Dengan merubak dengann maka diperoleh

i (n+r -1, x""

n=1

Kemudian bentuk 1, 2, dan 3 disubtitusi ke persan{a.4) diperoleh:
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i (n+r-3)(n+r-4)(n+r-5)c, x"" - 42 (n+r-2)(n+r-3)c, ,x™

=3 n=2

>

+ Si (n+r-1)c, ,x™ - 25: c,x™ =0

n=1 n=0
(3.2.5)

Batas penjumlahan dari persamaan (3.2.5) disamgian dari 3 sampai
o supaya persamaan tersebut dapat dijumlahkan sghitgntuknya

berubah menjadi

nZ.:;[(nﬂ—3)(n+r—4)(l’1+r -5k ,—4n+r-2)(n+r-3)c,, +5(n+r-1)

Coy =26, 1x™" +[=4[(r = 2)(r = 3)|e,x" +5(r —1)e,x" —2c,x" ] =0
Atau

[(h+r-3)(n+r-4)(n+r-5k,_,-4n+r-2)(n+r-3)c,_, +5n+r-1)

NgE

w

Coy — 2, 1X™" + [(— ar? + 20r - 24)c, + (51 - 5)c, - 2¢, ]x’ =0
Kemudian diambil pangkat terendah dari persamaaseleat yaitu x'

disamakan dengan nol, dengan= 0, maka diperoleh persamaan indeks
yaitu

4r? —20r +24=0 5r-5=0

(4r -12)r-2)=0 r:gzl
rn=3Lr,=2 r, =1
Dari persamaan indeks diperoleh akar-akarnyar, =2-3=- addalah

bilangan bulat. Kemudian nilai daridisubtitusikan ke rumus rekursi dalam

persamaan (3.2.5). Rumus rekursinya adalah
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©

;[(n+ r=3)n+r-4)(n+r-5k _,-4n+r-2)(n+r-3)c, _, +5n+r-1)

C.y —2¢,]x™" =0, n=1

denganr =3 maka

[(n+3-3)(n+3-4)n+3-5)c, . —~4(n+3-2)(n+3-3)c,,
+5(n+3-1)c,, -2c, =0

[n(n-1)(n-2)|e, , —4n(n+1)c, , +(5n+10)c,, —2c, =0

n

(n3 -3n® + 2n)<:n_3 \ (4n2 + 4n)cn_2 +(5n+10)c, , —2c, =0

n

_—(r*-3n*+2nk, , +(4n +4nk, , - (5n+10)c,,
2

untuk n=2 - c, =12c, —1Cc,

untuk n=3 - ¢, = -3¢, +24c, —27502, karena c, =12c, —10c, maka
¢, = —148, +14%,
untukn=4 - c, =-12c, +40c, —15c,,
karena c, =12c, —10c, danc, = -148&, +14%, maka
c, =2700c, - 26471, .
Kemudian nilai daric,,c,,c, disubtitusikan ke asumsi penyeleseian dengan
r =3, maka penyeleseian dari persamaan (3.2.4) adalah

y=x° (c0 —c,x+(12c, —10c, )x? +(-148&, +14%, )x® + (270, — 2647c, )x* + )
Jikac,,c, dikelompokkan maka penyeleseiannya adalah

y =3¢, (L+12x% ~148¢ +2700¢* ~..)+ x°¢, (- x~10x% +149¢ - 2647* +..)
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3.3. Penyedlesaian Persamaan Diferensial Dengan M etode Der et kuasa, dalam
M asalah-masalah yang Dihadapi umat islam.

Persamaan diferensial adalah persamaan yang meayasafu atau
lebih fungsi beserta turunannya terhadap satu #&bih peubah bebas.
Penerapan persamaan diferensial semakin meluasgndkaradanya
permasalahan mengenai kuantitas bahwa perubahas-nemerus, yang
berkaitan dengan waktu dapat digambarkan dengariu sparsamaan
diferensial ( Finizio, 1988:108).

Dalam hadits Nabi Muhammad SAW. Yang berbunyi:

Dy S G
Artinya: "Iman itu akan bertambah dan berkurang"
Hadits di atas menjelaskan tentang perubahan imeseosang. Yaitu
keimanan seseorang akan berubah sesuai dengaakpexibu perbuatan yang
dilakukan setiap hari. Jika seseorang itu selallako&an kebaikan maka
keimanannya akan selalu bertambah, dan jika sesgaraselalu melakukan
perbuatan buruk maka keimanannya akan semakin rtagrdu

Dalam konsep fungsi persamaan diferensial haditdadi dapat digambarkan
dengan fungsif(x)zx2 —-2x+1, Jika nilai x adalah kebaikan darf(x )
adalah keimanan maka jika nilai besar maka nilaif (x )juga besar,

Sebaiknya jika nilaix kecil maka nilai f(x )juga kecil. Maksudnya jika

seseorang memperbanyak kebaikan maka keimananayabaktambah pula,
dan sebaliknya, jika seseorang mengurangi jumlatbaikan maka

kaimanannya akan berkurang.
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Dalam Al-Qur'an disebutkan:
ey Lo 1y i 2T L s Y ) )

Artinya: "Sesungguhnya Allah tidak akan merubahimasiatu kaum kecuali
mereka merubah nasib mereka sendiri".

Dalam konsep matematika, berdasarkan ordenya paesadiferensial dibagi
menjadi persamaan diferensial orde satu, dua, d@a.sampai orde-n. Fungsi
diferensial jika menggunakan orde satu maka naasilakan sejajar-sejajar
saja tidak akan berubah dan jika ia menggunakaa @rd3, sampai orde-n

nasibnya akan berubah sesuai dengan bertambahhygamg dipakai.
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BAB IV
PENUTUP
4.1. Kesimpulan
Jika p danq analitik padax = x,, maka titik X, adalah titik biasa
dari persamaan diferensial yang dicari penyelesgmsehingga dapat
diseleseikan dengan metode deret pangkat dan lafilgkgkahnya sebagai
berikut:

1. Mengasumsikan penyelesaian dari persamaan difer¢éeisebut dengan

y =2 c(x=%)"
n=0

2. Menentukan turunan pertama, dan kedua gari
3. Mensubtitusikan turunan pertama, dan kedua dari ke persamaan
diferensial sehingga diperoleh persamaan dalanukeigma

4. Menyamakan pangkat dar yaitu x" supaya persamaan yang diperoleh
dari langkah 3 dapat dijumlahkan

5. Mengelompokkanx yang mempunyai pangkat sama dan menyamakan
koefisien dari setiapx pangkat dengan nol.

6. Menentukan nilai koefisienc, dan mengelompokkan dalam bentuk
C,,C,,C,, danc,.

7.Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh darghah 6 keasumsi

penyelesaian, maka diperoleh penyelesaian umum gdarsamaan

diferensial yang dicari.
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Jika patau g tidak analitik padax,, maka x, disebut sebagai titik

singular dari persamaan diferensial yang dicariarketapi(x - x,)p(x) dan

(x—xo)zq(x) analitik padax, maka x, disebut sebagai titik singular yang
regular, sehingga persamaan diferensial tersebpatddiseleseikan dengan
metode deret pangkat (metode Frobenius) dan langkafkahnya adalah

sebagai berikut:

1. Mengasumsikan penyeleseian dari persamaan difategaing dicari

dengary =Y ¢ (x-%,)"", dengan r adalah bilangan real atau
n=0

kompleks,c, # 0 Dan x, sebagai titik singular yang regular
2. Menentukan turunan pertama, dan kedua gari
3. Mensubtitusikan turunan pertama, dan kedua dari ke persamaan

diferensial, sehingga diperoleh persamaan dalartubesigma

n+r

4. Menyamakan pangkat daxi yaitu X" supaya persamaan yang diperoleh
dari langkah 3 dapat dijumlahkan

5. Mengelompokkarx yang mempunyai pangkat sama

6. Menentukan persamaan kuadrat dalanyang disebut persamaan indeks
dengan mengambil pangkat terendah dari persamada,langkah 5 yaitu

T

7. Menentukan nilai akar-akar dari persamaan indeksmdancari nilai dari

c

n
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8. Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh darghah 6 keasumsi
selesaian, maka diperoleh penyelesaian dari pessam#éerensial yang
dicari.

4.2. Saran
Banyak metode yang dapat digunakan untuk meny&basai
persamaan diferensial. Penyelesaian deret padapsskini adalah
penyelesaian pada persamaan diferensial linier gemarde tiga. Untuk
selanjutnya sebaiknya penyelesaian persamaan rmbfale linier non

homogen orde-n.
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2. | 28 Maret 2008 Konsultasi judul 2.
3. | 31 Maret 2008 ACC Judul + Konsultasi Bab | 3.
4. | 12 Juli 2008 Revisi Bab | 4.
5. | 25 Juli 2008 ACC Bab | + Konsultasi Bab |l 5.
6. | 29 Jul 200¢ Revisi Ball 6.
7. | 29 Agustu 200¢ Revisi Ball 7.
8. | 3 September 2008 ACC Bab Il + Konsultasi Bab 8.

Konsultasi Kajian Keagamaan g
9. | 9 September 2008 Revisi Bab Il 10.
10.| 18 September 200§ Konsultasi Kajian Keagamaan 11.
11.| 14 Oktober 2008 ACC Bab Ill + Bab IV 12.
ACC Kajian Keagamaz 13.
12.| 15 Oktober 20C Konsultasi Keseluruh: 14,
13.| 16 Oktober 2008 ACC Keseluruhan 15.
Malang, Oktober 2008
Mengetahui,
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Sri Harini, M.Si
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