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MOTTO 

 

" Bersabarlah karena Allah, karena sesungguhnya sabar itu indah, 

dan mendatangkan kemudahan". 

"Bersabarlah dalam menghadapi cobaan, karena cobaan akan 

mendatangkan kebaikan". 
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ABSTRAK 
 

Laili Ningsih, Nur. 2008. Penyelesaian Persamaan Diferensial Orde Tiga 
dengan Metode Deret Kuasa. Skripsi, Fakultas Sains dan Teknologi, 
Jurusan Matematika, Universitas Islam Negeri (UIN) Malang. 
Pembimbing: Drs. H. Turmudzi, M.Si. dan Munirul Abidin, M.Ag. 

 
 
Kata kunci: Deret kuasa, Persamaan diferensial orde tiga. 
 

Persamaan diferensial merupakan bagian dari matematika yang sering 
digunakan dalam matematika terapan, karena adanya permasalahan dalam 
matematika terapan yang dapat digambarkan dengan persamaan diferensial. Salah 
satu bentuk persamaan diferensial adalah persamaan diferensial orde tiga, dengan 
koefisien peubah yang tidak dapat diselesaikan dengan aljabar. Oleh karena itu, 
penulis mengangkat permasalahan Penyelesaian Persamaan Diferensial Orde Tiga 
dengan Metode Deret Kuasa. Adapun tujuan dari pembahasan ini adalah untuk 
mengetahui cara mencari penyelesaian persamaan diferensial Orde Tiga dengan 
metode deret kuasa disekitar titik biasa dan titik singular yang regular. Dalam 
mengkaji masalah ini penulis menggunakan metode penelitian literatur. 

Persamaan diferensial linier homogen orde tiga dengan koefisien peubah 
dapat diselesaikan dengan metode deret kuasa dengan syarat persamaan 
diferensial tersebut analitik pada 0xx = . Jika 0x  adalah titik biasa maka asumsi 

penyelesaiannya adalah ( )∑
∞

=
−=

0
0

n

n
n xxcy . Untuk mencari nilai dari konstanta 

maka terlebih dahulu ditentukan ".","',",' yyyy  kemudian disubtitusikan ke 
persamaan diferensial yang dicari penyelesaiannya. Selanjutnya menentukan nilai 
dari konstanta yang menyamakan koefisien x  berpangkat sama dengan nol 
sehingga diperoleh nilai nc  dan disubtitusikan ke asumsi selesaian. Jika 0x  adalah 

titik singular yang regular maka asumsi penyelesaiannya berbentuk 

( )∑
∞

=

+−=
0

0
n

rn
n xxcy , dengan r  merupakan bilangan real atau  kompleks dan 

00 ≠c . Nilai r nya diperoleh dari persamaan indeks. Dengan mensubtitusikan 
hasil persamaan indeks keasumsi selesaian, maka diperoleh penyelesaian dari 
persamaan diferensial yang dicari. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1. Latar Belakang 

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan yang 

banyak sekali manfaatnya. Yaitu salah satu ilmu bantu yang sangat penting 

dan berguna dalam kehidupan sehari-hari maupun dalam menunjang 

perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi. Matematika merupakan 

sarana berfikir untuk menumbuhkembangkan pola pikir logis, sistematis, 

obyektif, kritis, dan rasional. Oleh sebab itu, matematika harus mampu 

menjadi salah satu sarana untuk meningkatkan daya nalar dan dapat 

meningkatkan kemampuan dalam mengaplikasikan matematika untuk 

menghadapi tantangan hidup dalam memecahkan masalah. Matematika juga 

digunakan untuk memecahkan masalah pada teori matematika sendiri. Salah 

satunya adalah penyelesaian persamaan diferensial orde-tiga yang 

menggunakan konsep deret kuasa  

Matematika merupakan salah satu ilmu yang banyak manfaatnya 

dalam kehidupan sehari-hari. Persamaan diferensial merupakan salah satu 

cabang dari matematika yang banyak digunakan untuk memecahkan masalah-

masalah yang dihadapi dalam bidang sains dan teknologi. Dalam sains dan 

teknologi sering ditemukan masalah-masalah yang penyelesaiannya tidak 

dapat dicari dengan hanya menggunakan rumus atau konsep yang sudah ada. 

Dengan berkembangnya  zaman penerapan persamaan diferensial semakin 

meluas karena adanya permasalahan mengenai kuantitas bahwa perubahan 
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terus menerus yang berkaitan dengan waktu dapat digambarkan dengan suatu 

persamaan diferensial. 

Persamaan diferensial adalah persamaan yang menyangkut satu atau 

lebih fungsi beserta turunannya terhadap satu atau lebih peubah bebas. 

Persamaan diferensial dapat dibedakan menjadi persamaan diferensial biasa 

dan persamaan diferensial parsial. Persamaan diferensial biasa dapat 

dikelompokkan berdasarkan bentuk dan ordenya. Berdasarkan bentuknya 

persamaan diferensial biasa dikelompokkan menjadi persamaan diferensial 

homogen dan persamaan diferensial non homogen. Berdasarkan ordenya 

persamaan diferensial biasa dapat dikelompokkan menjadi persamaan 

diferensial orde satu, Persamaan diferensial orde dua sampai dengan orde –n. 

Dengan banyaknya jenis persamaan diferensial maka banyak pula cara 

mencari penyeleseiannya dari persamaan diferensial masing-masing. Yaitu 

dengan metode reduksi, metode deret kuasa, metode euler, metode variasi 

parameter dan banyak lagi yang lainnya. Dari banyaknya cara mencari 

penyelesaian tersebut penulis memilih salah satu cara yaitu metode deret 

kuasa untuk mencari selesaian dari persamaan diferensial linier homogen orde 

tiga. Metode ini digunakan sebagai alternatif mencari penyelesaian dari 

persamaan diferensial linier homogen orde-tiga dengan koefisien berupa 

peubah yang tidak dapat dicari penyeleseiannya dengan metode aljabar karena 

bentuknya yang lebih rumit. Dengan menggunakan metode deret kuasa akan 

menghasilkan pendekatan yang lebih sempurna dan mudah dipahami. 
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Dengan memperhatikan hal tersebut di atas, penulis mengangkat 

permasalahan tentang “Penyeleseian Persamaan Diferensial Orde Tiga 

Dengan Metode Deret Kuasa”. 

 

1.2. Rumusan Masalah 

Sesuai dengan latar belakang di atas, maka dapat dibuat suatu perumusan 

masalah yaitu  

1. Bagaimana cara mencari penyeleseian persamaan diferensial homogen 

orde tiga dengan metode deret kuasa di sekitar titik biasa. 

2. Bagaimana cara mencari penyeleseian persamaan diferensial homogen 

orde tiga  dengan metode deret kuasa di sekitar titik singular 

 

1.3. Batasan Masalah 

Masalah persamaan diferensial sangat luas cakupannya. Untuk tetap 

menjaga kedalaman pembahasan materi, penulisan laporan ini dibatasi pada 

ruang lingkup permasalahan dan pembahasan pada persamaan diferensial 

linier homogen orde tiga dengan koefisien berupa peubah (variabel) yang 

analitik pada suatu titik. 

 

1.4. Tujuan Penulisan 

Berdasarkan perumusan masalah yang telah ditentukan, maka 

penelitian ini bertujuan  
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1. Untuk mencari penyeleseian persamaan  diferensial homogen orde tiga 

dengan metode deret kuasa di sekitar titik biasa. 

2. Untuk mencari penyeleseian persamaan diferensial homogen orde tiga 

dengan metode deret kuasa di sekitar titik singular 

 

1.5. Manfaat Penulisan 

Penulisan ini pada dasarnya memberi manfaat bagi beberapa pihak, 

diantaranya: 

1.5.1. Bagi Penulis 

Memberikan wawasan dan ilmu pengetahuan tentang 

penyelesaian persamaan diferensial homogen orde tiga dengan metode 

deret kuasa di sekitar titik biasa dan titik singular. 

1.5.2. Bagi pemerhati matematika 

 Menambah informasi tentang penyelesaian persamaan 

diferensial homogen orde tiga dengan metode deret kuasa di sekitar titik 

biasa dan titik singular. 

 

1.6. Metodelogi Pembahasan 

Metode penelitian yang digunakan dalam penulisan ini adalah metode 

penelitian “kajian kepustakaan” atau “literatur study”. Pembahasan 

dilakukan dengan mempelajari buku-buku yang berkaitan dengan masalah 

penelitian ini. 
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Dalam penelitian ini, langkah-langkah umum yang dilakukan penulis 

adalah sebagai berikut :  

1. Mengumpulkan dan mempelajari literatur yang berupa buku-buku makalah, 

dokumentasi, notulen, catatan harian, dan lain-lain yang berkaitan dengan 

masalah penelitian yang akan digunakan dalam menyelesaikan persamaan 

diferensial. Adapun literatur utama yang penulis gunakan adalah buku 

persamaan diferensial biasa dengan penerapan modern, oleh Finizio dan G. 

Ladas. 

2. Menentukan pokok permasalahan dari literatur utama berupa cara mencari 

selesaian dari persamaan diferensial orde tiga dengan metode deret kuasa. 

3. Cara menyelesaikan persamaan diferensial orde tiga dengan metode deret 

kuasa, di sekitar titik biasa dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Mengasumsikan penyelesaian dari persamaan diferensial tersebut dengan  

( )∑
∞

=
−=

0
0

n

n
n xxcy  

2. Menentukan turunan pertama, kedua, dan ketiga dari y   

3. Mensubtitusikan "',",', yyyy , ke persamaan diferensial sehingga 

diperoleh persamaan dalam bentuk sigma 

4. Menyamakan pangkat dari x  yaitu nx  supaya persamaan yang diperoleh 

dari langkah 3 dapat dijumlahkan 

5. Mengelompokkan x  yang mempunyai pangkat sama dan menyamakan 

koefisien dari setiap x  pangkat dengan nol. 
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6. Menentukan nilai koefisien nc  dan mengelompokkan dalam bentuk 

3210     ,,, cdanccc . 

7. Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh dari langkah 6 keasumsi 

penyelesaian, maka diperoleh penyelesaian umum dari persamaan 

diferensial yang dicari. 

8. Cara menyelesaikan persamaan diferensial orde tiga dengan metode deret 

kuasa, di sekitar titik singlar sebagai berikut: 

1. Mengasumsikan penyeleseian dari persamaan diferensial yang dicari 

dengan ( )∑
∞

=

+−=
0

0
n

rn
n xxcy , dengan r  adalah bilangan real atau kompleks, 

00 ≠c . Dan 0x  sebagai titik singular yang regular  

2. Menentukan turunan pertama, kedua, ketiga, sampai ke-n dari y   

3. Mensubtitusikan "',",', yyyy  sampai ny  ke persamaan diferensial, 

sehingga diperoleh persamaan dalam bentuk sigma 

4. Menyamakan pangkat dari x  yaitu rnx +  supaya persamaan yang diperoleh 

dari langkah 3 dapat dijumlahkan  

5. Mengelompokkan x  yang mempunyai pangkat sama 

6. Menentukan persamaan kuadrat dalam r  yang disebut persamaan indeks 

dengan mengambil pangkat terendah dari persamaan, pada langkah 5 yaitu 

rnx +  

7. Menentukan nilai akar-akar dari persamaan indeks dan mencari nilai dari nc  
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8. Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh dari langkah 6 keasumsi 

selesaian, maka diperoleh penyelesaian dari persamaan diferensial yang 

dicari. 

 

1.7. Sistematika Pembahasan  

Agar dalam penulisan dan pembahasan skripsi ini sistematis dan mudah 

untuk dipahami, maka pembahasannya disusun menjadi empat bab sebagai 

berikut: 

BAB I : Pendahuluan, yang berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan 

sistematika pembahasan. 

BAB II : Kajian pustaka, yang berisi teori-teori yang mendukung terhadap 

rumusan masalah penelitian. 

BAB III : Pembahasan, yang berisi ulasan tentang jawaban dari rumusan masalah. 

BAB IV  : Penutup, berisi kesimpulan dan saran 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

2.1.Deret Kuasa 

Deret pangkat adalah deret yang berbentuk 

...3
3

2
2

0
10 ++++=∑

∞

=
xaxaxaaxa

n

n
n     (2.2.1) 

dengan x  adalah suatu variabel bilangan dan na  adalah konstanta-konstanta 

yang disebut koefisien dari deret tersebut. Untuk setiap x  tertentu deret 

(2.2.1) merupakan deret konstanta-konstanta yang dapat kita uji konvergensi 

atau divergensinya. Suatu deret kuasa mungkin konvergen untuk beberapa 

nilai x  dan divergen untuk nilai x  lainnya. Jumlah deret tersebut merupakan 

suatu fungsi 

( ) ......2
210 +++++= n

nxaxaxaaxf  

Yang daerah asalnya adalah himpunan semua x  sedemikianhingga serupa 

deret konvergen (Stewart,2003:178). 

 Untuk setiap nilai x   yang menyebabkan deret kuasa konvergen, deret itu 

menyatakan bilangan yang merupakan jumlah deret tersebut. Karena itu, suatu 

deret kuasa mendefinisikan suatu fungsi. Fungsi f yang nilai fungsinya  

( ) ( )
n

n
n xaxf ∑

∞

=

=
0

        (2.2.2) 

mempunyai daerah definisi semua nilai x  yang menyebabkan deret kuasa 

(2.2.2) konvergen. Jelas bahwa setiap deret kuasa (2.2.1) konvergen untuk 

0=x  (Leithold, 1991:66). 
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Teorema .  

 Untuk suatu deret pangkat yang diberikan ( )
n

n
n xxa∑

∞

=

−
0

0  hanya terdapat 

tiga kemungkinan: 

1. Deret tersebut konvergen hanya ketika ax =  

2. Deret tersebut konvergen untuk semua x  

3. Terdapat suatu bilangan positif R  sedemikian rupa sehingga deret tersebut 

konvergen bila Rax <−  dan divergen bila Rax >−  

Bukti: 

Misalkan kasus 1 dan 2 salah, maka terdapat bilangan taknol b dan d 

sedemikian sehingga ∑ n
n xc  konvergen untuk bx = dan divergen untuk 

dx = . Jadi himpunan { }∑= n
nxcxS |  konvergen tak kosong. Menurut 

teorema sebelumnya deret divergen bila dx > , sehingga dx ≤  untuk 

semua Sx∈ . Ini mengatakan bahwa d  merupakan batas atas untuk 

himpunan S . Jadi menurut aksioma Kelengkapan, S mempunyai batas atas 

terkecil R  . Jika Rx > , maka Sx∉ , sehingga ∑ n
n xc  divergen. Jika 

Rx < , maka x  bukan batas atas S dan karenanya terdapat Sb∈  sedemikian 

sehingga xb > . Karena ∑∈ n
nbcSb , konvergen.(Stewart,2003:178). 

Contoh:  

Tentukan jari-jari kekonvergenan deret berikut: 
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( ) ( )n
nn

x
n

3
21

2

1

−−
∑

+

,      

Jawab: 

Misalkan 
( ) ( )n

nn

n x
n

u 3
21

2

1

−−=
+

, maka  

( )
( )

( )
( )nx

xn

n

x

u

u
n

nnn

n
n

n

n 32

3
.

1

32
limlim

12

2

11
1

−
−

+
−=

+++

∞→

+

∞→
 

    
( )2

2

1
lim32

+
−=

∞→ n

n
x

n
 

    32 −= x  

Dengan uji banding limit, deret tersebut konvergen mutlak jika 32 −x <1 atau 

2

1
3 <−x  dan divergen jika 32 −x >1 atau 

2

1
3 >−x  sehingga berdasarkan 

teorema 3 diperoleh jari-jari kekonvergenan deret tersebut adalah 
2

1
. 

Definisi  

Hasil jumlah deret kuasa 

 Dua deret kuasa dengan jari-jari kekonvergenan positif, dapat dijumlahkan 

suku demi suku di dalam selang kekonvergenan yang sama. 

Jika ( ) ( )∑
∞

=
−=

0
0

n

n
n xxbxf  dan ( ) ( )∑

∞

=
−=

0
0

n

n
n xxcxg  maka  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]...... 2
02010

2
02010 +−+−+++−+−+=+ xxcxxccxxbxxbbxgxf

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ...2
02201100 +−++−+++=+ xxcbxxcbcbxgxf  
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( ) ( ) ( )( )n

n
nn xxcbxgxf 0

0

−+=+ ∑
∞

=

 

Hasil kali Deret kuasa 

 Dua deret kuasa dengan jari-jari kekonvergenan positif dapat dikalikan 

suku demi suku di dalam daerah kekonvergenan yang sama. 

( ) ( )∑
∞

=
−=

0n

n
n axbxf dan ( ) ( )∑

∞

=
−=

0n

n
n axcxg  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]....... 2
210

2
210 +−+−+++−+−+= axcaxccaxbaxbbxgxf

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) .... 2
021120011000 +−+++−++= axcbcbcbaxcbcbcbxgxf  

( ) ( ) ( )( )n

n
nnn axcbcbcbxgxf −+++=∑

∞

=
−

0
0110 ....  

(Pamuntjak dan W. Santoso, 1990:4-6). 

Definisi  

 Suatu fungsi f dikatakan analitik pada titik 0x , jika terdapat suatu interval 

terbuka yang memuat 0x , sehingga dapat ditulis sebagai  

( ) ( )∑
∞

=
−=

0
0

n

n
n xxaxf  dengan suatu jari-jari kekonvergenan yang positif.  

(R. Kent Nagle, 1996: 437). 

Contoh: 

( ) xexf = , analitik untuk semua x  maka  

∑
∞

=

=++++=
0

32

!
...

!3!2
1

n

n
x

n

xxx
xe   
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2.2.Persamaan Diferensial 

 Persamaan Diferensial adalah persamaan yang menyangkut satu atau lebih 

fungsi beserta turunannya terhadap satu atau lebih peubah tak bebas. 

(Pamuntjak dan W. Santoso, 1990:11) 

 Persamaan diferensial linier orde tiga  dengan peubah terikat y dan peubah 

bebas x  adalah sebuah persamaan yang dapat dinyatakan dalam bentuk  

( ) ( ) ( ) 0
2

2

13

3

0 =++ yxa
dx

yd
xa

dx

yd
xa n  (2.1.4) 

dengan 00 ≠a  kita asumsikan bahwa naaa ,...,, 10  dan F  fungsi-fungsi real 

dari x  dan kontinu pada interval bxa ≤≤  subset bilangan real. Bentuk 

umum persamaan diferensial orde-n dapat dinyatakan dalam 

( )( ) .0,...,,,, ''' =nyyyyxF  

Dari persamaan (2.1.4) dapat diketahui ciri-ciri dari persamaan diferensial 

linier yaitu: 

1. Jika ( ) ( ) .,,, '1 yyyy nn −  

2. naaa ,...,, 10  dan F merupakan fungsi-fungsi x  saja atau konstanta. 

Untuk 2=n maka persamaan (2.1.4) menjadi 

( ) ( ) ( ) ( ).212

2

0 xFyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa =++    (2.1.5) 

Jika ( ) ( ) ( )xaxaxa 210 ,,  adalah konstanta, maka persamaan diferensial tersebut 

dinamakan persamaan diferensial linier dengan koefisien peubah jika 

( ) ( ) ( )xaxaxa 210 ,,  merupakan peubah. 

Persamaan (2.1.5) dapat dinyatakan dalam bentuk standar yaitu: 
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( ) ( ) ( ).
2

2

xgyxq
dx

dy
xp

dx

yd =++  

Jika g(x) = 0 maka persamaan (2.1.5) disebut persamaan diferensial homogen. 

Jika g(x) ≠  0 maka persamaan (2.1.5) disebut persamaan diferensial tak 

homogen. (Sheply L.Ros, 1984:103). 

 

2.3. Persamaan Diferensial Linier Homogen. 

Persamaan diferensial linier homogen berbentuk 

0...
1

1

=++++ −

−

y
dx

dy

dx

yd

dx

yd
n

n

n

n

     (2.5.1) 

Untuk memudahkan notasi, tulislah 

 ydDyD
dx

dy

dx

d

dx

yd
Dy

dx

dy 2
2

2

., ==






==    (2.5.2)   

        Sehingga menjadi ( ) 0...1 =+++ − yDDD nn                                                                                                                                                                                                

Jika 
dx

d
D =  suatu operator yang bekerja terhadap y, yaitu 

DDD nn +++ − ...1       (2.5.3) 

 merupakan operator yang jauh lebih rumit. Akan tetapi akan diperoleh 

persamaan yang sangat mudah dengan memperhatikan persamaan  (2.5.3) 

pada saat sebagai polinom dalam peubah D , dan persamaan itu dinyatakan 

dengan ( )DF . Jadi persamaan (2.5.2) dapat ditulis secara singkat sebagai  

( ) 0=yDF  (Ayres, 1992: 82). 
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2.4.Selesaian Umum Persamaan Diferensial 

Definisi   

 Suatu seleseian dari persamaan diferensial orden  pada interval l  

dinamakan selesaian umum pada l  apabila memenuhi kondisi berikut: 

1. Selesaian itu memuat n  konstanta. 

2. Semua selesaian persamaan diferensial itu dapat diperoleh dengan 

menetapkan nilai-nilai konstanta-konstanta yang sesuai. 

Akan tetapi tidak semua persamaan diferensial mempunyai selesaian 

umum. (Rustanto, 2001: 9). 

Contoh. 

( ) 021
2

=−+







y

dx

dy
 

selesaian dari persamaan tersebut hanya satu yaitu( ) 1=xy , 

Teorema  

Misalkan 1y  dan 2y  selesaian dari persamaan  

( ) ( ) .0'' =++ xqyxpy  

maka kombinasi linier dari 2211 ycyc +  dengan 1c  dan 2c  konstanta sebarang  

merupakan selesaian dari persamaan homogen tersebut.  

(R. Kent Nagle, 1996: 155). 

 

2.5. Titik Biasa dan Titik Singular 

Definisi 

 Sebuah titik 0x  disebut titik biasa dari persamaan diferensial 
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( ) ( ) ( ) 00
'

1
''

0 =++ yxayxayxa    (2.1.6) 

jika kedua fungsi 
( )
( )xa

xa
p

2

1
1 =  dan 

( )
( )xa

xa
p

2

0
2 =  (2.1.7) 

analitik pada titik 0x , jika paling sedikit satu fungsi dari (2.1.7) tidak analitik 

pada titik 0x  maka disebut titik singular dari persamaan diferensial (2.1.6). 

(Ladas Finizio,1982:209). 

Definisi 

 Jika fungsi ditentukan dengan  

( ) ( )xpxx 10−  dan ( ) ( )xpxx 2
2

0−    (2.1.8) 

keduanya analitik pada 0x  maka 0x  disebut titik singular yang regular dari 

persamaan diferensial (2.1.6) dan jika fungsi (2.1.7) tidak analitik pada 0x , 0x  

dinamakan titik singular tak regular. (Sheply L.Ros, 1984:234). 

 Penyelesaian singular suatu persamaan diferensial diperoleh dengan 

menyatakan syarat-syarat bahwa persamaan diferensial itu mempunyai akar-

akar rangkap dan primitifnya mempunyai akar rangkap. Pada umumnya, 

persamaan tingkat satu tidak mempunyai penyelesaian singular, jika 

persamaan itu berderajat satu, persamaan itu tidak dapat mempunyai 

penyelesaian singular. Lagipula, persamaan ( ) 0,, =pyxf  tidak dapat 

mempunyai penyelesaian singular jika ( )pyxf ,,  dapat diuraikan dalam 

faktor-faktor yang linier dalam p  dan rasional dalam x  dan y  

(Ayres, 1992: 68). 
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2.6. Keanalitikan fungsi 

Konsep fungsi analitik merupakan konsep yang terpenting di dalam teori 

peubah kompleks. Fungsi-fungsi yang memiliki sifat analitik mewarisi suatu 

struktur dalam yang sangat kokoh dan ini dimanifestasikan ke luar oleh sifat-

sifat yang dimiliki oleh fungsi-fungsi yang analitik.  

Suatu fungsi ( )zf  dikatakan analitik pada titik 0z , asal turunannya ada di 

semua titik pada suatu lingkungan 0z . Dari definisi tersebut bahwa terdapat 

suatu hubungan yang sangat erat antara diferensibilitas dan analitisitas suatu 

fungsi pada suatu titik. Tetapi kedua konsep itu tidak sama, karena analitisitas 

di 0z  berimplikasi diferensibilitas di 0z , tetapi tidak sebaliknya yaitu 

diferensibilitas di 0z  tidak berimplikasi analitisitas (Paliouras, 1987: 54). 

2.7.Perubahan indeks Penjumlahan 

Pada operasi penjumlahan deret pangkat dapat dilakukan dalam satu 

langkah jika suku umum dari deret itu mempunyai pangkat yang sama. Akan 

tetapi jika deret-deret itu mempunyai pangkat yang tidak sama maka harus 

dibuat perubahan dalam indeks penjumlahan dari deret itu tanpa merubah 

jumlah dari deret itu, agar mempunyai suku umum dengan pangkat yang sama. 

Dasar pemikiran perubahan indeks, adalah penggabungan dalam identitas 

berikut: 

( ) ( )∑∑
∞

=

−
−

∞

=
−=−

kn

kn
kn

n

n
n xxaxxa 0

0
0 ,   (2.10.1) 

Yang berlaku untuk setiap bilangan bulat k . Cara termudah untuk 

membuktikan (2.10.1) adalah menuliskan kedua deret itu suku demi suku. 
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Dalam kata-kata, (2.10.1) persamaan mengatakan bahwa kita dapat 

menurunkan n  dengan k  dalam suku umum ( )n
n xxa 0−  asalkan kita naikkan 

n  dengan k  dalam lambang penjumlahannya, dan sebaliknya (Finizio, 1988: 

207). 

Contoh. 

Buktikan bahwa: 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=
−

∞

=
−−=−

0
3

2

0

23 532
n

n
n

n

n
n xannxannx  

Jawab: 

Kita mulai dengan memindahkan 3x  kesebelah kanan sehingga 

( ) ( )∑∑
∞

=

+
∞

=
−=−

0

322

0

23 22
n

n
n

n

n
n xannxannx  

kemudian dirubah dalam bentuk kx , misalkan 3+= nk  maka 3−= kn  jika 

0=n  maka 3=k . Kemudian subtitusikan dalam deret yang diketahui, 

diperoleh  

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=
−

∞

=

+ −−=−
3

3
2

0

32 532
k

k
k

n

n
n xakkxann  

dengan merubah k dengan nmaka diperoleh 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=
−

∞

=
−−=−

3
3

2

0

23 532
n

n
n

n

n
n xannxannx
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 Pada bab ini akan dibahas tentang cara mencari penyelesaian dari 

persamaan diferensial orde tiga dengan metode deret kuasa di sekitar titik biasa 

dan di sekitar titik singular. Dalam mencari penyelesaian persamaan diferensial 

orde tiga, Salah satu cara mencari selesaian dari persamaan diferensial orde tiga 

dengan koefisien peubah diperlukan suatu metode pendekatan penyelesaian yaitu 

dengan metode penyelesaian deret. 

 Pada penyelesaian persamaan diferensial linier orde-2 dengan koefisien 

peubah yang berbentuk 

( ) ( ) 0'
1

2
0 =++ yayxayxa n     (3.1) 

Dalam suatu selang disekitar titik biasa 0x . Titik 0x  biasanya diatur oleh masalah 

khusus yang ada, yang mensyaratkan kita untuk mencari penyelesaian diferensial 

(3.1) yang memenuhi syarat awal berbentuk  

( ) 00 yxy =  

( ) 10' yxy =  

( ) 20" yxy =  

 Jika koefisien ( ) ( )xaxa 10 , berbentuk polinom-polinom dalam x , maka 

sebuah titik 0x adalah titik biasa dari persamaan diferensial (3.1) jika ( ) .000 ≠xa  

Pada umumnya 0x  adalah titik biasa dari persamaan diferensial (3.1), jika fungsi-

fungsi 
( )
( )xa

xa

0

1  dan 
( )
( )xa

xan

0

 dapat diuraikan menjadi deret kuasa dalam bentuk: 
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( )
( ) ( )∑

∞

=
−=

0
0

0

1

n

n
n xxA

xa

xa
, untuk 10 Rxx <−     (3.2) 

Dan 
( )
( ) ( )∑

∞

=

−=
0

0
0 n

n
n

n xxB
xa

xa
, untuk 20 Rxx <−    (3.3) 

Dengan jari-jari kekonvergenan 1R  dan 2R  yang positif. Deret (3.2) dan (3.3) 

kontinu pada selang Rxx <− 0 . Dimana R  bilangan terkecil diantara 1R  dan 

2R , sehingga mempunyai sebuah penyelesaian tunggal di seluruh selang 

Rxx <− 0 . 

Jika 0x  sebuah titik biasa dari persamaan diferensial (3.1) maka 

penyelesaian umum persamaan diferensial (3.1) mempunyai suatu uraian deret 

kuasa di sekitar 0x , 

( ) ( ) 0'
1

2
0 =++ yayxayxa n .      (3.4) 

Dengan jari-jari kekonvergenan yang positif. Secara lebih tepat, jika 1R  dan 2R  

jari-jari kekonvergenan deret (3.2) dan (3.3), maka jari-jari kekonvergenan deret 

(3.4) sekurang-kurangnya sama dengan minimum dari 1R  dan 2R . Koefisien na  

untuk ,...3,2=n dari deret (3.4) dapat diperoleh dalam 0a  dan 1a  dengan 

mensubtitusikan deret (3.4) langsung ke dalam persamaan diferensial (3.1) dan 

menyamakan koefisien dari suku yang berpangkat sama. Sehingga, deret (3.4) 

merupakan penyelesaiannya, maka 00 ya =  dan 11 ya = . 

 Pada penyelesaian persamaan diferensial linier orde-2 dengan koefisien 

peubah yang berbentuk 

( ) ( ) 0'
1

2
0 =++ yayxayxa n     (3.5) 
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Dalam selang tanpa titik pusat disekitar titik singular yang regular 0x . Sebuah 

selang tanpa titik pusat di sekitar 0x  adalah suatu himpunan berbentuk 

Rxx <−< 00  untuk suatu bilangan positif .R  Himpunan ini terdiri dari selang 

Rxx <− 0 , tanpa titik pusat 0x . 

 Jika titik 0x  merupakan titik singular yang regular dari persamaan 

diferensial (3.5), maka fungsi-fungsi ( ) ( )
( )xa

xa
xx

0

1
0−  dan ( ) ( )

( )xa

xa
xx n

0

2
0−  jika 

diuraikan pada deret kuasa berbentuk: 

( ) ( )
( ) ( )∑

∞

=
−=−

0
0

0

1
0

n

n
n xxA

xa

xa
xx , untuk 10 Rxx <−    (3.6) 

Dan 
( )
( ) ( )∑

∞

=
−=

0
0

0 n

n
n

n xxB
xa

xa
, untuk 20 Rxx <−    (3.7) 

Dengan jari-jari kekonvergenan 1R  dan 2R . Karena titik 0x  merupakan titik 

singular dari persamaan diferensial (3.5). Pada umumnya, penyelesaian persamaan 

diferensial tersebut tidak terdefinisi pada 0x . Tetapi persamaan diferensial (3.5) 

mempunyai penyelesaian bebas linier dalam selang tanpa titik pusat 

Rxx <−< 00 , dimana R  adalah nilai kecil dari 1R  dan 2R . 

 

3.1. Metode Penyeleseian Deret di Sekitar Titik Biasa 

 Langkah-langkah penyelesaian deret disekitar titik biasa pada persamaan 

diferensial orde-2 adalah sebagai berikut: 

1. Mengasumsikan penyelesaian dari persamaan diferensial tersebut dengan  
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( )∑
∞

=
−=

0
0

n

n
n xxcy  

2. Menentukan turunan pertama, dan kedua dari y   

3. Mensubtitusikan turunan pertama, dan kedua dari y ,  ke persamaan 

diferensial yang dicari penyelesaiannya, sehingga diperoleh persamaan 

dalam bentuk sigma 

4. Menyamakan pangkat dari x  yaitu nx  supaya persamaan yang diperoleh 

dari langkah 3 dapat dijumlahkan 

5. mengelompokkan x  yang mempunyai pangkat sama dan menyamakan 

koefisien dari setiap x  pangkat dengan nol. 

6. Menentukan nilai koefisien nc  dan mengelompokkan dalam bentuk 

,,, 210 ccc sampai .nc  

7. Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh dari langkah 6 keasumsi 

penyelesaian, maka diperoleh penyelesaian umum dari persamaan 

diferensial yang dicari. 

Persamaan Diferensial Orde-2 dalam bentuk 

( ) ( ) 0'
1

2
0 =++ yayxayxa n  (3.1.1) 

Dengan p
xa

xa
=

)(

)(

2

1  dan  
( )
( ) q
xa

xa
=

2

0  analitik pada 0xx = , maka titik 0x  adalah 

titik biasa dari persamaan diferensial (3.1.1), sehingga persamaan diferensial 

(3.1.1) dapat diseleseikan dengan metode deret pangkat dengan asumsi 

seleseian persamaan diferensial yang berbentuk: 
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( ) ( ) ( )
n

n
n xxcxxcxxccy ∑

∞

=

−=+−+−+=
0

0
2

02010 ...  (3.1.2) 

Dimana ,...,, 210 ccc  adalah konstanta. Karena deret (3.1.2) konvergen pada 

interval ρ<− 0xx  maka bentuk (3.1.2) dapat didiferensialkan suku demi 

suku sehingga diperoleh: 

( ) ( ) ( )
1

1
0

2
03021 ...32

−∞

=
∑ −=+−+−+=

n

n
n xxncxxcxxcc

dx

dy

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0

2
040322

2

1...1262
−∞

=
∑ −−=+−+−+=

n

n
n xxcnnxxcxxcc

dx

yd
 

Kemudian, ",', yyy , disubtitusikan ke persamaan (3.1.1) dan diperoleh 

persamaan dalam bentuk sigma. Persamaan dalam bentuk sigma yang 

diperoleh tersebut mempunyai pangkat yang tidak sama, oleh karena itu harus 

disamakan terlebih dahulu yaitu nx , supaya persamaan yang diperoleh dapat 

dijumlahkan. 

Selanjutnya mengelompokkan x  yang mempunyai pangkat sama dan 

menyamakan koefisien dari setiap x  pangkat dengan nol. Dengan 

menyamakan koefisien dari x  pangkat sama dengan nol, maka akan diperoleh 

nilai dari nc  dan ditulis dalam bentuk 1c  dan 0c . Setelah koefisien nc  

ditentukan, kemudian disubtitusikan keasumsi penyeleseian sehingga 

menghasilkan penyeleseian umum dari persamaan diferensial yang dicari. 

Untuk lebih jelasnya jika diberikan soal-soal penyeleseian persamaan 

diferensial orde 2 dengan koefisien berupa peubah (variabel) yang analitik 

pada suatu titik. 
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Soal 1 (Persamaan Legendre) 

( ) 012'2"1 2 =+−− yxyyx       (3.1.3)   

Penyelesaian. 

Dari persamaan di atas diperoleh nilai ( ) 2
2 1 xxa −= , ( ) xxa 21 −= , ( ) 120 =xa  

Dengan demikian, 

( )
( ) ( )( )xx

x

x

x

xa

xa

+−
−=

−
−=

11

2

1

2
2

2

1 , 
( )
( ) ( )( )xxxxa

xa

+−
=

−
=

11

12

1

12
2

2

0  (3.1.4) 

Dari (3.1.4) terlihat bahwa setiap bilangan riil, kecuali 1 da -1 adalah titik 

biasa dari persamaan  (3.1.3)    

Pada penyelesaian persamaan diferensial di sekitar titik 10 ±=x  berbentuk  

( ) ∑
∞

=
=

0n

n
nxaxy

, 
( ) ∑

∞

=

−=
1

1'
n

n
nxnaxy

, 
( ) ( )∑

∞

=

−−=
2

21"
n

n
n xcnnxy

 

Subtitusikan ",', yyy  ke persamaan  (3.1.3) sehingga diperoleh: 

( ) ( ) 012211
01

1

2

22 =+−−− ∑∑∑
∞

=

∞

=

−
∞

=

−

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxxcnnx

 

Atau ( ) ( ) 012211
0122

2 =+−−−− ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

−

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxcnnxcnn  

Karena pangkat x  pada sigma pertama tidak sama maka harus dirubah 

bentuknya supaya pangkat dari x  sama yaitu .nx  

( )∑
∞

=

−−
2

21
n

n
nxcnn

 

 Dengan memisalkan 2−= nm  diperoleh 2+= mn  sehingga diperoleh: 

( )( )∑
∞

=
+++

2
212

m

m
m xcmm , dengan merubah m ke n maka diperoleh: 
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( )( )∑
∞

=
+++

2
212

n

n
n xcnn

 

Subtitusikan bentuk di atas ke persamaan diferensial sehingga menjadi: 

( )( ) ( ) 0122112
0122

=+−−−++ ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

= n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxcnnxcnn

     

(3.1.4) 

Karena batas sigma pada persamaan  (3.1.4) tidak sama, maka batas sigma 

disamakan dari batas 2 sampai ∞ , dan sisanya ditulis dalam bentuk sigma. 

∑
∞

=1n

n
nxna

 

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 1=n  sehingga diperoleh: 

( ) ∑
∞

=
+

2
1

n

n
nxnaxc

 

∑
∞

=0n

n
nxa

 

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 0=n  sehingga diperoleh: 

∑
∞

=
+++

2

2
210

n

n
nxaxcxcc

 

Subtitusikan bentuk a dan b ke persamaan  (3.1.4) sehingga menjadi: 

( )( ) ( ) ( ) 0121222112
0

2
210

1
1

22

=++++−−−−++ ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

= n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxcxccxnaxcxcnnxcnn

Kemudian x  yang mempunyai pangkat sama dikelompokkan menjadi: 

( )( ) ( )[ ] 0122112121012 2
2

210 =+−−−+++++ ∑ +
n

nnnn xcnccnncnnxcxcc
 

(3.1.5) 
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Persamaan  (3.1.5)  adalah persamaan yang identik dengan nol, sehingga 

koefisien dari setiap x  pangkat sama dengan nol. 

( )( ) ( )( ) 0122112 2 =+−−−++ + nnnn cnccnncnn  

( )( )
( )( )12

1221
2 ++

−+−−
=+ nn

cnnn
c n

n

 

Untuk 0=n  maka diperoleh: 02 6cc =  

Untuk 1=n  maka diperoleh: 13 3

5
cc =  

Untuk 2=n maka diperoleh: 04 3cc =  

Kemudian nilai dari 10 ,cc  disubtitusikan ke asumsi selesaian persamaan 

diferensial sehingga penyelesaian dari persamaan diferensial tersebut adalah 

...3
3

5
6 4

0
3

1
2

010 +++++= xcxcxcxccy
 

Jika 10 ,cc  dikelompokkan maka penyelesaiannya adalah 

( ) 






 ++++++= ...
3

5
...361 3

1
42

0 xxcxxcy
 

 

Soal 2 (Persamaan Chebyshev) 

( ) 09'"1 2 =+−− yxyyx      (3.1.6) 

Penyelesaian. 

Dari persamaan di atas diperoleh nilai ( ) 2
2 1 xxa −= , ( ) xxa −=1 , ( ) 90 =xa  

Dengan demikian, 

( )
( ) ( )( )xx

x

x

x

xa

xa

+−
−=

−
−=

111 2
2

1 , 
( )
( ) ( )( )xxxxa

xa

+−
=

−
=

11

9

1

9
2

2

0  (3.1.7) 
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Dari (3.1.7) terlihat bahwa setiap bilangan riil, kecuali 1 dan -1 adalah titik 

biasa dari persamaan   (3.1.6)     

Pada penyelesaian persamaan diferensial di sekitar titik 10 ±=x  berbentuk  

( ) ∑
∞

=
=

0n

n
n xaxy , ( ) ∑

∞

=

−=
1

1'
n

n
nxnaxy , ( ) ( )∑

∞

=

−−=
2

21"
n

n
nxcnnxy  

Subtitusikan ",', yyy  ke persamaan  (3.1.6) sehingga diperoleh: 

( ) ( ) 0911
01

1

2

22 =+−−− ∑∑∑
∞

=

∞

=

−
∞

=

−

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxxcnnx

 

Atau ( ) ( ) 0911
0122

2 =+−−−− ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

−

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxcnnxcnn  

Karena pangkat x  pada sigma pertama tidak sama maka harus dirubah 

bentuknya supaya pangkat dari x  sama yaitu .nx  

( )∑
∞

=

−−
2

21
n

n
nxcnn

 

 Dengan memisalkan 2−= nm  diperoleh 2+= mn  sehingga diperoleh: 

( )( )∑
∞

=
+++

2
212

m

m
m xcmm , dengan merubah m ke n maka diperoleh: 

( )( )∑
∞

=
+++

2
212

n

n
n xcnn

 

Subtitusikan bentuk di atas ke persamaan diferensial sehingga menjadi: 

( )( ) ( ) 09112
0122

2 =+−−−++ ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=
+

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxcnnxcnn

 (3.1.8) 

Karena batas sigma pada persamaan  (3.1.8)  tidak sama, maka batas sigma 

disamakan dari batas 2 sampai ∞ , dan sisanya ditulis dalam bentuk sigma. 
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∑
∞

=1n

n
nxna

 

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 1=n  sehingga diperoleh: 

( ) ∑
∞

=
+

2
1

n

n
nxnaxc

 

∑
∞

=0n

n
nxa

 

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 0=n  sehingga diperoleh: 

∑
∞

=
+++

2

2
210

n

n
nxaxcxcc

 

Subtitusikan bentuk a dan b ke persamaan (3.1.8) sehingga menjadi: 

( )( ) ( ) ( ) 099112
0

2
210

1
1

22
2 =++++−−−−++ ∑∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=
+

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxcxccxnaxcxcnnxcnn

 

Kemudian x  yang mempunyai pangkat sama dikelompokkan menjadi: 

( )( ) ( )[ ] 09112989
2

2
2

210 =+−−−+++++ ∑
∞

=
+

n

n
nnnn xcnccnncnnxcxcc

 (3.1.8) 

Persamaan (3.1.8) adalah persamaan yang identik dengan nol, sehingga 

koefisien dari setiap x  pangkat sama dengan nol. 

( )( ) ( )( ) 09112 2 =+−−−++ + nnnn cnccnncnn  

( )( )
( )( )12

91
2 ++

−+−−
=+ nn

cnnn
c n

n

 

Untuk 0=n  maka diperoleh: 02 2

9
cc =  

Untuk 1=n  maka diperoleh: 13 3

4
cc =  
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Untuk 2=n maka diperoleh: 04 24

45
cc =  

Kemudian nilai dari 10 ,cc  disubtitusikan ke asumsi selesaian 

persamaan diferensial sehingga penyelesaian dari persamaan diferensial 

tersebut adalah 

...
24

45

3

4

2

9 4
0

3
1

2
010 +++++= xcxcxcxccy

 

Jika 10 ,cc  dikelompokkan maka penyelesaiannya adalah 








 +++






 +++= ...
3

4
...

24

45

2

9
1 3

1
42

0 xxcxxcy
 

 Selanjutnya dibahas tentang persamaan diferensial orde tiga 

dengan koefisien konstan dengan nilai diskriminannya adalah 

223322 274418 dadbacabcdcb −−−+  

Soal 1 (Jika nilai diskriminannya kurang dari nol atau D <0) 

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferensial berikut ini. 

032
2

2

3

3

=+−+ y
dx

dy

dx

yd

dx

yd
    (3.1.9) 

Jawab. 

Misalnya 1=p dan 1=q , maka kedua fungsi analitik pada 00 =x  sehingga 

penyeleseian dari persamaan diferensial tersebut dapat diasumsikan dengan 

deret berikut: 

∑
∞

=
=

0n

n
nxcy

 

∑
∞

=

−=
1

1'
n

n
n xncy
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( )∑
∞

=

−−=
2

21"
n

n
nxcnny

 

( )( )∑
∞

=

−−−=
3

321'"
n

n
nxcnnny

 

Subtitusikan '",",', yyyy  kepersamaan diferensial (3.1.9) sehingga diperoleh  

( )( )∑
∞

=

−−−
3

321.
n

n
nxcnnn ( )∑

∞

=

−−+
2

21
n

n
n xcnn ∑

∞

=

−−
1

12
n

n
nxnc 03

0

=+ ∑
∞

=n

n
n xc  

Karena pangkat x  pada sigma ke-1 sampai ke-3 tidak sama, maka harus 

dirubah bentuknya supaya pangkat dari x  sama yaitu nx . 

1. ( )( )∑
∞

=

−−−
3

321
n

n
nxcnnn .   (3.1.10) 

Dengan memisalkan 3−= nm  diperoleh 3+= mn  sehingga 

bentuk (3.1.10) menjadi:  

( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

m

m
m xcmmm    

Dengan merubah m  ke n  maka diperoleh: 

( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

n

n
n xcnnn  

2. ( )∑
∞

=

−−
2

21
n

n
nxcnn     (3.1.11) 

Dengan memisalkan 2−= nm  diperoleh 2+= mn  sehingga bentuk 

(3.1.11) menjadi  

( )( )∑
∞

=
+++

2
212

m

m
m xcmm     

Dengan merubah m  ke n  maka diperoleh: 
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( )( )∑
∞

=
+++

2
212

n

n
n xcnn  

3. ∑
∞

=

−

1

1

n

n
nxnc      (3.1.12) 

Dengan memisalkan 1−= nm  diperoleh 1+= mn  sehingga bentuk 

(3.1.12) menjadi  

( )∑
∞

=
++

1
11

m

m
m xcm      

Dengan merubah m  ke n  maka diperoleh: 

( )∑
∞

=
++

1
11

n

n
n xcn  

Subtitusikan bentuk 1, 2, dan 3 kepersamaan diferensial sehingga menjadi  

( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

n

n
n xcnnn ( )( )∑

∞

=
++++

2
212

n

n
n xcnn ( )∑

∞

=
++−

1
112

n

n
n xcn

03
0

=+ ∑
∞

=n

n
n xc    (3.1.13) 

Karena batas sigma pada persamaan (3.1.13) tidak sama, maka batas sigma 

disamakan dari batas 3 sampai ∞ ,  dan sisanya ditulis dalam bentuk sigma. 

a. ( )( )∑
∞

=
+++

2
212

n

n
n xcnn  

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 2=n  sehingga diperoleh 

 +2
412 xc ( )( )∑

∞

=
+++

2
212

n

n
n xcnn  

b. ( )∑
∞

=
++

1
11

n

n
n xcn  

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 1=n  sehingga diperoleh 
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 ++ 2
32 32 xcxc ( )∑

∞

=
++

1
11

n

n
n xcn  

c. ∑
∞

=0n

n
n xc  

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 0=n  sehingga diperoleh 

 +++ 2
210 xcxcc ∑

∞

=0n

n
n xc  

Subtitusikan bentuk a, b, dan c ke persamaan (3.1.13) sehingga menjadi  

( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

n

n
n xcnnn ++ 2

412 xc ( )( )∑
∞

=
+++

3
212

n

n
n xcnn

−+− )32(2 2
32 xcxc ( )∑

∞

=
++

3
112

n

n
n xcn ++++ )(3 2

210 xcxcc 03
3

=∑
∞

=n

n
nxc  

Kemudian x  yang mempunyai pangkat sama dikelompokkan menjadi 

( ) ( )

( )( )( ) ( )( ) ( )[ ] 031212123

1263433

3
123

2
432210

=++−+++++++

+−+−+

∑
∞

=
+++

n

n
nnnn xccncnncnnn

xcccxccc

 

(3.1.14) 

Persamaan (3.1.14) adalah persamaan yang identik dengan nol, sehingga 

koefisien dari setiap x  pangkat sama dengan nol. 

• 03 0 =c  

00 =c  

• 043 21 =− cc  

21 3

4
cc =  

• 01263 432 =+− ccc  
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423 2
2

1
ccc +=  

• ( )( )( ) ( )( ) ( ) 031212123 123 =++−++++++ +++ nnnn ccncnncnnn  (3.1.9) 

Dari bentuk (3.1.9) dapat ditulis 

( )( ) ( )
( )( )( )123

31212 12
3 +++

−++++−
= ++

+ nnn

ccncnn
c nnn

n  

Jika 0=n  maka diperoleh 

6

322 012
3

ccc
c

−+−
= , karena diketahui 00 =c  maka diperoleh 

123 3

1

3

1
ccc +−=  

Jika 1=n  maka diperoleh 

123
123

4 8

1

6

1

4

1

24

346
ccc

ccc
c −+−=

−+−
= , karena 123 3

1

3

1
ccc +−=  maka 

diperoleh 124 24

7

4

1
ccc −=  

Kemudian nilai dari 430 ,, ccc  disubtitusikan ke asumsi selesaian persamaan 

diferensial sehingga penyeleseian dari persamaan diferensial tersebut adalah 

...
24

7

4

1

3

1

3

1 4
12

3
12

2
21 +







 −+






 +−++= xccxccxcxcy  

Jika 21,cc  dikelompokkan maka penyeleseiannya  adalah  








 ++−+






 +−+= ...
4

1

3

1
...

24

7

3

1 432
2

43
1 xxxcxxxcy  
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Soal 2 (Jika nilai diskriminannya lebih besar nol atau D>0) 

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferensial berikut ini. 

044
2

2

3

3

=+−− y
dx

dy

dx

yd

dx

yd
   (3.1.15) 

Jawab. 

Misal 1−=p  dan 4=q  , maka kedua fungsi analitik pada 00 =x  sehingga 

penyeleseian dari persamaan diferensial tersebut dapat diasumsikan dengan  

∑
∞

=
=

0n

n
nxcy

 

∑
∞

=

−=
1

1'
n

n
n xncy

 

( )∑
∞

=

−−=
2

21"
n

n
nxcnny

 

( )( )∑
∞

=

−−−=
3

321'"
n

n
nxcnnny

 

Subtitusikan '",",', yyyy  kepersamaan diferensial (3.1.15) sehingga diperoleh  

( )( )∑
∞

=

−−−
3

321
n

n
nxcnnn ( )∑

∞

=

−−−
2

21
n

n
nxcnn ∑

∞

=

−−
1

14
n

n
n xnc 04

0

=+ ∑
∞

=n

n
nxc

 

Karena pangkat x  pada sigma ke-1 sampai ke-4 tidak sama, maka harus 

dirubah bentuknya supaya pangkat dari x  sama yaitu nx . 

1. ( )( )∑
∞

=

−−−
3

321
n

n
nxcnnn .   (3.1.16) 

Dengan memisalkan 3−= nm  diperoleh 3+= mn  sehingga 

bentuk (3.1.16) menjadi:  
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( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

m

m
m xcmmm    

Dengan merubah m  ke n  maka diperoleh: 

( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

n

n
n xcnnn  

2. ( )∑
∞

=

−−
2

21
n

n
nxcnn     (3.1.17) 

Dengan memisalkan 2−= nm  diperoleh 2+= mn  sehingga bentuk 

(3.1.17) menjadi  

( )( )∑
∞

=
+++

2
212

m

m
m xcmm     

Dengan merubah m  ke n  maka diperoleh: 

( )( )∑
∞

=
+++

2
212

n

n
n xcnn  

3. ∑
∞

=

−

1

1

n

n
nxnc      (3.1.18) 

Dengan memisalkan 1−= nm  diperoleh 1+= mn  sehingga bentuk 

(3.1.18) menjadi  

( )∑
∞

=
++

1
11

m

m
m xcm      

Dengan merubah m  ke n  maka diperoleh: 

( )∑
∞

=
++

1
11

n

n
n xcn  

Subtitusikan bentuk 1, 2, dan 3 kepersamaan diferensial sehingga menjadi  
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( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

n

n
n xcnnn ( )( )∑

∞

=
+++−

2
212

n

n
n xcnn ( )∑

∞

=
++−

1
114

n

n
n xcn

04
0

=+ ∑
∞

=n

n
nxc    (3.1.19) 

Karena batas sigma pada persamaan (3.1.19) tidak sama, maka batas sigma 

disamakan dari batas 3 sampai ∞ ,  dan sisanya ditulis dalam bentuk sigma. 

a) ( )( )∑
∞

=
+++

2
212

n

n
n xcnn  

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 2=n  sehingga diperoleh 

 +2
412 xc ( )( )∑

∞

=
+++

2
212

n

n
n xcnn  

b) ( )∑
∞

=
++

1
11

n

n
n xcn  

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 1=n  sehingga diperoleh 

 ++ 2
32 32 xcxc ( )∑

∞

=
++

1
11

n

n
n xcn  

c) ∑
∞

=0n

n
nxc  

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 0=n  sehingga diperoleh 

 +++ 2
210 xcxcc ∑

∞

=0n

n
n xc  

Subtitusikan bentuk a, b, dan c ke persamaan (3.1.19) sehingga menjadi  

( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

n

n
n xcnnn +− 2

412 xc ( )( )∑
∞

=
+++

3
212

n

n
n xcnn

−+− )32(4 2
32 xcxc ( )∑

∞

=
++

3
114

n

n
n xcn ++++ )(4 2

210 xcxcc 04
3

=∑
∞

=n

n
nxc  

Kemudian x  yang mempunyai pangkat sama dikelompokkan menjadi 
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( ) ( )

( )( )( ) ( )( ) ( )[ ] 041412123

12124844

3
123

2
432210

=++−++−++++

−−+−+

∑
∞

=
+++

n

n
nnnn xccncnncnnn

xcccxccc

 

(3.1.20) 

Persamaan (3.1.20) adalah persamaan yang identik dengan nol, sehingga 

koefisien dari setiap x  pangkat sama dengan nol. 

• 04 0 =c  

00 =c  

• 084 21 =− cc  

21 2cc =  

• 012124 432 =−− ccc  

423 3

1
ccc −=

 

• ( )( )( ) ( )( ) ( ) 041412123 123 =++−++−+++ +++ nnnn ccncnncnnn  (3.1.21) 

Dari bentuk (3.1.21) dapat ditulis 

( )( ) ( )
( )( )( )123

41412 12
3 +++

+++++
= ++

+ nnn

ccncnn
c nnn

n  

Jika 0=n  maka diperoleh 

6

442 012
3

ccc
c

++
= , karena diketahui 00 =c  maka diperoleh 

123 3

2

3

1
ccc +=  

Jika 1=n  maka diperoleh 
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123
123

4 6

1

3

1

4

1

24

486
ccc

ccc
c ++=

++
= , karena 123 3

2

3

1
ccc +=  maka 

diperoleh 124 3

1

12

5
ccc +=  

Kemudian nilai dari 430 ,, ccc  disubtitusikan ke asumsi selesaian persamaan 

diferensial sehingga penyeleseian dari persamaan diferensial tersebut adalah 

...
3

1

12

5

3

2

3

1 4
12

3
12

2
21 +







 ++






 +++= xccxccxcxcy  

Jika 21,cc  dikelompokkan maka penyeleseiannya  adalah  








 ++++






 +++= ...
12

5

3

1
...

3

1

3

2 432
2

43
1 xxxcxxxcy  

 

Soal 3 (Jika nilai diskriminannya sama dengan nol atau D = 0) 

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferensial berikut ini. 

02
2

2

3

3

=++
dx

dy

dx

yd

dx

yd
    (3.1.30) 

Jawab. 

Misalnya 2=p dan 1=q , maka kedua fungsi analitik pada 00 =x  sehingga 

penyeleseian dari persamaan diferensial tersebut dapat diasumsikan dengan 

deret berikut: 

∑
∞

=
=

0n

n
nxcy

 

∑
∞

=

−=
1

1'
n

n
n xncy
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( )∑
∞

=

−−=
2

21"
n

n
nxcnny

 

( )( )∑
∞

=

−−−=
3

321'"
n

n
nxcnnny

 

Subtitusikan '",",', yyyy  kepersamaan diferensial (3.1.30) sehingga diperoleh  

( )( )∑
∞

=

−−−
3

321.
n

n
nxcnnn ( )∑

∞

=

−−+
2

212
n

n
n xcnn ∑

∞

=

−+
1

1

n

n
nxnc 0=  

Karena pangkat x  pada sigma ke-1 sampai ke-3 tidak sama, maka harus 

dirubah bentuknya supaya pangkat dari x  sama yaitu nx . 

1. ( )( )∑
∞

=

−−−
3

321
n

n
nxcnnn .   (3.1.31) 

Dengan memisalkan 3−= nm  diperoleh 3+= mn  sehingga 

bentuk (3.1.31) menjadi:  

( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

m

m
m xcmmm    

Dengan merubah m  ke n  maka diperoleh: 

( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

n

n
n xcnnn  

2. ( )∑
∞

=

−−
2

21
n

n
nxcnn     (3.1.32) 

Dengan memisalkan 2−= nm  diperoleh 2+= mn  sehingga bentuk 

(3.1.32) menjadi  

( )( )∑
∞

=
+++

2
212

m

m
m xcmm     

Dengan merubah m  ke n  maka diperoleh: 
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( )( )∑
∞

=
+++

2
212

n

n
n xcnn  

3. ∑
∞

=

−

1

1

n

n
nxnc      (3.1.33) 

Dengan memisalkan 1−= nm  diperoleh 1+= mn  sehingga bentuk 

(3.1.33) menjadi  

( )∑
∞

=
++

1
11

m

m
m xcm      

Dengan merubah m  ke n  maka diperoleh: 

( )∑
∞

=
++

1
11

n

n
n xcn  

Subtitusikan bentuk 1, 2, dan 3 kepersamaan diferensial sehingga menjadi  

( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

n

n
n xcnnn ( )( )∑

∞

=
++++

2
2122

n

n
n xcnn ( )∑

∞

=
+++

1
11

n

n
n xcn 0=  

(3.1.34) 

Karena batas sigma pada persamaan (3.1.21) tidak sama, maka batas sigma 

disamakan dari batas 3 sampai ∞ ,  dan sisanya ditulis dalam bentuk sigma. 

a. ( )( )∑
∞

=
+++

2
212

n

n
n xcnn  

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 2=n  sehingga diperoleh 

 +2
412 xc ( )( )∑

∞

=
+++

2
212

n

n
n xcnn  

b. ( )∑
∞

=
++

1
11

n

n
n xcn  

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 1=n  sehingga diperoleh 
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 ++ 2
32 32 xcxc ( )∑

∞

=
++

1
11

n

n
n xcn  

c. ∑
∞

=0n

n
n xc  

Ditulis dalam bentuk yang bersesuaian untuk 0=n  sehingga diperoleh 

 +++ 2
210 xcxcc ∑

∞

=0n

n
n xc  

Subtitusikan bentuk a, b, dan c ke persamaan (3.1.34) sehingga menjadi  

( )( )( )∑
∞

=
++++

3
3123

n

n
n xcnnn ++ 2

412 xc ( )( )∑
∞

=
+++

3
2122

n

n
n xcnn

+++ )32( 2
32 xcxc ( )∑

∞

=
++

3
11

n

n
n xcn 0=  

Kemudian x  yang mempunyai pangkat sama dikelompokkan menjadi 

( )

( )( )( ) ( )( ) ( )[ ] 01122123

1232

3
123

2
432

=+++++++++

++

∑
∞

=
+++

n

n
nnn xcncnncnnn

xccxc

 

(3.1.35) 

Persamaan (3.1.35) adalah persamaan yang identik dengan nol, sehingga 

koefisien dari setiap x  pangkat sama dengan nol. 

• 02 2 =c  

02 =c  

• 0123 43 =+ cc  

43 4cc =  

• ( )( )( ) ( )( ) ( ) 01122123 123 =++++++++ +++ nnn cncnncnnn  (3.1.36) 

Dari bentuk (3.1.36) dapat ditulis 
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( )( ) ( )
( )( )( )123

1122 12
3 +++

+−++−
= ++

+ nnn

cncnn
c nn

n  

Jika 0=n  maka diperoleh 

6

4 12
3

cc
c

−−
= , karena diketahui 02 =c  maka diperoleh 

13 6

1
cc −=  

Jika 1=n  maka diperoleh 

23
23

4 12

1

2

1

24

212
cc

cc
c −−=

−−
= , karena 13 6

1
cc −=  maka diperoleh 

14 12

1
cc −=  

Kemudian nilai dari 4310 ,,, cccc  disubtitusikan ke asumsi selesaian persamaan 

diferensial sehingga penyeleseian dari persamaan diferensial tersebut adalah 

...
12

1

6

1 4
1

3
110 +−−+= xcxcxccy  

Jika 1c  dikelompokkan maka penyeleseiannya  adalah  








 +−−+= ...
12

1

6

1 43
10 xxxccy  

 

3.2. Metode Penyeleseian Deret di Sekitar Titik Singular. 

 Langkah-langkah penyelesaian deret disekitar titik singular yang regular 

pada persamaan diferensial orde-2 adalah sebagai berikut: 
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1. Mengasumsikan penyeleseian dari persamaan diferensial yang dicari 

dengan ( )∑
∞

=

+−=
0

0
n

rn
n xxcy , dengan r  adalah bilangan real atau 

kompleks, 00 ≠c . Dan 0x  sebagai titik singular yang regular  

2. Menentukan turunan pertama, dan kedua dari y   

3. Mensubtitusikan turunan pertama, dan kedua dari y   ke persamaan 

diferensial, sehingga diperoleh persamaan dalam bentuk sigma 

4. Menyamakan pangkat dari x  yaitu rnx +  supaya persamaan yang diperoleh 

dari langkah 3 dapat dijumlahkan  

5. Mengelompokkan x  yang mempunyai pangkat sama 

6. Menentukan persamaan kuadrat dalam r  yang disebut persamaan indeks 

dengan mengambil pangkat terendah dari persamaan, pada langkah 5 yaitu 

rnx +  

7. Menentukan nilai akar-akar dari persamaan indeks dan mencari nilai dari 

nc  

8. Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh dari langkah 6 keasumsi 

selesaian, maka diperoleh penyelesaian dari persamaan diferensial yang 

dicari. 

 Persamaan diferensial linier homogen orde-2 dengan koefisien peubah 

dalam bentuk 

( ) ( ) 0'
1

2
0 =++ yayxayxa n    (3.2.1) 

dengan 
( )
( ) p
xa

xa
=

2

1  dan 
( )
( ) q
xa

xa
=

2

0   
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Jika p atau q  tidak analitik pada 0x , maka 0x  disebut sebagai titik 

singular dari persamaan (3.2.1). Akan tetapi ( ) ( )xpxx 0−  dan ( ) ( )xqxx 2
0−  

analitik pada 0x  maka 0x  disebut sebagai titik singular yang regular, sehingga 

persamaan diferensial tersebut dapat diseleseikan dengan metode deret kuasa 

(metode Frobenius) dengan asumsi penyeleseiannya adalah  

( )∑
∞

=

+−=
0

0
n

rn
n xxcy      (3.2.2) 

menentukan turunan pertama, dan kedua 

( ) ( )∑
∞

=

−+−+=
0

1
0

'

n

rn
n xxcrny   

( )( ) ( )∑
∞

=

−+−−++=
0

2
01"

n

rn
n xxcrnrny  

Subtitusikan nilai dari ''' ,, yyy , ke persamaan diferensial yang dicari 

penyeleseiannya, sehingga diperoleh persamaan dalam bentuk sigma. 

Selanjutnya mengelompokkan x  dengan pangkat sama dan diperoleh bentuk 

sederhana 

( ) ( ) ( ) 0...2
02

1
0100 =+−+−+− +++++ rnrnrn xxkxxkxxk  (3.2.3) 

dengan n  bilangan bulat positif dan ( ),...2,1,0=iki  adalah fungsi r  dan 

merupakan koefisien dari nc  pada bentuk (3.2.2). 

Persamaan (3.2.2) berlaku untuk semua x  pada interval ρ<− 0xx , 

sehingga 0...210 ==== kkk . Untuk 0k  sama dengan nol, dimana 0k  

merupakan koefisien dari 0xx −  dengan pangkat terendah nr + , maka dapat 
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ditentukan persamaan kuadrat dalam r  yang disebut sebagai persamaan 

indeks. Kemudian kita menentukan akar-akar dari persamaan indeks tersebut 

dan disubtitusikan nilai dari r  ke persamaan diferensial yang dicari 

penyeleseiannya.  

Penyeleseian dari persamaan diferensial berbentuk (3.2.2) dan diambil akar-

akar dari persamaan indeks yang lebih besar ( )21 rr > .  

Selesaikan Persamaan diferensial orde dua dengan koefisien variabel yaitu 

sebagai berikut! 

Untuk lebih jelasnya jika diberikan soal-soal penyeleseian persamaan 

diferensial orde 2 dengan koefisien berupa peubah (variabel) yang analitik 

pada suatu titik. 

Soal 1 (Persamaan Hermite)     

02'2" =+− yxyy      (3.1.10)    

Penyelesaian. 

Dari persamaan di atas diperoleh nilai ( ) 12 =xa , ( ) xxa 21 −= , ( ) 20 =xa  

Dengan demikian, 

( )
( ) x

x

xa

xa
2

1

2

2

1 −=−=
, 

( )
( ) 2

1

2

2

0 ==
xa

xa

 

Dari     terlihat bahwa setiap bilangan riil seperti 0 dan 2 adalah titik biasa dari 

persamaan     (3.1.10)   

Pada penyelesaian persamaan diferensial di sekitar titik 00 =x  berbentuk  
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( ) ∑
∞

=

+=
0n

rn
nxaxy

, 
( ) ( )∑

∞

=

−++=
1

1'
n

rn
nxarnxy

, 

( ) ( )∑
∞

=

−+−++=
2

21)("
n

rn
n xcrnrnxy

 

Subtitusikan ",', yyy  ke persamaan  (3.1.10)  sehingga diperoleh: 

( ) 02)(21)(
01

1

2

2 =++−−++ ∑∑∑
∞

=

+
∞

=

−+
∞

=

−+

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n xaxarnxxcrnrn

 

Atau 
( ) 02)(21)(

012

2 =++−−++ ∑∑∑
∞

=

+
∞

=

+
∞

=

−+

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n xaxarnxcrnrn

 

Karena pangkat x  pada sigma per-tama tidak sama maka harus dirubah 

bentuknya supaya pangkat dari x sama yaitu .
rnx +

 

( )∑
∞

=

−+−++
2

21)(
n

rn
n xcrnrn

 

 Dengan memisalkan 2+= nk  diperoleh 2−= kn  sehingga diperoleh: 

( )( )∑
∞

=

+
−−+−+

2
232

k

rk
k xcrkrk

, dengan merubah k ke n maka diperoleh: 

( )( )∑
∞

=

+
−−+−+

2
232

n

rn
n xcrnrn

 

Subtitusikan bentuk di atas ke persamaan diferensial sehingga menjadi: 

( ) 02)(23)2(
012

2 =++−−+−+ ∑∑∑
∞

=

+
∞

=

+
∞

=

+
−

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n xaxarnxcrnrn

 (3..1.11) 

Batas penjumlahan dari persamaan  (3..1.11) disamakan yaitu dari 2 sampai ∞  

supaya persamaan tersebut dapat dijumlahkan sehingga bentuknya berubah 

menjadi: 
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( )( ) ( ) [ ] 022]2232[ 01
2

2 =+−+++−−+−+ +
∞

=
−∑ rrn

nn
n

n xcrcxccrncrnrn
 

Kemudian diambil pangkat terendah dari persamaan tersebut yaitu 
rx  

disamakan dengan nol, dengan 0=n , maka diperoleh persamaan indeks yaitu: 

02 =− r  

      0=r  

Dari persamaan indeks diperoleh akarnya 0=r . Kemudian nilai dari r  

disubtitusikan ke rumus rekursi dalam persamaan     Rumus rekursinya adalah 

( )( ) ( ) 0]2232[
2

2 =++−−+−+ +
∞

=
−∑ rn

nn
n

n xccrncrnrn
 

Dengan 0=r  maka 

[ ]022)3)(2( 2 =+−−− − nnn cnccnn  

( )( )( )
n

cnn
c n

n 22

32 2

+
−−−

= −

 

Jika 4=n  maka 
24 5

1
cc =

 

Jika 5=n  maka 
35 2

1
cc −=

 

Jika 6=n  maka 
26 35

6
cc −=

 

Kemudian nilai dari 654 ,, ccc  disubtitusikan keasumsi penyelesaian dengan 

0=r , maka penyelesaiannya adalah 

...
35

6

2

1

5

1 6
2

5
3

4
2

3
3

2
2 −−−++= xcxcxcxcxcy
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Jika 32 ,cc  dikelompokkan maka penyelesaiannya adalah 








 +−+






 −−+= ...
2

1
...

35

6

5

1 53
3

642
2 xxcxxxcy

 

Selanjutnya dibahas tentang persamaan diferensial orde tiga dengan koefisien 

konstan dengan nilai diskriminannya adalah 

223322 274418 dadbacabcdcb −−−+  

 

Soal 1 (Jika nilai diskriminannya kurang dari nol atau D < 0)  

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferensial berikut: 

032
2

2

3

3

=+−+ y
dx

dy

dx

yd

dx

yd
   (3.2.4)  

Jawab. 

Misalkan 1=p  p tidak analitik pada 00 =x  dan 3=q , tidak analitik pada 

00 =x  disebut sebagai titik singular. Akan tetapi ( ) ( )xpxx 0−  dan 

( ) ( )xqxx 2
0−  analitik pada 00 =x . Dan 0x  disebut sebagai titik singular yang 

regular. Untuk mencari penyeleseian persamaan diferensial disekitar titik 

singular yang regular digunakan metode Frobinius, yaitu dengan 

mengasumsikan penyeleseian dari persamaan diferensial tersebut yaitu: 

∑
∞

=

+=
0n

rn
n xcy  dengan 00 ≠c    

( )∑
∞

=

−++=
0

1'

n

rn
nxcrny  

( )( )∑
∞

=

−+−++=
0

21"
n

rn
nxcrnrny  
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( )( )( )∑
∞

=

−+−+−++=
0

321'"
n

rn
n xcrnrnrny  

Kemudian subtitusikan "',",', yyyy  kepersamaan (3.2.4) 

Menjadi: 

( )( )( ) ( )( )

( ) 032

121

00

1

0

2

0

3

=++−

−+++−+−++

∑∑

∑∑
∞

=

+
∞

=

−+

∞

=

−+
∞

=

−+

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n

xcxcrn

xcrnrnxcrnrnrn

 

Karena pangkat x  pada sigma pertama sampai ke-4 tidak sama maka harus 

dirubah bentuknya supaya pangkat dari x  sama yaitu rnx + . 

1. ( )( )( )∑
∞

=

−+−+−++
0

321
n

rn
nxcrnrnrn . 

 Dengan memisalkan 3+= nk  maka 3−= kn . Dan jika 0=n  maka 

3=k  sehingga menjadi : 

( )( )( )∑
∞

=

+
−−+−+−+

3
3543

k

rk
k xcrkrkrk  

Dengan merubah k  dengan n  maka diperoleh: 

( )( )( )∑
∞

=

+
−−+−+−+

3
3543

n

rn
n xcrnrnrn  

2. ( )( )∑
∞

=

−+−++
0

21
n

rn
n xcrnrn . 

Dengan memisalkan 2+= nk  maka 2−= kn . Dan jika 0=n  maka 2=k  

sehingga menjadi: 

( )( )∑
∞

=

+
−−+−+

2
232

k

rk
k xcrkrk  

Dengan merubah k  dengan n  maka diperoleh: 
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( )( )∑
∞

=

+
−−+−+

2
232

n

rn
n xcrnrn  

3. ( )∑
∞

=

−++
0

1

n

rn
n xcrn . 

Dengan memisalkan 1+= nk  maka 1−= kn . Dan jika 0=n  maka 1=k  

sehingga menjadi: 

( )∑
∞

=

+
−−+

1
11

k

rk
k xcrk  

Dengan merubah k  dengan n  maka diperoleh: 

( )∑
∞

=

+
−−+

1
11

n

rn
n xcrn  

Kemudian bentuk 1, 2, dan 3 disubtitusi ke persamaan (3.2.4) diperoleh: 

( )( )( ) ( )( )

( ) 0312

32543

01
1

2
2

3
3

=+−+−

−+−++−+−+−+

∑∑

∑∑
∞

=

+
∞

=

+
−

∞

=

+
−

∞

=

+
−

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n

xcxcrn

xcrnrnxcrnrnrn

 

(3.2.5) 

 Batas penjumlahan dari persamaan (3.2.5) disamakan yaitu dari 3 sampai 

∞  supaya persamaan tersebut dapat dijumlahkan sehingga bentuknya 

berubah menjadi: 

( )( )( ) ( )( ) ( )

( )( )[ ] ( ) 0]31232[]3

1232543[

0121

23
3

=+−−−−++

−+−−+−++−+−+−+

+
−

−−

∞

=
∑

rrrrn
nn

nn
n

xcxcrxcrrxcc

rncrnrncrnrnrn

Atau 



 63

( )( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )[ ] 032265]3

1232543[

012
2

1

23
3

=+−−+−++

−+−−+−++−+−+−+

+
−

−−

∞

=
∑

rrn
nn

nn
n

xccrcrrxcc

rncrnrncrnrnrn

Kemudian diambil pangkat terendah dari persamaan tersebut yaitu rx  

disamakan dengan nol, dengan 0=n , maka diperoleh persamaan indeks 

yaitu 

0652 =+− rr  

( )( ) 032 =−− rr  

21 =r  ∨  32 =r . 

 Dari persamaan indeks diperoleh akar-akarnya 13221 −=−=− rr  adalah 

bilangan bulat. Kemudian nilai dari r disubtitusikan ke rumus rekursi dalam 

persamaan (3.2.5). Rumus rekursinya adalah  

( )( )( ) ( )( ) ( )

.1                           ,0]3

1232543[

1

23
3

≥=+

−+−−+−++−+−+−+

+
−

−−

∞

=
∑

nxcc

rncrnrncrnrnrn

rn
nn

nn
n  

dengan 3=r  maka  

( )( )( )[ ] ( )( )
( ) 03132

3323534333

1

23

=+−+−
−+−++−+−+−+

−

−−

nn

nn

ccn

cnncnnn
 

( )( )[ ] ( ) ( ) 0342121 123 =++−++−− −−− nnnn ccncnncnnn  

( ) ( ) ( ) 034223 12
2

3
23 =++−+++− −−− nnnn ccncnncnnn  

( ) ( ) ( )
3

4223 12
2

3
23

−−− +++−+−−
= nnn

n

cncnncnnn
c  

untuk    102 3

8
22 cccn +−=→=  
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untuk ,
3

10
4

3

1
3 2103 ccccn +−−=→=  karena 102 3

8
2 ccc +−=  maka 

103 27 ccc +−=  

untuk 3214 4
3

20

3

4
4 ccccn +−−=→= ,  

karena  102 3

8
2 ccc +−=  dan 103 27 ccc +−=   maka  

104 9

100

3

44
ccc +−= . 

Kemudian nilai dari 432 ,, ccc  disubtitusikan ke asumsi penyeleseian dengan 

3=r , maka penyeleseian dari persamaan (3.2.4) adalah 

( ) 







+







 +−++−+






 +−+−= ...
9

100

3

44
27

3

8
2 4

10
3

10
2

1010
3 xccxccxccxccxy

 Jika 21,cc  dikelompokkan maka penyeleseiannya  adalah  








 +−−+−+






 −−+−= ...
9

100
2

3

8
...

3

44
721 432

1
3432

0
3 xxxxcxxxxcxy  

 

Soal 2 (jika nilai diskriminannya sama dengan nol atau D = 0) 

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferensial berikut: 

02
2

2

3

3

=++
dx

dy

dx

yd

dx

yd
   (3.2.6) 

Jawab  

Misalkan 2=p  p  tidak analitik pada 00 =x  dan 1=q , tidak analitik pada 

00 =x  disebut sebagai titik singular. Akan tetapi ( ) ( )xpxx 0−  dan 

( ) ( )xqxx 2
0−  analitik pada 00 =x . Dan 0x  disebut sebagai titik singular yang 
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regular. Untuk mencari penyeleseian persamaan diferensial disekitar titik 

singular yang regular digunakan metode frobinius, yaitu dengan 

mengasumsikan penyeleseian dari persamaan diferensial tersebut yaitu: 

∑
∞

=

+=
0n

rn
nxcy  dengan 00 ≠c  

( )∑
∞

=

−++=
0

1'
n

rn
nxcrny

 

( )( )∑
∞

=

−+−++=
0

21"
n

rn
nxcrnrny

  

( )( )( )∑
∞

=

−+−+−++=
0

321'"
n

rn
n xcrnrnrny

 

 Kemudian subtitusikan '",",', yyyy  ke persamaan (3.2.6)  menjadi 

( )( )( )∑
∞

=

−+−+−++
0

321
n

rn
nxcrnrnrn ( )( )∑

∞

=

−+−+++
0

212
n

rn
n xcrnrn

( )∑
∞

=

−+++
0

1

n

rn
nxcrn 0=  (3.2.7) 

Karena pangkat x  pada sigma ke-1 sampai ke-4 tidak sama, maka harus 

dirubah bentuknya supaya pangkat dari x  sama yaitu rnx + . 

1. ( )( )( )∑
∞

=

−+−+−++
0

321
n

rn
nxcrnrnrn  

Dengan memisalkan 3+= nk  diperoleh 3−= kn . Dan jika 0=n   maka 

3=k  sehingga menjadi:  

( )( )( )∑
∞

=

+
−−+−+−+

3
3543

k

rk
k xcrkrkrk  

Dengan merubah k  ke n  maka diperoleh:  



 66

( )( )( )∑
∞

=

+
−−+−+−+

3
3543

n

rn
n xcrnrnrn  

2. ( )( )∑
∞

=

−+−++
0

21
n

rn
n xcrnrn . 

Dengan memisalkan 2+= nk  diperoleh 2−= kn . Dan jika 0=n   maka 

2=k  sehingga menjadi:  

( )( )∑
∞

=

+
−−+−+

2
232

k

rk
k xcrkrk  

Dengan merubah k  ke n  maka diperoleh : 

( )( )∑
∞

=

+
−−+−+

2
232

n

rn
n xcrnrn  

3. ( )∑
∞

=

−++
0

1

n

rn
n xcrn  

Dengan memisalkan 1−= nk  diperoleh 1+= kn  . Dan jika 0=n   maka 

1=k sehingga diperoleh :  

( )∑
∞

=

+
−−+

2
11

k

rk
k xcrk  

Dengan merubah k  ke n  maka diperoleh : 

( )∑
∞

=

+
−−+

2
11

n

rn
n xcrn  

Kemudian  bentuk 1, 2, dan 3 disubtitusi kepersamaan (3.2.7) sehingga 

menjadi  

( )( )( )∑
∞

=

+
−−+−+−+

3
3543

n

rn
n xcrnrnrn ( )( )∑

∞

=

+
−−+−++

2
2322

n

rn
n xcrnrn

( )∑
∞

=

+
−−++

2
11

n

rn
n xcrn 0=  
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Batas penjumlahan dari persamaan(3.2.7) Disamakan yaitu dari 3 sampai ∞  

supaya persamaan tersebut dapat dijumlahkan sehingga bentuknya berubah 

menjadi: 

( )( )( ) ( )( ) ( )[ ]

( )( ) ( ) 0]1322[

1322543

12

3
123

=−+−−+

−++−+−++−+−+−+ +
∞

=
−−−∑

rr

rn

n
nnn

xcrxcrr

xcrncrnrncrnrnrn

atau 

( )( )( ) ( )( ) ( )[ ]

( ) ( ) 0]112102[

1322543

12
2

3
123

=−++−+

−++−+−++−+−+−+ +
∞

=
−−−∑

r

rn

n
nnn

xcrcrr

xcrncrnrncrnrnrn

Kemudian diambil pangkat terendah dari persamaan tersebut yaitu 
rx  

disamakan dengan nol, dengan 0=n , maka diperoleh persamaan indeks yaitu 

012102 2 =+− rr .  

( )( ) 0262 =−− rr  

3=r   ν  2=r . 

 Dari persamaan indeks diperoleh akar-akarnya 13221 −=−=− rr  adalah 

bilangan bulat. Kemudian nilai dari r disubtitusikan ke rumus rekursi dalam 

persamaan (3.2.6). Rumus rekursinya adalah 

( )( )( ) ( )( ) ( )[ ] 01322543
3

123 =−++−+−++−+−+−+ +
∞

=
−−−∑ rn

n
nnn xcrncrnrncrnrnrn

untuk 1≥n  dengan dengan 3=r  maka  

( )( )( )[ ] ( )( )
( ) 013

33232534333

1

23

=−++
−+−++−+−+−+

−

−−

n

nn

cn

cnncnnn
 

Sama dengan 

( )( )[ ] ( ) ( ) 021221 123 =++++−− −−− nnn cncnncnnn  
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( ) ( ) ( ) 022223 12
2

3
23 =+++++− −−− nnn cncnncnnn  

( ) ( )
)2(

2223 2
2

3
23

1 +
+−+−−

= −−
− n

cnncnnn
c nn

n  

untuk 102 5

24

5

6
3 cccn −−=→=   

untuk 214 5

40

5

24
4 cccn −=→= ,  karena 102 5

24

5

6
ccc −−=  maka  

103 5

216

5

48
ccc +−= . 

Kemudian nilai dari 32 ,cc  disubtitusikan ke asumsi selesaian dengan 3=r , 

maka selesaian dari persamaan (3.2.6) adalah 









+







 +−






 −−+−= ...
5

216

5

48

5

24

5

6 3
10

2
1010

3 xccxccxccxy  

Jika 10 ,cc  dikelompokkan maka penyeleseiannya adalah  








 −−−−+






 +−−= ...
5

216

5

24
...

5

48

5

6
1 32

1
332

0
3 xxxcxxxcxy  

 

Soal 3 (Jika nilai diskriminannya lebih dari nol atau D > 0) 

Cari penyeleseian deret dari persamaan diferensial berikut: 

0254
2

2

3

3

=−+− y
dx

dy

dx

yd

dx

yd
   (3.2.4)  

Jawab. 

Misalkan 4−=p  p tidak analitik pada 00 =x  dan 2−=q , tidak analitik pada 

00 =x  disebut sebagai titik singular. Akan tetapi ( ) ( )xpxx 0−  dan 
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( ) ( )xqxx 2
0−  analitik pada 00 =x . Dan 0x  disebut sebagai titik singular yang 

regular. Untuk mencari penyeleseian persamaan diferensial disekitar titik 

singular yang regular digunakan metode Frobinius, yaitu dengan 

mengasumsikan penyeleseian dari persamaan diferensial tersebut yaitu: 

∑
∞

=

+=
0n

rn
n xcy  dengan 00 ≠c    

( )∑
∞

=

−++=
0

1'

n

rn
nxcrny  

( )( )∑
∞

=

−+−++=
0

21"
n

rn
nxcrnrny  

( )( )( )∑
∞

=

−+−+−++=
0

321'"
n

rn
n xcrnrnrny  

Kemudian subtitusikan "',",', yyyy  kepersamaan (3.2.4) 

Menjadi 

( )( )( ) ( )( )

( ) 025

1421

00

1

0

2

0

3

=−++

−++−−+−++

∑∑

∑∑
∞

=

+
∞

=

−+

∞

=

−+
∞

=

−+

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n

xcxcrn

xcrnrnxcrnrnrn

 

Karena pangkat x  pada sigma pertama sampai ke-4 tidak sama maka harus 

dirubah bentuknya supaya pangkat dari x  sama yaitu rnx + . 

1. ( )( )( )∑
∞

=

−+−+−++
0

321
n

rn
nxcrnrnrn . 

 Dengan memisalkan 3+= nk  maka 3−= kn . Dan jika 0=n  maka 

3=k  sehingga menjadi  
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( )( )( )∑
∞

=

+
−−+−+−+

3
3543

k

rk
k xcrkrkrk  

Dengan merubah k  dengan n  maka diperoleh 

( )( )( )∑
∞

=

+
−−+−+−+

3
3543

n

rn
n xcrnrnrn  

2. ( )( )∑
∞

=

−+−++
0

21
n

rn
n xcrnrn . 

Dengan memisalkan 2+= nk  maka 2−= kn . Dan jika 0=n  maka 2=k  

sehingga menjadi 

( )( )∑
∞

=

+
−−+−+

2
232

k

rk
k xcrkrk  

Dengan merubah k  dengan n  maka diperoleh 

( )( )∑
∞

=

+
−−+−+

2
232

n

rn
n xcrnrn  

3. ( )∑
∞

=

−++
0

1

n

rn
n xcrn . 

Dengan memisalkan 1+= nk  maka 1−= kn . Dan jika 0=n  maka 1=k  

sehingga menjadi 

( )∑
∞

=

+
−−+

1
11

k

rk
k xcrk  

Dengan merubah k  dengan n  maka diperoleh 

( )∑
∞

=

+
−−+

1
11

n

rn
n xcrn  

Kemudian bentuk 1, 2, dan 3 disubtitusi ke persamaan (3.2.4) diperoleh: 
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( )( )( ) ( )( )

( ) 0215

324543

01
1

2
2

3
3

=−−++

−+−+−−+−+−+

∑∑

∑∑
∞

=

+
∞

=

+
−

∞

=

+
−

∞

=

+
−

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n

n

rn
n

xcxcrn

xcrnrnxcrnrnrn

 

(3.2.5) 

 Batas penjumlahan dari persamaan (3.2.5) disamakan yaitu dari 3 sampai 

∞  supaya persamaan tersebut dapat dijumlahkan sehingga bentuknya 

berubah menjadi 

( )( )( ) ( )( ) ( )

( )( )[ ] ( ) 0]215324[]2

15324543[

0121

23
3

=−−+−−−+−

−++−+−+−−+−+−+

+
−

−−

∞

=
∑

rrrrn
nn

nn
n

xcxcrxcrrxcc

rncrnrncrnrnrn

Atau 

( )( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )[ ] 025524204]2

15324543[

012
2

1

23
3

=−−+−+−+−

−++−+−+−−+−+−+

+
−

−−

∞

=
∑

rrn
nn

nn
n

xccrcrrxcc

rncrnrncrnrnrn

Kemudian diambil pangkat terendah dari persamaan tersebut yaitu rx  

disamakan dengan nol, dengan 0=n , maka diperoleh persamaan indeks 

yaitu 

024204 2 =+− rr  055 =−r  

( )( ) 02124 =−− rr  1
5

5 ==r  

31 =r  ∨  22 =r   13 =r  

 Dari persamaan indeks diperoleh akar-akarnya 13221 −=−=− rr  adalah 

bilangan bulat. Kemudian nilai dari r disubtitusikan ke rumus rekursi dalam 

persamaan (3.2.5). Rumus rekursinya adalah  
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( )( )( ) ( )( ) ( )

.1                           ,0]2

15324543[

1

23
3

≥=−

−++−+−+−−+−+−+

+
−

−−

∞

=
∑

nxcc

rncrnrncrnrnrn

rn
nn

nn
n

 

dengan 3=r  maka  

( )( )( )[ ] ( )( )
( ) 02135

33234534333

1

23

=−−++
−+−+−−+−+−+

−

−−

nn

nn

ccn

cnncnnn
 

( )( )[ ] ( ) ( ) 021051421 123 =−+++−−− −−− nnnn ccncnncnnn  

( ) ( ) ( ) 021054423 12
2

3
23 =−+++−+− −−− nnnn ccncnncnnn  

( ) ( ) ( )
2

1054423 12
2

3
23

−−− +−+++−−
= nnn

n

cncnncnnn
c  

untuk    102 10122 cccn −=→=  

untuk ,
2

25
2433 2103 ccccn −+−=→=  karena 102 1012 ccc −=  maka 

103 149148 ccc +−=  

untuk 3214 1540124 ccccn −+−=→= ,  

karena  102 1012 ccc −=  dan 103 149148 ccc +−=   maka  

104 26472700 ccc −= . 

Kemudian nilai dari 432 ,, ccc  disubtitusikan ke asumsi penyeleseian dengan 

3=r , maka penyeleseian dari persamaan (3.2.4) adalah 

( ) ( ) ( )( )...264727001491481012 4
10

3
10

2
1010

3 +−++−+−+−= xccxccxccxccxy

 Jika 10 ,cc  dikelompokkan maka penyeleseiannya  adalah  

( ) ( )...264714910...2700148121 432
1

3432
0

3 +−+−−+−+−+= xxxxcxxxxcxy
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3.3. Penyelesaian Persamaan Diferensial Dengan Metode Deret kuasa, dalam 

Masalah-masalah yang Dihadapi umat islam. 

Persamaan diferensial adalah persamaan yang menyangkut satu atau 

lebih fungsi beserta turunannya terhadap satu atau lebih peubah bebas. 

Penerapan persamaan diferensial semakin meluas, karena adanya 

permasalahan mengenai kuantitas bahwa perubahan terus-menerus, yang 

berkaitan dengan waktu dapat digambarkan dengan suatu persamaan 

diferensial ( Finizio, 1988:108). 

Dalam hadits Nabi Muhammad SAW. Yang berbunyi: 

نْقُصيو دزِيي انماَلإِي 

Artinya: "Iman itu akan bertambah dan berkurang" 

Hadits di atas menjelaskan tentang perubahan iman seseorang. Yaitu 

keimanan seseorang akan berubah sesuai dengan perilaku atau perbuatan yang 

dilakukan setiap hari. Jika seseorang itu selalu melakukan kebaikan maka 

keimanannya akan selalu bertambah, dan jika seseorang itu selalu melakukan 

perbuatan buruk maka keimanannya akan semakin berkurang. 

Dalam konsep fungsi persamaan diferensial hadits di atas dapat digambarkan 

dengan fungsi ( ) 122 +−= xxxf , Jika nilai  x  adalah kebaikan dan )(xf  

adalah keimanan maka jika nilai x  besar maka nilai )(xf  juga besar, 

Sebaiknya jika nilai x  kecil maka nilai )(xf  juga kecil. Maksudnya jika 

seseorang memperbanyak kebaikan maka keimanannya akan bertambah pula, 

dan sebaliknya, jika seseorang mengurangi jumlah kebaikan maka 

kaimanannya akan berkurang. 
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 Dalam Al-Qur'an disebutkan: 

  .مهِسن االله لاَ يغَير ما بِقَومٍ حتَّى يغَيروا ما بِأَنْفُإِ

Artinya: "Sesungguhnya Allah tidak akan merubah nasib suatu kaum kecuali 

mereka merubah nasib mereka sendiri". 

Dalam konsep matematika, berdasarkan ordenya persamaan diferensial dibagi 

menjadi persamaan diferensial orde satu, dua, tiga, dan sampai orde-n. Fungsi 

diferensial jika menggunakan orde satu maka nasibnya akan sejajar-sejajar 

saja tidak akan berubah dan jika ia menggunakan orde 2, 3, sampai orde-n 

nasibnya akan berubah sesuai dengan bertambahnya orde yang dipakai. 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1. Kesimpulan 

   Jika p  dan q  analitik pada 0xx = , maka titik 0x  adalah titik biasa 

dari persamaan diferensial yang dicari penyelesaiannya sehingga dapat 

diseleseikan dengan metode deret pangkat dan langkah-langkahnya sebagai 

berikut: 

1.  Mengasumsikan penyelesaian dari persamaan diferensial tersebut dengan  

( )∑
∞

=

−=
0

0
n

n
n xxcy  

2. Menentukan turunan pertama, dan kedua dari y   

3. Mensubtitusikan turunan pertama, dan kedua dari y    ke persamaan 

diferensial sehingga diperoleh persamaan dalam bentuk sigma 

4. Menyamakan pangkat dari x  yaitu nx  supaya persamaan yang diperoleh 

dari langkah 3 dapat dijumlahkan 

5. Mengelompokkan x  yang mempunyai pangkat sama dan menyamakan 

koefisien dari setiap x  pangkat dengan nol. 

6. Menentukan nilai koefisien nc  dan mengelompokkan dalam bentuk 

3210     ,,, cdanccc . 

7. Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh dari langkah 6 keasumsi 

penyelesaian, maka diperoleh penyelesaian umum dari persamaan 

diferensial yang dicari. 
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Jika p atau q  tidak analitik pada 0x , maka 0x  disebut sebagai titik 

singular dari persamaan diferensial yang dicari. Akan tetapi ( ) ( )xpxx 0−  dan 

( ) ( )xqxx 2
0−  analitik pada 0x  maka 0x  disebut sebagai titik singular yang 

regular, sehingga persamaan diferensial tersebut dapat diseleseikan dengan 

metode deret pangkat (metode Frobenius) dan langkah-langkahnya adalah 

sebagai berikut: 

1. Mengasumsikan penyeleseian dari persamaan diferensial yang dicari 

dengan ( )∑
∞

=

+−=
0

0
n

rn
n xxcy , dengan r  adalah bilangan real atau 

kompleks, 00 ≠c . Dan 0x  sebagai titik singular yang regular  

2. Menentukan turunan pertama, dan kedua dari y   

3. Mensubtitusikan turunan pertama, dan kedua dari y   ke persamaan 

diferensial, sehingga diperoleh persamaan dalam bentuk sigma 

4. Menyamakan pangkat dari x  yaitu rnx +  supaya persamaan yang diperoleh 

dari langkah 3 dapat dijumlahkan  

5. Mengelompokkan x  yang mempunyai pangkat sama 

6. Menentukan persamaan kuadrat dalam r  yang disebut persamaan indeks 

dengan mengambil pangkat terendah dari persamaan, pada langkah 5 yaitu 

rnx +  

7. Menentukan nilai akar-akar dari persamaan indeks dan mencari nilai dari 

nc  
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8. Dengan mensubtitusikan hasil yang diperoleh dari langkah 6 keasumsi 

selesaian, maka diperoleh penyelesaian dari persamaan diferensial yang 

dicari. 

4.2. Saran 

Banyak metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan 

persamaan diferensial. Penyelesaian deret pada skripsi ini adalah 

penyelesaian pada persamaan diferensial linier homogen orde tiga. Untuk 

selanjutnya sebaiknya penyelesaian persamaan diferensial linier non 

homogen  orde-n. 
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