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ABSTRAK

Nuzulia, 2008. Aplikasi Nilai Eigen untuk Menentukan Solusi Peraam
Diferensial Parsial.Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknololi Ul
Malang.

Pembimbing  : Wahyu Henky Irawan, M.Pd.
Ahmad Barizi, M.A

Kata Kunci: Nilai Eigen, Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial banyak muncul sebagai peasargang sangat
penting dalam matematika terapan, karena terdapangsalahan mengenai
kuantitas bahwa perubahan terus menerus terhadégu velan ruang yang
biasanya dapat digambarkan secara matematik dengdun persamaan diferensia
parsial. Dalam fisika matematis, khususnya padaagmeaan diferensial parsial
terdapat persamaan yang sangat penting yang dindgéa mengandung unsur
nilai eigen dan mempunyai syarat batas tertentg yiisebut masalah nilai eigen.
Dalam penerapannya masalah nilai eigen digunakark umenentukan nilai eigen
yang dapat menentukan solusi persamaan diferepaiaial linier orde dua.
Dalam penelitian ini akan diteliti bagaimana mepgalikan persamaan diferensial
parsial linier orde dua, yaitu persamaan parab@&agdn menggunakan nilai
eigen Masalah penerapan suatu ilmu untuk menyelesaikaatu sperkara
dijelaskan Allah alam firmanNya Surat Al- Furqgan/25
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A W dan Dia telah menciptakan segalassatu, dan Dia menetapkan
ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinydQS Al-Furgan/25: 2)

Dalam penelitian ini digunakan bentuk umum dan cordari persamaan
parabola. Menentukan solusi persamaan diferensiaigd dengan mengunakan
nilai eigen adalah menggunakan langkah-langkahglesgian dan menggunakan
bentuk umum nilai eigen dari bentuk umum persanm@aabola. Adapun dengan
menggunakan langkah-langkah penyelesaian adalalagaebberikut; (1)
menentukan persamaan diferensial parsial, (2) nieka&n syarat-syarat batas, (3)
memisahkan variabel atau peubah, (4) menentukaralatmasilai eigen, (5)
menentukan nilai eigen, (6) menentukan fungsi eidgm (7) menentukan solusi
persamaan diferensial parsial. Dengan menggunadagkah-langkah tersebut
diperoleh nilai eigen dalam bentuk riil, fungsi @igdalam bentuk fungsi sinus
dan cosinus dan solusi persamaan diferensial pdrsrapa deret Fourier dan
koefisien Fourier.

Nilai eigen dapat digunakan untuk menentukan sg@assamaan diferensial
parsial, dalam penelitian ini pada persamaan péaafy@lor). Pada penelitian
selanjutnya dapat diterapkan dalam persamaan agteparsial linier orde dua
dalam bentuk yang lain, dan dapat juga digunakagrpm komputer untuk
menyelesaikannya.



BAB |
PENDAHUL UAN
1.1 Latar Belakang

Kata matematika secara bahasa (lughawi) berasabdhaasa Yunani yaitu
"mathema” yang artinya hal-hal yang dipelajari. Nasoetioh980:12)
menyatakan bahwa matematika berasal dari bahasanyUtmathein” atau
“manthenein” yang artinya mempelajari. Namun secara istilahpsarsaat ini
belum ada definisi yang tepat mengenai matema#iadfsysyakir, 2007: 5).
Matematika adalah studi tentang kuantitas, struktuang dan perubahan.
Matematika dikembangkan melalui penggunaan abstmdds penalaran logis
mulai dari perhitungan, pengukuran dan studi besérka gerak obyek fisis.

Matematika yang merupakan studi tentang ruang damubphan
memunculkan suatu definisi yang banyak muncul ssljagrsamaan yang sangat
penting dalam matematika terapan. Pentingnya itariaterdapat permasalahan
mengenai kuantitas bahwa perubahan terus menahedép waktu dan ruang
yang biasanya dapat digambarkan secara matematifadesuatu persamaan
diferensial.

Persamaan diferensial adalah persamaan yang menmuaian pertama
(atau lebih) fungsi yang tidak diketahui. Banyaksalah dalam sains dan
teknologi dapat dirumuskan dalam persamaan difexkensaik dalam bentuk
persamaan diferensial biasa maupun parsial, bai&rlmaupun non linier dan
berupa orde satu, orde dua ataupun orden. kPersamaan diferensial juga

seringkali muncul dalam model matematik yang meacobenggambarkan



keadaan kehidupan nyata. Banyak hukum-hukum alam hilgotesis-hipotesis
dapat diterjemahkan ke dalam persamaan yang memganiirunan melalui
bahasa matematik. Misalkan tentang turunan dalaikafiyang muncul sebagai
kecepatan dan percepatan, yaitu berasal dari fjargdi yang diturunkan menjadi
persamaan kecepatan yang bergantung pada waktuapiaila persamaan
kecepatan diturunkan maka akan mengalami laju pdarb kecepatan terhadap
waktu, yang dinamakan percepatan. Proses dari jarakjadi percepatan ini
menunjukkan adanya proses atau tingkat-tingkatnddehidupan, sebagaimana

Firman Allah Surat Al-Insyiqaq/84 ayat 19:

z
Z _<
-
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"Sesungguhnya kamu melalui tingkat demi tingkatadalkehidupan”.Qs. Al-
Insyigag/ 84: 19)

Seperti yang disampaikan di atas bahwa kebanyakemgsalahan dalam
iimu pengetahuan dan teknologi dapat direpreséatasialam bentuk persamaan
diferensial baik persamaan diferensial biasa mauparsial, maka dalam
penelitian ini akan dibahas tentang persamaan edi$éal parsial. Persamaan
tersebut merupakan laju perubahan terhadap duded#uvariabel bebas, yang
dikatakan dengan waktu dan jarak (ruang) (Triatmaf@02:198). Berbagai soal
dalam ilmu pengetahuan dan bidang perekayasaaa, daibmuskan secara
matematis, akan sampai ke persamaan-persamaaenditdryang melibatkan
satu atau lebih fungsi yang tak diketahui bersaamaasdengan kondisi tertentu
yang sudah ditentukan mengenai fungsi yang munatil situasi fisis kondisi

tersebut dinamakan syarat batdoyndary Conditions dan masalah untuk



mencari pemecahan persamaan yang memenuhi sysaattbesebut dinamakan
masalah nilai bataBbundary Value Probleji(Spiegel, 1999:219).

Dari segi penerapan, khususnya pada masalah fisikeematis, ada
kelompok masalah nilai batas dalam persamaan dg&ieparsial yang sangat
penting, karena di dalamnya terdapat suatu persanditerensial yang
mengandung nilai riil beserta syarat-syarat batasygng disebut dengan masalah
nilai eigen. Masalah nilai eigen sering muncul dalfisika matematis dalam
proses penyelesaian dengan metode pemisahan pdakamasalah nilai awal
yang meliputi salah satu dari persamaan diferemsiedial linier orde dua yaitu
persamaan parabola, persamaan elips dan persaipadiola. Dari masalah nilai
eigen akan diperoleh nilai eigen dan fungsi eigamgy akan mempermudah
menentukan solusi persamaan diferensial parsial.

Pernyataan-pernyataan di atas menunjukkan tentsatgnmatika terapan,
yaitu penerapan bagian dari matematika untuk mesgéan bagian yang
lainnya. Sebagaimana juga dijelaskan oleh AllabamafirmanNya surat Al-

Furgan/25 ayat 2, yaitu:

- g 8
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e dan Dia telah menciptakan segalassatu, dan Dia menetapkan
ukuran-ukurannya dengaen serapi-rapinyéQS Al-Furgan : 2)

Segala sesuatu yang diciptakan Allah diberi-Nya |lepgkapan-
perlengkapan dan persiapan-persiapan, sesuai demglani, sifat-sifat dan
fungsinya masing-masing dalam hidup, karena seiptpan Allah itu selalu ada

tujuan dan manfaatnya secara esensial. Demikiaa @iadgam ilmu matematika,



dalam penelitian ini pada materi nilai eigen yamptikasikan untuk menentukan
solusi persamaan diferensial parsial.

Mencari suatu manfaat dari ilmu tertentu merupakagian dari mencari
ilmu. Islam mendorong manusia untuk mencari ilmw demajuan dalam
penemuan-penemuan, dan menjanjikan ganjaran yasag,lan upaya-upaya ini
dianggap bagian dari pengabdian kepada Allah. Ayat-yang terfokus pada isu-
isu ilmiah atau yang menunjukkan masalah-masalaiafi merupakan contoh
praktis dari dorongan ini, melalui motivasi ke am@mungan dan penyelidikan
guna memahami arti dari ayat-ayat tersebut. Oleteriea itu pernyataan ini
memberikan dasar bagi penelitian dan kemajuan hinfBaidawi dan Ahmad,
1997:72). Dengan latar belakang tersebut maka senerdorong untuk
mengembangkan ilmu matematika dengan melakukanlijemedalam bentuk
skripsi dengan judul“Aplikasi  Nilai Eigen untuk Menentukan Solusi

Persamaan Diferensial Parsial”

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka penulisirmeskan bagaimana

aplikasi nilai eigen untuk menentukan solusi peesamdiferensial parsial?.

1.3 Batasan Masalah
Dalam pembahasan ini penulis membatasi ruang |mgkermasalahan

penelitian ini adalah persamaan diferensial phlisier orde dua dengan bentuk



persamaan parabola atau dalam fisika matematikaa bidikenal dengan

persamaan kalor:

% = f0% (1.1)
2 2
T a2
ou 0%u  0%u

Persamaan (1.2) disebut operator Laplace dan passar(l.3) disebut

dengan persamaan kalor dimensi dua. Dengany,t) adalah temperatur dalam
suatu benda padat pada pos{siy pada saatt. Konstanta S dinamakan

difusivitas (difusivity)dan dengan menggunakan syarat batas:

2 2
@:lga_g+a—g,o<x<L, O<y<W, t>0
ot ox° oy
X = Panjang plat pada sumgu
y = Lebar plat pada sumiyu
%(O,y,t):o, %(L,y,t):o, O<y<W, t>0
dx dx

u(0,y,t) =0 adalah temperatur benda pada pofsy) pada koordinagx, y)
u(x,0,t)=0, u(x,W,t)=0, 0<x<L, t>0

u(x,0,t) =0 adalah temperatur benda pada posif)) pada koordinatx, y)
u(x,y,0) = f(x,y), 0<x<L, O<y<W

u(x,y0) = f(x,y) adalah temperatur benda pada pogisiy pada saat=0

punya sebuah fungdi(x,y gtau fungsi dengan dua variakelany.



1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui agdiknilai eigen dalam

menentukan solusi persamaan diferensial parsial.

1.5 Manfaat Penelitian

Bagi peneliti tulisan ini bermanfaat untuk menambiifiormasi dan
wawasan tentang langkah-langkah untuk mengetalusigmersamaan diferensial
parsial melalui nilai eigen. Bagi pemerhati matakaapenelitian ini bermanfaat
untuk tambahan pengetahuan tentang matematika delbpersamaan diferensial

parsial.

1.6 M etode Pendlitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalaétooe penelitian
perpustakaanlibrary reseach, yaitu dengan mengumpulkan data dan informasi
dengan bantuan bermacam-macam material yang terdapa ruangan
perpustakaan, seperti buku-buku, majalah, dokuratatan, kisah-kisah sejarah
dan lain-lainnya (Mardalis, 1989:28). Adapun bukiklb yang di gunakan
sebagai reverensi adalah buku-buku matematika tsep@mdamental of
Diferential Equation, Persamaan Diferensial, Boupdélue Problem and Partial
Diferential Equation dan referensi lain yang refedangan pembahasan.
Adapun langkah-langkah penulisan yang dilakukarteddsebagai berikut:
1. Merumuskan masalah. Sebelum penulis memulai kegig@nulis membuat

rancangan mengenai suatu permasalahan yang akdradib



2. Mengumpulkan data. Dengan menggunakan metode leqaast, penulis
mengumpulkan bahan atau sumber dan informasi decgg@aamembaca dan
memahami literatur yang berkaitan dengan persarddarensial parsial dan
nilai eigen.

3. Menyelesaikan bentuk umum. Disini, penulis menyalem bentuk umum
dengan cara mengaitkan materi yang dikaji.

4. Menyelesaikan contoh. Disini, penulis menyelesaikantoh dengan cara
mengaitkan materi yang dikaji.

5. Membuat kesimpulan. Kesimpulan merupakan gambaamgkhh-langkah
dari pembahasan yang telah ditulis. Kesimpulan sdidean pada data yang
telah dikumpulkan dan merupakan jawaban dari petahan yang
dikemukakan.

6. Membuat laporan.

1.7 Sistematika Penulisan

Skripsi ini menggunakan sistematika penulisan deaml@hasan sebagai
berikut:
BAB | : PENDAHULUAN

Pada bab ini terdiri dari latar belakang, rumusasaah, batasan masalah,

tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode pegaeldan sistematika penulisan.



BAB II: TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini difokuskan pada masalah, yaitu beeisiang diferensial,
persamaan diferensial, persamaan diferensial hapgiessamaan diferensial linier
homogen, masalah nilai batas, nilai eigen dan fiugigen, deret Fouirier.
BAB Ill : PEMBAHASAN

Pada bab ini berisi tentang penerapan nilai eigarmgan langkah-langkah
umum penentuan solusi persamaan diferensial pdnsiar orde dua bentuk
parabolik. Dan dengan menggunakan nilai eigen aenmenggunakan satu
contoh.
BAB IV : PENUTUP

Pada bab ini berisi tentang kesimpulan dan saran.



BAB 11

KAJIAN TEORI

2.1 Pengertian Diferensial dan Per samaan Diferensial
Definis 2.1

Turunan fungsif adalah fungsif’ (dibacaf aksen“) yang nilainya pada
sebarang bilangamadalah:

f(c+h)-f(c)
) S —

f'(0) = lim (2.1)

Jika limit f'(c) ini ada, maka funggimempunyai turunan (differentiable) di
¢ (Purcell, 1987:115). Turunay¥f(x) terhadap« dapat dinyatakan oleh salah satu
simbol di bawah ini:

d dy d
—vy,—=, V', f'(x) atau— f(x 2.2
o) @ ) (¥) i (X (2.2)

Contoh:
Tentukan turunan pertama dari fungét) = 2t -1t +8
Penyelesaian:

s(t) =2t -12 +8

() = 98 = i 21 B* ~12(t+ D)+ 8] [2€ - 12t+ g]
dt n-o h

— im 2t* +4th+2h* -12t -12h+8-2t* +12t -8
h-0 h

_ . 4th+2h*-12h
=lim——
h-0 h



=lim4t+2h-12
h-0

=4t-12
Dalam Purcell (1987:176) diferensial yang bersesualengandy dari
variabel takbebag didefinisikan oleh :
dy= f'(x) dx (2.3)
Pada contoh definisi 1 di atas=2t*-12+8 diturunkan menjadi

s'(t)=3—f=4t—12 atau disebut persamaan kecepatan, jika diturunkamn

2
menjadi a(t) :g =4 atau persamaan percepatan. Ini berarti bahwa &toep

bertambah dengan suatu tingkat yang tetap sebesardetik, yang kita tuliskan
sebagai 4 cm/detik/detik. Pertambahan itu melsdin tingkat demi satu tingkat
mulai dari jarak= kecepatam® percepatan.

Sebagaimana tingkatan dari jarak menjadi kecepalan percepatan,
manusia juga melalui tingkat demi tingkat dalami#tepan, sebagaimana yang

dijelaskan dalam Firman Allah Swt:

Z _c g s

"Sesungguhnya kamu melalui tingkat demi tingkat rdakehidupah(Qs Al-
Insyigaq/84:19)

Manusia hidup di dunia melalui tingkat demi tingklnulai dari setetes air
mani menjadi segumpal darah sampai dilahirkan, kimmumelalui masa kanak-

kanak, remaja sampai dewasa dan berakhir denganDaait hidup menjadi mati

kemudian dibangkitkan kembali, adanya tingkatagkatan kehidupan manusia



tidak terlepas dari waktu. Sebagaimana juga dielasialam Al-Qur’an surat Al-

Mu’minin/23:12-15 tentang asal mula kejadian maanusi

W dh e ¢ o Dresa oo gh o TN RN
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"Dan Sesungguhnya kami Telah menciptakan manusida daatu saripati
(berasal) dari tanah. Kemudian kami jadikan sarip@u air mani (yang
disimpan) dalam tempat yang kokoh (rahim). Kemudiamani itu kami jadikan
segumpal darah, lalu segumpal darah itu kami jadikeegumpal daging, dan
segumpal daging itu kami jadikan tulang belulargjultulang belulang itu kami
bungkus dengan daging. Kemudian kami jadikan di&hik yang (berbentuk)
lain. Maka Maha sucilah Allah, Pencipta yang palingikh Kemudian, sesudah
itu, Sesungguhnya kamu sekalian benar-benar akanti.”ma(Qs.Al-
Mu’'min0n/23:12-15)

Proses perubahannya yang bergantung pada waktat digggambarkan

dengan bagan sebagai berikut:

Embrio
Y Jarak  atau s(t) J anir(ébula 0
l -
! ditulis - ! o

f'(x) Kecepéan S(t)= ds Bay(larlnr —4th)
. l( ) dt Anak(4th -12h)
" X =+ ! ! P ] B

: Percepsan A :d_zs Remaja(lth —-18h)

: dt? Dewas# &h —50h)
re Lansidéah—....)

Mati —» tingkat ke—n

Definisi 2.2

Persamaan yang menyangkut satu atau lebih fungsiabel tak bebas)
beserta turunannya terhadap satu atau lebih vardms disebut persamaan

diferensial (Pamuntjak, 1990:1-11).



Contoh % =2x* +4y
dy

Definis 2.3

Persamaan diferensial biasa adalah persamaanrdif@rgang menyangkut
satu atau lebih fungsi (variabel tak bebas) besentanannya terhadap satu
variabel bebas (Pamuntjak, 1990:1.12).
Contoh:y'(t) = —ky(t)

Makna substansi dari persamaan diferensial adalahya laju perubahan
dari variabel tak bebas terhadap variabel bebasyam@g berarti bahwa adanya
perubahan tersebut bergantung pada variabel bedaday ini dapat dianalogkan

pada firman Allah dalam Al-Qur'an:

....... Sesungguhnya Allah tidak merobah keadaanaseskaum sehingga mereka
merobah keadaan yang ada pada diri mereka sendirffQs. Ar-Ra’d/13:11)
Keterkaitan ayat tersebut dengan makna persama@nertial adalah
adanya perubahan pada diri manusia yang berganpad@ usaha manusia
tersebut untuk merubahnya, sehingga diperolehplejubahan ke arah lebih baik

(positif) atau lebih buruk (negatif).

ositif
perubahan kea@aaglaju perubahans <: p .
usaha manusia negatif



Definis 2.4
Persamaan diferensial parsial adalah persamaanremsial yang
menyangkut satu atau lebih fungsi (variabel takalgbbeserta turunannya

terhadap lebih dari satu variabel bebas (Pamuritg®0:1.12).

L0u
Contoh : =4y  + 2xy— X
o0xoy

Definisi 2.5

Orde (tingkat) suatu persamaan diferensial adaidé @ingkat) dari turunan
yang terdapat pada persamaan itu, yang tingkatayiagptinggi (Pamuntjak,
1990:1.13).

Contoh:

d’y dy : .
v +F -4=0, merupakan persamaan diferensial orde dua.
X

2 3
2. ﬂ+xﬂ— £y4: 0, merupakan persamaan diferensial orde tiga.

dx® dx dx

Definis 2.6
Persamaan diferensial orde satu yang termudah i dscdnsinya ialah
persamaan diferensial orde satu yang dapat diulealfadi bentuk
a(y)y'= f(x) (2.4)
yang disebut persamaan diferensial variabel tempisa
Dan untuk mencari solusi persamaan (2.4) diubadmadlentuk

g(y)y'dx= f(x)dx, atau



g(y)dy = f(x)dx (2.5)

(Pamuntjak, 1990:2.1).

2.2 Persamaan Diferensial Parsial

Ketika ada sebuah fungsi(x,y) yang bergantung pada dua variabel bebas
dany, dan jika diturunkan terhadagmakay bernilai konstan dan jika diturunkan
terhadapy maka x bernilai konstan. Adapun notasi pelambangannyaraec

berturut-turut adalah

Dengan simbold yang menunjukkan turunan parsialnya. Notasi itpatia

dipakai untuk pengerjaan turunan orde dua. Turuteshadapx dari g_w di
X

0’ 0 0w

lambangkan dengan—\év dan turunan terhadap dari W adalah dan
ox ox oxay

seterusnya. Turunan parsiadapat dituliskan berupa, (Levine, 1997:4).

Definisi 2.7

Persamaan diferensial parsial dapat dikatakan sebggysamaan yang
mengandung satu atau lebih turunan-turunan par$taksamaan tersebut
merupakan laju perubahan terhadap dua atau lebabi@bebas, yang dikatakan

dengan waktu dan jarak (ruang) (Triatmojo, 2002)199

2
0°u = 2x—y

Contoh: =
oxay



Definis 2.8

Penyelesaian (solusi) persamaan diferensial paaslalah sebuah fungsi
yang memenuhi persamaan tersebut dalam bentuk leesdmaan.

Penyelesaian umum adalah sebuah penyelesaian yanwah sejumlah
berhingga fungsi bebas sembarang yang banyaknya dangan orde persamaan
tersebut.

Penyelesaian khusus adalah suatu penyelesaian ggegoleh dari
penyelesaian umum dengan cara mengambil fungsiaamdmnya secara khusus
(Spiegel, 1983:276).

Contoh :

2
Pada contoh persamaan diferen%laaéu— =2x -y mempunyai penyelesaian
Xoy

u :xzy—%xyz +F(x) +G(y) disebut penyelesaian umum, karena mempunyai

dua fungsi sembarang-(x §lan G(x). Jika dimisalkanF(x) =2sinx dan

G(x) =3y* -5, maka akan diperoleh penyelesaian khusus

u= xzy—%xy2 +2sinx +3y* -5.

Definisi 2.9
Tingkat persamaan diferensial parsial adalah tingkanan tertinggi pada

persamaan itu.



Misal z sebagai variabel terikat dan y sebagai variabel bebas, maka

x% + y% = z disebut persamaan difrensial parsial linier owte.s
y

0x

Definisi 2.10
Persamaan diferensial linier yang umum orde duandaua variabel bebas

berbentuk:

2 2 2
Aal:+Bau+CaL;+Da—u+E@+Fu:G (2.3.1)
ox 0yox ay 0x ay

denganA, B, C, D, E, Fdan G bergantung pada dany tetapi tidak dariu.
Persamaan diferensial parsial seringkali dikelorkpoksebagaeliptik, hiperbolik
atauparabolik berturut-turut sesuai dengan apakah-4AC>0, B?-4AC<0
dan B?-4AC=0 (Spiegel, 1983:276).

Persamaan tersebut dapat dikaitkan dengan masadéta fmodern.

Beberapa persamaan tersebut adalah:

2.21 Persamaan Ellips

Yang termasuk dalam persamaan ellips adalah peasaRw@isson :

0’9  0°

dan persamaan Laplace :

0%u=0 (2.7)



2 2 2 62 2

dimanal?® = 2—2 +F ataud® = 2—2 +F +F merupakan operasi Laplace
x> oy x> dy? 0z

(laplacian operatoy dua atau tiga dimensi (Levine, 1922:44-45)

Persamaan Ellips biasanya berhubungan dengan ma&sseimbangan atau
kondisi permanen (tidak tergantung waktu), dan pksaiannya memerlukan
kondisi batas di sekeliling daerah tinjauan. Cordahi persamaan ellips adalah
aliran air tanah di bawah bendungan dan karenayadamompaan, defleksi plat

karena adanya pembebanan, dan sebagainya.

2.2.2 Persamaan Parabola
Persamaan parabola biasanya berupa persamaareygagting pada waktu
(tidak permanen). Yang termasuk persamaan parabd@ah persamaan

perambatan panas, persamaan difusi dan persantiegmateyang berbentuk :

ou
o P 2.8)
2 2 2 2 2
dimanal? :a_2+a_2 atau [12 :‘)_24,6_24,6_2
ox: oy ox= o0y° o0z

Pada persamaan perambatan parfay,z,t)adalah temperatur dalam suatu
benda padat pada posfsiy,z)pada saatdan konstantg8 dinamakardifusivitas

(difusivity) (Spiegel, 1983:277)

2.2.3 Persamaan Hiperbola
Persamaan hiperbola biasanya berhubungan dengaaramet atau

permasalahan dimana terjaliscontinuedalam waktu.



Persamaan gelombang merupakan salah satu bents&n@en hiperbola

yang paling sederhana yang mempunyai bentuk :
—=C"— (2.9

Dengany adalah perpindahan vertikal pada jasaklari ujung tali yang
bergetar yang mempunyai panjabgesudah wakttt Oleh karena nilay pada
ujung-ujung tali biasanya diketahui untuk semuatwdkondisi batas) dan bentuk
serta kecepatan tali diketahui pada waktu nol (lsralval), maka penyelesaian
persamaan adalah serupa dengan penyelesaian pansapa@abola, Yyaitu

menghitungy padax dant tertentu (Triatmodjo, 2002: 201-202).

2.3 Persamaan Diferensial Linier Homogen
Persamaan diferensial linier homogen dengan keefiskonstanta,
berbentuk
a,y" () +a, Y () +a,,y" (). +ay () +ay(x) =0  (2.10)
dimana tiap-tiap koefisiem, merupakan konstanta riil dan koefisien pertama

a #0.

Untuk menentukan penyelesaian umum dari persamdarertsial linier
homogen kita perlu mencaribuah penyelesaian yang bebas linier.

Jika kita periksa persamaan (2.10) secara seksamsalkan jikan = 1)
yaitu ay'(x)+a,y(x) =0, kita lihat bahwa dalam banyak hal, setiap
penyelesaian persamaan diferensial ini hanya meilgha perkalian antara

konstanta dengan penyelesaian itu sendiri. misadkandengan suatu konstanta



sebagai suatu penyelesaian persamaan (2.10). \jika™, maka y'= pe™,
y"'= p?e™ dany™ = p"e™.
Substitusiy = e™ ke dalam persamaan (2.10), menghasilkan

(n) aPx (n-1)
ap e +a_p

e™+. . . +ape™+a,e™=0
Atau
e™(a,p" +a,,p" +. . +ap+a,)=0 (2.11)

Fungsi eksponen tidak pernah bernilai nol. Kardnaagar y = e dapat

menjadi penyelesaian persamaan diferensial terselaldih jikgp merupakan akar

persamaan polinom
a, p(n) +an—lp(n_1) t..ta,p+ta, =0 (2.12)
Jadi, jika p suatu akar persamaan (2.12), maka= e™ merupakan

penyelesaian persamaan diferensial (2.10). (FimiaioLadas, 1988:78)

Definis 2.11

Polinom f(p)=a,p"+a_,p"+..+ap+a, disebut polinom
karakteristik untuk persamaan (2.10). Akar-akarsperaan karakteristik itu
disebut akar-akar karakteristik.

Menentukan akar-akar karakteristik diperlukan untukembentuk
penyelesaian umum persamaan diferensial linier lg@modengan koefisien
konstanta. Polinom karakteristik pada definisi 2atalah berderajat dan setiap

polinom berderajah atau (n= 1) mempunyai paling sedikit satu akar, karena itu



banyaknya akar-akar yang sama memberikan taepakar-akar. (Finizio dan
Ladas, 1988:79)

Perhatikan persamaan diferensial dengan koefigien r

a,y'+a y+a,y=0 a, 720 (2.13)
andaikan bahwa p, dan p, adalah akar-akar persamaan karakteristik
a,p’+ap+a,=0. Maka bentuk penyelesaian umuy(x dpri persamaan
(2.13) digambarkan oleh beberapa kasus berikut:
Kasus 1
Akar-akar riil dan berlainarp, # p,

y(x) =c,e™ +c,e™,

denganc, danc, konstanta sembarang.
Kasus 2
Akar-akar riil dan samep, = p, = p

y(X) = G + G xé&

denganc, danc, konstanta sembarang
Kasus 3
Akar-akar kompleks sekawap,, =azxib

y(x) = c,e®™ cosbx + c,e** sinbx

denganc, danc, konstanta sembarang (Finizio dan Ladas, 1988:85-86



2.4 Masalah Nilai Batas
Masalah nilai batas (MNB) melibatkan suatu persanditerensial parsial
dan semua penyelesaiannya yang memenuhi syaratdyaagakan syarat batas
(Spiegel, 1983: 276)
Misal persamaan diferensial linier orde-dua
a,(X)y"+a, (X) y'+a, (x)y = f(X) (2.14)
Dimana koefisien-koefisiena,(x),a,(x),a,(x) dan fungsi f(x) merupakan
fungsi-fungsi yang kontinu di dalam selaag x<b dengana,(x) # 0 di dalam
selang ini. Menentukan penyelesaigRr) dari persamaan diferensial (2.14) pada
sebuah titik x = x, di dalam selanga< x<b dan memenuhi dua syarat awal
yang diberikan
Y(X%) =Y dan Y(X) =Yy, (2.15)
merupakan suatmasalah nilai awa(MNA). Dalam banyak MNA variabel bebas

x dari persamaan diferensial pada umumnya menyatak#tu, X, menyatakan
waktu awal dany, dan y, menyatakan syarat awal. Bila variabelbebas

merupakan variabel yang menyatakan tempat (spadabel), maka mencari
suatu penyelesaiary(x) dari persamaan diferensial yang memenuhi syaidd pa
titik akhir dari selanga< x<b

y(@)=A dan y(b)=B (2.16)
dengan A dan B dua buah konstanta, di sepatat batasPersamaan diferensial

(2.14), bersama-sama dengan syarat batas (2.16)pakan suatmasalah nilai



batas(MNB). Bentuk dari syarat batas pada titik akhipaasangat berbeda-beda
(Finizio dan Ladas, 1982:244).

Ada beberapa bentuk khusus syarat batas yang digandalam aplikasi,
yaitu:

Separated ay(@+a,y'(a)=c,

b,y(b) +b,y'(b) =c,.

Dirichlet : y(a) =¢,, y(b) =c,.
Neumann y@=c, Yy(b)-=c,.
Periodic : y(=T) =y(T ) y'(-T) =y'(T)

y(0) = y(2T), y'(0) = y'(2T)
dimana periodenya adalai
Bentuk Dirichlet dan Neumann adalah syarat batag ydusus digunakan

pada masalah nilai batas (Nagle, 612)

2.5Nilai Eigen dan Fungsi Eigen

Dalam bahasa Jerman “eigen” dapat diartikan dersgbenarnya atau
karakteristik. Oleh karena itu nilai eigen dapajgulinamakan nilai sebenarnya
atau nilai karakteristik (Anton, 1997:277). Semudineigen A adalah real.

(Folland, 1992 dalam Sutrima)

Definis 2.12
Jika A adalah matrike xn, maka vektor tak not di dalamR" dinamakan

vektor Eigen dari A jika X adalah kelipatan skalar da¢i yaitu Ax = Axuntuk



suatu skalard . Skalar A dinamakan nilai eigen dari A dandikatakan vektor
eigen yang bersesuaian dengarfAnton, 1987:277).

Untuk mencari nilai eigen matriks A yang berukumarn, maka Ax = AX
dituliskan sebagaiAx= Alx atau (Al — A)x= Q SupayaA menjadi nilai eigen,
maka harus ada pemecahan tak nol dari persartdlanA)x = . Akdh tetapi
karenadet(A) # Q maka persamaa(l - A)x= 8@kan mempunyai pemecahan
tak nol jika dan hanya jika

det(dl -A)=0
yang dinamakan dengan persamaan karakteristik AlaBkyang memenuhi
persamaan ini adalah nilai eigen dari A.

Bila diperluas, makadet(dl - A) =0 adalah polinomA yang dinamakan
polinom karakteristik dari A.

detdl —A) = A" +c A" +...+C (Anton, 1987:278)

Jika A adalah matriks1xn maka pernyataan-pernyataan berikut ekivalen
satu sama lain:
1. A adalah nilai eigen dari A

2. Sistem persamagunl — A)x =0 mempunyai pemecahan tak trivial
3. Ada vektor tak nat di dalamR" sehinggaAx = Ax
4. A adalah pemecahan riil dari persamaan karakterhgill — A) =0

(Anton, 1987:280).

Contoh :

3 2
Carilah nilai-nilai eigen dari matriké :{ 1 O}



Pemecahan: Karend - A =/ 101|383 2)_|4-3 -2
0 1] |-1 0 1 A

Maka, polinom karakteristik dari A adalah
A-3 -2
def Al —A):de{ L }/F -31+2

Persamaan karakteristik dari A adalah

A -31+2=0

Maka pemecahan-pemecahan persamaan ini adatdhdan A = 2, yang
merupakan nilai-nilai eigen dari A. (Anton, 198792.

Dari segi penerapan, khususnya masalah-masalam daé&ka matematis,
ada kelompok masalah nilai batas yang sangat peridanena terdapat persamaan
diferensial linier homogen yang berbentuk:

(P(X¥)y)+(a(x) +A)y =0 (2.17)
dimana p(x)>0 dan q(x) kontinu di dalam suatu selang< x<b, A adalah
sebuah paremeter yang riil, dan kedua syarat lhtésik-titik ujung a danb

berbentuk

a,y(@) +a,y(a=0
By(D)+ B,y (b) =0

(2.18)
masalah nilai batas (2.17) dan (2.18) selalu dipepanyelesaian triviay(x)=0.
tetapi persoalan yang penting dalam masalah nétasbini adalah menentukan
nilai A agar masalah nilai batas (2.17) dan (2.18) mengiymgnyelesaian tak

trivial. Nilai-nilai A ini disebutnilai eigendari masalah nilai batas (2.17) dan

(2.18). Penyelesaian tak trivial pautannya disélugsi eigermasalah nilai batas



(2.17) dan (2.18), juga disebutasalah nilai eigenFinizio dan Ladas, 1988:
251).
Contoh :

Tentukan nilai eigen dari masalah nilai eigen (MND)

y"+(-9+A)y=0untukO<s x< 1

y'(0) =0, y@®=0
Penyelesaian :

Akar-akar karakteristik dari persamaan diatas adala/9- 1. Jadi
penyelesaian persamaan diferensial di atas adatgantung apaka®-A4> 0,
9-1=0dan9-4<0.

Untuk 9-A >0, misalkan9-1=k*, dimanak > Q Jadi persamaannya
menjadiy"+k’y = Q mempunyai penyelesaian umum berbentuk

y(x) =ce™ +c,e
Dengan menggunakan syarat batas, maka :
y'(X) = —c ke™ +c,ke”
y'©0) =-ck+c,k=0=-c +c,=0 =¢, =¢C,
y'@) =-cke™® +c,ke* =0
—-c ke +cké=0,=¢ =0

Jadic, =c, = 0 dengan demikian untu—A > 0 tidak ada nilai eigen.

Untuk 9-A=0, maka persamaan diferensialnya menjagi'= , O
mempunyai penyelesaian umum berbentuk

y(X) =¢, +C,x



Dengan menggunakan syarat batas, maka :

y'(X) =c,
y'(0)=c, =0
y'@®)=c,=0

Jadi, untuk 9-A =0mempunyai penyelesaian taktriviay(x) =c, atau
kelipatan konstantay(x) =1. Nilai A =9 karena itu sebuah nilai diri dari MND
dengan fungsi(x) =1 sebagai pautannya.

Untuk 9-1 <0, misalkan9-A =-k*, dimanak >0. Jadi persamaannya
menjadi y'-k’y = Q mempunyai penyelesaian umum berbentuk

Y(X) = ¢, coskx + ¢, Sinkx
Dengan menggunakan syarat batas, maka :
y'(x) = —¢,k sinkx+ ¢,k coskx
y'(0) = —cksinkO+c,kcosk0=0 =c,k=0 =c,=0
y'@) = —-c,ksinkl+c,kcoskl=0
= —Cksink =0 =sink=0
Untuk memenuhsink = Qmakak = nn, untukn=123,...
Disini 9-4 =-k?, A=9+Kk?, karena itu
A, =9+n?%, untukn = 1,23,...adalah nilai eigen.
Maka nilai eigen dari MND tersebut adalai,=9+n’77>, untuk

n=123,....



Masalah nilai eigen sering muncul dalam fisika metts. Khususnya, ini
muncul dalam proses penyelesaian dengan metodesgiesni variabel dari

masalah nilai awal yang meliputi salah satu darsg®aan diferensial parsial

berikut:
2
ou =k y l: (persamaan parabola (kalor))
ot ox
0°u  ,0°u
—-c"—=0 ersamaan gelomban
e o (p g 9)
0°u 90°u _ N
s - N\ =0 (persamaan Laplace) (Finizio dan Ladas,
ox° oy
1988: 255)

Konsep nilai eigen yang merupakan pemecahan il gleatu persamaan
karakteristik tersebut dapat digambarkan dengaapsetasalah dalam kehidupan
pasti ada pemecahannya. Sebagaimana firman Allet Buinsyirah/94 ayat 6:

D L el 0 O
"Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemud#&@anAl-Insyirah/94:6 )

2.6 Deret Fourier
Definisi 2.13
Misalkan f adalah sebuah fungsi dengan periotle Reret Fourier dari

fungsif adalah berupa deret:

f(x) :%+Z(an cosnTnX+bn sinnij (2.19)

n=1

Yang diberikan dengan koefisien-koefisien:



_1p
8=~ j_L f (x)dx
a, =1_|.L f(x)cosn—mdx
Lot L

e . N7KX
b, _EL f (x)sin="dx

Koefisien-koefisien tersebut dinamakan koefisieuriter.

Makna substansi deret Fourier adalah penjumlahagsftfungsi sampai
suku ken pada fungsi periodik. Penambahan jumlah suku (iyngsn akan
memperhalus pendekatan grafik. Semakin banyak fiyagsg ditambahkan, maka
pendekatan grafik semakin mendekati bentuk aslikgeena itu suatu deret akan

semakin bagus grafiknya jika komponen penjumlahrs@makin banyak

(www.sora9n.wordpress.cqrdi akses tanggal 14 Desember 2007).

(29 b5l U85 Ggnts WSR2 (05 83 0 Kals U] LT IS
"Hai manusia, sesungguhnya Kami menciptakan kanmruseorang laki-laki dan
seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsagda dan bersuku-suku
supaya kamu saling kenal-mengenal....(Qs. Al-Hujurat/49: 13)

Semakin kuat pengenalan antar sesama maka seneaiuka ruang untuk
saling memberi manfaat antar sesama. Sebagaiméaragpakan semakin indah
kalau warnanya semakin banyak, bukan cuma merah kita saja, dan deret
fourier semakin bagus jika komponen penjumlahanag@mbanyak sampai suku

ke-n. Demikian pula dunia manusia, khasanah pemikiraberyalu membosankan

jika tidak ada orang lain di sekitarnya.



2.6.1 Deret Fourier Sinus
Teorema 2.1

Misalkanf adalah fungsi yang didefinisikan pada interval L(p sampai
(-L, O0) sebagai suatu fungsi ganijil. Jika deret fousiarada maka format deretnya

adalah:

() =>b, sin%,
n=1

dengan
a =0,b, =%IOL f(x)sin%dx (Humi dan Miler, 1991:88)
Bukti

Dari definisi 1 sub bab 6.1 diketahui bahwa:

e . N7X
b, 'EL f(9sin—=dx

_ 10 . N7X 1L . N7X
_ILL f(x)sdex+E_|'0 f(x)sdex (2.20)
Pada persamaan (2.20) integral yang pertama dkaisal= -y, dapat dilihat

10 N o Ll o ona(-y) o
Ej_Lf(x)S|anx—IILf( y)sin==—=d(-y)

. N7X . N
Karena f (x )dan smT adalah fungsi ganjil, maka:
lj" f(x)sin % dx = —le— f(y)(— sinn—wj(—dy)
Lot L Lo L

_ 1. . N7KX
_I-[O f(x)sdex

Karenay adalah variabel pemisalan darr -y, maka



0 N V7 SR A . N7KX
j_L f(sin—dx= = jo f (x)sin="=dx (2.21)
Persamaan (2.20) disubstitusikan ke persamaan)(2n2ka:

_ 10 . NI 1L . NI
b, —EL f(x)slanx+I_|'0 f(x)sdex
_1 . N7X
—Ej f(x)sm—dx+ j f(x)sdex

= —I f(x)sm—dx

2.6.2 Deret Fourier Cosinus
Teorema 2.2

Misalkan f adalah fungsi yang didefinisikan pada intervall(Dsampai
(-L, O0) sebagai suatu fungsi genap. Jika deret Foumewrmya, maka format

deretnya adalah:

a [oe]
f)=—2+>a, cos™’®
2 & L

dengan

b, =0, a0=%J'OLf(x)dx, anz%jOLf(x)cosndex (Humi dan Miler,

1991:88)
Bukti

Dari definisi 1 sub bab 6.1 diketahui bahwa:

a, =1J'L f(x)cosn—mdx
Lt L



_ 10 n7x 1.t n7x
=T j_L f(x)cos—=dx+= jo f () cos— = dx (2.22)
Pada persamaan (2.22) integral yang pertama dkaisal= -y, dapat dilihat

%ﬁ f(x)cos%dxz %jff(—y)cos@d(—y)

Karena f (x) dan cosnTm adalah fungsi genap, maka:
L1 t9cos™ax= 2 [ f(y)cos™ (~dy)
Lot L IO L

=1jL (%) cos % dix
Lo L

Karenay adalah variabel pemisalan dark -y, maka;

0 nx ., _ 1t n7x
L f (¥ cos——dx == jo f () cos— = dx (2.23)

Persamaan (2.22) di substitusikan ke persamaad)(2n2ka:

a, =£J‘O f(x)cos%dx+ifL f(x)cos%dx
L J-t L LJo L

=1ij(x)cos@dx+1jLf(x)cos@dx
L~ L L~ L

=Eij(x)cosn—mdx
L =

2.6.3 Deret Fourier Ganda
Definis 2.14
Jika sebuah deret konvergen ke fungsi periodli,y , x Jsuatu fungsi

periodik pada P dan y pada 2V, dan koefisiennya dinyatakan pada Tabel 1,



maka deret tersebut dinamakan deret fourier garada kibefisiennya disebut
dengan koefisien Fourier (Humi dan Miller, 1991:2248).

Fungsi periodikf (x, y) dalam bentuk deret Fourier ganda adalah:

N m7x n7y . mry . nry
f(xy) = a,,,CoOs——cos—-+Db, sin—-sin—-
(%) ZZ{ L W L w

m=0 n=0
p . A sin% cos™ 4 d,. cos™ % sin ¥ (2.24)
W L W

Adapun koefisien Fourier dari persamaan (2.24)adal

4

WIOL J.:v f (X, y)u(x)v(y)dydx

Koefisien= —~— [0 £ (x y)u(v(y)dydx =
KLW J-td-w

dengan perincian seperti yang tersebut pada Tabel 1

Tabel 1. Koefisen Fourier

NO | Koefisen k u(x) Vv(y)
m,n=1,2,3,...
1 a,. 1 m7x nry
cOS—— cos—
L W
2 1 ) /
By sin /X sin Y
3 Conn 1 . M7 n7y
sin—- coSs—
L w
4 d. 1 m7x . N7y
coS—— sin—=
L w
5 a, 2 m7x 1
m cosT
6 Coo 2 . M7 1
sin—-
L
7
Bon 2 1 cos ¥
w
8
dOn 2 1 Sinn—ry
W
9 ay, 4 1 1




BAB 111

PEMBAHASAN

Bab Il dalam penelitian ini menjelaskan tentandjkasi nilai eigen untuk

menentukan solusi persamaan diferensial parsialng®® menyelesaikan

persamaan diferensial parsial linier orde dua datemtuk persamaan parabola

yaitu . Adapun penyelesaiannya adalah melalui lagdzelangkah sebagai berikut:

1.

2.

Menentukan persamaan diferensial yang akan diskdesa
Menentukan syarat-syarat batas

Memisahkan variabel-variabel

Menentukan masalah nilai eigen

Menentukan nilai eigen

Menentukan fungsi eigen

Menentukan solusi persamaan diferensial parsial

3.1 Penyelesaian Per samaan Parabola dengan Menggunakan Nilai Eigen

3.1.1 Menentukan Persamaan Diferensial yang Akan Diselesaikan

Persamaan diferensial parsial dengan bentuk peesamliferensial parsial

linier orde dua atau dalam persamaan ini disebtgapeaan parabola yang dalam

fisika dikenal dengan persamaan kalor dimensi utay

ou 0°u 0%



3.1.2 Menentukan Syarat-syarat Batas

2 2
@:ﬁa_g+a—g , 0<x<L, O<y<Ww, t>0
ot ox° oy

Z—Ltj(O,y,t)=0, %(L,y,t):o, O<y<W, t>0 (3.2

u(0,y,t) =0 adalah temperatur benda pada pofisy) pada koordinat
x.y)

u(x,0,t)=0, u(x,W,t)=0, 0<x<L, t>0 (3.3)
u(x,0,t) =0 adalah temperatur benda pada poéisd) pada koordinat
x.y)

u(x,y0) = f(xy), 0<x<lL, O<y<W (3.4)
u(x,y,0) = f(x,y) adalah temperatur benda pada poéigy) pada saat

t=0 punya sebuah fung§ix,y) atau fungsi dengan dua variabetlany

(Nagle dan Saff, 1996:609).

3.1.3 Memisahkan Variabel-variabel

Dari persamaan (3.1) sebagai langkah awal dapakuk&n pemisahan
variabel. Misalu(x, y,t)= g(x y) {) dimanau(x, y,t) adalah fungsi perambatan
panas pada plat empat persegi panjang yang berganpada kecepatan
perambatan pada sigidany (panjang dan lebar bidang) dan waktug(x, y)
adalah fungsi kecepatan perambatan yang bergapiuhg sisix dany (panjang
dan lebar bidang) dah(t) adalah fungsi waktu yang bergantung paddengan

melakukan operasi pemisahan variabel maka persa(@agmenjadi



u(x y, )= (a(x Y (B
g(x Wh()=(g(x Y13+ g(x y b B (3.5)
0,(x y) adalah turunan parsial tingkat dua terhaxiap

g,,(% y) adalah turunan parsial tingkat dua terhaglap

Persamaan (3.5) di kalikan dengﬁ%g, maka

h'(t
o(x y>%=(g“(x P+ g, (X 9)B

() _(9u(x 9+ g,(% )
h(t) 8 a(x y

Karena pada ruas kiri hanya bergantung pada variadteast dan ruas
kanan hanya bergantung pada variabel bebakny, maka masing-masing

ruasnya haruslah konstan

h'() _ (X ¥+ 9,(x Y -
h(t)8 a(x y)

(3.6)

A adalah konstanta yang bernilai riil

Persamaan (3.6) dipecah menjadi 2 persamaan

W) _ 5 gan IeON* G(X Y _
h(t) 5 a(xy)

Persamaan pertama adalél(c'{()% =A= h'(t) =A8Nh(1)

atau menjadi

h'(t)-ABh(t) =0 (3.6)



XN+ 9,(X Y _

Persamaan kedua adalah
a(x y)

Ou(X N+ g, (xY=AdxY
o (X W+ G, (X V=2 d X ¥=0 (3.7)
A adalah konstanta yang bernilai riil.
Misalkan g(x, y)= f(X f(y) dimanaf(x) adalah fungsi sisi plat (panjang
plat) dan f (y) fungsi sisi plat (lebar plat) adalah , maka pesamy(3.7) menjadi:
o) f(y)+ £ f*(Y)-A f(¥ f(y=0

Persamaan diatas di bagi denglix) f (y) , maka:

f0 ()
0 __ '),
f0

Karena pada ruas kiri hanya bergantung pada varladdeasx dan ruas
kanan hanya bergantung pada variabel bghamaka masing-masing ruasnya

haruslah konstan.

0. 10D, -
) f(y)

U (3.8)

4 merupakan konstanta yang bernilai riil.
Persamaan (3.8) di pecah menjadi dua persamaan, yai

(00 _ ) gan- L")
X (9 f(y)

+A=pu

Persamaan pertama adak'gthm =u

f(x)



fr ()= (x)

f'O)-uf(x)=0 (3.9
Persamaan kedua adalahf% +tA=pu
y

= (y)=(u-A)f(y)

fr(y)+(u=-A)f(y)=0 (3.10)

Masing-masing variabel pada persamaan diferensiaigl tersebut di atas
sudah dipisahkan, dan persamaannya telah menjasirpaan diferensial linier

homogen.

3.1.4 Menentukan Masalah Nilai Eigen

3.1.4.1 Masalah Nilai Eigen dari Fungsi f(x)
Masalah nilai eigen fungsif(x) adalah persamaan (3.9) dengan
menggunakan syarat batas (3.2) dan diketahui balixay, t)= f(x) f(y) H?

maka

ou ou
—(0,y,t)=0, —(L,y,t)=0, O<y<W, t>0
at( y,t) at( y,t) y

menjadi
f1(0)f (yh(®)= (L) f(y)h()=0
f'(0)=f'(L)=0 atau dapat ditulis dengan
f'(0)=0 f'(L)=0

Jadi masalah nilai eigennya adalah

f'"xX)-uf(x)=0



f(0)=0 f(L)=0 (3.11)

3.1.4.2 Masalah Nilai Eigen dari Fungs f(y)

Masalah nilai eigen fungsif(y) adalah persamaan (3.10) dengan
menggunakan syarat batas (3.3) dan diketahui balixay, t)= f(x) f(y) H?
maka

u(x,0,t) =0, u(x,W,t)=0, 0<x<L, t>0
menjadi

f(x) f(O)h(t) = f(x) F(W)HY=0

f(0)=fW)=0

f(0)=0 f(W)=0
Jadi masalah nilai eigennya adalah

fr(y)+(u-A)f(y)=0

f(0)=0 f(W) =0 (3.12)

3.1.5 Menentukan Nilai Eigen

3.1.5.1 Nilai Eigen dari Fungsi f (x)
Menentukan nilai eigen fungdi(x) digunakan masalah nilai eigen, yaitu:
fF'(X)-uf(x)=0

f(0)=0 f(L)=0



Untuk menyelesaikan masalah nilai eigen di atakantébutuhkan bantuan
persamaan, yaitu persamaan karakteristik dari pexaa diferensial tersebut
yaitu:

f"(x)-uf(x)=0, persamaan karakteristiknya adalah:

p?-u=0
karenayu merupakan konstanta yang bernilai riil, maka rdlaii 4 mempunyai
tiga kemungkinan yaitu, positif, nol dan negatifalkd untuk menentukan akar-
akar karakteristiknya digunakan tiga kemungkinaseteut, yakni:
3.15.1.1 Untuk g >0 atau u Positif, maka;

p*-p=0

Akar-akar karakteristiknya adalap, , :i\/z, yang merupakan akar-akar

berlainan.

Berdasarkan kasus 1 pada subbab 2.3 yang menyadpkhila persamaan
karakteristik mempunyai akar-akar riil dan berlaing, # p,, maka solusi umum
dari persamaan tersebut berbentuk

f(x)=ge*+ ¢ é&”

Jadi solusi umum dari persamaanf "(x) - f(xX) =0dengan akar-akar

p,, =+ 4 adalah:
f(0=ge+ el

Dengan menggunakan syarat batas:

f'(0)=0 f'(L) =0, maka



f(x)= e+ g e
() =Juge" ~Jug e
Untuk f'(0)=0

£'(0)=Juce” ~Jugel =0
0=/uce’® - [uc,e*°
0=./uce® - uc,e
0:\/;01 —\/Zc2
0=(c,~c,Wu
0=(c.-c,)

G =6

Untuk f'(L)=0

f(L) = Juce ~Jug el =0

0=.Juc,e’ - [uc,e™*"  karenac, = c, maka:
0=Juce' ~Juce

0= \/ch(eﬁ’L - e‘ﬁL)

- o __ 1
o \/ch(e emj

— N 1
°" Cl(e emj



o
Jain_ 1
(e elm j

=0

C =

Karena ¢, =c,, maka c, =0. Sehinggac, =c, =0, adalah penyelesaian
yang identik nol, yang berarti bahwa> b@ikan nilai eigen. Atau masalah nilai
eigen di atas tidak mempunyai nilai eigen yang positif.
3.15.1.2 Untuk =0 atau u Nol, maka;

p*-u=0

Akar-akar karakteristiknya adalalp,, =0, yang merupakan akar-akar

kembar (nol).

Berdasarkan kasus 2 pada subbab 2.3 yang menyapkaia persamaan
karakteristik mempunyai akar-akar riil kembay = p, = p, maka solusi umum
dari persamaan tersebut berbentuk

f(x)=ce”+ ¢ x&
Jadi solusi umum dari persamaain’(x)— 4 f(x)=0 dengan akar-akar

p., =0 adalah:
f(X) =€ + ¢ x&
f(x)=g+cx
Dengan menggunakan syarat batas:

f'(0)=0 f'(L)=0, maka

f'(x)=c¢



Untuk f'(0)=0
f'(0)=c,=0
c, =0
Untuk f'(L)=0
f'(L)=c,=0
c,=0
Jadi untuky = Omempunyai penyelesaian yang identik nol, yang berartivaah
4 =0 bukan nilai eigen.
3.151.3 Untuk <0 atau x4 Negatif, maka;
p*-p=0
p*-(-1)=0
p*+u=0
p’=-u
Akar-akar karakteristiknya adalalp =0+ iﬁ, yang merupakan akar-

akar imaginer.

Berdasarkan kasus 3 pada subbab 2.3 yang menyaipkaila persamaan

karakteristik mempunyai akar-akar kompleks sekawmgn =k *il maka, solusi
umum dari persamaan tersebut berbentuk
f(x) = ¢ é*coslx+ ¢ & sinly
Jadi solusi umum dari persamaaihn'(x)—uf(x)=0 dengan akar-akar

p., = kil adalah:



f(X) = ¢ € cosy—u x+ ¢ & sin/-u :
f(x) = €& cosy-u x+ ¢ & sin/-u :
f(X) = ¢ cosy— x+ ¢ Sin/—u x

Dengan menggunakan syarat batas:

f'(0)=0 f'(L) =0, maka
f () = /- siny—u x+ /- ¢, cos/-u x
Untuk X'(0) =0
f '(0) = —J-pc, siny-p 0+\/-uc, cos/-u G |
0= —Hcl sin0+ ch cos0
0=0+./-uc,

0=4-uc,

f (L) = == sin\/-pL+./-uc, cos/-uL= (
0= —Hcl sinHL + HOCOSL
0= —ﬁcl sinHL
0= clsinHL
c, 720, makasinﬁL =0

Untuk memenuhi agar nilain,/— 4L =0, maka:



e _(Tj (3.13)

2
Maka nilai eigen dari fungsf (x) adalahy = —(m—Lﬂ)

3.1.5.2 Nilai Eigen dari Fungsi f(y)
Menentukan nilai eigen fungdi(y) digunakan masalah nilai eigen, yaitu:
fr(y)+(u-A)f(y)=0
f(0)=0 f(W)=0

2
Misalkan  nilai ,u=—(%7j disubstitusikan pada persamaan

fr(y)+(u-4)f(y)=0, maka:

f(y) + _(mTﬂj —AJ f(y)=0

f(y)- (m—L”J +Ajf(y):o

2
Misalkan ((m_l_n) + /]J =n

Maka masalah nilai eigen di atas menjadi



fr(y)-nf(y)=0

f(0)=0 f(L)=0

Untuk menyelesaikan masalah nilai eigen di atasutditkan bantuan
persamaan, yaitu persamaan karakteristik dari pexraa diferensial tersebut
yaitu:

f"(y)—n f(y) =0, persamaan karakteristiknya adalah:

q°=7=0

Karena 7 merupakan konstanta yang bernilai riil, maka nitkri 7
mempunyai tiga kemungkinan yaitu, positif, nol daegatif. Maka untuk
menentukan akar-akar karakteristiknya digunakaa #gmungkinan tersebut,
yakni:
3.1.5.21 Untuk >0 atau n Positif, maka;

2

q--7=0
Akar-akar karakteristiknya adalan=¢\/ﬁ , yang merupakan akar-akar

berlainan.

Berdasarkan kasus 1 pada subbab 2.3 yang menyeapkéiia persamaan
karakteristik mempunyai akar-akar riil dan berlairng # q,, maka solusi umum
dari persamaan tersebut berbentuk

f(y)=ge”+¢é”

Jadi solusi umum dari persamaah’(y)-7f(y)=0 dengan akar-akar

q= i\/ﬁ adalah:



f(y)=qe”+ge
Dengan menggunakan syarat batas:
f(0)=0 f (W) =0, maka
f(y)=ge™+ e
Untuk f(0)=0
f(0)=ce+ce°=0
0=ce’ +c,e’
O0=c, +c,
¢, =—C, atauc, = —¢,
Untuk f(W)=0
fW)=ge™ + g& =0,
karenac, = —c,;, maka
0=ce™ —ce "™

0= cl(eﬁW - e‘m’)

¢ =0
Karena c, =-c,, maka c, = Q Sehingga,c, = Odan c, = O adalah
penyelesaian yang identik nol, yang berarti bappwa buikan nilai eigen. Atau
masalah nilai eigen fungdi(y) di atas tidak mempunyai nilai eigen yang positif.

3.1.5.2.2 Untuk 7 =0 atau 7 Nol, maka;



q*-n=0
Akar-akar karakteristiknya adalaly,, =0, yang merupakan akar-akar

kembar (nol).

Berdasarkan kasus 2 pada subbab 2.3 yang menyeapkéiia persamaan
karakteristik mempunyai akar-akar riil kembay=q,, maka solusi umum dari
persamaan tersebut berbentuk

f(y)=qe”+c y&

Jadi solusi umum dari persamaain”(y)-nf(y)=0 dengan akar-akar

g,, =0 adalah:
f(y)=c€” + ¢y
f(y)=a+cy

Dengan menggunakan syarat batas:

f(0)=0 f (W) =0, maka

f(y)=g+gy
Untuk f(0)=0,

f(0)=c +c,0=0

0=c
Untuk f(W)=0,
fW) =g+ GW=0

Karenac, = Q maka

0=0+c,W



Jadi untukp = 0, =0 dan c, =0 mempunyai penyelesaian yang identik nol,
yang berarti bahwg = 0Oukan nilai eigen
3.1.5.23 Untuk 7 <0 atau /7 Negatif, maka;

q°-7=0

9" =(-n7) =0

q°+7=0

q =

Akar-akar karakteristiknya adalah=0+i/-7 , yang merupakan akar-akar
imaginer.

Berdasarkan kasus 3 pada subbab 2.3 yang menyadpkhila persamaan

karakteristik mempunyai akar-akar kompleks sekawan=k il , maka solusi
umum dari persamaan tersebut berbentuk
f(y) =cé¥cosly+ ¢ & sinly
Jadi solusi umum dari persamaanf "(y)-7 f(y) =0dengan akar-akar

g,, = kil adalah:
f(y) = g& cosy— y+ 6 & sin/-7 )
f(y)=g€cos/-7 y+ ¢ & sin/—
f(y)=gcosy=7y+ ¢ siny=n y



Dengan menggunakan syarat batas:
f(0)=0 f (1) =0, maka
f(y) = gcosy~7y+ G sinf-7 y
Untuk f(0)=0
f (0)=¢, cos\-77 Ot ¢, sinf-7 G |
0=c,cos0+c,sin0
0=c +0
c,=0
Untuk f(W)=0
f (W) = g cosy-7W+ ¢ sin/-n W= (
0= c, cos,/- W +c, siny/- W
karenac, = Q maka
0= 0c0s,/- AW + ¢, sin\/-nW
0=c, sinﬁw
c, 20, makasinHW =0

Untuk memenuhi agar nil&@in,/-7W =0, maka:

Hw=nn
-hn
‘/__W



2
n= —(—J (3.14)
n)’
Maka nilai eigen dari fungsf (y) adalatv = —(WJ .
mr)?
Karena itu nilai eigend bisa ditentukan dari persamaéﬂL—J +A=n

2
atau A :n—(m—Lﬂj , dengan mensubstitusikan nilapada persamaan tersebut,

=)
G

3.1.6 Menentukan Fungsi Eigen
3.1.6.1 Fungsi Eigen dari Fungs f(x)

Penyelesaian umum dari fungs$i(x) yang memenuhi nilai eigen adalah
f (X) = ¢ cosy - x+ ¢, siny—p x.

Dengan mensubstitusi nilai eigen dan c, pada penyelesaian umum,

maka:

m7r 1174
f(x)= qcosT X+ OsmT X

f(x)=clcos?(



f(x)= cmcos?( m=0,1,2,3,.. (3.16)

3.1.6.2 Fungsi Eigen dari Fungs f(y)

Penyelesaian umum dari fung$i(y) yang memenuhi nilai eigen adalah

f(y) = qcosy-ny+ ¢ siny-—7 y.

Dengan mensubstitusi nilai eiggndanc, pada penyelesaian umum, maka:

f(y)= Ocosn—n y+ sinn—n y
W K w

_niry
f(y)=c sin—=
(y)=¢,si W
fn(y):cnsin%/ n=123,.. (3.17)

3.1.6.3 Menentukan Fungsi h(t)

Nilai eigen darid dari dua fungsi sudah diketahui, selanjutnya menan

penyelesaian umum darih(t), yaitu dengan mensubstitusikan nilai

2 2
A= —[(M +(m—|_nj } pada persamaan (3.6), maka

oo o] o

Persamaan karakteristiknya adalek A =0, r =4 mempunyai satu akar

karakteristik yaituA . Berdasarkan penjelasan teori pada subbab 2.3}jikaatu



akar persamaarr -1 = (maka h=¢€" merupakan penyelesaian persamaan

diferensial.

mr

h'(t)—(—((wj +(—Lj Jjﬂh(t) =0, mempunyai penyelesaian umum

h(t)=he "

(D) = e

()T
h..()=b,e" t m=0,1,2,3,..n=1,2,3,.. (3.18)

3.1.7 Menentukan Solusi Persamaan Diferensial Parsial

Diketahuiu(x, v, t) = o(x y) K}

Karenag(x y)= f(X f(y), maka

u(x, y, )= f(x f(y) HY

Kemudian substitusi untuk fungsi-fungsi eigei(x), f,(y), h,(t) dapat

diperoleh dariu(x, y, t) = g(x y) i ), maka

P

Misalkanc,c,b,, = a,, merupakan konstanta dengan

m=n=mn

m=0,1,2,3,..., n=1,23,...

h TT% nz B
Upn(X Y1) = 8 [ c:os(—)s n(””y )



Jika diperoleh serangkaian deret tak terbatas, megtraghasilkan deret yang
berupa:

2 r.|2

u (Xv y!t) = iiamne_[l_z W jﬁ COS(_)SIr(nW) (319)

m=0 n=1
Dari persamaan (3.19) akan digunakan syarat bawsy@aitu
u(x, y,0) = f(x,y), 0<x<lL, O<y<W
anggap=0, maka diperoleh deret;

U (xy0) = f(xy)= iiamne_[” e Cog ™ )Sin( )

m=0 n=1

u(xy0)=f(xy)= Zzamneocos( )Sm( &)

m=0 n=1

U (Y0 = f(xy)= Y Y a,Cot T )SINTY) (3.20)

m=0 n=1
Persamaan tersebut merupakan deret Fourier ganda.
Untuk fungsif(x,y) pada deret Fourier di atas adalah terdiri atagsugenap

untuk variabelx dan fungsi ganjil untuk variabgl. Koefisien a., pada
persamaan (3.20) adalah sama dengan koefisiepada persamaan (2.24). Dan

diketahui nilaia,,, denganm=0,1,2.. dam=1,2,3,... dari tabel 1 dapat diperoleh:
koefisien= i“.w f (X, y)u(x)v(y)dydx
NAVECECEER
Untuk m=0, :

k=2, u(x)=1danv(y) = sin%, maka



=2
.n I_W

O

W
'[ f(x, y)Sln dydx, n=1, 2, 3,... (3.22)
0

Dan untukm=1, n=1, maka:

k=1, u(x)= cosm—lju danv(y) = sin%, maka

Q

2 Hf(x y)CosTSm nydydx (3.22)

m.n

Adapun solusi untuk persamaan diferensial par8idl) (dengan syarat batas
((3.2)-(3.4)) adalah berupa persamaan (3.20) dafidtennya diturunkan pada

persamaan ((3.21)-(3.22)).

3.2 Penyelesaian Persamaan Parabola dengan Menggunakan Nilai Eigen
dalam Contoh Soal

Contoh 3.2

Tentukan solusi persamaan diferensial parsial

ou 62u d%u

== O<x<rT o<y<rr
ot ax 0y2 v

Penyelesaian

3.2.1 Menentukan Persamaan Diferensial yang akan Diselesaikan

ot ox* 9y’

O<x<rr O<y<rm (3.23)
3.2.2 Menentukan syar at-syar at Batas

ou
0X

Ju

5 —(myt)=0 o<y<m t>0 (3.24)
X

(0y.1)=



u(x,0,t) =u(x,7,t) =0 O<x<rmr t>0 (3.25)

u(x,y0)=f(x,y)=y 0<X<1T o<y<rm (3.26)

3.2.3 Memisahkan Variabel-variabel
ot ox> oy’
Misal u(x, v, )= g(x Y ), maka

a(x yh(9=g,(x y 3+ g(x Yy (3.27)

Persamaan (3.27) di kalikan deng&%, maka

) _

a(xy) )

(X Y+ g,(x Y

h'() _ 9u(X Y+ g,(X Y
h(t) a(x y)

Karena pada ruas kiri hanya bergantung pada vdriadleast dan ruas
kanan hanya bergantung pada variabel bebakny, maka masing-masing

ruasnya haruslah konstan, sehingga

h(M) _ 9.0+ g, (xy_,

(3.28)
h(t) a(x y)
A adalah konstanta bernilai riil

Persamaan (3.28) dipecah menjadi 2 persamaan, yaitu

DO _ ) gan I=3N+ 94X Y _
h(t) a(xy)

Persamaan pertama adal%(l%) =A



h'(t) = Ah(t)

h'(t)-Ah(t) =0 (3.29)

da%?&(x' Y+ 9,(% »:A

Persamaan yang kedua a
g(xy)

Ou(X N+ g, (X Y=AdxY
(X N+ g,(%XYy-Ad xy=0
Misalkan g(x, y) = f(x f(y), maka:

Fr ) f(y)+ f(X) f"(Y-A (R f(yYy=0 (3.30)

Masing-masing ruas dibagi dengdiix) f (y) , maka persamaan (3.31) menjadi:

00, '),
(0 f(y)
0.,
f0 ()

Karena pada ruas kiri hanya bergantung pada varladdeasx dan ruas
kanan hanya bergantung pada variabel bghamaka masing-masing ruasnya

haruslah konstan.

') __f'),
== A=pu (3.32)
f(x) f(y)

4 adalah konstanta yang bernilai riil.

Persamaan (3.32) dipecah menjadi dua persamaamn, yai

00 qan- L0412

f(x) f(y)

Persamaan pertama adalah



f(x)
f(x)

fr)=puf(x

=y

f' ) -uf(x)=0 (3.33)
Persamaan kedua adalah

Wy,

f(y)
—f () =(u-A)f(y)
fr(y)+(u-A)f(y)=0 (3.34)
Masing-masing variabel pada persamaan diferensiaigl tersebut di atas
sudah dipisahkan, dan persamaannya telah menjasimeaan diferensial linier

homogen.

3.2.4 Menentukan Masalah Nilai Eigennya

3.24.1 Masalah Nilai Eigen dari Fungsi f(x)
Masalah nilai eigen fungsif(x) adalah persamaan (3.33) dengan

menggunakan syarat batas (3.24) dan diketahui bal{way, t)= (X f(y) K

maka
%(O,y,t)z%(n,y,t)zo o<y<m t>0
menjadi

f(O)f (y)h(t)= f'(7) f(y)h()=0

f0)=f '(m)=0



f'(0)=0 f'(m)=0
Jadi masalah nilai eigennya adalah
f'"xX)-uf(x)=0

f(0)=0 f'(m)=0 (3.35)

3.2.4.2 Masalah Nilai Eigen dari Fungs f(y)

Masalah nilai eigen fungsif(y) adalah persamaan (3.34) dengan
menggunakan syarat batas (3.25) dan diketahui bal{way, t)= f(X) f(y) H)
maka

u(x,0,t) =u(x,n,t) =0 O<x<rm t>0
menjadi

f(x) f(O)h(t)= f(X) f(m)h()=0

f(0)=f(m)=0

f(0)=0 f(m)=0
Jadi masalah nilai eigennya adalah

fr(y)+(u-A)f(y)=0

f(0)=0 f(m)=0 (3.36)

3.2.5 Menentukan Nilai Eigen

3.2.5.1 Nilai Eigen dari Fungsi f(x)

Menentukan nilai eigen fungdi(x) digunakan masalah nilai eigen, yaitu:

f'"x)-uf(x)=0



f'(0)=0 f'(m)=0

Untuk menyelesaikan masalah nilai eigen di atasutdhb bantuan
persamaan, yaitu persamaan karakteristik dari peraa diferensial tersebut
yaitu:

f"(x)—uf(x)=0, persamaan karakteristiknya adalah:

p*-p=0

Karena 4 merupakan konstanta yang bernilai riil, maka nikiri y
mempunyai tiga kemungkinan yaitu, positif, nol daegatif. Maka untuk
menentukan akar-akar karakteristiknya digunakama #gmungkinan tersebut,
yakni:
3.25.1.1Untuk x>0 atau u Positif, maka;

p*-u=0

Akar-akar karakteristiknya adalap,, = i\/ﬁ, yang merupakan akar-akar

berlainan.

Berdasarkan kasus 1 pada subbab 2.3 yang menyeadpkéiia persamaan
karakteristik mempunyai akar-akar riil dan berlaing, # p,, maka solusi umum
dari persamaan tersebut berbentuk

f(x)=ge?+cd”
Jadi solusi umum dari persamaanf "(x)—uf(xX) =0dengan akar-akar

P, =*4/ 4 adalah:

f(0=ge”+ge



Dengan menggunakan syarat batas:

f'(0)=0 f'(71)=0, maka
f(x)= qﬁx +G &k
f'0) = Juge" - ug e
Untuk f'(0)=0
f(0)=pge" - Juge* =0
0=/uc,e’® - [uc,e*°
0=./uce’® -\ uc,e
0=yuc - \/Zcz
0=(c.~c,Nu
0=(c-c,)
c, =6,
Untuk f'(;7)=0
() = Juce ~ug e =0
0= ,ucle@” - \/ﬁcze'@”, karenac, = ¢, maka:
0= \/cheﬁ” - \/che‘ﬁ”

0= \/ch (eﬁ” - e'@”)

_ Jan _
°" ﬂcl(e e@”j



— um _ 1
O—\/ﬁcl(e eﬁ”j

—c | e/# -
O—cl(e e@”j

Karena c, =c,, makac, = Q Sehinggac, =c, = 0 adalah penyelesaian
yang identik nol, yang berarti bahwa> b@ikan nilai eigen. Atau masalah nilai
eigen di atas tidak mempunyai nilai eigen yangtgosi
3.25.1.2Untuk g =0 atau u Nol, maka;

p*-u=0

Akar-akar karakteristiknya adalatp,, =0, yang merupakan akar-akar
kembar (nal).

Berdasarkan kasus 2 pada subbab 2.3 yang menyadpkhila persamaan
karakteristik mempunyai akar-akar riil kembar = p, = p, maka solusi umum
dari persamaan tersebut berbentuk

f(x) =€+ ¢ xé&
Jadi solusi umum dari persamaah”(x)—uf(x)=0 dengan akar-akar

p., =0 adalah:
f(X) =& + ¢ x&

f(X)=c+cx



Dengan menggunakan syarat batas:
f'(0)=0 f'(71)=0, maka
(=g,
Untuk f'(0)=0
f'(0)=c,=0
c,=0
Untuk X'(71) =0
X'(n)=c, =0
c,=0
Jadi untuk 4 = Omempunyai penyelesaian yang identik nol, yang Kierar
bahway = Obukan nilai eigen.
3.25.1.3Untuk u <0 atau u Negatif, maka;
p*-4=0
p*-(-1)=0
p*+ =0
p*=-u
Akar-akar karakteristiknya adalalp =0z i\/—_,u, yang merupakan akar-

akar imaginer.
Berdasarkan kasus 3 pada subbab 2.3 yang menyeaapkéiia persamaan

karakteristik mempunyai akar-akar kompleks sekavpan=k *il , maka solusi

umum dari persamaan tersebut berbentuk



f(x) = cé*coslx+ ¢ & sinly
Jadi solusi umum dari persamaah'(x)—f(x)=0 dengan akar-akar

p,, =k il adalah:
f(x) = & cos\—u x+ ¢ & sinf-u :
f(x) = g€ cos\—u x+ ¢ 8 sinf/-y :
f(x)= qcosﬁx+ C sinﬁx

Dengan menggunakan syarat batas:

f'(0)=0 f'(71)=0, maka
f'(x)= —Hq sinﬁx+ﬁg 003/7 X
Untuk f'(0)=0
f (0) = —J—uc, siny-p 0+ \J-pc, cos/-u G |
0=—-y—uc,;sin0+ ﬁcz cos0
0=0+,-uc,

0=4-uc,

f'(n)= —Hcl sinHrH ch cos/—um= (
0=—/— uc,siny/— um+,/- 10cos0

0=—/—uc,siny— um



0=c;siny—um
¢, #0, makasin,/ - umr=0
Untuk memenuhi agar nilain,/— g47=0, maka:

- MIT=mm
F:M

2
U= —(Mj (3.37)
mr)’
Maka nilai eigen dari fungsf (x) adalahy = —(—) atau = —(my’
T

3.25.2 Nilai Eigen dari Fungs f(y)
Menentukan nilai eigen fungdi(y) digunakan masalah nilai eigen, yaitu:
fFry)+(u-A)f(y)=0
f(0)=0 f(m)=0

2

Misalkan nilai  y= —(m) disubstitusikan pada  persamaan

£'(y)+ (=) f(y)=0 , maka:
f "(y)+(—(m)2 —/1) f(y)=0
£r(y)=((m)+2) t(p=0

misalkan((m)2 + /1) =n



Maka masalah nilai eigen di atas menjadi

fr(y)-nf(y)=0

f(0)=0 f(m)=0

Untuk menyelesaikan masalah nilai eigen di atasutdhkan bantuan
persamaan, yaitu persamaan karakteristik dari pexaa diferensial tersebut
yaitu:

f"(y)-nf(y) =0, persamaan karakteristiknya adalah:

q°-7=0

Karena /7 merupakan konstanta yang bernilai riil, maka nitkri 7
mempunyai tiga kemungkinan yaitu, positif, nol daegatif. Maka untuk
menentukan akar-akar karakteristiknya kita gunatikga kemungkinan tersebut,
yakni:
3.25.21Untuk 17 >0 atau 7 Positif, maka;

q°-7=0

Akar-akar karakteristiknya adalat1=i\/ﬁ , yang merupakan akar-akar
berlainan.

Berdasarkan kasus 1 pada subbab 2.3 yang menyeaapkéiia persamaan
karakteristik mempunyai akar-akar riil dan berlairg # g,, maka solusi umum
dari persamaan tersebut berbentuk

f(y)=gé"+cé*

Jadi solusi umum dari persamaah'(y)-7f(y)=0 dengan akar-akar

q= i\/ﬁ adalah:



f(y)=qe”+ge
Dengan menggunakan syarat batas:
f(0)=0 f (1) =0, maka
f(y)=ge” + ge’
Untuk f(0)=0
f(0)=ce+ e =0
0=ce’ +c,e’
O0=c, +c,
¢, =—c, atauc, = —¢,
Untuk f () =0
f (1) =cleﬁ”+ ge’ﬁ”=0,
Karenac, = —c,;, maka

0=c,el" —ce "

0= cl(eﬁ” - e‘ﬁ”)

a7 el — gl
¢ =0
Karena c, =-c,, maka ¢, = Q Sehinggac, = O0dan c, = 0 adalah
penyelesaian yang identik nol, yang berarti batpwa  bukan nilai eigen. Atau

masalah nilai eigen fungdi(y) tidak mempunyai nilai eigen yang positif.



3.25.2.2Untuk 7 =0 atau /7 Nol, maka;

q°~7=0

Akar-akar karakteristiknya adalaly,, =0, yang merupakan akar-akar
kembar (nol).

Berdasarkan kasus 2 pada subbab 2.3 yang menyadpkhila persamaan
karakteristik mempunyai akar-akar riil kembay = g,, maka solusi umum dari
persamaan tersebut berbentuk

f(y)=qe”+c yé&

Jadi solusi umum dari persamaah’(y)-7f(y)=0 dengan akar-akar

g,, =0 adalah:
f(y)=c€’+ ¢y
f(y)=q+cy

Dengan menggunakan syarat batas:

f(0)=0 f (1) =0, maka
f(y)=a+cy

Untuk f(0)=0,

f(0)=c +c,0=0
0=c
Untuk f(77)) =0,
f(mM=c+cm=0

Karenac, = Q maka



Jadi untuk7 =0 ¢, =0 dan c, =0 mempunyai penyelesaian yang identik nol,
yang berarti bahwg = 0Oukan nilai eigen
3.25.2.3Untuk 17 <0 atau /7 Negatif, maka;

q°-7=0

q* = (-7) =0

q°+n7=0
=N

Akar-akar karakteristiknya adalap= 0+ iﬁ , yang merupakan akar-akar
imaginer.

Berdasarkan kasus 3 pada subbab 2.3 yang menyeaapkéiia persamaan

karakteristik mempunyai akar-akar kompleks sekawan=k il , maka solusi
umum dari persamaan tersebut berbentuk
f(y)=c€e” cosly+ ¢ & sinly
Jadi solusi umum dari persamaanf "(y)-n f(y)=0dengan akar-akar

g,, = k=il adalah:
f(y) = g€ cosy-n y+ ¢ & sinf-n
f(y) = g€ cosy-77 y+ ¢ & sin/-77 \



f(y)=qcosy-ny+¢sin/—ny

Dengan menggunakan syarat batas:

f(0)=0 f (1) =0, maka
f(y) = gcos/~ny+ G sinf-7 y
Untuk f(0)=0
f(0)=qcoﬁ0+cz siﬁ G |
0=c,cos0+c,sin0
0=c +0
¢, =0
Untuk f(7)=0
f () :qcosﬁzﬁcz sinﬁn: (
O=clcoﬂn+ czsinﬁn
Karenac, = Q maka
0=Ocosﬁﬂ+ C, sinﬁn
O:czsinﬁn
c, 20, makasinﬁnzo

Untuk memenuhi agar nilain./—#777=0, maka:

J-nm=nm
="

7



2
n= _(n_n) atau 77 =-(n) (3.38)
T
Maka nilai eigen dari fungsf (y) adalahy =-(n)’

Karena itu nilai eigem bisa ditentukan dari persamaérn)2 +A=n atau

A=n —(m)z, dengan mensubstitusikan nilapada persamaan tersebut, maka

A =—{(n)? +(m)?) (3.39)

3.2.6 Menentukan Fungsi Eigen

3.2.6.1 Fungsi Eigen dari Fungs f(x)
Penyelesaian umum dari fungg$i(x) yang memenuhi nilai eigen adalah
f (X) = ¢ cosy—ux+ ¢ sin/—u x.

Dengan mensubstitusi nilai eigen dan c, pada penyelesaian umum,

maka:
f(x)= clcosm x+ 0sin/—u x
T

f(x) = ¢ cosmx

f.,(X) = ¢ cosmx m=0,12,3,.. (3.40)



3.2.6.2 Fungsi Eigen dari Fungs f(y)
Penyelesaian umum dari funggi(y) yang memenuhi nilai eigen adalah
f(y) =g cosy-ny+ ¢ sinj-n y.

Dengan mensubstitusi nilai eiggndan c, pada penyelesaian umum, maka:
f(y)=0cos/-nny+c, sin”’ y
s

f(y)=csinny

f.(y) =¢,sinny n=12,3,.. (3.41)

3.2.6.3 Fungs Eigen dari Fungsi h(t)
Nilai eigen dariAd dari dua fungsi sudah diketahui, selanjutnya meream

penyelesaian umum dakit) , yaitu:
Mensubstitusikan nilail = —((n)2 + (m)z) pada persamaanm(t) - Ah(t) =0
n'(®~(~((n) +(m)?)) =0

Persamaan karakteristiknya adaleh A = , rO=A1 mempunyai satu akar

yaitu A. Berdasarkan penjelasan teori pada subbab 2.3 jiksuatu akar
persamaan r—A= 0 maka h=¢e" merupakan penyelesaian persamaan
diferensial.

h'(t) —(—((n)2 +(m)2)) K9 =0, mempunyai penyelesaian umum

h(t)=h é((n)2+(m)2)t

hmn(t) _ bmne—((n)2+(m)2)t



h.(t)=b e ™t (3.42)

3.2.7 Menentukan Solusi Persamaan Diferensial Parsial
u(x y.9=9(x Y
Karenag(x, y)= f(X f(y), maka;
u(x y. 9= f(x f(y Y
u(x, y,t) = (c,, cosmx)(c, sin ny)(bmne'(”z*mz") (3.43)
Misalkanc,c,b,,, = a.,, merupakan konstanta dengan
m=0,1,2,3,.., n=1,23,...

—(n2 2 .
u(x, y,t) =a_ e " ™" cosmxsinny

Maka persamaan di atas dibuat sebagai deret forgganda

u(x, y,t) = ZZamne‘("z*mz)‘ cosmxsinny (3.44)

m-0 -1
Dengan menggunakan syarat batas (3.26)
u(x,y.0)=f(xy)=y O<x<m  O<y<m
Maka t =0

u(x, y,0) = a_ e ™™ cosmxsinny = f (x,y)

f(x,y) = a,,cosmxsinny

f(xy)=>.> a,,cosmxsinny m=0,1,2,3,.n=1,2,3,.. (3.45)

m=0 n=1
Untuk fungsif(x,y) pada deret Fourier di atas adalah deret foursgrdg

yang terdiri atas fungsi genap untuk variabdln fungsi ganjil untuk variabgl



Koefisien a,, pada persamaan (3.45) adalah sama dengan koefisiepada
persamaan (2.24). Dan diketahui ni&j, denganm=0,1,2.. dam=1,2,3,... dari

tabel 1 dapat diperoleh:
- 4 eLpw
koefisien= W IO jo f (X, Y)u(x)v(y)dydx
Untuk m=0, :
4 £ — ip VY —\W =
k=2, u(x)=1danv(y) = smW danL =W =7, maka

m=0, n=123,...

f(x,y)= ii a,,,cosoxsinny

m=0 n=1

f(xy)= 33 a, sinny

m=0 n=1

2 (men .
a,, :FL L f (X, y)sinnydydx

2 ¢men
a,, :?L IO ysinnydydx (3.46)
m=1,n=1

k=1, u(x):cosm—lju , v(y):sin% danL =W = 7n, maka

4 emoem .
an, :?jo jo f (x, y) cosmxsinnydydx

mn

& :izfoﬂf:ycosmxsmnydydx m=0,1,2,3,.n=1,2,3,..  (3.47)
7

Solusi persamaan diferensialnya adalah berupa deretier (3.45) dan

dengan koefisien Fourier (3.46) dan (3.47).



3.3 Penyelesaian Persamaan Parabola dengan M enggunakan Bentuk Umum
Nilai Eigen pada Contoh 3.2
Dari contoh 3.2 diketahui bahwa:
B=1,L=n,W=n,f(xy) =y, maka
Menentukan solusi persamaan parabola adalah sdtemait:

3.31 Untuk L=n

2 2
DenganlL = n makay = —(m—Lﬂj , menjadiy = _(Mj
Vs

f.(X) = cmCo{?(j, menjadi

f.(X) = cmCo{m(j atau f,_(x) = c,Cosm:
T

3.3.2 Untuk W=7

2 2
DenganW =77 makasn = —(Mj , menjadin = _(Ej
W T

f.(y) = Q‘S"{%’j , menjadi f (y) = a“sr(”—’:’) atau f_(y) = a Sinny

333 Untuk L=n,W=n

2
DenganL =72, W = 7 makaA = _uﬂj

(mﬂT] .
+|— | |, menjadi
w L

) [(n_;) (m_;)] atau = (i + )

m2

(T o
Moo (1) = b0 , menjadi



2 ot
(M 2y (24P
h. ()=b e ™ " atauh (t)= bmne(n )t

3.34 Untuk u(x y,t)= f(X f(YHh?d
Diketahui bahwau(x, y,t)= (X f(y) ), maka;
ux y. 9= £,(3 £ KD
Dan telah diketahui bahwa;
f_(x)=c,Cosm, f (y)=a Sinnydanh_ (t)= bmne_(”2+m2)t, maka;
u(x, y,t) = (c,, cosmx)(c, sin ny)(bmne'(”2+m2)‘)
Atau jika digunakan bentuk umumnya
1 12+iJ5,,zt

(%, Y.1) = [cmCos(m—L’”Sj[anSir(%)j G

dan diketahuif = 1L =n, W = 7 maka persamaannya menjadi

u,..(x y,t) = (c,, cosmx)(c, sin ny)(bmne'(”z*mz)t)

Misalkan CrColrmn = 8y merupakan konstanta dengan
m=0,1,2,3,..., n=123,...

(i 2 .
u(x,y,t)y =a_ e "™ cosmxsinny

Maka dibuat sebagai deret fungsi berganda

ux,y,t) => > a,.e™ ™" cosmxsinny

m-0 n=1
Dengan menggunakan syarat batas (3.4)
(va,o)zf(xdl):y O<x<rm 0<y<7T

Makat =0



u(x, y,0) = a, e "™ cosmxsinny = f (x,y)

f(x,y) = a,,cosmxsinny

f(x,y)=>.> a,,cosmxsinny (3.48)

m=0 n=1

Dan diketahui nilaia,,, denganm=0,1,2.. dam=1,2,3,... dari tabel 1 dapat

diperoleh:

koefisiens —— ([ ¢ dyd
oefisier= WL J'O (X, Y)u(x)v(y)dydx
Untuk m=0, :
— aip VY
k=2, u(x) =1danv(y) —San danL =W =7, maka

m=0, n=123,...

f(xy)= ii a,,,cosoxsinny

m=0 n=1

f(xy) =23 ay, sinny

m=0 n=1

2 (npn :
a,, :?L L f (X, y)sinnydydx

2 e
a,, _FL jo ysinnydydx (3.49)
m=1,n=1

k=1, u(x)=cos¥ : v(y)=sin% danL =W =72, maka

4 cmen .
a,, = ?J.O IO f (%, y) cosmxsinnydydx



a., = izjo” Jonycosmxsin nydydx (3.50)
n

Solusi persamaan diferensialnya adalah berupa dearetier (3.48) dan

dengan koefisien Fourier (3.49) dan (3.50).

3.4 Analiss Pembahasan Penyelesaian Persamaan Parabola dengan
Menggunakan Nilai Eigen.
3.4.1 Menggunakan Bentuk Umum Persamaan yang Diselesaikan dengan
L angkah-langkah
Pada penelitian ini, menentukan solusi persamdanedsial parsial dengan
menggunakan nilai eigen adalah menggunakan bentwkimu persamaan
diferensial parsial linier orde dua bentuk parabgtmg diselesaikan dengan

langkah-langkah penyelesaiannya. Dan diperolehukemtnum nilai-nilai eigen

2 2 2 2
. m7 nir nir m7t o
tu g, = —= |, n=--=| dan A, =-|— | +|——| |. Dari nilai-
yaitu g, (L) n, (W) an A {(Wj (Lj} ari nilai

nilai eigen tersebut dapat diperoleh fungsi eigenmitu f_(x) = cmCo{?(j,

n? m?

LN, S
fn(Y):anSif{%/j dan h_(=b.e" " senhingga diperoleh solusi

persamaan difernsial parsial

Upn(X, Y, 1) = (CmCos(m—:R)J(anSir(nWW)j bmne_[L2+vx/2]ﬂ”2‘

- m—z nz Bt
umn<x,y,t):amne[L v Cog SN )



m?  n?

ux ) =3 Y ae b Cog ™ )Sin( )

m=0 rF1
Dengan menggunakan syarat batas

u(x, y,0) = f(x,y) 0<x<lL, 0<y<W, maka;

u (Y.t = F(xy)= ZZ%Cos(—)Sur(”W )

m=0 n=1

Untuk m=0, maka koefisien Fouriernya adalah:
2 " _ nK
=——| | f(Xx,y)Sin—dydx, n=1,2, 3,...
2, = | { (%, y)Sin_=dy
Dan untukm=1, n=>1, maka:

LW
amn:i”f(x,y)CosMSinﬂdydx m=0,1,2,3,..n=1,2,3,..
" T wdd L W

3.4.2 Menggunakan Contoh Soal 3.2 yang Diselesaiakan dengan Langkah-

langkah

Pada pembahasan selanjutnya digunakan contoh3aaldan diselesaikan
dengan menggunakan langkah-langkah penyelesaiadagadiperoleh nilai-nilai
eigen dan fungsi eigen sebagai berikut;

U= —(m)z, n= —(n)zdan/l = —(n2 + mz)

f.(X) =c,Cosm;, f (y)=a,Sinnydanh,.(t)= bmne-(n2+mZ)t

u(x y, 9= (3 f(Y HY
u(x, y,t) = (c,, cosmx(c, sin ny)(bmne—(n2+m2)t)
Misalkanc,c,b,, = a,, merupakan konstanta dengan

m=n=mn

m=0,1,2,3,..., n=123,...



(n?+m?

u(x,y,t) =a e " ™" cosmxsinny

u(x,y,t) = > > a, e ™" cosmxsinny

m-0 n=1

Dengan menggunakan syarat batas (3.24)
ux,y,00 = f(xy)=y O<x<m  O<y<m

f(x,y) = a,,,cosmxsinny

f(xy)=> > gncosmxsinny m=0,1,23,...n=123 ,...

m=0 n=1

Dengan koefisien

2 cmpem .
a,, :FL L f (X, y)sinnydydx m=0, n=123,...

a, = n—zz L”J.: ysinnydydx

m=1,n=1

_ 4 mpm .
a., =2 L JO f (%, y) cosmxsinnydydx

2

a,, = iz'[)”j:ycosmxsin nydydx m=0,1,2,3,..n=1,2,3,..
n

3.4.3Menggunakan Contoh 3.2 disdesaikan dengan Bentuk Umum Nilai
Eigen
Kemudian bentuk umum dari nilai eigen (3.13)-(3.XByunakan untuk

menyelesaikan contoh 3.2, diperoleh nilai-nilaegidperikut;

p=~(m)?, n=~(n)* danA = —(n? +m?)



fm(x) = Cmcosm], fn(y) = aT1S|nny dan hmn(t) — bmne—(n2+mz)t

ux y, )= (> f(y HY
u(x, y,t) = (c,, cosmx(c, sin ny)(bmne—(n2+m2)t)
Misalkanc,c,b,,= a,. merupakan konstanta dengan

m=0,1,2,3,.n=123,...

o, e .
u(x, y,t) = a,.e" ™" cosmxsinny

ux,y,t) =>" > a,.e ™" cosmxsinny

m-0 n=1

Dengan menggunakan syarat batas (3.24)
ux,y,0 = f(xy)=y O<x<m  O<y<m

f(x,y) = a,,cosmxsinny

f(xy)=> > gncosmxsinny m=0,1,2,3,..n=1,2,3,..
m=0 n=1

Dengan koefisien

2 ¢moen .
a,, :FL L f(x,y)sinnydydx m=0, n=123,...

ay, = n—zz IOHJ': ysinnydydx

m=1,n=1

4 emoem .
an, :? JO JO f (X, y) cosmxsinnydydx

an, = izjoﬂjjycosmxsin nydydx m=0,1,2,3,..n=1,2,3,..
7



Dari analisis pembahasan di atas dapat diketahuvdasolusi persamaan
diferensial parsial dengan menggunakan bentuk umilan eigen dan dengan
menggunakan langkah-langkah penyelesaian adalal. sdntuk memperjelas
pembahasan penelitian ini, maka bisa dilihat padgb penyelesaian persamaan

diferensial parsial dengan mengunakan nilai eigeikbt.



Bagan Penyelesaian Persamaan Diferensial Parsial dengan M enggunakan
Nilai Eigen

i Pemisahan Peubah/variabel

Masalah nilai eigen Masalah nilai eige

Di substitusikan ke persamaan ay U(% ¥% = 9(% ) f()



Misalkan C..C,b,,,= &, | m=0,1,23,., n=1,23,...

Misalkgnt =0

Dengan Koefisien Fourier




BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

A. Kesimpulan
Menentukan solusi persamaan diferensial parsiagrliorde dua dalam

bentuk persamaan parabola

ou _ [(0°u  0d%u
& £ ﬁ i b A
ot x> oy’

dengan syarat-syarat batas

ou _ (0%°u 0%
ﬂ(axz ay’

— _— 4 J O<x<L, O<y<w, t>0

ou ou
—(0,y,t)=0, —(L,y,t)=0, O<y<W, t>0
at( y,t) at( y,t) y

u(x,0,t) =0, u(x,W,t) =0, 0<x<L, t>0
u(x, y,0) = f(x,y), 0<x<lL, O<y<W
dan dengan menggunakan nilai eigen adalah melelerapa langkah sebagai
berikut:
8. Menentukan persamaan diferensial yang akan diskdesa
9. Menentukan syarat-syarat batas
10. Memisahkan variabel-variabel
11.Menentukan masalah nilai eigen
12.Menentukan nilai eigen
13. Menentukan fungsi eigen

14.Menentukan solusi persamaan diferensial parsial



Dengan menggunakan langkah-langkah di atas digerolgai eigen

SRR GIEG)

Fungsi eigen
(107794 Ty (T
f.(X)=c, cosT f.(y)=c¢c, smW danh(t)=h,e " t
Dimana m=0,1,2.. dam=1,2,3,...
dan mempunyai solusi persamaan diferensial sebagiiut
Up(X, Vi) = 20 (e Cos(—>s|r(“”y)
_ee T nzy
uxy)= > a.e COS(—)SIF( )
m=0 n=1
dan anggap=0, maka diperoleh deret Fourier ganda;
Uy = F ()= Y 8, Cos DS Y)
m=0 n=1
dengan koefisien Fourier
2 LW nry -
a,, —mﬂ f(x, y)Sln—dydx n=1, 2, 3,...
LW
a., :i” f(x, y)Cosm— Sin dedy m=0,1,2.. dam=1,2,3,...
LW {9 L

Maka solusi persamaan diferensial parsial liniedeodua dalam bentuk
persamaan parabola adalah berupa deret Fouriertdekeefisien-koefisien

Fouriernya.



B. Saran
Berdasarkan pembahasan penulis menyarankan:

1. Aplikasi nilai eigen untuk menentukan solusi peraam diferensial parsial
belum dilengkapi dengan program komputer. Untuk epgnselanjutnya
diharapkan dapat mengerjakan dengan program kompute

2. Dan untuk lebih banyak menambah hasanah ilmu mateamalalam
persamaan diferensial parsial menggunakan nilanejgeneliti selanjutnya
dapat menerapkannya dalam persamaan diferensigsiapdinier orde dua
dalam bentuk yang lain seperti bentuk persamaaerlta dan persamaan

elips.
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