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ABSTRAK

Khasanah, Iswatul. 2008, Penyelesaian Numerik Integral Lipat Dua Dengan
Menggunakan Integrass Romberg Berbantuan Matlab, Skripsi, Jurusan
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas |slam Negeri Malang
Pembimbing: Wahyu Henky Irawan, M. Pd dan Ahmad Barizi, M. A

Kata kunci: Metode numerik, Integral lipat, integrasi Romberg, Matlab

Penerapan integral dalam bidang sains dan rekayasa umumnya memiliki
fungsi yang sulit diselesailkan secara analitik. Penyelesaian tersebut dapat di
sederhanakan dan ditemukan sel esaiannya dengan menggunakan metode numerik.
Pemilihan selesaian dengan cara yang lebih mudah dianjurkan di dalam Al-Qur’an
pada S. Al-Bagarah ayat 185, yaitu Allah menghendaki kemudahan bagimu, dan
tidak menghendaki kesukaran bagimu. Dengan beragamnya metode dalam
menyelesaikan integral secara numerik, maka metode yang digunakan harus
memiliki ketelitian yang tinggi sehingga mampu memberikan hasil integrasi yang
mendekati atau sama dengan nilai eksak. Berdasarkan hal tersebut maka rumusan
masalah penelitian ini adalah bagaimana prosedur dan program penyelesaian
numerik integral lipat dengan menggunakan metode Romberg. Dengan demikian
tujuan penulisan ini adalah mendeskripsikan bagaimana prosedur dan program
penyelesaian numerik integral lipat dengan menggunakan metode Romberg. Akan
tetapi, penelitian ini memiliki batasan-batasan, yaitu terdiri dari dua variabel
bebas yaitu x dan y, f(x,y) merupakan fungsi aljabar dan fungs eksponensial,
batas integral lipat bernilai konstan (a, b, ¢ dan d). Dan program yang digunakan
adalah matlab 5.3.

Metode Romberg merupakan metode perbaikan dari metode trapesium. Hal
tersebut didasarkan pada kesalahan pemotongan dari kaidah trapesium yang
hampir sebanding dengan kuadrat lebar pias (h?). Ketelitian dalam metode
Romberg juga di dasarkan pada penggunaan ekstrapolasi Richardson. Dengan
demikian, penghitungan integrasi fungs dilakukan dengan dua cara perkiraan
I(h1) dan I(h2) untuk memperoleh hasil yang lebih cermat | = f[l (h),! (hz)].

Penyelesaian integral lipat dua dengan metode Romberg yang
menggunakan bantuan komputer berarti membuat suatu proses atau prosedur yang
merupakan urutan dari langkah-langkah atau instruksi-instruksi dalam
menyelesaikan integral lipat dua dengan metode Romberg. Hal tersebut meliputi
algoritma, flowchart (bagan alir), pemeriksaan program, produksi dan interpretasi.
Dalam penelitian ini, contoh yang diberikan penulis adalah fungs aljabar yaitu
f(xy) =4xy*. Penyelesaian dilakukan secara analitis, metode Romberg manual

dan metode Romberg komputasi.

Adapun langkah-langkah penyelesaian integral lipat dengan metode
Romberg adalah (a) Mendefiniskan integran dan batas-batas integran, (b)
menentukan banyaknyaiterasi (N), (c) Pilih batas integran yang akan disel esaikan,
(d) Hitung nilai h, (e) Hitung R(N,1) dengan menggunakan rumus trapesium, (f)
Hitung R(r, s) dengan menggunakan metode Romberg, (g) Hasil (f) diintegrasikan
lagi atau kembali ke langkah (d). (h) Hasil integrasi diperoleh pada baris dan
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kolom terakhir. Hasil integrasi dari ketiga cara penyelesaian mempunyai hasil
integrasi yang sama yaitu 160 satuan. Dengan bantuan program matlab, hasil
integrasi diperoleh dalam waktu singkat yaitu 0,15 detik. Hal ini jauh lebih efisien
bila dibandingkan dengan penghitungan secara analitis dan metode Romberg
manual.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Penggunaan matematika dalam memecahkan suatu persoalan dalam kehidupan
nyata yaitu dengan mengubah atau menyagjikan masalah yang ada dalam suatu
model atau konsep yang tepat. Pengubahan ini berarti menerjemahkan bahasa
kehidupan nyata dan komponen-komponen yang ada pada suatu masalah ke dalam
bahasa matematika yang dinyatakan dalam bentuk simbol-simbol. Hal tersebut
merujuk pada ciri khas matematika yang bersifat abstrak dan menggunakan
bahasa simbol.

Salah satu penyelesaian matematika yang dipilih penulis dalam penulisan
karya ini adalah integral. Penerapan integral terdapat banyak ditemui dalam
bidang sains dan rekayasa, seperti menghitung persamaan kecepatan dan
mengukur fluks panas matahari. Contoh-contoh tersebut umumnya memiliki
fungsi yang bentuknya rumit sehingga sukar diintegralkan secara analitik. Dalam
hal demikian, penyelesaian tersebut sebenarnya dapat dicari dengan metode
numerik, dimana penggunaan metodenya menghasilkan solusi hampiran yang
memang tidak tepat sama dengan solusi sgjati. Akan tetapi, kita dapat menentukan
selisih antara keduanya (galat) sekecil mungkin.

Metode numerik adalah teknik yang digunakan untuk memformulasikan
persoalan matematik sehingga dapat dipecahkan dengan operasi hitungan atau

aritmatika biasa (tambah, kurang, kali dan bagi) (Munir, 2003: 5).
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Menyelesaikan permasalahan matematika dalam bentuk operasi hitung dan
bilangan akan mempermudah dalam memperoleh hasil penyelesaian yang
diinginkan. Hal ini sesuai dengan anjuran Allah, bahwa dalam melakukan sesuatu
kerjakanlah yang dianggap mudah bagi kita karena Allah menghendaki
kemudahan bagi kita dan tidak menghendaki kesukaran bagi kita, seperti dalam

firman-Nya berikut ini: - A .
T P I ¥ J_“Jlrn_ﬁu.rl.u;
“Allah  menghendaki kemudahan bagimu, dan tidak menghendaki
kesukaran bagimu.(Qs. Al-Bagarah / 2: 185) ”.

Dengan demikian, maka harapan penulis dengan menggunakan metode
numerik dalam penyelesaian matematik pada penulisan skripsi ini adalah
mempermudah penulis serta pengguna untuk menyelesaikan permasaahan
matematis yang sulit diselesaikan secara analitik.

Proses hitungan metode numerik dapat dilakukan dengan menggunakan salah
satu dari bentuk proses hitungan yang paling efisien dan memerlukan waktu
hitung yang paling cepat. Operasi hitungan dalam metode numerik pada umumnya
dilakukan dengan iterasi sehingga jumlah hitungan yang dilakukan banyak dan
berulang-ulang. Oleh karena itu, diperlukan bantuan komputer untuk
melaksanakan operasi hitungan tersebut. Komputer merupakan aat elektronik
yang dapat beroperasi dengan kecepatan tinggi, menghasilkan hasil yang tedliti,
mampu menyimpan sejumlah besar keterangan dan melakukan serangkaian

operasi yang panjang dan rumit.
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Adapun langkah penyelesaian suatu persoalan dengan komputer dimulai
dengan: (1) Pengenalan persoalan dan sasaran. Ha ini mencakup pemilihan
pendekatan secara umum, penentuan kombinasi sasaran yang harus dipenuhi oleh
sistem, dan penetapan kondisi yang diperlukan agar pemecahan persoalan
dilakukan. (2) Uraian matematika, (3) Anaisa numerik, (4) Program komputer.
Prosedur numerik harus dinyatakan secara tepat dalam bentuk operasi komputer,
pertama-tama operasi ditulis dalam bentuk grafik dalam suatu diagram balok.
Prosedur harus dinyatakan dalam suatu “bahasa” yang dimengerti komputer.
Selanjutnya dengan pedoman diagram tersebut dituliskan suatu program yang
dimengerti mesin, (5) Pemeriksaan program, (6) Produksi, (7) Interpretas
(Djodjodihardjo, 1983: 99)

Bahasa pemrogaraman yang dipilih penulis untuk membantu penyelesaian
penulisan ini adalah Matlab. Karena program ini cocok untuk analisis dan
komputasi numerik.

Matlab (Matrix Laboratory) adalah bahasa canggih untuk komputasi tehnik.
Di dalamnya terdapat kemampuan penghitungan visualisas dan pemrograman
dalam suatu lingkungan yang mudah untuk digunakan karena permasalahan dan
pemecahannya dinyatakan dalam notasi matematika biasa (Aziz, 2006: 2). Hal
tersebut memungkinkan penulis untuk memecahkan penyelesaian integral lipat
dalam waktu yang singkat.

Penyelesaian integral dengan metode numerik ada beberapa macam seperti
metode Trapesium, Simpson, Gauss kuadratur dan metode-metode lain yang

berdergjat lebih tinggi (didasarkan pada polinomia interpolasi newton’s) yang
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bisa kita pelajari di buku-buku panduan seperti metode numerik dan analisis
numerik. Akan tetapi, tentang bagaimana teknik penyelesaian integral lipat
dengan menggunakan metode numerik jarang ditemui dan dipaparkan secara
gamblang. Oleh sebab itu, penulis tertarik untuk meneliti tentang penyelesaian
integral lipat khususnyaintegral lipat dua.

Jika fungs yang diintegrasikan mempunya satu variabel, proses disebut
Quadrature Mechanic, dan bila fungsi mempunyai dua variabel bebas, proses

disebut Cubature Mechanic (Nasution dan Zakaria, 2001:140).

Integral lipat dua (double Integrals) ” f(x, y)dxdy adalah integra fungs
R

f(x,y) pada daerah batas R dari bidang xy (Weber, 1999: 79).

Tafsiran geometri dari integra ganda adalah menghitung volume ruang di
bawah permukaan kurva f (x, y) yang alasnya adalah berupa bidang yang dibatasi
oleh garis-garisx = a, x= b, y= cdan y = d. Volume benda yang berdimens tiga
adalah

V =luasalas x tinggi.

Solusi integra lipat dua diperoleh dengan melakukan integrasi dua kali.
Pertama dalam arah x (dalam hal ini nilai, nilai y tetap) selanjutnya dalam arah y
(dalam hal ini nilai, nilai x tetap), atau sebaliknya. Dalam arah x berarti kita
menghitung luas aas benda, sedangkan dalam arah y berarti kita mengalikan alas
dengan tinggi untuk memperoleh volume benda (Munir, 2003:316).

Adapun metode integrasi yang digunakan penulis untuk menyelesaikan
integral lipat dua adalah integrass Romberg. Ha tersebut didasarkan pada

perolehan nilai integrasi yang semakin cermat bila dibandingkan dengan metode
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integrasi lainnya. Integrasi Romberg merupakan metode perbaikan dari metode
integrasi numerik. Hal tersebut didasarkan pada kesalahan pemotongan dari
metode trapesium yang besarnya hampir sebanding dengan kuadrat |ebar pias
(h?).

Integrasi Romberg didasarkan pada perluasan ekstrapolasi Richardson,
sehingga di dalamnya terdapat hitungan integras fungs dengan dua cara
perkiraan 1(h;) dan I(h;) yang mengakibatkan order galat pada hasil selesaiannya
naik sebesar dua. Apabila order galat naik maka nilai galat semakin kecil. Dan
apabila nilai galat semakin kecil, maka nilai integrasi numeriknya akan dapat
memberikan nilai yang mendekati atau sama dengan nilai eksak. Berdasarkan hal
tersebut, maka harapan penulis dengan menggunakan integrass Romberg dalam
menyelesaikan integral lipat dua pada penulisan skripsi ini adalah integrasi
Romberg mampu memperkecil kesalahan hitungan dan memungkinkan
memberikan hasil yang mendekati nilai eksak (nilai sesungguhnya).

Dengan alasan tersebutlah, maka penulis tertarik untuk membuat skripsi ini
dengan judul “Penyelesaian Numerik Integral Lipat Dua Dengan
Menggunakan Integrasi Romberg Ber bantuan Matlab”.

1.2 Rumusan Masalah

Dengan latar belakang di atas, maka rumusan masalah penulis adalah:

1. Bagaimana prosedur penyelesaian numerik integral lipat dua dengan

menggunakan integrasi Romberg.

2. Bagaimana program penyelesaian numerik integral lipat dua dengan

menggunakan integrasi Romberg.
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1.3 Batasan Masalah
Daam penelitian ini penulis membatas ruang lingkup permasalahan
penelitian antaralain:
1. Penyelesaian integral lipat dibatasi pada dua variabel bebas yaitu x dan'y.
2. f(x,y) merupakan fungsi aljabar dan fungsi eksponensial.
3. Batasintegral lipat bernilai konstan (&, b, ¢ dan d).
4. Integrasi numerik yang dilakukan sampai iterasi ke-5.
5. Program yang digunakan adalah matlab 5.3.
1.4 Tujuan Penulisan
Adapun tujuan penulisan ini adalah:
1. Mendeskripsikan langkah-langkah penyelesaian numerik integral lipat dua
dengan menggunakan integrasi Romberg.
2. Mendeskripsikan program penyelesaian numerik integral lipat dua dengan
menggunakan integrasi Romberg.
1.5 Manfaat penulisan
1.5.1 Bagi Penulis
e Sebagal suatu bentuk partisipasi penulis dalam memberikan konstribusi
terhadap pengembangan keilmuwan, khususnya dalam bidang metematika
e Sebaga suatu bentuk pengembangan dan pengaplikasian pengetahuan dan
keilmuwan penulis, khususnya metode numerik dalam integral lipat.
1.5.2 Bagi Pembaca
e Sebaga motivas kepada para pembaca agar dapat mempelgari dan

mengembangkan matematika.
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e Sebaga suatu tambahan pengetahuan bidang matematika khususnya
metode numerik.
1.5.3 Bagi Lembaga
e Sebaga bahan pengembangan, perbaikan keilmuwan dan pemaduan sains
dan teknologi.
e Sebaga bahan pustaka tentang mata kuliah metode numerik.

1.6 Metode Penelitian
1.6.1 Pendekatan pendlitian

Metode penelitian yang digunakan penulis adalah studi literatur
(perpustakaan). Penelitian perpustakaan bertujuan mengumpulkan data
dan informasi dengan bantuan bermacam-macam materiil yang terdapat di
ruang perpustakaan, seperti: buku-buku, majalah, dokumen, catatan dan
kisah-kisah sgjarah dan lain-lainnya (Mardalis, 2003:28).

1.6.2 Bahan Kajian
Karena metode kajian ini berupa studi literatur (kepustakaan), maka bahan
kajian yang digunakan oleh penulis berupa literatur/ buku-buku yang
berhubungan dengan penelitian ini yaitu analisis numerik, kalkulus peubah
banyak, metode numerik, matlab, artikel dan lain-lainnya.

1.6.3 Pengumpulan data
Pengumpulan data adalah salah satu proses dari pengadaan data/informasi
untuk keperluan penulisan. Pada tahap ini penulis memilih metode
dokumentasi yaitu pengumpulan data yang dilakukan secara intensif,

dengan cara mencari buku-buku yang berada di perpustakaan,
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memfotokopi berbagai dokumen yang berkaitan, internet dan konsultas
ke para pakar.
1.6.4 Analisisdata

Setelah penulis mengumpulkan data kemudian dianalisis dengan cara

kontens atau kajian isi. Menurut Kriopendorf (1980) kajian isi adalah

kajian yang memanfaatkan seperangkat prosedur untuk menarik

kesimpulan yang objektif dan sistematis. Adapun metode analisis penulis

sebagal berikut:

1. Mencari dan memahami materi atau teori dasar yang berhubungan
dengan integral lipat dua, integrasi Romberg, dan matlab.

2. Menyelesaikan integral lipat dua dengan integrasi Romberg.

3. Membuat algoritma penyelesaian numerik integral lipat dua dengan
integrasi Romberg.

4. Memberikan contoh yang diselesaikan secara analitis, manual dan
program selesaian integrasi Romberg.

5. Analisishasil output dari ketiga cara tersebut.

1.6.5 Membuat kessmpulan

Kesimpulan merupakan gambaran ringkas dari pembahasan atas apa yang

diteliti (penyelesaian numerik integral lipat dua dengan integras

Romberg). Kesimpulan ini di dasarkan pada data yang telah dikumpulkan

dan merupakan jawaban dari permasal ahan yang dikemukakan.

1.6.6 Melaporkan (membuat laporan)
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Langkah terakhir dari kegiatan penelitian adalah menyusun laporan
penelitian tersebut.
1.7 Sistematika Penulisan
Agar penulisan skripsi ini tersusun secara Sistematis, maka penulis
memberikan sistematika penulisan sebagai berikut:
Bab | : Pendahuluan.
Bab ini membahas tentang isi keseluruhan penulisan skripsi yang terdiri
dari latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan penulisan,
manfaat penulisan, metode penelitian, dan sistematika penulisan.
Bab I1: Kajian Teori.
Bab ini memaparkan tentang teori-teori yang berhubungan dengan
penulisan skripsi ini seperti metode numerik, integral lipat dua, integrasi
Romberg, dan Matlab. Yang dimulai dengan deskripsi tentang metode
numerik, definisi integral lipat dua, ekstrapolasi Richardson, metode
Trapesium rekursif, metode Simpson rekursif, metode Boole rekursif,
integrast Romberg dan deskripsi tentang program Matlab.
Bab I11: Pembahasan.
Bab ini memuat tentang penyelesaian integral lipat dua dengan metode
Romberg, agoritmanya dan perbandingan hasil output pada fungsi yang
dibahas secararinci.
Bab 1V: Penutup.
Bab ini merupakan bab terakhir yang didalamnya berisikan tentang

kesimpulan dari pembahasan (Bab I11) dan saran-saran.



22

BAB |1

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Metode Numerik

Persoalan yang melibatkan model matematika banyak muncul dalam berbagai
disiplin ilmu pengetahuan seperti dalam bidang fisika, kimia, ekonomi, atau pada
persoalan rekayasa (engineerring), seperti teknik sipil, teknik mesin, teknik
elektro dan lain sebagainya. Seringkali model matematika tersebut muncul dalam
bentuk yang tidak ideal aias rumit. Model matematika yang rumit ini adakalanya
tidak dapat diselesaikan dengan metode analitik yang secara umum untuk
mendapatkan solusi sgjatinya (exact solution) (Munir, 2003: 1). Untuk mengatasi
masalah tersebut, digunakanlah metode numerik untuk menyelesaikan model
matematika tersebut.

Daam Metode numerik tidak mengutamakan diperolehnya jawaban eksak
(tepat) dari persoalan yang sedang diselesaikan. Penyelesaian yang digunakan
adalah penyelesaian pendekatan atau perkiraan. Walaupun demikian, hasil
penyelesaian tersebut akan sangat membantu dalam menyelesaikan permasalahan
matematis yang dihadapi pengguna.

Berbagai cara yang dilakukan dalam mencari suatu penyelesaian dari suatu
persamaan itu diperbolehkan, asalkan penyelesaian yang dilakukan baik dan
sesual dengan aturan atau hukum dari metode yang digunakan. Hal ini sesuai

dengan firman Allah dalam Qs. An-Nis&’ ayat 62:

r—
A
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“Demi Allah, kami sekali-kali tidak menghendaki selain penyelesaian yang

baik dan perdamaian yang sempurna (Qs. An-Nisa’/ 4. 62) .

Metode numerik adalah teknik untuk menyelesaikan permasalahan-
permasal ahan yang diformul asikan secara matematis dengan cara operasi hitungan
(arithmatic). Dalam metode numerik terdapat beberapa bentuk proses hitungan /
algoritma untuk menyelesaikan suatu tipe persamaan matematis. Hitungan
numerik dapat dilakukan dengan menggunakan salah satu dari bentuk proses
hitungan yang paling efisen yang memerlukan waktu hitungan paling cepat.
Operas hitungan yang dilakukan dengan iterasi dalam jumlah yang sangat banyak
dan berulang-ulang. Oleh karena itu, diperlukan komputer untuk melaksanakan
operasi hitungan tersebut. Tanpa bantuan komputer metode numerik tidak banyak
memberikan manfaat (Triatmodjo, 2002: 1).

Berdasarkan uraian di atas diketahui bahwa penyederhanaan metode numerik
daam menyelesaikan suatu masalah yaitu dengan diformulasikannya secara
matematis permasalahan-permasalahan yang dihadapi dengan cara operasi
hitungan seperti: penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian. Dengan
hal tersebut, maka akan terjadi kemudahan dalam mencari penyelesaian suatu
permasalahan yang sulit diselesaikan secara analitis. Peristiwa tersebut sebenarnya

telah tersirat dalam Qs. Alam Nasyrah ayat 5 yang berbunyi:
@ b4 20

“ Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan .
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Dari ayat tersebut disebutkan bahwa sesudah mengalami kesulitan disitu ada
kemudahan. Hal ini seperti dalam penyelesaian matematis yang sulit diselesaikan
dengan andlitis, akan terjadi kemudahan dalam menyelesaikannya dengan
menggunakan metode numerik karena di dalamnya hanya mengandung operasi
hitungan yang sederhana (arithmatic).

Penyelesaian permasalahan matematis

|
; !

Ditemukan <+— Analitik Numerik
Selesaian l l
Sulit ditemukan Penyederhanaan masalah
Selesaian (+,-,%,2)

Gambar 2.1: Penyelesaian permasal ahan matematis

Dengan demikian dalam menyelesaikan suatu permasalahan dianjurkan
menggunakan cara yang tidak menimbulkan kesulitan bagi kita. Hal ini sesuai
dengan anjuran Allah, bahwa daam melakukan sesuatu kerjakanlah yang
dianggap mudah bagi kita karena Allah menghendaki kemudahan bagi kita dan

tidak menghendaki kesukaran bagi kita, seperti dalam firman-Nya berikut ini:

D edllaky by ek 2

“Allah menghendaki kemudahan bagimu, dan tidak menghendaki
kesukaran bagimu” (Qs. al-Bagarah / 2: 185).

Penggunaan komputer dalam metode numerik antara lain untuk memprogram.

Langkah-langkah metode numerik diformulasikan menjadi program komputer.
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Program ditulis dengan bahasa pemrograman tertentu, seperti FORTRAN,
PASCAL, C, C++, BASIC dan sebagainya (Munir, 2003: 9)

Daam mempelgari metode numerik, atau menerapkannya, ada beberapa
pemikiran dasar yang melandasinya, baik berupa manfaat (modal, asset) maupun
kendala. Lima butir pokok pemikiran dasar diantaranya disampaikan berikut ini.

Pertama, perlu dipahami bahwa setiap perhitungan (komputasi) mempunyai
tujuan, tetapi perlu diperhatikan adalah maksud utama dari perhitungan adalah
penghayatan masalah, bukan hanya untuk memperoleh bilangan, dan untuk itu
setidak-tidaknya harus diperolah bilangan yang tepat. Selgjutnya, dalam
melakukan perhitungan, hendaknya dipilih proses perhitungan atau algoritma
yang efisien, yaitu yang memerlukan waktu penghitungan sependek mungkin.

Kedua, bila tujuan komputasi adalah penghayatan masalah, maka perlu
dipelgari ciri kelompok masalah dan kaitan antara kelompok satu dengan yang
lainnya, bilamana mungkin, dan rumus serta algoritma yang terlalu khusus
sifatnya (atau dalam terminologi matematik), perlu dihindari.

Ketiga, menyangkut galat (kesalahan) pembulatan. Galat pembulatan timbul
karena dalam aplikasinya, bilangan hanya dinyatakan dalam angka (digit) yang
terbatas jumlahnya.

Keempat, menyangkut keterbatasan proses komputasi bila dilaksanakan oleh
mesin. Karena kecepatan mesin mempunyai kecepatan terbatas, maka untuk
selang waktu tertentu hanya dapat melakukan operasi komputasi yang terbatas

jumlahnya. Oleh karenaitu timbul Galat (kesalahan) pemotongan.
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Kelima, umpan balik (feedback), bilangan yang dihasilkan pada satu tahap
akan dipergunakan oleh komputer untuk komputasi tahap berikutnya. Suatu
program komputasi akan mempunyai suau jalur ulang (loop) siklus selanjutnya
(Joyodihardjo, 2000: 2).

Ada enam tahap yang dilakukan dalam pemecahan persoalan dunia nyata
dengan metode numerik, yaitu:

1. Pemodelan

Ini adalah tahap pertama. Persodlan dunia nyata dimodelkan ke dalam

persamaan matematika.

2. Penyederhaan model

Model matematika yang dihasilkan dari tahap 1 mungkin sgja terlalu kompleks,

yaitu memasukkan banyak peubah (variabel) atau parameter. Semakin kompleks

model matematikanya, semakin rumit penyelesaiannya. Mungkin beberapa
andaian dibuat sehingga beberapa parameter dapat diabaikan.

3. Formulasi numerik

Tahap selanjutnya adalah memformulasikanya secara numerik, antara lain:

a menentukan metode numerik yang akan dipaka bersama-sama dengan
andisis galat awal (yaitu taksiran galat, penentuan ukuran langkah dan
sebagainya).

Pemilihan metode didasari pada pertimbangan:
- apakah metode tersebut teliti?
- Apakah metode tersebut mudah diprogram  dan  waktu

pel aksanaannya cepat?
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- Apakah metode tersebut tidak peka terhadap perubahan data yang
cukup kecil?

b. Menyusun agoritmadari metode numerik yang dipilih
4. Pemrograman
Tahap selanjutnya adalah menterjemahkan algoritma ke dalam program
komputer dengan menggunakan salah satu bahasa pemrograman yang dikuasai.
5. Operasional
Pada tahap ini, program komputer dijalankan dengan data uji coba sebelum data
yang sesungguhnya.
6. Evauas
Bila program sesudah selesai dijalankan dengan data yang sesungguhnya, maka
hasil yang diperoleh diinterpretasi. Interpretass meliputi analisis hasil run dan
membandingkannya dengan prinsip dasar dan hasil-hasil empirik untuk
menaksir kualitas solusi numerik, dan keputusan untuk menjalankan kembali
program dengan untuk memperoleh hasil yang lebih baik.

(Munir, 2003; 11)

Pada umumnya metode numerik tidak mengutamakan diperolehnya jawaban
eksak (tepat) dari persoalan yang sedang diselesaikan. Penyelesaian yang
digunakan adalah penyelesaian pendekatan, oleh karena itu biasanya timbul eror
(kesalahan).

Ada beberapa jenis error yang biasa terjadi dalam penghitungan analisa

numerik, jenis- jenis error ini adalah:
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. Truncation Error

Adaah error yang tejadi akibat penggunaan metode itu sendiri dalam

menyelesaikan suatu persoa an matematika.

. Round-off Error

Adaah error yang terjadi akibat pembulatan suatu bilangan sampai pada
beberapa digit tertentu.
. Error padadatainput (error in original data)
Adaah error yang terjadi akibat gangguan yang ada pada data input yang
akan diproses, atau adanya informasi tertentu yang tidak diketahui (unknown
information) terikut dalam proses hitungan.
. Blunders (Gross Error)
Adalah eror yang terjadi akibat kesalahan manusia atau mesin hitung yang
digunakan, error jenis ini bisa dikurangi dengan melakukan pekerjaan
berulang-ulang dan memilih mesin hitung yang baik kualitasnya.
. Kesalahan mutlak, Kesalahan relatif dan prosentase kesalahan
e Kesalahan mutlak (absolute error)
Adaah sdisih dari nilai sebenarnya dengan nilai yang didapat dari
perhitungan atau pengukuran.
e Kesalahan relatif (relative error)
Adalah kesalahan ,absolut dibagi dengan nilai sebenarnya.
¢ Prosentase kesalahan
Adalah besarnyarelatif error dikalikan dengan 100%.

(Munif dan Hidayatullah, 2004: 4)
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2.2 Integral lipat dua

Daam bidang tehnik, integral sering muncul dalam bentuk integral ganda dua
(atau lipat dua) atau integral gandatiga (lipat tiga).

Persamaan integrasi lipat dua termasuk integrasi Qubature mechanic, dengan
fungsi integran mempunyai dua variabel bebas. Integrasi dinyatakan sebagai:
| = j j f(x,y)dA atau | = djbjf(x, y)dxdy = bjr(jx)f(x, y)dy]dx 2.1)

A a

© al| c(x)

(Nasution dan Zakaria,2001: 140)

Tafsiran geometri dari integra ganda adalah menghitung volume ruang di
bawah permukaan kurva f(x,y) yang alasnya adalah berupa bidang yang dibatasi
oleh garis x=a, x=b, y=c dan y=d. Volume benda berdimensi tiga adalah

V =|uas alas x tinggi
(Munir, 2003: 316).

Perhitungaan integral lipat paling mudah diselesaikan dengan integrasi parsia
secara berturut-turut, yang merupakan kebalikan dari differensiasi parsial. Dengan
demikian, untuk menghitung integral lipat, suatu fungs dari dua variabel bebas
diintegrasikan terhadap salah satu variabel bebas tadi sementara variabel yang lain
dianggap konstan, hasil dari integrasi parsia ini kemudian diintegrasikan terhadap
variabel bebas yang tadinya dianggap konstan. (Weber,1999: 79)

Dalam arah x berarti kita menghitung luas alas benda, sedangkan dalam arah y
berarti kita mengalikan aas dengan tinggi untuk memperoleh volume benda

(Munir, 2003; 316).
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Dalam penulisan skripsi ini batas bawah dan batas atas merupakan bilangan

real, sehingga dalam penyel esaiannya menjadi:

| = jjf(x y)dA atau | = jf(x y)dx}dy atau | = J‘“f(x y)dy}dx

Dengan demikian, penyelesaiannya menghasilkan nilai integrasi dalam bentuk
angka bukan fungsi.

Perhatikan Qs. Fushshilat ayat 12 berikut ini:

355 L“’,.r"" 9L=-««J5u3u-‘*j'j R 3 Ol Kl b pais
.rhmfﬂfg;wuwjt__mum;MT

“Maka Dia menjadikannya tujuh langit dalam dua masa. Dia mewahyukan

pada tiap-tiap langit urusannya. Dan Kami hiasi langit yang dekat dengan

bintang-bintang yang cemerlang dan Kami memeliharanya dengan sebaik-

baiknya. Demikianlah ketentuan Yang Maha Perkasa lagi Maha Mengetahui ~

(Qs. Fushshilat / 41 : 12).

Bila Qs. Fushshilat ayat 12 di atas diintegrasikan dalam bahasa matematika,
maka kita misalkan tujuh langit adalah fungsi (f(x,y)), dengan x dan y adalah
langit, sedangkan dua masa menyatakan integral yang dilakukan dua kali. Dalam

notasi matematika dapat di tulis sebagai berikut:

V= ” 7dxdy
L

Proses penyelesaiannya yaitu dengan mencari nilai-nilai pada masing-masing
masa untuk setiap langit, sehingga hasil penyelesaiannya yaitu tujuh langit dengan

hiasan bintang-bintang yang gemerlapan.
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2.3 Fungs
Daam sistem koordinat kartesius fungsi dapat dibagi menjadi 2 yaitu:
2.3.1 Fungsi Aljabar
Fungs f disebut fungs aljabar jika f dinyatakan sebagai jumlahan, sdlisih,
hasil kali, hasil bagi, pangkat, ataupun akar fungsi-fungsi suku banyak.
Contoh:

3x—x2(x+1)%
P

f(X) =

Adapun fungsi suku banyak berdergat n mempunya persamaan sebagai
berikut:

f(X)=P,(X)=a, +a,x+..+a,X"

Dengan n bilangan bulat tak negatif, a, . . ., a, adalah bilangan-bilangan real
dana=0.

2.3.2 Fungsi Transenden

Fungs yang bukan fungsi ajabar disebut fungs transenden. Beberapa contoh
fungsi transenden adalah fungsi trigonometri, fungs logaritma, fungs
eksponensial, fungsi hiperbolik.

Pembahasan dalam skripsi ini berhubungan dengan fungsi eksponensial dan
ajabar, sehingga penjabaran fungsi lebih difokuskan pada fungsi eksponensial
dan aljabar.

Fungsi eksponen

Misal terdapat bilangan a>0. Selanjutnya fungs f yang didefinisikan sebagai

f(x) = a* disebut fungsi eksponensial dengan basis a.
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Fungsi eksponen &

Fungsi yang mempunyai bentuk € disebut fungsi eksponen natural atau fungsi
eksponen dengan basis e. Bilangan e adalah bilangan irasional yang besarnya
adalah 2,7182818...

2.4 Ekstrapolasi Richardson

Pandang kaidah trapesium

g h ! (b—a)f'™® ,
Jf(x)dx:z(foJrZiZl: il fn]—Th

yang dapat ditulis sebagai
b
jf (x)dx = I (h) + Ch?
Secara umum, kaidah integrasi dapat ditulis sebagai
b
j f (x)dx = 1 (h) + Ch® (2.2)

dengan C dan q adalah konstanta yang tidak begantung pada h. Nila q dapat
ditentukan langsung dari orde galat kaidah integrasi,misalnya
Kaidah trapesium, O(h?) —> =2
Kaidah titik tengah, O(h?) —> =2
Kaidah 1/3 simpson, O(h*) > q=4
Tujuan ekstrapolasi Richardson ialah menghitung nilai integrasi yang lebih
baik (improve) dibandingkan dengan |. Misalkan J adalah nilai integasi yang lebih
baik daripadal dengan jarak antar titik adalah h:

J= I(h) + Ch® (2.3)



33

Ekstapolasikan h menjadi 2h, lalu hitung integrasi numeriknya
J=1(2h) + C(2h) ¢ (2.9)
Eliminasikan C dari kedua persamaan dengan menyamakan persamaan (2.3) dan

persamaan (2.4):

I(h) + Ch® = 1(2h) + C(2h)“ (2.5)
Sehingga diperoleh
o 10— 1(eh) 2.6)
(29 =1h*

Sulihkan (2.6) ke dalam (2.3) untuk memperoleh

I (h)—1(2h)
J=1(h)+ ——= 2.7
() +=— = (27
Yang merupakan persamaan ekstrapolasi Richardson. Ekstapolasi Richadson
dapat kita artikan sebagal berikut:
Mula-mula hitunglah nila integrasi dengan kaidah yang sudah baku dengan
jarak antar titik selebar h untuk mendapatkan I(h), kemudian hitung kembali
nilai integrasi dengan jarak antar titik selebar 2h untuk mempeoleh 1(2h).
akhirnyahitung nilai integrasi yang lebih balk dengan menggunakan
persamaan (2.7).
Contoh 2.3.1
Hitung kembali integral

!
———dx
o1+ X

Dengan menggunakan ekstrapolasi Richardson, yang dalam hal ini 1(h) dan 1(2h)

dihitung dengan kaidah trapesium dan h= 0,125
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Penyelesaian:
Jumlah selang n=(1 - 0)/0,125= 8

Tabel 2.2: Titik-titik di dalam selang [0, 1] dengan h = 0,125:

r XI’ f r

0 0 d;

1 0,125 0,88889
2 0,250 0,80000
3 0,375 0,72727
4 0,500 0,66667
5] 0,625 0,61538
6 0,750 0,57143
7 0,875 0,53333
8 1,000 0,5000

I(h) adalah nilai integrasi dengan kaidah trapesium menggunakan h=0,125:
1
I (h) = jildx:h/2(f0+2f1+2f2+2f3+2f4+2f5+2f6+2f7+ fy)
o X+

= 0,125/2 (1 + 2(0,88889) + 2(0,80000) + 2(0,72727) + 2(0,66667) +
2(0,61538) + 2(0,57143) + 2(0,53333) + 0,5000)
=0,69412
I(2h) adalah nilai integrasi dengan kaidah trapesium menggunakan 2h = 0,250

1

1
| (2h) = OX—de= 2h/2(fy +2f, +2f, +2f + f,)

= 0,250/2 (1 + 2(0,80000) + 2(0,66667) + 2(0,57143) + 0,5000)
=0,69702
Nilai integrasi yang lebih baik J, diperoleh dengan ekstrapolasi Richardson:

31y D=1 (2N)
2°-1
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yang dalam hal ini, g = 2, karenal(h) dan I(2h) dihitung dengan kaidah trapesium
(yang mempunyai orde galat = 2)

0,69412 - 0,69702

22

J =0,69412 +

=0,69315

Jadi, taksiran nilai integrasi yang lebih baik adalah 0,69315. Bandingkan dengan

nilai integras sgjatinya:
1
| (2h) = j L - In(+x)["; =In(2) - In(1) = 0,69314718
o X+1 7

yang apabila dibulatkan ke daam 5 angka bena. f(0,69314718) = 0,69315.
Hasilnya tepat sama dengan nilai integrasi yang dihitung dengan ekstrapolasi
Richardson.
(Munir, 2003: 303)

Berdasarkan uraian di atas, diketahui bahwa penerapan Ekstrapolasi
Richardson dalam suatu metode adalah untuk memperkecil kesalahan metode
trapesium. Hal tersebut dimaksudkan untuk memperoleh nilai perkiraan yang
mendekati nila eksak. Dengan demikian, penggunaan ekstrapolasi Richardson
dapat dikatakan sebagai alternatif atau pilihan yang lebih baik dari metode
sebelumnya.

Dari uraian tersebut, dapat diilustrasikan terhadap fenomena pernikahan suatu
kaum (adam) yang hendak memiliki istri lebih dari satu, seperti yang terdapat

dalam firman Allah Swt. Berikut ini:
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“Dan jika kamu takut tidak akan dapat berlaku adil terhadap (hak-hak)
perempuan yang yatim (bilamana kamu mengawininya), maka kawinilah
wanita-wanita (lain) yang kamu senangi : dua, tiga atau empat. Kemudian jika
kamu takut tidak akan dapat berlaku adil, maka (kawinilah) seorang saja, atau
budak-budak yang kamu miliki. Yang demikian itu adalah lebih dekat kepada
tidak berbuat aniaya (Qs. An-Nisa’/4: 3).”

Dari ayat tersebut di atas, maka dapat digambarkan sebagai berikut:

1 wanita (istri)

Pria (adam 2 wanita(istri) Mampu bersikap adil
3 wanita(istri)

4 wanita (istri)

Suatu kaum (adam) yang memiliki keinginan untuk menikah, dianjurkan
untuk menikah satu wanita saja, akan tetapi apabila ada pertimbangan lain yang
hal tersebut baik secara agama, maka diperbolehkan menikah dengan dua, tiga
atau empat wanita lain yang disenangi. Dengan pertimbangan bahwa kaum (adam)
tersebut mampu berlaku adil. Dan apabila ia tidak mampu melakukannya, maka
dianjurkan dia menikah dengan seorang wanita sgja. Dan hal tersebut merupakan
keputusan terbaik bagi dirinya.

Dengan demikian, dapat di katakan bahwa dalam menentukan suatu

penyelesaian yang terdapat beragam cara penyelesaiannya. Dianjurkan bagi kita
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untuk memilih suatu penyelesaian yang terbaik, seperti: pemilihan penggunaan
ekstrapolasi Richardson dalam penyelesaian integral numerik.
2.5 Metode Romberg
Berdasarkan rumusan ekstrapolasi, Romberg menghitung integrasi fungs
dengan dua cara perkiraan I(h;) dan I(hy) untuk memperoleh hasil yang lebih
cermat | = f[I(h),1(h,)] (Nasution dan Zakaria, 2001: 160). Metode ini dipakai
untuk evaluas numerik dari integral tentu, misalnya penggunaan aturan
trapesium.
251 RumusTrapesum Rekursif
Teorema 2.1
Misalkan f adalah suatu fungs yang terdefinisi pada [a, b] dan h = (b — a).
Untuk n = 1, 2, 4, 8, 10,... atau untuk n=2°2* 22 2% . 2% _ kita definiskan
barisan aturan trapesium

Ty T T T

dengan

h

T,=T(1.h) = 2(f(a)+ () dan Tk:Tzk(f,?) K=1,2,3 ..

Barisan aturan trapesium ter sebut memenuhi hubungan

T h & . h
Tea=—+=7> f,..dengan f, = fla+i—— (2.8)
2 24 2

Bukti:

Misakan f adalah suatu fungsi yang terdefinisi pada[a, b].
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Misalkan a=x, < X, <X, <...< X, =b suatu partis [a, b] sedemikian hingga
X, = X, +kh denganh = (b—a)/n untuk k=0, 1, 2, 3,..., n.

Berdasarkan rumusan ekstrapolasi Richardson, maka integrasi fungsi

dilakukan dengan menghitung dua cara perkiraan I(h;) dan 1(hy).
T, adalah barisan aturan trapesum dan n = 1, 2, 4, 8, 16, . . . aau
n=2°2t222% 2%  maka

Pertama; T,, dengan |ebar setiap subinterval adalah h, maka di dapat

h
T (f,h) =§{f0 +2f, +2f, +...42F,  + .}

=2{f0 + f)+h{f, + f,+..+ 1}

n-1

=2{f0 + f,j+hy (2.9)

k=1

Kedua, jika lebar setiap subinterval diperkecil separohnya, maka didapat

h th—l
PR SR P S (2.10)
4 2 5=
h hn—l h n
=—f, + == LI + ) 5.
4{ 0 2n} 2; 2j 2]2:; 2j-1
_Ta(Bh) ey (2.11)
2 253

Pada (2.9) berlaku f, = f(x,+kh), sedangkan pada (2.10) berlaku

f, = f(X, +kh/2), sehingga f, pada (2.10) sama dengan f, pada persamaan

(2.9). Rumus (2.11) disebut rumus trapesium rekursif.
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Rumus ini memungkinkan penggunaan aturan trapesium majemuk secara
efisien, dengan tanpa harus menghitung ulang nilai-nilai fungsi di beberapa absis
yang sudah dihitung sebelumnya.

Daam menghitung hampiran f f (x) dx dengan aturan trapesium rekursif, di
lakukan langkah-langkah sebagai berikut.

h=b-a

T, =2 (f(@)+ 1)

T, h
T1=70+§f1

T, h
T, :El+2(fl+ f.)

T h
T3:51+§(f1+ fo+ g+ f)

2n—l
Tnzh_kln f2j—l
X

(Sahid, 2004: 297)

25.2 Aturan Simpson Rekursif

Teorema 2.2

Misalkan {T,:n=0123,...}adalah barisan aturan trapesium majemuk yang

dihasilkan dengan aturan pada Teorema 2.1, dan S, adalah aturan Smpson
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majemuk untuk fungsi f dengan 2" subinterval pada interval [a, b]. Hubungan
antara aturan Smpson majemuk dan aturan trapesium majemuk adalah

S, = % untukn=1,2, 3, ... (212

Bukti:
Berdasarkan aturan trapesium rekursif pada Teorema 2.1, maka aturan
Simpson rekursif dengan menggunakan ekstrapolasi Richardson adalah

S, =T, +n ot
2°-1

karena aturan trapesium memiliki orde galat senilai 2 (q = 2), maka diperoleh

1, =4
S, =T, +—
2°-1
:Tn+Tn_Tn—l
3
_3Tn +Tn _Tn—l
3 3
AT, -T,
S ==t (2.13)

Rumus (2.13) adalah aturan Simpson rekursif. Rumus ini memungkinkan
penggunaan aturan Simpson rekursif secara efisien, dengan tanpa harus
menghitung ulang nilai-nilai fungsi di beberapa absis yang sudah dihitung

sebelumnya. Jadi, teorema di atas terbuki.
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253 Aturan Boole Rekursif
Teorema 2.3
Misalkan {S, : n:L2,3,...} adalah barisan antara Smpson majemuk yang
dihasilkan dengan aturan Teorema 2.2. Misalkan B, adalah aturan Boole
majemuk untuk fungsi f dengan 2" sub interval sama panjang interval [a, b],
yakni

2h 2"/4

= (71, _, +32f, . +12f, ,+32f,  +7f,) (214)
45% 2" &

dengan h=b-adan f, = f(a+'2—hnj.

Hubungan antara aturan Boole majemuk dan aturan Smpson majemuk

adalah

_16S,-S,,

Bn
15

., untukn=2,34,.. (215

Bukti:
Dengan rumusan ekstrapolasi Richardson, maka aturan Boole rekursif dengan

menggunakan aturan Simpson rekursif adalah

&=%+§L§i
2¢-1

karena aturan trapesium memiliki orde galat senilai 2 (q = 4), maka diperoleh

B, =S, +—S” 4_8”’1
2" -1
-S 4+ Sn _Sn—l

" 15
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15§

n+ n

15 15

_16S,-S,,

Bn
15

(2.16)

Rumus (2.16) adalah aturan Boole rekursif. Rumus ini memungkinkan
penggunaan aturan Boole rekursif secara efisien, dengan tanpa menghitung
integrasi dengan menggunakan rumus kuadratur yang cukup panjang dan tanpa
harus menghitung ulang nilai-nilai fungsi di beberapa absis yang sudah dihitung
sebelumnya. Jadi, teorema di atas terbukti.

254 Metode Romberg

Pada proses integrass Romberg, mula-mula hitung kuadratur dengan lebar
langkah h dan 2h. Untuk menurunkan galat hampiran integral dari O(h*")
menjadi O(h*"?) dapat digunakan ekstrapolasi Richardson, seperti dinyatakan
dalam teorema berikut ini.

Teorema 2.4

Jika diketahui dua buah hampiran R (f,h) dan R (f,2h) untuk nilai Q yang

memenuhi

Q=R (f,h)+c,h™ +c,h™> + ..
dan

Q=R (f,2h) +c,4h*™ +c,4“"h**? 1 .
maka

_ 4k Rk(f ,h) - Rk(f 12h) + o(h2k+2) (216)

Q 4% -1
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Bukti:

Misalkan Q adalah nilai integrasi romberg dengan jarak antar titik adalah h:

Q=R (f,h)+c,h*™ +c,h*2 + .. (2.17)

Ekstrapolasikan h menjadi 2h, lalu hitung integrasi numeriknya
Q=R (f,2h) +c,4h*™ +c, 4 h**? 4 .. (2.18)
Eliminasikan C dari kedua persamaan dengan menyamakan persamaan (2.17)
dan persamaan (2.18):
R (f,h)+c,h®* +¢c,h®™? +..= R (f,2h)+c, 4 h* +c, 4 h**2 4,
R.(f,h)— R (f,2h) =c,h? (4" -1) +...
Sehingga diperoleh

_ R(f,h)—R(f,2h)
(@ -ph*

(2.19)

1

Sulihkan (2.19) ke dalam persamaan (2.17) untuk memperoleh

Q=R(f,h)+ R“(f’hi;_le(f’Zh) +0(h?*?) (2.20)

Persamaan (2.20) merupakan integrasi Romberg. Jadi teoremadi atas terbukti.

Jka teorema di atas didefiniskan dalam barisan  Kkuadratur
{RG,j):i>j,j=223..} untuk hampiran integral f(x) pada[a, b] sebagai
Ri,)=T,,i>1 (barisan aturan trapesium majemuk) (2.21)
R(i,2 =S ,,i22  (barisan aturan Simpson majemuk) (2.22)

R(i,2) =B _,,i>2  (barisan aturan Boole majemuk) (2.23)



maka integrasi Romberg untuk meningkatkan keakuratan hampiran integral dapat
ditulis sebagai
Integrasi Romberg dengan Ekstrapolasi Richardson

4R}, k=D~ R(j-1k~1)

R(j.K) = e

(2.24)
Untuk 2 <k < j, dengan nilai awal adalah kuadratur trapesium
b-a
RAD =T, = T(f (@) + f (b))

Algoritma Romberg menghasilkan suatu jajaran bilangan segitiga, yang
semuanya merupakan nilai-nilai hampiran integral sebuah fungsi f(x) pada interval

[a, b]. Jgjaran (array) tersebut tampak seperti tabel 2.3

Tabel 2.3 Proses Integrasi Romberg

R(2, 1)<: R(2. 2™\

RG, 1)§> RG3 2— R(3, 3)
\ \
R(4,1)— R4, 2— R4, 3)— R4 4~
T~ T~

RG5,1)_°, R52 > RG53 ~ R54 " RG,5)

N

RN,1) — R(N,2—> R(N,3—> R(N,4) — ... — R(N,N)

(Sahid, 2004: 300)

Kolom pertama pada tabel tersebut memuat hampiran integral tentu dengan

menggunakan aturan trapesium rekursif. Kolom kedua merupakan hampiran
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integral yang sama dengan aturan Simpson rekursif (perbaikan pertama). Kolom
ketiga merupakan hampiran integral yang sama dengan aturan Boole rekursif
(perbaikan kedua). Kolom keempat merupakan merupakan perbaikan ketiga.
Demikian seterusnya.

Perhatikan hadits Muslim berikut:

W i K u:,mur A musugwﬁw° e
gd&ugﬁgﬂ\mg_\g;;gﬁdudj“i":«;uu L el
Ja sl \U\JGJ:“;‘@‘*;%{U}%’JJ@DM ) g8 Adad \d@”?{)—v
ua;uzu@g%m&m&bw&mup)m

Lo Al asle T g (o) e 17K R0 o 3 o i
mmuugczmmmqﬁy” iux.uum;a;y Lo g Eal
TR P (b o PO P o A P RGN, (7 P

b}—u—jmdaw‘bbbumw Ny Ucn.w&wuts-wuf—u—j
RRE ngﬂ\@Mu\}ft_uhju_a ug‘f\_d\‘;ma\ﬁ\
e Ly Jla Cuaa als s

“Diberitakan kepada kami dari Abu Bakri bin Abi Syaibah diberitakan kepada
kami dari Waki’ dari Sufyan dan dikabarkan kepada kami dari Muhammad bin
Musanna dikabarkan kepada kami dari muhammad bin Ja’far diberitatakan
kepada kami dari Syu’bah sebagaimana dari keduanya dari Qois bin Muslim dari
Thariq bin Syihab dan hadits ini dari Abi Bakr, ia berkata: pertama seseorang
memulai khutbah pada hari Id sebelum sholat maka Marwan berdiri kepada
seseorang dan berkata: “ Sholat itu sebelum khutbah”, maka kemudian ia
berkata: ““ sungguh tinggalkanlah apa-apa yang ada pada kamu”, maka Abu Said
berkata”adapun permasalahan ini telah sampai ke telinga Rasulullah Saw
kemudian Rosulullah bersabda: “ Barang siapa diantara kamu meliht suatu
kemungkaran, maka rubahlah dengan kekuasaan, jik tidak bisa rubahlah dengan
ucapan atau perkataan, dan jika tidak bisa maka cukup dengan hati (do’a) dan ini
adalah serendah-rendahnya iman”. Dikabarkan kepada kami dari Abu Quraib
Muhammad bin Ala’ diberitakan kepada kami dari Abu Muawiyah diberitakan
kepada kami dari A’Masy dari Ismail bin Raja dari bapaknya dari Abi Said Al-
Khudri dan dari Qois bin Muslim dari Thariq bin Syihab dari Abi Said Al-Khudri
sebagaimana dikisahkan oelh Marwan dan hadits atau berita dari Abi Said dari
Nabi Muhammad Saw dengan hadits yang sama dari Syu’bah dan sufyan.
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Dari hadits di atas, maka dapat digambarkan sebagai berikut:

Pemasal ahan
(kemungkaran)

Diselesaikan

K ekuasaan .| Ucapan/ | Hati
"| Perkataan | (do’a)

Daam hadits di atas, kita dapat memisalkan kemungkaran adalah integrasi

numerik dengan metode Trapesium (T ), kekuasaan adalah metode Simpson

(S, ), ucapan atau perkataan adalah metode Boole dan hati (do’a) adalah metode

Romberg (R(n’n)).

Bila daam kehidupan sehari-hari, kita dapat mengilustrasikannya sebagai
berikut: manusia merupakan makhluk yang paling sempurna dan mulia di dunia
ini, karenanya manusia dijadikan sebagai khalifah. Dengan tugas tersebut maka
seharusnya manusia mampu menghadapi kemungkaran di duniaini. Kemungkaran
tersebut dapat di atas dengan (1) Kekuasaan, bila dengan cara pertama
kemungkaran masih belum teratasi, maka kita dapat melakukan perbaikan
penyelesaian dengan cara kedua yaitu, (2) Ucapan atau perkataan, dan apabila
masih belum berhenti kemungkaran yang dilakukan, maka kita dapat melakukan

penyelesaian yang terakhir dan baik yaitu, (3) Hati (do’a).
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BAB |11

PEMBAHASAN

3.1 Algoritma Integral Lipat Dua Dengan M etode Romberg

Daam menyelesaikan suatu masalah yang menggunakan bantuan komputer,
pemaka (user) diharapkan mampu membuat suatu proses atau prosedur yang
merupakan urutan dari langkah-langkah atau instruksi-instruksi dalam
menyelesaikan suatu permasal ahan.

Menurut Yulikispartono (2004: 12), sebuah algoritma pada hakikatnya
merupakan suatu prosedur yang tepat untuk dapat memecahkan masalah dengan
menggunakan bantuan komputer serta suatu bahasa pemrograman.

Berdasarkan hal tersebut, maka langkah awal penulis adalah membuat
algoritma dalam menyelesaikan integral lipat dua dengan metode Romberg.

a. Mendefinisikan integran dan batas-batas integran.

b. Tentukan banyaknyaiterasi (N).

c. Pilih batas integran yang akan diselesaikan terlebih dahulu.

d. Bilabatasyang dipilih x, maka hitung

h=x,-x,
Bilabatas yang dipilih y, maka hitung
h=y,-y,

e. Bilabatasyang dipilih x, maka hitung

RAY =T, =2 (F (4, )+ 1 (.)
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Bilabatas yang dipilih y, maka hitung
h
RAD =T =5 (FO0y) + F(x¥2)
Apabila batas yang dipilih x:

Hitung R(21) =T, =T7°+2fi dimana f, = f(x1+i.21kj dan

k=1,23, ..
Apabilabatas yang dipilih y:

Hitung R(2.1) =T, =T—20+2 f dimana f, = f(yl+i.2£k) dan

k=1,23, ..

. Apabilabatas yang dipilih x:
2k
Hitung R(r,) =T, :TEKJF%Z fy, dimana f = f(x1+i.%j

dan f, ,=f; .

Apabila batas yang dipilih y:

Hitung R(r.1) =T,,; = 2 2k+l Z fpn dimana T = f[yl—H %)

dan f, ,=f; .

. Hitungan selanjutnya dengan menggunakan metode Romberg

45 R(r,s-1) - R(r —-1,s-1)

R(r,s) = prEw)

untuk 2<s<r.

Hasil integrasi pertama (h) dari metode Romberg diintegralkan lagi atau

kembali ke langkah c sampai h.



j. Hasil integral lipat dua dengan metode Romberg.

3.1.1 Contoh Penyelesaian Integral Lipat Dua.

Selesaikan integral lipat dua berikut.

”4xy3dA, D={xyjo<x<2-1<y<3
D

a. Secara Analitis;

2

I

0

Jadi, penyelesaian integral lipat duadari f (x,y) = 4xy*® adalah 160 satuan.

3
I 4xy°dydx
4l

O N
I

O N

B 3
axt a }dx
47 4

O

_x.y“‘i}dx

[Ix@* - x(-1* b

2

[[81x— xJix

0

2
jsoxdx
0

2

80 ,

0
40x2\z

40(2)* - 40(0)*

160

3
j 4xy3dy}dx (diintegrasikan terhadap y )
L

49
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b. Secara Numerik dengan menggunakan metode Romberg;

”4xy3dA, D={xyJo<x<2-1<y<3
D

1) Integran yang diselesaikan adalah f(x,y) = 4xy*®
2) Batas bawah daerah integrasi (x) =0
Batas atas daerah integrasi (x) = 2
Batas bawah daerah integrasi (y) =-1
Batas atas daerah integrasi (y) = 3
3) Dimisalkan banyaknyaiterasi yang dilakukan (N) = 4;
Tabel 3.3.1.1 Proses integrasi Romberg
R(1, 1)
R(2,1)— JR(2 2
\
RB3,1)— »R(3,2— »R(3,3)
\ \
4) Integrasi pertamadilakukan dalam arah y makanilai x konstan, sehingga
h=y,-vy;

h=3-(-1)=4
5) Menghitung: R(L1) =T, :g(f(x, yy) + F(%Y,))

maka f(x,-1) = 4x(-1)% = —4x

f (x,3) = 4x(3)° =108x;
: 4
Sehingga R(LD) =T, = > (- 4x+108x)

R(L1) =T, = 2(104x)



R(L1) =T, = 208x

51

6) Menghitung: R(21) =T, :TEOJFE f, dimana f, = f(y1+1.2—hkj dan

k=1,23, ...
f, = f(y1+1.gj= f(—1+1.2ilJ= f(-1+2)= Q)
f (1) = 4x(1)° = 4x

U\
R2D) =T, =2+_f
( ) k 2 +2 i

R(2D =T, = % + g4x

R(21) =T, =104x+8x
R(22) =T, =112x

7 REB =T, :121+i(f1+ f,)

T h
R(3,1)=T, :§+F(fl+ f,)

= %+£(0+32x)
2 4
=56x+32x =88x

8 R(41)=T, :%+2(f1+ o+t t,)



f1= f(yl-i—l.zllll = f(—l-{-l.zil]: f(—%)=4x(_% 3 —_=x
fa = f[y1+3'2k+1j: f(_1+3'22+1J: f(%):4x(% : —EX
fy = f(yl+5.2['+l)= f(—1+5.2f'+1j= £(2)=ax@)? = 2
h 4 125
f7 7 f(y1+7'2k+1j: f(_1+7 22+1j: f(%)_4 (% ° _7

R(4,1)=T, =T72+g(fl+ fo+ fo+f,)

= 44x + 38x

= 82x

9) Hitungan selanjutnya menggunakan metode Romberg

45 'R(r,s-1) - R(r -1,s-1)

R(r,s) = =N

Kolom kedua dalam integrasi Romberg

41R(22-1)- R(2-12-1) _ 4R(21) - R(L)

R(2,2) =

42—1 _ 1 3
_ A112x) - 208x _ 240X _ oo
3 3
2-1
R@ 2= ¥ RB2-)-RE-12-1) _4REY)-RE2Y

421 _q 3

untuk 2<s<r.

52
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_ 4(88x) —112x _ 240x
2 =

= 80x

4*1R(42-1)- R(4-12-1) _ 4R(41) - R

R(4,2) =
4.2 431 1 3

80x

_ 4(82x) -112x _ 240x _
3 3

Kolom ketiga dalam integrasi Romberg

4*'R(33-1)-R(E-13-1) _ 4°R(32)-R(22)

R3.3)3 4711 42 -1
_ 16R(32) - R(2,2) _16(80x) -80x _ B0
15 15
3-1 2
R, 3) = 4"R(43-)-R(4-13-1) _4’R(42)-R(32)

471 1 42 -1

_ 16R(4,2) - R(32) _ 16(80x) ~80x _
15 15

80x

Kolom keempat dalam integrasi Romberg

47 R(4,4-1)-R(4-14-1) 4°R(43-R(393
4711 - 4 -1

R(4, 4) =

_ B4R(32)-R(2,2) 64(80x)—80x 5040x
63 63 63

=80x

Jadi nilai integrasi pertama dengan metode Romberg adal ah 80 satuan.
Tabel 3.1 Selesaian Integrasi Pertama Romberg

208x

118x 80x

88x 80x\»80x

82x\80x\80x\80x




10) Integrasi kedua;
Integran yang diselesaikan adalah f(x, y) = 80x
11) Batas bawah daerah integrasi (x) =0
Batas atas daerah integrasi (x) = 2
12) Banyaknyaiterasi yang dilakukan (N) = 4
h=x,-X;

h=2-0=2
19)Hitung: RED =T, =5 (F (%) + £ (%..)

maka f(0,y) =80(0) = 0

f(2,y) =80(2) =160;
Sehingga R@L) =T, = %(o +160) =160

14) f, = f(yl +1.gj E f(0+1.§] = f(1)=80(1) = 80

T
R(21) =T, :—°+Df1:@+g.80280+802160
2 2 2 2

T h
15) R3, 1) =T, =51+F(f1+ f,)

h 2
fl = f(xl +1.FJ= f(O%—le: f(%):80(%) :40

f,= f[xl +3.27h+1j= f(0+3. 2 j: f(3)=80(2)=120

RG =T, =121+i(f1+ f,)



55

= @+E(40+12O)
2 4
=80+80
=160
16) R(4, 1) = 160
17) Hitungan sel anjutnya menggunakan metode Romberg

45TR(r,s-1) - R(r-1,s-1)

R(r,s) = FO NI

untuk 2<s<r.

Kolom kedua dalam metode Romberg

4 R(22-1)-R(2-12-1) _ 4R(21)- R(L])

R(2, 2) =
2 4211 3
_ 4(160)-160 _480 _, .-
3 3
R(3, 2) = 160
R(4, 2) = 160

Kolom ketiga dalam metode Romberg
R(3, 3) =160
R(4, 3) = 160
Kolom keempat dalam metode Romberg
R(4, 4) = 160
Jadi, penyelesaian integral lipat dua dari f(x,y)=4xy® adalah 160

satuan.

Berdasarkan uraian di atas tentang proses integras manual metode Romberg

dalam menyelesaikan integra lipat dua, maka perlu digunakan program komputer



56

dalam membantu mempercepat operasi hitungan dan iteras yang dilakukan dalam
metode numerik di atas. Apabla dilihat dari segi hasil, metode Romberg
memberikan nilai yang sama dengan nilai eksak. Hal ini menunjukkan bahwa
metode Romberg memiliki ketelitian yang tinggi dalam selesaiannya. Secara
teoritis, metode Romberg merupakan evaluasi numerik dari integral tentu (metode
trapesium), dimana penghitungannya membandingkan nilai integrasi 1(hl) dan
I(h2) untuk memperoleh hasil yang lebih baik.
3.2 Bagan Alir Integral lipat dua dengan metode Romberg

Berdasarkan algoritma di atas, kita dapat membuat |ogika atau urut-urutan
instruksi program integral lipat dua dalam bentuk bagan alir.

Menurut Y ulispartono (2004: 34), Bagan alir dapat menunjukkan secara
jelas arus pengendalian agoritma, yakni bagaimana rangkaian pelaksanaan
kegiatan program tersebut. Adapun bagan alir integral lipat dua dengan metode

Romberg sebagai berikut:



Mulai

A 4

Masukkan
integran f(x,y) dan
batas-batasnya.

A 4

Masukkan
banyaknya iterasi
(N)

Hitung
P h= Yo-VY,

RAD =Ty = (1 (6 y) + 1 (x.%))

Batas integran
bernilai x

Hitung
h=x,-x;

ROD =Ty =51 (6, 9)+ (%, Y)

! |

Hitun Hitung
TR [
R(rD) =T, = ?"’FZ faia R(r1) =T, = okl Z faia
=) 2
fi="1|y +i.
(yl e j f|:f£x1+i mj
f2171 N f| 2
Hitung
R(r.9) = 45’1.R(r,s—1)_— R(r-1,s-1)
45t -1
Hasil integral
yang terbaik
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Gambar 3.1: Integral lipat dua dengan metode Romberg
3.3 Program Matlab Dalam Menyeesaikan Integral lipat dengan metode
Romberg
Setelah mengetahui proses penyelesaian integral lipat dua secara analitis dan
numerik yang diselesaikan secara manual, maka langkah selanjutnya mengetahui
seberapa besar peran komputer (program matlab) dalam menyelesaikan integral
lipat dua.

Contoh 1.
Penyelesaian integran f (X, y) = 4xy® dengan batas bawah daerah integrasi (x)
= 0, batas atas daerah integrasi (x) = 2, batas bawah daerah integrasi (y) = -1,

batas atas daerah integrasi (y) = 2 dan banyaknya iterasi yang dilakukan 4 adalah

***************PROGRAM INTEGRAL LIPAT DUA****************
*xxxxx SELESAIAN NUMERIK DENGAN METODE ROMBERG* ** ****
********************BY: ISVVATUL KHASANAH******************

Persamaan Aljabar

f=
Inline function:
f(x,y) =4.*x.*y. 4

Masukkan batas bawah interval (y)=-1
Masukkan batas atas interval (y)=3

Masukkan batas bawah interval (x) =0
Masukkan batas atas interval (x)=2

Masukkan banyaknyaiteras yang dilakukan =3
Integrasi pertamadalam arah 'y




2086 0 0 O

2086 0 0 O

112 0 0 O

2086 0 0 O

112 80 0 O

2086 0 0 O

112 80 0 O

8 0 0 O

2086 0 0 O

112 80 0 O

88 80 0 O
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0 0 0 O

2086 0 0 O

112 80 0 O

88 80 80 O

2086 0 0 O

112 80 0 O

88 80 80 O

82 0 0 O

208 0 0 O

112 80 O O

88 80 80 O

82 8 0 O

R =

2086 0 0 O

112 80 O O

88 80 80 O

82 80 80 O

R =

60



61

2086 0 0 O

112 80 0 O

88 8 8 O

82 80 80 80
ans =80

Hasi| Integrasi pertama dengan Metode Romberg adalah 80

Integrasi kedua dalam arah x

160 0 O O
160 160 O O
160 0 O O
0O 0 0 O

R=

160 0 0 O
160 160 O O
160 160 160 O

160 160 160 160
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ans= 160
Hasil Integrasi kedua dengan Metode Romberg adalah 160
Waktu Komputasi = 0.15

Contoh 2.
3xy?vx® +1 N
\2yZ +2

integrasi (X) = 0,1, batas atas daerah integrasi (X) = 1,5, batas bawah daerah

Penyelesaian integran f(X,y) = h dengan batas bawah daerah

integrasi (y) = 0,5, batas atas daerah integrasi (y) = 2, 2 dan banyaknya iteras

yang dilakukan 5 adalah

*****************PROGRAM INTEGRAL LIPAT DUA****************
Frxxkxxx SELESAIAN NUMERIK DENGAN METODE ROMBERGH* *** ***
********************BY: ISVVATUL KHASANAH*******************

Persamaan Aljabar dan Eksponensial
f=
Inline function:

f(x,y) = (3*X.*y. 2 * sgr(x"3+1)* e"3* x*y"4 /sgri(2* y"2+2)

Masukkan batas bawah interval (y)=0.5
Masukkan batas atas interval (y)=2.2

Masukkan batas bawah interval (x) =0.1
Masukkan batas atas interval (x)=1.5

Masukkan banyaknyaiterasi yang dilakukan =4

Integrasi pertamadalam arah 'y
h=

1.7000



R =

1.0e+003 *
16992 O
0 0
0 0
0 0
0 0
R =
1.0e+003 *
16992 O
11530 O
0 0
0 0
0 0
R=
1.0e+003 *
1.6992 0
1.1530 0.9709
0 0
0 0
0 0
R =
1.0e+003 *
1.6992 0
1.1530 0.9709
1.8264 0
0 0

0 0

oNoNeolNoeNe]

[oNeoNelNoNe]

[eNoNeoNeoNe

oNeoNoNoNe

cNoNoNoNe

oNoNoNoNe

OO OOoOOo

oNeoolNoNe

[oNeoNeNoNe)

OO OOoOOo

cNeoNoNoNe

[oNoNeNoNe)



R =

1.0e+003 *

1.6992 0
1.1530 0.9709
1.8264 2.0509
0 0
0 0

R =

1.0e+003 *

1.6992 0
1.1530 0.9709
1.8264 2.0509
0 0
0 0

R =

1.0e+003 *

1.6992 0
1.1530 0.9709
1.8264 2.0509
3.4060 0

0 0

R =

1.0e+003 *

1.6992 0

1.1530 0.9709

1.8264 2.0509

3.4060 3.9326
0 0

[cNeoNeoNoNe

0

0
2.1229

0

0

eoNeoNoNoNe

OO0 o0oo O O OOoOo

cNeoNoNoNe

cNeoNoNoNe

Oo0o0ooo OO OOOo

cNeoNoNoNe
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R =

1.0e+003 *

1.6992

1.1530

1.8264

3.4060
0

R =

0
0.9709
2.0509
3.9326

0

1.0e+003 *

1.6992

1.1530

1.8264

3.4060
0

R =

0
0.9709
2.0509
3.9326

0

1.0e+003 *

1.6992
1.1530
1.8264
3.4060
6.6878

R =

0
0.9709
2.0509
3.9326

0

1.0e+003 *

1.6992
1.1530
1.8264
3.4060
6.6878

0
0.9709
2.0509
3.9326
7.7817

0

2.1229
4.0580

2.1229
4.0580

2.1229
4.0580

2.1229
4.0580

eoNeoloNoNe

cNeololNoNe

[eNeoNeoNoNe

cNeoNoNoNe
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R =

1.0e+003 *

1.6992
1.1530
1.8264
3.4060
6.6878

R =

0
0.9709
2.0509
3.9326
7.7817

1.0e+003 *

1.6992
1.1530
1.8264
3.4060
6.6878

R =

0
0.9709
2.0509
3.9326
7.7817

1.0e+003 *

1.6992
1.1530
1.8264
3.4060
6.6878

ans =

0
0.9709
2.0509
3.9326
7.7817

8.1172e+003

Hasil Integrasi pertama dengan Metode Romberg adalah 8117.1958

0 0 0
0 0 0
2.1229 0 0
4.0580 4.0887 0
8.0383 0 0

0 0 0
0 0 0
2.1229 0 0
4.0580 4.0887 0
8.0383 8.1015 0

0 0 0
0 0 0
2.1229 0 0
4.0580 4.0887 0
8.0383 8.1015 8.1172

Integrasi kedua dalam arah x

h=

1.4000
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R =
1.0e+004 *
8.0512 0
5.2695 0
0 0
0 0
0 0
R=
1.0e+004 *
8.0512 0
5.2695 4.3422
0 0
0 0
0 0
R =
1.0e+004 *
8.0512 0
52695 4.3422
4.4822 0
0 0
0 0
R =
1.0e+004 *
8.0512 0
52695 4.3422
44822 4.2198
0 0
0 0

cNeoNeoNoNe

OO OOO0o

cooo®

OO OO0OOo

OO OOoo

coocooo©®

cNeoNoNoNe

cNoNoNoNe

co0ooo®©
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1.0e+004 *

8.0512 0 0
5.2695 4.3422 0
44822 4.2198 4.2117

0 0 0
0 0 0
R =
1.0e+004 *
8.0512 0 0

5.2695 4.3422 0
44822 4.2198 4.2117

4.2790 0 0
0 0 0
R =
1.0e+004 *
8.0512 0 0
52695 4.3422 0
44822 4.2198 4.2117
42790 4.2112 0
0 0 0
R=
1.0e+004 *
8.0512 0 0

5.2695 4.3422 0

44822 4.2198 4.2117

42790 4.2112 4.2107
0 0 0

R =

1.0e+004 *

cooo® eoNeoloNoeNe] oNeolNoNoNe]

oNoloNoNe]

cocooo® cNeoNoNoNe] oNoNoNoNe]

oNolNoNoNe]
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8.0512

5.2695

4.4822

4.2790
0

R=

0
4.3422
4.2198
4.2112

0

1.0e+004 *

8.0512
5.2695
4.4822
4.2790
4.2278

R=

0
4.3422
4.2198
4.2112

0

1.0e+004 *

8.0512
5.2695
4.4822
4.2790
4.2278

R=

0
4.3422
4.2198
4.2112
4.2107

1.0e+004 *

8.0512
5.2695
4.4822
4.2790
4.2278

R=

0
4.3422
4.2198
4.2112
4.2107

1.0e+004 *

8.0512
5.2695

0
4.3422

0

4.2117
4.2107

4.2117
4.2107

4.2117
4.2107

0

0
4.2117
4.2107
4.2106

4

0
0
0
21
0

06

oc0ooo

oc©0oo0o

69
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44822 4.2198 4.2117 0 0
42790 4.2112 4.2107 4.2106 0
42278 4.2107 4.2106 4.2106 0

R=
1.0e+004 *
8.0512 0 0 0 0
52695 4.3422 0 0 0
44822 4.2198 4.2117 O 0
42790 4.2112 4.2107 4.2106 O
42278 4.2107 4.2106 4.2106 4.2106
ans =
4.2106e+004

Hasi| Integras kedua dengan Metode Romberg adalah 42106.4624

Waktu Komputasi = 0.172

Penyelesaian integral lipat degan menggunakan integrasi Romberg merupakan
penyelesaian yang cukup panjang dan rumit. Hal tersebut dapat di lihat pada
halaman 34. Akan tetapi, dengan bantuan komputer, maka penyelesaian tersebut
dapat terselesaikan dengan mudah. Penyelesaian integral lipat dua dengan
integrasi Romberg pada skripsi ini memiliki dua program utama, yaitu integrasi
awal dalam arah x dan dalam arahy.

User dapat memilih program utama yang diinginkan. Pada contoh-contoh
yang diberikan penulis di atas, program utama yang dipilih adalah dalam arah vy,
berarti nilai x konstan. Pemilihan integrasi awa dalam arah x atau dalam arah v,
sebenarnya tidak mempengaruhi hasil akhir integrasi. Hal ini sesuai definis

integral lipat sebagai berikut:
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I = [[f(xy)dA atau | = (]'ﬁf(x, y)dx}dy atau | = bjﬁf(x, y)dy}dx
A cLa alc

Pada contoh 1 di atas, diketahui bahwa integrasi pertama dilakukan dalam
arah vy, ini berarti nilai x konstan. Iterasi dilakukan sebanyak empat kali, maka
matriks yang terbentuk dalam MATLAB adalah 4x4. Adapun proses
penghitungan integrasi dalam MATLAB untuk R ditampilkan satu persatu. Lihat
nilar R pada baris pertama kolom pertama (208) menunjukkan hasil integrasi
pertama (R(1,1)). Yang kemudian dilanjutkan dengan perbaikan nilai integrasi
R(2,1) hingga R(4,4). Nilai R(4, 4) menunjukkan nilai integrasi dengan metode
Romberg yaitu 80.

Demikian juga dengan nilai integrasi kedua dalam arah x, pada baris pertama
kolom pertama (160) menunjukkan hasil integrasi kedua (R(1,1)). Y ang kemudian
dilanjutkan dengan perbaikan nilai integrasi R(2,1) hingga R(4,4). Nilai R(4, 4)
menunjukkan nilai integras dengan metode Romberg yaitu 160. Dan waktu
penghitungan komputasi adalah 0,15 detik.

Sedangkan pada contoh 2, Iterasi dilakukan sebanyak lima kali, maka matriks
yang terbentuk dalam Matlab adalah 5x5. Adapun proses penghitungan integrasi
dalam Matlab untuk R ditampilkan satu persatu. Lihat nilai R pada baris pertama
kolom pertama (1699,2) menunjukkan hasil integrasi pertama (R(1,1)). Yang
kemudian dilanjutkan dengan perbaikan nilai integrasi R(2,1) hingga R(4,4). Nilai

R(4, 4) menunjukkan nilai integrasi dengan metode Romberg yaitu 8117,2.
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Demikian juga dengan nilai integrasi kedua dalam arah x, pada baris pertama
kolom pertama (80152) menunjukkan hasil integras kedua (R(1,1)). Yang
kemudian dilanjutkan dengan perbaikan nilai integrasi R(2,1) hingga R(4,4). Nilai
R(4, 4) menunjukkan nilai integrasi dengan metode Romberg yaitu 42106,624.
Adapun waktu komputasi dalam contoh ini adalah 0,172.

Dengan demikian, memang benar program matlab sangat memudahkan
pemakai dalam mencari selesaian numerik integral lipat dua. Selain waktu yang
dibutuhkan cukup singkat bila dibandingkan dengan penghitungan manual, tetapi

juga hasil penyelesaiannya mendekati nilai eksak.
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BAB IV

PENUTUP

41 KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan pada bab |11 di atas, dapat ditarik kesimpulan bahwa
langkah-langkah penyelesaian integral lipat dua dengan menggunakan integrasi
Romberg adalah sebagai berikut:

k. Mendefinisikan integran dan batas-batas integran.

[.  Menentukan banyaknyaiterasi (N<5).

m. Memilih batas integran yang akan diselesaikan terlebih dahulu,

1) Bilabatasyang dipilih x, berarti nilai y konstan, maka hitung

h=x,-x,,

RAD =T, =g(f<x1,y)+ (%, Y))

RrD)=T,., = 2“ Z foia

2) Bilabatasyang dipilihy, berarti nilai x konstan, maka hitung

h=vy,-y,

R =T, - gu (%) + 1 (%)

R(I’,l) Tk+1 2k+1z 2j-1

n. Hitungan selanjutnya dengan menggunakan integrasi Romberg
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45 R(r,s-1) - R(r —-1,s-1)

R(r,s) = 11

untuk 2<s<r.

0. Hasil integrasi pertama (d) dari integrasi Romberg diintegralkan lagi atau
kembali ke langkah c.
p. Hasl integras Romberg dalam bentuk matriks, sehingga hasil integral

lipat dua dengan integrasi Romberg terletak pada kolom dan baris ke-N.

Penyelesaian numerik integral lipat dua dengan menggunakan integrasi
Romberg yang menggunakan program matlab, mampu memberikan nilai integras
dalam waktu yang singkat. Hal tersebut dapat di lihat pada contoh yang diberikan
penulis berikut, contoh 1: f(x,y) =4xy®, hasil integrasi diperolen dalam waktu

3xy?vx® +1 o
V2y*+2 ,

singkat yaitu 0,15 detik. Sedangkan pada contoh 2, f(X,y) =

hasil integrasi diperoleh dalam waktu 0,172 detik
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4.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian ini, maka peneliti merekomendasikan beberapa

hal untuk penelitian selanjutnya, yaitu

a) Penyempurnaan program ini menjadi program penyelesaian numerik
integral lipat ke-n dengan menggunakan integrasi Romberg.

b) Penerapan integrasi Romberg pada fungsi-fungsi lainnya, seperti fungsi
trigonometri, fungsi hiperbolik, dan fungsi irasional.

c) Penyelesaian integrasi numerik dengan menggunakan metode numerik
lainnya, seperti: metode Heun, metode adaptive Quadrature, dan metode
composite rules.

d) Penerapan integrasi Romberg dengan menggunakan bahasa pemrograman

lainnya, seperti Visual Basic, Fortran, dan C++.
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Lampiran 1

clc;clear all;format short;

di Sp(* *****xkxxxxxnknx PROGRAM | NTEGRAL LI PAT
wA****************'

di sp(* **********SEL ESAl AN NUVERI K DENGAN METODE
RO\/BERG\‘*********')
disp('********************BY: ISMTUL
K'_'ASA’\IA'_'*******************')

)

disp(" ')

di sp(' Persamaan Al j abar')
f=inline("4.*x.*y. 2", "x','y")

a=i nput (' Masukkan batas bawah interval (y)=');

b=i nput (' Masukkan batas atas interval (y)=');

c=i nput (' Masukkan batas bawah interval (x) =");

d=i nput (* Masukkan batas atas interval (x)=");

N=i nput (" Masukkan banyaknya iterasi yang dil akukan =');
e=i nput (' Masukkan tol erasnsi maksi mumf(x,y)=");

di sp(' Integrasi pertama dalam arah y')
R=zeros(N + 1, N + 1);

tic;
h=b - a
R(O+1, 0+1) =0.5* h?* (4*a"3 + 4*b"3)
for i = 1:N
h = h/2;

m=(a+h): h: (b- h);
ROi +1, 1) = 0.5%( 4*a*3 + 2*sum(4*m~3) + 4*b"3)*h

for j = 1:
R(i +
end

i
1, j +1) = (4*R0 + 1, j) - R, j)I(4Y - 1)

end

RO i +1, i +1)
di sp(['Hasi| Integrasi pertama dengan Met ode Romberg adal ah
,nungstr(R( i+ 1, i +1))])

)

disp(* ")

di sp('integrasi kedua dal am arah x')

intl =R(i +1, i +1);

R =zeros( N+ 1, N+ 1);

h=d-c¢

R(O + 1, 0+ 1) = 0.5%(intl*c + intl*d)*h;

for i = 1:N
h = h/2;

7

di Sp(' === g o oo NS ————————————————'



m=(c +h): h: (d- h);

ROi +1, 1) =0.5*(C intl*c + 2*sum(intl.*m+ intl*d)*h

for j = 1:
R(i +
end

end

RO i +1, i +1)
disp('")

di sp([' Hasi| Integrasi kedua dengan Met ode Ronberg adal ah

,nunRstr(R( i + 1, i +1))])
disp(' ")
di sp([' Waktu Konputasi = ', nun2str(toc)])

Lampiran 2
clc;clear all;format short;

i
L j+1) =(@4*R00+ 1, j) - R, ))/I(4Y - 1);
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dl Sp(l e oo - s S—s-——-——g-—=——'

di Sp( " **x*x*xxkxkxxxxkx PROGRAM | NTEGRAL LI PAT
wA****************')

di sp(" *******x%xSE| ESAl AN NUVERI K DENGAN METODE
RGVBERG:*********')
diSp('********************BY: IS\MTUL
K'_'ASA’\IA'_'*******************')

disp(' ")

di sp(' Persamman Al jabar')

f=inline('4*x*y™4' ["x","y")

a=i nput (' Masukkan batas bawah interval (x)=');

b=i nput (' Masukkan batas atas interval (x)=");
:');

c=i nput (' Masukkan batas bawah i nterval (y)
d=i nput (' Masukkan batas atas interval (y)=");
N=i nput (' Masukkan banyaknya iterasi yang dil akukan =");

d| Sp(I SmoE A e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e gl e e e !

)

di sp(' I ntegrasi pertama dalam arah x')
R=zeros(N + 1, N + 1);

tic;

h=b - a

R(O+1, 0+1) =0.5* h* (4*a + 4*b)

for i
h

h}2;
m=(a+ h): h: (b- h);
Rl i +1, 1) = 0.5*( 4*a + 2*sum(4*n) + 4*b)*h

for j = 1:
R(i +
end

i
1, j +1) = (4*R(i + 1, j) - R, j))/ (4"

1)



end

R(i +1, i +1)
di sp([' Hasil Integrasi pertanma dengan Metode Ronberg adal ah
,nunstr(R( i+ 1, i +1))])

)

disp(" ")

di sp('integrasi kedua dalam arah y')

intl =R i +1, i +1);

R =zeros( N+ 1, N+ 1);

h=d-c

R(O +1, 0+ 1) = 0.5*(int1*c"3 + int1*d"3)*h;

for i = 1:N
h = h/2;

m= (c + h): h: (d- h);

R((ji )+r11 1) =0.5%C int1*c.”3 + 2*sun(intl.*m"3)+
intl*d.~3)*

for j = 1:i
RGi+ 1, j +1) = (4*R(i +1, j) - R(i, j))/(4" - 1);

end
end

ROi +1, i +1)

disp('")

di sp([' Hasi| Integrasi kedua dengan Met ode Ronberg adal ah
",nunstr(R( i + 1, i +1))])

disp(" ")

di sp([' Waktu Konputasi = ', nun2str(toc)])
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