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ABSTRAK

Sa'adah, Zumrotus. 2008nalisis Aproksimasi Padé dan Penerapannya pada
Hampiran Fungsi. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri (UIN) Malang.

Pembimbing: (I) Drs. H. Turmudi, M. Si.
(I Munirul Abidin, M. Ag.

Kata Kunci: Fungsi, Hampiran, Aproksimasi Padé

Persoalan matematika yang banyak dijumpai dalardi4phn sehari-hari
biasanya dinyatakan dalam bentuk fungsi. Fungsydunersebut sering tidak
dapat diselesaikan dengan penghitungan secara dk&ma) sehingga perlu
dilakukan perhitungan dengan hampiran (aproksimagi)k mendekati nilainya.

Pada umumnya, penghampiran terhadap nilai suatgsifurerutama
fungsi dalam deret pangkat tak hingga dilakukaddam bentuk polinom karena
polinom merupakan bentuk yang paling mudah dipahamidah dihitung dan
hanya melibatkan pangkat-pangkat bilangan bulaerbaa. Namun, dalam
kondisi tertentu suatu fungsi tidak dapat dihamg@mgan bentuk polinom. Dalam
kondisi seperti ini, suatu fungsi dapat dihampeidalam bentuk fungsi rasional
menggunakan aproksimasi Padé.

Suatu fungsi rasional R ,(z) yang didefinisikan sebagai

R(2)

R.w(2)= 0. denganQ,, (z) # 0 disebut aproksimasi Padé pada fungz)
M

jika memenuhi persamaan,, (z)(f(z)- P, (z)=0[z*"*|, dimana O(z*"*)
merupakan sisa pemotongan untuk sukilLkevi+1). Metode aproksimasi Padé
dalam beberapa hal memberikan hasil yang lebih dékndingkan dengan
metode aproksimasi polinom.

Adapun langkah-langkah dalam mengkonstruksi apmoksi Padé yang
sesuai dengan deret pangkpbwWer series dapat dilakukan dengan cara-cara
berikut: (1) mendefinisikan suatu fungs(z) ke dalam ekspansi deret Maclaurin,

(2) mengasumsikan suatu fungsi rasiorl,, (z) yang didefinisikan sebagai

R, (z):QPL—((Z)), denganQ,, (z) #0 untuk menghampiri fungsf (z) sehingga
‘ z
M
berlaku Q,, (z)(f (2)- P, (z):O[z“M”J, (3) membentuk suatu sistem persamaan
koefisien untuk masing-masing konstanta pada verial,z z?,---, dan (4)
menentukan koefisien-koefisien pembilang dan pemykingsi rasionaR_,, (z)
dengan menyelesaikan sistem persamaan koefisigndyperoleh.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1Latar Belakang

Matematika merupakan sebuah ilmu pengetahuan gasar dibutuhkan
semua manusia dalam kehidupan sehari-hari baikaéagsung maupun tidak
langsung (Rahman, 2007: 1). Dalam hubungannya denmgzrbagai ilmu
pengetahuan, matematika berfungsi sebagai bamasaléngan lingkup universal
sebab dengan menggunakan matematika kita dapatkukela abstraksi dari
kenyataan-kenyataan yang sangat rumit menjadi soettdel sehingga dapat
dicapai ketajaman dalam memberikan deskripsi, memp#ah untuk
mengadakan Kklasifikasi, dan kalkulasi (Roziana, 820@). Jadi, dengan
menggunakan bahasa matematika suatu persoalanrdepgidi lebih sederhana
untuk disajikan, dipahami, dianalisis, dan dipeeahk

Persoalan-persoalan yang melibatkan model mateanbikyak dijumpai
dalam berbagai disiplin ilmu pengetahuan misalngkard bidang fisika, kimia,
maupun ekonomi. Persoalan-persoalan tersebut lymshamyatakan dalam bentuk
fungsi. Persoalan-persoalan matematika tersebirigsédak dapat diselesaikan
dengan perhitungan analitik (eksak) sehingga p#ldtkukan perhitungan melalui
hampiran atau aproksimasi untuk mendapatkan sukuyang mendekati nilai
eksaknya. Hal ini berarti bahwa dalam penyelesaialalui aproksimasi terdapat

suatu kesalahami(ror) terhadap nilai eksaknya.



Dalam perhitungan dengan aproksimasi terdapat migaam kesalahan
(error) yang mungkin terjadi yaitu kesalahan bawaanalkésn pembulatan, dan
kesalahan pemotongan (Triatmodjo, 2002: 2). Kesalabawaan merupakan
kesalahan dari nilai data yang mungkin terjadi karkekeliruan dalam menyalin
data atau membaca skala pengukuran. Kesalahan [sarbterjadi karena tidak
diperhitungkannya beberapa angka terakhir dari usugitangan sedangkan
kesalahan pemotongan merupakan kesalahan karensm lhaeampergunakan
beberapa suku pertama. Kesalahan pemotongan béagensdi apabila suatu
fungsi direpresentasikan dalam bentuk deret partigkdtingga.

Pada umumnya, hampiran terhadap suatu fungsi diakierdasarkan
penghampiran ke dalam bentuk polinom. Hal ini sedaagan pernyataan Munir
(2006: 18) bahwa kebanyakan dari metode-metodeksipnasi yang diturunkan
didasarkan pada penghampiran fungsi ke dalam beptllknom. Hal itu
dilakukan karena polinom merupakan bentuk yangngalnudah dipahami,
mudah dihitung, dan hanya akan melibatkan pangkatfat bilangan bulat
sederhana.

Salah satu bentuk polinom yang bisa digunakan umekghampiri suatu
fungsi adalah deret Taylor. Deret Taylor merupasaah satu jenis deret pangkat
(power seriep selain deret Maclaurin dan deret Laurent. Soermnét®94: 170)

mendefinisikan bahwa yang dimaksud deret pangKatiy@eret tak hingga yang

berbentukZan(z— z,)" dengana, dan z, konstanta kompleks dan n =0, 1, 2,
n=0



Aproksimasi atau penghampiran terhadap nilai sdahgsi tak hingga
merupakan suatu hal yang penting untuk dilakukamere dengan melakukan
aproksimasi atau penghampiran akan diperoleh pdadekatan terhadap fungsi
tersebut. Dalam al-Quran surat al-Maidah ayat B8ah SWT menjelaskan

bahwa:

«

A Pre > ° P s EGd = - ° /‘/l P
= R SO lyagss abwyll o) I5aaly <

T80 L <l s
Artinya: “Hai orang-orang yang beriman, bertakwalakepada Allah dan
bersungguh-sungguhlah mencari jalan yang mendekatlka kepada-

Nya dan berjihadlah pada jalan-Nya supaya kamu rapad
keberuntungan(Q.S. Al-Maidah: 35).

Ayat ini mengajak manusia untuk selalu mendekattiankepada Allah
meskipun dalam hati mereka baru ada secercah Mamurut Shihab (2002: 87),
katawasilah mirip maknanya dengamashilahyakni sesuatu yang menyambung
sesuatu dengan yang laiWasilah adalah sesuatu yang menyambung dan
mendekatkan sesuatu dengan yang lain atas dasagirkem yang kuat untuk
mendekat. Tentu saja terdapat banyak cara yangt ddiganakan untuk
mendekatkan diri kepada ridha Allah, namun keseymaharuslah yang
dibenarkan oleh-Nya. Hal ini bermula dari rasa keban kepada-Nya.

Lebih lanjut Shihab (2002: 88) mengemukakan bahye i dijadikan
oleh sementara ulama sebagai dalil yang membenaganyang diistilahkan
dengantawassulyaitu mendekatkan diri kepada Allah dengan menyelauma
Nabi saw dan para wali (orang-orang yang dekat deeéya) yaitu berdoa
kepada Allah guna meraih harapan demi nabi dan @déaa wali yang dicintai

Allah swt.



Dalam kondisi tertentu, suatu fungsi tidak dapaielati dengan bentuk
polinom. Dalam kasus ini, fungsi tersebut dapaekiddi dengan suatu fungsi
rasional menggunakan aproksimasi Padé. MenurutrBa81: 1), aproksimasi

Padé merupakan sebuah pecahan rasional yang diagaikeh persamaan

_ Pm(z)_ao +a12+'”+amzm
Rm’”(z)_Qn(Z)_ by +bz+--+b,2"

dengan suatu ekspansi deret pangkat yang sesudki smku pertamam+n+1
dari ekspansi deret pangkat fungB(z) yang diinginkan. Metode aproksimasi

Padé dalam beberapa hal memberikan hasil yang teliihdibandingkan dengan
metode aproksimasi polinom Taylor yang biasanydnldikenal (Saepudin, 2005:
187).

Solusi yang diperoleh dengan menggunakan aproksineslsentuk suatu
fungsi matematik. Fungsi tersebut dapat dievaluaguk menghasilkan nilai
dalam bentuk angka atau numerik. Berdasarkan urdiaatas, maka penulis
tertarik untuk mengkajinya lebih lanjut dengan meamgkat judul "Analisis

Aproksimasi Padé dan Penerapannya pada Hampiran Fugsi".

1.2Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang diatas, maka rumusanalamasdalam
penelitian skripsi ini adalah:
1. Bagaimana mengkonstruksi aproksimasi Padé yanguisestuk suatu deret

pangkat power serie}?



2. Bagaimana penerapan aproksimasi Padé dalam menghafupgsi

eksponensial dan fungsi trigonometri?

1.3Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang telah dikemulsgtsiumnya, maka

tujuan penelitian skripsi ini adalah untuk:

1.

Mengkonstruksi aproksimasi Padé yang sesuai untustusderet pangkat
(power seriel
Mengetahui penerapan aproksimasi Padé dalam mempgharfungsi

eksponensial dan fungsi trigonometri.

1.4Batasan Masalah

Agar pembahasan dalam penelitian skripsi ini tidekuas, maka penulis

perlu memberikan batasan-batasan sebagai berikut:

1.

2.

Ruang lingkup pembahasan adalah fungsi dengarnbeakampleks.
Fungsi-fungsi yang dihampiri memiliki domain cakramarpusat diz, =0
atau dengan kata lain fungsi-fungsi tersebut di@ksp ke dalam deret
Maclaurin.

Fungsi-fungsi yang dihampiri adalah fungsi trangendjenis fungsi

eksponensial dan fungsi trigonometri (fungsi sidas fungsi kosinus).



1.5Manfaat Penelitian
Penulisan skripsi ini diharapkan dapat memberikaanfamt khususnya
kepada penulis dan umumnya kepada semua pembcseloara teoritis maupun
secara prakitis.
1. Secara Teoritis
Hasil penelitian ini diharapkan dapat menjadi saramtuk menambah
wawasan dan pengetahuan tentang permasalahan-p&ahzas aproksimasi
untuk menghampiri suatu fungsi khususnya menghanspitu fungsi ke
dalam bentuk fungsi rasional menggunakan aproksiRade.
2. Secara Praktis
Hasil penelitian tentang aproksimasi Padé ini dipkan dapat digunakan
untuk menghampiri suatu fungsi baik fungsi-fungsinsenden maupun

fungsi-fungsi yang lain.

1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini merupakan sebuah penelitian kepastaKibrary reseach
yaitu melakukan penelitian untuk memperoleh data-daan informasi
menggunakan teknik dokumenter, artinya data-datanbsu penelitian
dikumpulkan dari dokumen-dokumen, baik yang berbpéu, artikel, jurnal,
majalah, maupun karya ilmiah lainnya yang berkaidengan topik atau
permasalahan yang diteliti (Azwar, 2004: 5).

Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam peamulgkripsi ini

adalah sebagai berikut:



1. Mencari, mempelajari dan menelaah sumber-sumbesrniafsi yang
berhubungan dengan topik yang diteliti.

2. Memberikan deskripsi dan pembahasan lebih lanjotatey konstruksi
aproksimasi Padé yang sesuai untuk suatu derekaafpower seriep

3. Memberikan contoh penerapan aproksimasi Padé datemghampiri
suatu fungsi transenden jenis eksponensial daonwigetri (fungsi sinus
dan fungsi kosinus).

4. Memberikan kesimpulan akhir dari hasil pembahasan.

1.7 Sistematika Penulisan
Agar pembahasan dalam penelitian ini dapat dilakwdecara sistematis,

maka sistematika penulisannya disusun dengan Kesiesgbagai berikut:

BAB I: PENDAHULUAN
Bab ini merupakan bab pengantar yang terdiri datarl belakang,
rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan magsalahfaat penulisan,
metode penelitian, dan sistematika penulisan.

BAB II: KAJIAN PUSTAKA
Bab ini berisi tentang studi teoritis dari berbagegratur dan sumber-
sumber yang relevan dengan masalah yang ditelib Bi membahas
tentang sistem bilangan kompleks, fungsi riil, fsingariabel kompleks,
deret fungsi kompleks, kekonvergenan deret furesipksimasi fungsi,

dan relevansinya dengan kajian keislaman.



BAB lll: PEMBAHASAN
Bab ini memaparkan hasil penelitan dan pembahgsantientang
konstruksi aproksimasi Padé yang sesuai untuk sdatet pangkat
(power seriey penerapan aproksimasi Padé dalam menghampitu sua
fungsi transenden jenis eksponensial dan trigonomseta relevansi hasil
pembahasan dengan kajian keislaman.

BAB IV: PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan dan saran.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1Bilangan Kompleks

Himpunan semua bilangan kompleks dinotasikan den@§andan
didefinisikan sebagaiC ={z:z=x+yi,xOR,yOR}. Berikut ini diberikan
definisi tentang bilangan kompleks
Definisi 2.1.1 Bilangan Kompleks

Bilangan kompleks adalah bilangan yang berbentuk

a+bi ataua+ib

Dengana danb bilangan riil dani® = -1 (Soemantri, 1994: 2).

Jika z=a+bi menyatakan sembarang bilangan kompleks, maka
dinamakan bagian riil dad danb dinamakan bagian imajiner darisedangkan
i =+/-1 dinamakan satuan imajineim@ginary uni} (Spiegel, 1999: 136).
Bagian riil dan bagian imajiner tersebut biasanysyatakan dengafe(z)dan
Im(z).

Notasi yang umum digunakan untuk suatu konstantggantia danb
adalahx dany sehingga penulisan bilangan kompleks biasanya lebinyak
dinyatakan dalam bentuk = x + yi. Jikalm(z) = 0, maka bilangan kompleks
menjadi suatu bilangan rid. Hal ini menunjukkan bahwa himpunan bilangan riil

merupakan bagian dari himpunan bilangan kompleks.



Operasi hitung yang berlaku pada bilangan komphe&Bputi kesamaan,
penjumlahan dan perkalian, serta invers terhadajupgahan dan perkalian yang

masing-masing didefinisikan sebagai berikut.

Kesamaan z, =z, jika hanya jikax, =x, dany, =y,
Penjumlahan 2,42, = (X + %)+ (Y, +Y,)i
Perkalian 22, = (XX = Y1Y2) (%Y, + X, )i

Invers Penjumlahan z, = —=(x+ yi) sehingga untuk bilangan kompleks

berlakuz +z =0.

Invers Perkalian :z, =—; X Tal y > sehingga untuk bilangan
X“+y X“+y

kompleksz # 0 berlakuzz, =1.

(Soemantri, 1994: 3 — 5).

2.2 Fungsi Variabel Kompleks

Fungsi variabel kompleks mempelajari fungsi dendarrah asal suatu
himpunan bilangan kompleks dan daerah hasil jugdustimpunan bilangan

kompleks (Soemantri, 1994: 32 — 33).

Definisi 2.2.1 Fungsi Variabel Kompleks
Misalkan C sebuah himpunan bilangan kompleks. Funfisyang
didefinisikan pade&C merupakan sebuah aturan yang mengaitkan setiap
padaC dengan bilangan kompleks Bilanganw disebut nilai darf padaz

dan dinotasikan dengaiffz), sehinggaw = f(z) (Churchill, 1990: 26).

10



Himpunan bilangan komplek€ disebut daerah definisi fungéi atau
domain definisi fungsif . Dengan demikian, fungsi variabel kompleks
dapat dinotasikan sebagai:
f:C-C
ZH>w
Suatu fungsi adalah bernilai tunggaingle-valuedl jika untuk nilai z
terdapat hanya satu nilav, jika tidak demikian halnya maka fungsi tersebut
adalah bernilai rangkapniltiple-valuedl atau bernilai banyakn{any valueyl
Pada umumnya kita dapat menuliskan fungsi tersebsgbagai
w= f(z)=u(x,y)+iv(x,y), dimanau danv adalah fungsi riil darix dany
(Spiegel, 1999: 138).
Seperti halnya dalam bilangan riil, fungsi polingoga dikenal dalam

bilangan kompleks. Untuln bulat positif dana,,a,,---,a, yang merupakan

konstanta kompleks, fungsi polinom berderajatpada bilangan kompleks
didefinisikan sebagai:
P(z)=a, +a,z+a,z> +---+a,z"
dengana, # 0
Suatu fungsi konstan yang dinyatakan oldlfz)=a disebut fungsi

polinom berderajat nol sedangkd‘rﬁz)z a, +a,z untuk a, # 0 disebut fungsi

polinom berderajat satu atau diselbungsi linier Hasil bagi dua buah fungsi

polinom yang dinyatakan oleh:

_P(z) _a,+az+azi+-+a,2"
R(z)— = 5 .
Q(z) by +bz+b,z’ +--+b,z

11



disebut fungsi rasional dan terdefinisi pada sditdpz kecuali jikaQ(z) =0.

Berikut ini akan diuraikan beberapa bentuk fungsiabel kompleks dari
jenis fungsi transenden yaitu fungsi eksponensialfdngsi trigonometri.
Definisi 2.2.2 Fungsi Eksponensial

Untuk bilangan kompleks fungsi eksponensial didefinisikan sebagai

e’ =e*(cosy +isiny) (Soemantri, 1994: 91).

Definisi ini merupakan perluasan dari fungsi eksmial dalam nilai riil.
Jika diambil nilai z riil yaitu z=x+0i, maka persamaan diruas Kiri dari
persamaan diatas menjadi® sedangkan persamaan diruas kanan menjadi
e*(cos0+isin0)=e* .

Fungsi f(z) =e* mempunyai fungsi bagian riil dan bagian imajiner.
Fungsi bagian riilnya dinyatakan sebage+ e* cosy sedangkan fungsi bagian
imajinernya dinyatakan sebagav=e*siny. Pada umumnya,e® sering
dinyatakan sebagaixp(z).

Definisi 2.2.3 Fungsi Trigonometri

Untuk bilangan kompleks, rumus fungsi sinus dan fungsi kosinus

dinyatakan oleh

eiz +e—iz iz
coSsz = dan sinz=

(Soemantri, 1994: 101).
Berikut ini akan diberikan penjelasan tentang dasina rumus tersebut

diperoleh. Menurut definisi fungsi eksponensialraklgperoleh bahwa
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e” =cosy +isiny
jika diambil z =iy dengany bilangan riil. Rumus tersebut dikenal dengan nama
rumus Euler
Jika diambil z = -iy maka sesuai dengan rumus Euler diperoleh bahwa
e =cosy-isiny.
Apabila kedua rumus tersebut dijumlahkan dan dikgkan maka akan diperoleh
bahwa
e +e™ =(cosy +isiny)+(cosy-isiny)
= 2cosy
e’ —e™ =(cosy +isiny)-(cosy —isiny)
=2isiny
sehingga, diperoleh bahwa

e’ +e™ : e¥ -e™
dan siny = _
2 2i

cosy =

Dengan memberlakukan rumus-rumus tersebut untu&belrkompleks diperoleh
definisi untuk fungsi sinus dan fungsi kosinus sglmana yang telah
didefinisikan pad®efinisi 2.2.3
Definisi 2.2.4 Kekontinuan Fungsi
Fungsif yang didefinisikan pada daer&hdikatakankontinudi z, 0D,
jika untuk setiape > Oterdapat 6 >0 sehingga untuk semualD

dengan|z- z,| < J berlaku

1f(2)-f(z,) <€
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(Soemantri, 1994: 63).
Definisi 2.2.5 Keterdeferensialan Fungsi

Diberikan fungsif yang didefinisikan pada daer@hdan z,0D. Jika
nilai

1) f(z)

ada,

maka nilai limit ini dinamakanurunan atauderivatif fungsif di titik z,
dan dinotasikan dengarf'(z,). Jika f'(z,) ada makaf dikatakan
terdeferensiahtaudiferensiabeldi z, (Soemantri, 1994: 66 — 67).

Definisi 2.2.6 Keanalitikan Fungsi

Diberikan fungsif yang didefinisikan pada domaih dan z, di dalamD.

Fungsi f dikatakan analitik di  z, jika terdapat o >0 sehinggaf

terdeferensial di setiap titik (1 N(z,,d) (Soemantri, 1994: 81).

Dari definisi ini dapat ditarik kesimpulan bahwgaif analitik di titik z,
makaf analitik di setiap titik pada suatu kitag. Daerah definisf dalam definisi

di atas adalah domain, jadD terbuka sehingga ada) >0 sehinggaf

terdefinisikan pada\l(zo,é) O D. Fungsif dikatakan analitik pada suatu domain

jika f analitik di setiap titik domain itu.
Definisi 2.2.7 Titik Singular

Titik z, dimana fungsf tidak analitik, tetapi setiap kitar dazj memuat
titik analitik dari f, maka z, dinamakantitik singular atausingularitas

fungsif (Soemantri, 1994: 83).
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2.3Deret Fungsi Kompleks
Sebelum membahas tentang deret fungsi komplek,lipeskan terlebih
dahulu menjelaskan tentang barisan fungsi. Barfsagsi dari z dinyatakan

sebagaiu,(z),u,(z),---,u,(z),--- yang secara umum dapat dinyatakan sebagai
{u. (2}

Barisan {u, (z)} dikatakan konvergen jika limit barisafu,(z)} untuk
n — o yang dapat dinotasikan sebagai

lim u,(z)=u(2)

Dari barisan fungsi{u,(z)}, selanjutnya kita bentuk suatu barisan baru
{s,(z)} yang didefinisikan oleh

s(z)=u(2)

5,(2)=w(2)+u,(2)

S,(2)=u(2)+u,(2)+- +u,(2)
dimana(s, (z}} = > u,(z) dinamakarjumlah parsial ken adalah jumlam suku

pertama barisafu, (z)} .

Definisi 2.3.1 Deret Bilangan Kompleks
Setiap elemen barisan{S,(z)}, {S,(z)}, ... atau{S,(z}} dinyatakan

sebagai:
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5 @)@+ =20, 2)

dan dinamakaderet tak hingga dalam bilangan komple{Spiegel, 1964:
152).

Jika lim S, (z) = S(z), maka deret tersebut dikatak&nnvergendengan

S, (z) sebagai jumlahnya. Apabila tidak demikian, makat#srsebut dikatakan
divergen

Selain deret bilangan kompleks yang telah diuraikia atas, kita juga
mengenal adanya suatu deret panghstwer series Deret pangkat power
serieg juga disebut sebagai deret kuasa.
Definisi 2.3.2 Deret Pangkat

Suatu deret yang berbentuk

a, +a,(z-a)+a,(z-a)’ :ianz a)"

n=0
dinamakan deret kuasa daldm- a) (Spiegel, 1964: 153).

Deret kuasa tersebut konvergen untk a dan mungkin hanya di titik
ini deret tersebut konvergen. Secara umum dapatakin bahwa deret tersebut

juga konvergen di titik-titik lainnya. Hal ini menjukkan bahwa terdapat suatu
bilangan positif R sehingga deret terselainvergen untuk |z—aj<R dan
divergenuntuk |z-a > R. Sedangkan apabila-al = R, mungkin deret tersebut

konvergen atau mungkin tidak.
Apabila terdapat suatu lingkaran dengan jariffadengan pusat di = a,

maka deret pangkat tersebut konvergen pada setiiuditdalam lingkaran dan
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divergen pada semua titik di luar lingkaran, setangpada lingkaran tersebut
deret pangkat mungkin konvergen atau mungkin judmki R disebufari-jari
lingkaran kekonvergenardari suatu deret pangkat dan lingkaran tersebut
dinamakaringkaran kekonvergenan
Dalam bilangan kompleks, dikenal tiga jenis deaaigkat power series
yaitu deret Taylor, deret Maclaurin, dan deret leadr
a. Deret Taylor
Deret Taylor merupakan deret yang paling banyakurtigan dalam
mengeluarkan algoritma suatu aproksimasi terutamizkitfungsi analitik.
Definisi 2.3.3 Deret Taylor
Misalkan f(z) analitik di bagian dalam dan pada sebuah lingkawamg

pusatnya diz=1z,. Maka untuk semua titik dalam lingkaran tersebut,

representasi deret Taylor df@) diberikan oleh

1(2)= 1{an)+ 1 (a)z-2)+ )

2, 1"(z) 3
(Z_Zo) + 3 (Z_Zo) +ee

(Spiegel, 1999: 141).
Berikut ini merupakan teorema dasar deret Taylsefia buktinya.
Teorema 2.3.4 Deret Tayl¢Roziana, 2008: 23 — 25)
Andaikan f (z) merupakan suatu fungsi sedemikian hingga) dan
semua turunan-turunannya ada dalam suatu selapgr,z, +r). Maka
fungsi ini dapat diuraikan menjadi deret Taylor alal rumusan sebagai

berikut:

S0 gy

= n
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untuk semua sehinggd z-z, | <r jika dan hanya jika

|;Lrol;l RH(Z) = IELT (:j)f)(':) (Z— Zo)n+1 =0

dengan setiap ada diantara dan z,.
Bukti:
Di dalam selang(z,-r,z, +r), fungsi f(z) memenuhi hipotesis
sebagai berikut:
f(2)=P,(2)+R,(2)
denganP, (z) adalah polinom Taylor berderajatari fungsi f (z) danR (2)

adalah suku sisa pemotongan yang dinyatakan sebagai

f (n+2) (C)
(n+1)

R,(2)= (z-2)™

dengan setiap ada diantara dan z,.

P (z) adalah jumlam buah suku pertama dari deret Taylor fungsi

n

f(2) padaz,. Jadi, apabila kita buktikan bahwamP,(z) ada dan sama

n- oo

dengan f(z) jika dan hanya jikaLim Rn(z)=0, maka teorema ini akan
terbukti. Karena

jika LimR (z) =0, maka

n- o

LimP,(z) = f(2)- LimR, (2)

n-oo

=f(2)-0

18



= £(2).

| S LimP,(2)=f(2)
Selanjutnya, dari hipotesis bahwa-~ kita akan

_ LimR (2)=0
membuktikan bahwa -« . Karena

sehingga

Dengan demikian, maka teorema tersebut terbukii.

Menurut Munir (2006: 20), karena suku-suku deregldatak hingga
banyaknya, maka untuk alasan praktis deret Taypmtong sampai suku orde
tertentu. Deret Taylor yang dipotong sampai sulde den dinamakarderet

Taylor terpotongdan dinyatakan oleh

()= 1(a)+ 222 1) v+ 228 o) o r (o)
dimana
_(Z_ )n+l (n+1)
R,(2) = (niol)! f " (c), z,<Cc<z

disebut sisa suku pemotongan (residu).
Dari persamaan di atas, maka deret Taylor yang &any
memperhitungkan satu suku pertama di ruas kanam @eanpunyai bentuk

umum sebagai berikut:
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Bentuk tersebut dinamakan sebagai perkiraan ordle Reskiraan tersebut
adalah benar jika fungsi yang diperkirakan adalahskan. Jika fungsi yang
diperkirakan tidak konstan, maka harus dipertimkang suku-suku
berikutnya dari deret Taylor.

Bentuk deret Taylor yang memperhitungkan dua sutama atau

disebut deret Taylor orde satu ditulis sebagakiéri

f(e)= f(z)+ E22) ()

Bentuk tersebut merupakan suatu persamaan gaus (persamaan linier).
Dengan cara yang sama, maka deret Taylor yang miaimyrggkan tiga suku
pertama atau disebut deret Taylor orde dua dapalisten dalam bentuk

berikut:

Berikut ini diberikan contoh ekspansi suatu funigei dalam deret
Taylor.
Contoh 2.3.5

1
z-1

Tentukan ekspansi deret Taylor untuKz)= dalam suatu kitar titik

z, =3.

Jawab.
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Fungsi f(z) analitik kecuali diz=1. Radius kekonvergenan deret Taylor

dalam pangka(z-3) adalahR=2. Untuk |z-3 <2, maka dalam domain

ini berlaku bahw%z%3 <]~ . Sehingga ekspansi deret Taylornya adalah

=253 2(z-9 o

b. Deret Maclaurin

Deret Maclaurin merupakan bentuk khusus dari d€agtor yaitu deret
Taylor yang diekspansi dengan pusgt= . Berikut ini akan diberikan
beberapa contoh ekspansi fungsi ke dalam deretadawc!
Contoh 2.3.6
Tentukan ekspansi deret Maclaurin untuk fungsi ekepsial f (z) =e’!
Jawab:
Dengan menggunakan definisi deret Taylor, maka tddpaliskan bahwa

ekspansi deret Maclaurinnya adalah sebagai berikut:
e = 10+ £0e-0+ 3 a0 + a0

(0] (0]

=¢’ +e°(z—0)+%(z—0)2 +%(z—0)3 oo

22 7
=1+z++5 4.
2 6
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Contoh 2.3.7
Tentukan ekspansi deret Maclaurin untuk fungf) = sinz!

Jawab.
Dengan menggunakan definisi deret Taylor, maka tddpaliskan bahwa

ekspansi deret Maclaurinnya adalah sebagai berikut:

sinz= f(0)+ f'(O)(z—O)+%(!O)(z—O)2 +fl%(o)(z_o)3 .

:sin0+c050(2—0)+$(z—0)2 +(_C—;s))(z—0)3 +.N

z
=zZ——+
6
Contoh 2.3.8

Tentukan ekspansi deret Maclaurin untuk fungi) = cosz!

Jawab.
Dengan menggunakan definisi deret Taylor, maka tddpaliskan bahwa

ekspansi deret Maclaurinnya adalah sebagai berikut:

cosz = f(0)+ f'(O)(z—0)+f%(o)(z—o)2 +%@(z—0)3 f..

(=cos0) (z— 0)2 sin0

= cos0 + (- sin0)(z-0) + +T(z_o)3+...

c. Deret Laurent
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Fungsi yang tidak analitik dt, tidak mungkin diekspansi ke dalam deret
Taylor dalam pangkat(z— zO). Namun, fungsi ini mungkin dapat
diekspansi ke dalam deret dengan pangkat bulaafifiegol, atau positif)
dari (z-z,).

Definisi 2.3.9 Deret Laurent

Jika f(z) suatu fungsi yang tidak analitik dj, tetapi analitik di tiap-tiap
titik lain di dalam dan pada sebuah lingka@gang berpusat dz,, maka
(z-2z,)" dari f(z) analitik disemua titikk di dalam dan pada dan

mempunyai deret Taylor disekitaz, sehingga

a a a
fz)= i+ p o T ig o ta(z-z)+a,(z-7,) +--
e N

dinamakan deret Laurent untuz) (Spiegel, 1999: 142).
Menurut Soemantri (1994: 180), secara lebih sedarh@ntuk tersebut
dapat dinyatakan sebagai

bn

(z-2)"

(D=2 a(-z) +3

2.4Kekonvergenan Deret Fungsi

Kekonvergenan suatu deret fungsi dapat dibedakamantietiga, yaitu
suatu deret fungsi dikatakan konvergen titik deitik,tkonvergen mutlak, dan
konvergen seragam.

Definisi 2.4.1 Konvergen Titik Demi Titik
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Suatu deret fungsiz f (z) dimana zOD dikatakan konvergen pada

n=1
domainD, jika deret tersebut konvergen di setiap titikl D . Karena itu,
deret yang konvergen pa@ladikatakankonvergen titik demi titipadaD
(Soemantri, 1994: 188).

Definisi 2.4.2 Konvergen Mutlak

Suatu deret > u,(z) dinamakankonvergen mutlakjika deret nilai
n=1

mutlaknyai|un(z)| konvergen. Jikaiun(z) konvergen, tetapi|un(z)|

n=1 n=1 n=1

tidak konvergen maka Kkita namakaEun(z) konvergen bersyarat

n=1
(Spiegel, 1964: 153).

Definisi 2.4.3 Konvergen Seragam
Deret Z fn(z) yang didefinisikan pada domal dikatakankonvergen
n=1

seragampadaD, jika untuk setiape >0 yang diberikan terdapad(s) 0N

sehingga untuk setigmN dan setiapz[D, jika nzk(z) berlaku

|S.(2)- f(z) <& dimanas, = Zn: f, (Soemantri, 1994: 189).

k=1

Karena anzf, maka untuk zOD dapat dituliskan bahwa
=1

f(z)=S,(z)+R (2) denganR (z)= i f (z). Jadi, dereti f (z) konvergen

k=n+1 n=1

seragam kd padaD jika pada setiaps > Oyang diberikan terdapdt(e)D N
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sehingga untuk setiamON dan setiap zOD dengan n=>k(g) berlaku

IR,(z) <€

2.5Aproksimasi Fungsi
Suatu fungsi tidak memerlukan penyelesaian tetapgdi tersebut hanya

dapat dievaluasi apabila nilai variabelnya diberikéMisalnya, suatu fungsi
variabel riil dinyatakan olehf (x) = x* +2 dengan-2< x<3. Fungsi f(x)

tersebut dapat dievaluasi secara analitik dan tdmadiknya sebagai berikut.

X | f(x)=x+2 12

-2 6 10 2

-1 3 p /

0 2 : /

I o
2 6 \ . /

3 11

Suatu fungsi juga dapat direpresentasikan Zlalaet @gangkat tak hingga.

Suatu fungsi yang diekspansi dalam deret pangkehlimggaZci Z' tidak dapat

i=0
diselesaikan dengan penghitungan biasa untuk matidap solusi eksaknya.
Oleh karena itu, untuk mencari nilainya dapat dikdn dengan penggunaan
suatu hampiran. Perhitungan dengan suatu hampiramppfoximation
menghasilkan nilai hampiraagproximation valug(Munir, 2006: 18).

Hampiran (aproksimasi) terhadap suatu fungsi padamnya dilakukan

ke dalam bentuk polinom yaitu dengan deret TayMilai eksak suatu fungsi
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akan bernilai sama dengan nilai aproksimasinya flikegsi tersebut dideretkan
secara Taylor sampai dengan tak hingga.

Nilai eksak suatu fungsi deret tak hingga diperaiabila semua suku
dari deret tersebut diperhitungkan. Namun, dalaraktpknya sulit untuk
memperhitungkan semua suku sampai tak terhinggeendasuku-suku dalam
suatu deret tak hingga banyaknya, maka dilakukanop@ngan sampai suku
tertentu untuk alasan praktis. Oleh karena itudapeat suatu kesalahan yang
muncul akibat penggunaan aproksimasi.

Ada dua jenis penggunaan aproksimasi pada suagsifyaitu (1) untuk
menggantikan fungsi-fungsi yang rumit dengan fungmsng lebih sederhana
sehingga banyak operasi umum, seperti fungsi turat@an fungsi integral, atau
bahkan mengevaluasi fungsi tersebut dapat dilakuidemgan mudah dan (2)
untuk memperoleh kembali suatu fungsi dari inforinsabagian mengenai fungsi
itu, misalnya dari suatu tabel nilai (yang munghk@émya bersifat aproksimasi saja)
(Santoso, 2003: 2).

Suatu fungsi yang tidak dapat dihampiri ke dalamtidge polinom bisa
dihampiri dengan suatu fungsi rasional. Metode kintnemperoleh fungsi
rasional yang bisa digunakan untuk menghampirissfiatgsi adalah aproksimasi
Padé. Menurut Baker (1981: 1), aproksimasi Padéupad@an sebuah fungsi

rasional yang didefinisikan sebagai

_PR(2 _a+taz+--+az
Qu(z) by+bz+--+b,z"

Row(2)
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mempunyai ekspansi Maclaurin sesuai dengan deregfkpa untuk fungsif(z)
yang diinginkan.

Dalam perhitungan dengan hampiran (aproksimasipydgkinkan terjadi
suatu kesalahan terhadap nilai eksaknya. Menuiatriiodjo (2002: 2), terdapat
tiga jenis kesalahan yang mungkin terjadi dalanhipemgan dengan aproksimasi
yaitu kesalahan bawaan, kesalahan pembulatamd-off erroj), dan kesalahan
pemotongantfuncation erro.

Definisi 2.6.1 Kesalahan Bawaan

Kesalahan bawaan adalah kesalahan dari nilai datg yerjadi karena

kekeliruan dalam menyalin data, salah membaca ski@a kesalahan

karena kurangnya pengertian mengenai hukum-huksikndari data yang

diukur (Triatmodjo, 2002: 2).

Munir (2006: 25) menyebut kesalahan bawaan deng@ah kesalahan
eksperimental yaitu kesalahan yang timbul dari detag diberikan misalnya
karena kesalahan pengukuran, ketidaktelitian &at, lan sebagainya.

Definisi 2.6.2 Kesalahan Pembulatan (round-off €rro

Kesalahan pembulatan adalah kesalahan yang tekadina tidak

diperhitungkannya beberapa angka terakhir dari usudilangan

(Triatmodjo, 2002: 2).

Kesalahan pembulatan misalnya 3,1415926 dapatadkaui menjadi 3,14.

Definisi 2.6.3 Kesalahan Pemotongan (truncatioroeyr
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Kesalahan pemotongan adalah kesalahan yang tekmdina hanya
diperhitungkannya beberapa suku pertama dari sdatat tak hingga
(Triatmodjo, 2002: 3).

Selain definisi di atas, kesalahan pemotongamnéation erro) juga
didefinisikan sebagai kesalahan yang timbul dangge&naan suatu aproksimasi
pengganti prosedur matematika yang eksak (Chapp@2:254). Kesalahan
pemotongan terjadi misalnya pada penggunaan apraksdengan deret Taylor.

Hubungan antara nilai eksak (nilai sebenarnya)il lrggoksimasi dan
kesalahangror) yang terjadi dinyatakan sebagai berikut:

Nilai Sebenarnya aproksimas+ kesalahalﬁerror).

Kesalahan drror) yang muncul dalam penggunaan aproksimasi
diharapkan bernilai sangat kecil sehingga nilaigyaiperoleh mendekati atau
hampir sama dengan nilai eksaknya. Oleh karena@&lam menghampiri suatu
fungsi deret pangkat tak hingga nilai kesalaharaiy@n bernilai semakin kecil
jika suku-suku deret yang digunakan untuk mengharfypigsi tersebut semakin
banyak.

Satu cara mengungkapkan tingkat ketelitian pengiramptu adalah
dengan menggunakan notaSiBesar (Big-Oh)(Munir, 2006: 31). Misalkan

fungsi f(z) dihampiri dengan fungsR , (z). Maka, dapat dikatakan bahwa
R, (z) menghampirif (z) dengan orde penghampir@{z™*) dan ditulis

f(2)=R . (2)+0(z™) oo (3.16)
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Persamaan sebagaimana dinyatakan pada persamaén rf8rupakan
bentuk dasar yang sesuai dengan persamaan (3.8yaDelemikian, hampiran

f(z) dengan deret Taylor untuk suku kel dituliskan sebagai

R.(2) = % F(e)=0(z") (3.17)

Kesalahanédrror) yang terjadi dalam perhitungan menggunakan hampir

(aproksimasi) dapat diperkecil dengan beberapaasgeaa lain dengan:

a. Memperkecil interval antarfz - z, ).

b. Menggunakan atau memperhitungkan lebih banyak dakideret Taylor.

2.6Kajian Keislaman tentang Fungsi dan Deret Pangkat @k Hingga

Secara umum beberapa konsep dari disiplin iimihteigelaskan dalam
Al-Qur'an, salah satunya adalah matemati&nurut Afzalur Rahman (2007:
111), sumber kajian-kajian matematika, sebagainsamaber ilmu pengetahuan
lainnya dalam Islam adalah kongephidyaitu Keesaan Allah.

Salah satu konsep matematika yang dapat diambil ajat al-Qur'an
adalah tentang perbandingan. Dari konsep perbaawlingilah, kita bisa
membentuk suatu persamaan fungsi. Konsep perbardingi misalnya

dijelaskan dalam al-Qur’an surat al-Anfaal ayat-68 sebagai berikut:

8 g2 3%

UKJQJ U"“"L‘l}"buwdwvg‘“ug‘dl J@l&wﬂlwf@lgu
ey S Aiaas o1 2

s _ Z=E,. 4

)\_)).@_a_uy?)s)@bbjafd.ﬂl La.]Hr.la.;A.:LAr&...»
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Artinya: " Hai nabi, kobarkanlah semangat para muknmntuk berperang. Jika
ada dua puluh orang yang sabar diantaramu, niscayareka akan
dapat mengalahkan dua ratus orang musuh. Dan jida aeratus
orang Yyang sabar diantaramu, niscaya mereka akanpata
mengalahkan seribu dari pada orang kafir, disebablaang-orang
kafir itu kaum yang tidak mengerti (65). Sekarangal® Telah
meringankan kepadamu dan dia Telah mengetahui badadamu ada
kelemahan. Maka jika ada diantaramu seratus oramggy sabar,
niscaya mereka akan dapat mengalahkan dua ratuagokafir; dan
jika diantaramu ada seribu orang (yang sabar), ais& mereka akan
dapat mengalahkan dua ribu orang, dengan seiziahAlidan Allah
beserta orang-orang yang sabar(QS. Al-Anfaal: 65 — 66).

Ayat di atas menjelaskan tentang perbandingan lkaggaorang mukmin
yang sabar dengan orang kafir. Menurut Abdusysy@kio6: 85 — 86), pada ayat
ke 65, Allah menjelaskan bahwa perbandingan oraognmm dan orang kafir
tersebut adalah 1:10 yaitu

20 _ 100 _1

20C 100C  1C°
Seandainya, pada ayat ke 65 hanya disebutkan baBwaang mukmin yang
sabar akan mengalahkan 200 orang kafir sehingghapdingannya dapat
dinyatakan sebagai 1:10, maka akan sulit menyatpkarandingannya untuk 30,
50, atau 100 orang mukmin yang sabar. Namun, ab@uelah mempertegas
kembali dengan menyatakan bahwa 100 orang mukmimg ysabar akan
mengalahkan 1000 orang kafir. Hal ini menunjukkahvisa perbandingannya
selalu 1:10. Jikax menyatakan banyaknya orang mukmin yang sabarydan

menyatakan banyaknya orang kafir, maka diperoletusuperbandingan
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x_1
y 10
Maka, bisa dibentuk suatu fungé(x) =y sehingga
f(x)=10x.

Dengan cara yang sama, maka berdasarkan ayaté&®ldip bahwa

atauy = 2x.

< | x
N

Selain konsep tentang fungsi sebagaimana diuralkatas, kita juga bisa
menganalogkan bahwa keberadaan Allah apabila idiggmgkau oleh manusia
merupakan sebuah deret tak hingga. Suku-suku dddaet ini menyatakan setiap
perbuatan manusia yang digunakan untuk selalu nkatigen diri kepada Allah.
Dalam konsep matematika, fung$z) yang diekspansi dalam suatu deret tak
hingga tidak mungkin dapat dihitung secara langsulag eksaknya. Oleh karena
itu, perlu dilakukan aproksimasi untuk menghampilainya. Begitu pula dengan
Allah swt. Manusia tidak akan bisa mencapai Allatasa mutlak. Manusia
memerlukan suatu cara untuk bisa senantiasa metkdekdiri kepada Allah
sebagai upaya untuk mendapatkan rahmat, petunjoknmEndekati kebenaran
keberadaan-Nya. Cara-cara ini dapat dilakukan mysablengan melaksanakan
ibadah serta memperbanyak berbuat kebajikan. Hadeipagaimana dinyatakan

dalam al-Qur’an surat al-A'raaf ayat 56 yaitu sebdygrikut:

_ 227

(e STNCS]
Artinya: "Dan janganlah kamu berbuat kerusakan dika bumi sesudah (Allah)
memperbaikinya dan berdoalah kepada-Nya dengan talkat (tidak
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akan diterima) dan harapan (akan dikabulkan). Sgguhnya rahmat
Allah dekat dengan orang-orang yang berbuat baifQ.S. al-A'raaf:
56).

Dari ayat di atas dapat diambil sebuah nilai pentbahwa dengan
memperbanyak berbuat kebaikan maka seseorang a&kaakim dekat dengan
rahmat Allah. Orang yang dekat dengan rahmat Aitelika dia akan merasakan
ketenteraman dalam hatinya. Dia tidak akan pernahasa sendirian, karena
kemanapun kakinya melangkah dia selalu merasa dekgian Allah swit.

Selain keberadaan Allah swt, nikmat Allah swt yameah diberikan
kepada hamba-Nya juga dapat dianalogkan sebagai uraysi dalam deret tak
hingga karena sesungguhnya manusia tidak akan tpedapat menghitung
nikmat-nikmat tersebut. Hal ini sebagaimana dirkatadalam al-Qur'an surat
Ibrahim ayat 34 yaitu sebagai berikut:

ool Syl ) u,@;wm;;;tjm ols Z}iiju J&d;vi;i\;g

-

Artinya: "Dan Dia telah menganugerahkan kepada kadaui segala apa yang
kamu mohonkan kepada-Nya. Dan jika kamu menghiikmgat Allah,
tidaklah dapat kamu menghinggakannya. Sesungguhmgusia itu
sangat zalim dan sangat kafir{(Q.S Ibrahim: 34).

Dalam ayat yang lain yaitu surat an-Nahl ayat 18abA swt juga

menegaskan bahwa:

< % 1% ~ g

_QMJ)}L’JA’U‘\)‘ Lm,a.é-ﬁwlml)mub

Artinya: "Dan jika kamu hendak menghitung-hitundmiat Allah, niscaya kamu
tak dapat menghinggakannya. Sesungguhnya Allahrdssrear Maha
Pengampun lagi Maha PenyayandQ.S an-Nahl: 18).

Dari kedua ayat di atas, Allah swt menjelaskan katsgsungguhnya
nikmat yang telah dilimpahkan kepada hamba-Nya attatg banyak dan jika

dihitung maka kita tidak bisa menghingganya. Halsesuai dengan pendapat
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Shihab (2002: 63) bahwa untuk menyebutkan nikmé&thAdliperlukan sederetan
ungkapan sedangkan untuk menghitungnya merupaledn sal yang mustabhil.

Perbedaan penutup antara surat Ibrahim ayat 34adengat an-Nahl ayat
18 disebabkan karena konteks yang digunakan. Awddénd surat Ibrahim
menjelaskan tentang sikap manusia yang durhakaadaph anugerah Allah.
Mereka tidak mensyukurinya karena itu mereka dikecdedangkan dalam surat
an-Nahl menjelaskan tentang anugerah Allah dan kaman-Nya serta
bagaimana Allah menghadapi manusia. Betapapun naartus mendurhakai
nikmat Allah, namun Allah masih membuka pintu msaifta tetap mencurahkan
rahmat-Nya (Shihab, 2002: 65).

Nikmat-nikmat Allah yang sudah diberikan kepada kitisalnya nikmat
bernafas dan menghirup oksigen dengan nyaman teampa membayar, nikmat
berupa kesehatan jasmani dan pikiran, nikmat bepgalihatan yang baik,
pendengaran yang baik, hati yang senantiasa masiigingat-Nya, dan lain
sebagainya yang tentu saja kita tidak dapat merkabnya satu persatu.

Jika tiap-tiap nikmat Allah yang diberikan kepadartba-Nya kita anggap
sebagai setiap suku dari suatu deret tak hingga, mdkmat yang terkecil

misalnya kita nyatakan sebagaj sampai pada nikmat yang sangat besar kita

misalkan sebaga'an(z—a)", maka jumlah nikmat-nikmat tersebut dapat kita

nyatakan sebagai suatu fungsi dalam deret pangkdtihgga sebagaimana yang

dikenal dalam konsep matematika yaitu sebagai berik

f(z):gan(z—a)"
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=a,+a,(z-a)+a,(z-a) +a;(z-af +--.

Semakin banyak kita mengingat nikmat Allah laluakinensyukurinya
maka sesungguhnya kita akan semakin merasa cukgaual@pa yang kita miliki.
Kita akan semakin menyadari bahwa anugerah tersatalah titipan dari Allah
dan kita harus menggunakannya untuk senantiashaoat. Dalam al-Qur’an,
Allah swt menjelaskan bahwa Allah akan menambamatkNya bagi orang-
orang yang senantiasa bersyukur. Hal ini sebagainaamyatakan dalam surat
Ibrahim ayat 7 sebagai berikut:

28 - - & s - - /E}/ 2. & - - - A, TE
1) G IR O s oy i apN S5emt o 2805 56 3
Artinya: "Dan (ingatlah juga), tatkala Tuhanmu mekhamkan: Sesungguhnya
jika kamu bersyukur, pasti kami akan menambah (@ikikepadamu.

Dan jika kamu mengingkari (nikmat-Ku), maka sesuhgya adzab-
Ku sangat pedih”(Q. S Ibrahim: 7).

Bersyukur merupakan salah satu perbuatan baik gangat dianjurkan
dalam agama Islam. Bahkan di dalam al-Qur'an, Abahjanji akan menambah
nikmat yang diberikan kepada hamba-Nya bagi siaga gang bersyukur
sebagaimana dinyatakan dalam ayat di atas. Dalaat altAn’am ayat 160,
Allah kembali menegaskan bahwa:

do
_ P -~ 8 o L BT o~ - 2 E g IO .
0 0sedhr ¥ aay LWL NI I3 3628200 B o5 Wkl e b d il o

Artinya: "Barang siapa membawa amal yang baik, makaginya (pahala)
sepuluh kali lipat amalnya. Dan barang siapa yangnmbawa
perbuatan jahat maka dia tidak diberi pembalasatain&gan seimbang
dengan kejahatannya, sedang mereka tidak sedikitpdianiaya
(dirugikan)”. (Q. S al-An’am: 160).

Dengan demikian, maka jelaslah bahwa manusia harmantiasa

mendekatkan diri kepada Allah swt dengan mempediarerbuat kebajikan
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baik dalam tatanan hubungan secara vertikal deddi@h maupun hubungan

secara horisontal dengan sesama manusia dan liggkwalam semesta.
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BAB Il

PEMBAHASAN

Suatu fungsi biasanya dihampiri kedalam bentuknpofi. Fungsi yang
bentuknya rumit menjadi lebih sederhana bila dihangdgngan polinom karena
polinom merupakan bentuk fungsi yang paling mudahaltami, mudah dihitung
dan hanya melibatkan pangkat-pangkat bilangan mdderhana (Munir, 2006:
18). Suatu fungsi yang tidak dapat ditentukan myjaidengan penghampiran ke
dalam bentuk polinom dapat dihampiri dengan suatgsi rasional.

Berikut ini akan diberikan pembahasan mengenai tkoks aproksimasi
Padé untuk menghampiri suatu fungsi dalam bentuét geangkat fower seriep
dan penerapan aproksimasi Padé untuk menghampigsifuransenden jenis

fungsi eksponensial dan fungsi trigonometri (furggsus dan fungsi kosinus).

3.1 Konstruksi Aproksimasi Padée

Aproksimasi Padé merupakan sebuah metode untuk aretep fungsi
rasional yang dapat digunakan untuk menghampiai iatu fungsi. Sebelum
membahas tentang konstruksi aproksimasi Padé, ubenk adalah definisi

aproksimasi Padé dan teoremanya.

Definisi 3.1.1 Aproksimasi Padé
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Didefinisikan suatu fungsi f(z) dan suatu fungsi rasional

R w(2)= PL(Z)), dimana P (z) dan Q,(z) memenuhi persamaan

Qu (z)[f(z)—PL(z):O[z“M*lJ, dan Q,(z)#0 maka fungsi rasional

R . (z) merupakan aproksimasi Padé pada furigs).

Teorema 3.1.2 Aproksimasi Pa(#aker, 1981: 6)
Dengan mendefinisikan pembilarigj (z) dan penyebu®,, (z) dari suatu

fungsi rasionalR_,, (z) untuk menghampiri fungsf (z Yyang diekspansi

ke dalam deret pangkat ¢,z berlaku

i=0

Qu (2T (2)-R.(2)=0[z+].

Bukti:

Suatu fungsif (z) yang diekspansi dalam deret pangkat dapat dingatak

dalam bentuk deret pangkat:
f(z) = Yz,
i=0

PembilangP, (z) dan penyebu@,, (z) dari suatu fungsi rasiond, ,, (z) dimana

Q, (z) # 0 didefinisikan sesuai persamaan (3.3) dan (3.4)yai

L
P(2)=a,+az+a,2’++az"=> az"
i=0

dan
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M

Qu(z)=by +bz+b, 2 +---+b, 2" = b, 2.
i=0
Maka, akan diperoleh bahwa:

Q, (2)X(2)- PL(Z):iZ::bM M .ici z —ZL:aLzL

-
<}
i
<}

:(b0+blz+b222+~--+bM z" ).(co+clz+c222+~--)—(a0 +a,z+a,z° +---+aLzL)

|_b0Co +(boC1 +b1Co)Z+(boC2 +b1C1 +b2C0)ZZ +"'J_(a0 +312+a'zzz +"'+aLZL)

:i(bocm +bch—1+bsz—2 ""“"'bMCo)ZMJri _(ao ""3‘12""3‘222 +"'+a|.ZL)
i=0

ZLHM ((boCM = ao) + (bch—l _al) + (bZCM—Z = az) +...+ (bM Co— a-l_))

e

ﬁ
o

=0(z"""").
Dengan demikian, maka teorema tersebut terbukti.

Berdasarkan definisi dan teorema di atas, selaygutkan ditunjukkan
tentang konstruksi aproksimasi Padé yang sesuaikustiatu deret pangkat
(power seriep

Andaikan terdapat suatu fungdi(z) yang dapat diekspansi ke dalam

bentuk deret pangkaZci Z', sehingga dapat dinotasikan dalam bentuk berikut:

f(2)= iciz‘ e (3.1)

Persamaan (3.1) sebenarnya merupakan suatu beumbgisi fpolinom

denganc,,c,,c,,---,¢; merupakan konstanta kompleks danerupakan bilangan

bulat positif yang dimulai dari nol sampai tak hgag Persamaan (3.1) dapat
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dinyatakan kembali sebagai suatu fungsi polinondémijati dan didefinisikan
sebagai:
f(z2)=c,+cz+c, 2%+ .on... (3.2)

Didefinisikan suatu fungsi rasional dengan aproksinPadé yang sesuai
untuk digunakan menghampiri fungé(z) yang telah didefiniskan sesuai bentuk
(3.2).

Misalkan terdapat dua buah bilangan bulat positftly L dan M,
masing-masing merupakan pangkat tertinggi dari dbaah fungsi polinom
misalnya P(z) dan Q(z). Andaikan kedua bentuk fungsi polinom tersebut
diekspansi, maka dapat didefinisikan bahwa:

P(z)=a,+az+a,z?+--+a,z", .o (3.3)
dan
Q, (2)=b, +bz+b,z* +..-+b, z". e (39)

Fungsi rasional merupakan pembagian dari dua bwadst polinom. Dari
persamaan (3.3) dan (3.4), dapat dibentuk suatgsfuasionalR ,, (z) dimana
L dan M masing-masing merupakan pangkat tertinggi dari kpkamg dan

penyebut fungsi rasionaR,_,, (z). Fungsi rasionalR ,,(z) dapat dinyatakan

sebagai:

_ataz+az++az
b, +bz+b,z*+---+b, 2"

............ (3.5)
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Fungsi rasional sebagaimana telah didefinisikanappéersamaan (3.5)
akan mempunyai suatu nilai jik®,, (z)# 0. Misalnya diberikan suatu fungsi
f(z) seperti (3.1) dan pasangan bilangan bulat pokitNl . Akan ditentukan
sebuah fungsi rasion®®, ,, (z) yang digunakan untuk menghampiri fungs(z)
tersebut.

Fungsi f(z) sebagaimana telah didefinisikan pada persamadt), (3.

hampiran fungsi rasional seperti persamaan (3/5sd&u sisa hampirannya dapat

dinyatakan sebagai bentuk berikut:

o 2 L
5 o = a,taz+a,z +--+a,z +O(z“"“l)
e b, +bz+b,z* +-.-+b,, z"

_ o tazta i+ +az

+0O\z"M7 ) L :
b, +bz+b,z* +---+b, z" O(Z ) (3.6)

2
C, +CZ+C,2° +---

dimanaO(z“M*l) merupakan sisa pemotongan untuk sukiLkev+1). Dengan

melakukan operasi perkalian silang maka diperoéiwa

(o, +byz+---+b, 2" N, +C,z+C, 2% +---)= 8, +az+---+a 2" +0(2"""*)(3.7)
Dengan menjabarkan persamaan di ruas Kkiri yaitugaermengalikan

polinom (b, +b,z+b,z* +---+b,,z") dengan masing-masing suku dari deret

fungsi yang diberikan dari persamaan (3.7) di d&gmat diperoleh bahwa:

(b0 +bz+---+b, z" )Co =b,c, +b,c,z+---+b,c,z"

(o, +b,z+-+b, 2" Je,z=byc,z+ B¢, 2% +-- + by, 2"

(o, +by,z+---+1y, 2% ), 22 =byc, 22 +byc,2° +--- +by, c, 2"
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(bO +bz+---+Db, z" )cLzL =b,c z" +bc 2" +---+b,c 2"

M L+l — L+l L+2 L+M+1
(bo + blz oot bM Z tal = boc|_+1Z + blCL+1Z oot bM CLn?

L+M +2

M L+2 _ L+2 L+3
(bo+b12+"'+brv|z )CL+ZZ _bOCL+ZZ +b1C|_+2Z +"'+bMC|_+2Z

M L+3 _ L+3 L+4 L+M +3
(bo thz+---+h,z )CL+3Z =0y .32 +byC 7 + o+ by C 7

M L+M _ L+M L+M+1 L+2M
(bo +hz+.--+b,z )cL+M z7™ =bcuz " the 2N T+ + by c 2
Selanjutnya, akan terbentuk suatu sistem persankaafisien untuk
masing-masing koefisiem"™,z"*?,.--, 2~ sehingga diperoleh bahwa:
bOCL+1 v b1C|_ Tt bM 2CLmss bM 2Cime t bM Cmu = 0

BoCLiz *BC g+ + Dy 2C s By CLvis tOYCL 2 =0 e (3.8)

bOCL+3 + b1C|_+2 et bM 2Clms T bM 4Clm+a T bM CLms+z = 0

b,Clum tBC g+ Dy C ¥y C.y  + Dbyc =0.
Sistem persamaan linier tersebut terdiri ddripersamaan untukl koefisien
penyebut yang masing-masing ditunjukkan oleh indekdac, ,,,C .,,"**,C .y
danb,,b,,b,,---,b,,.

Agar sistem persamaan linier sebagaimana didekanspada persamaan
(3.8) tetap konsisten, maka dapat didefinisikanazab =0 untuk i <0. Untuk
memenuhi syarat yang berlaku pada fungsi rasioabivh Q,, (z)¢ 0, maka

sekurang-kurangnya didefinisikan bahtyg= . 1
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Agar lebih mudah untuk dipahami, sistem persamaer ltersebut dapat
dituliskan ke dalam bentuk matriks berukufeinx M sebagaimana dinyatakan

sebagai bentuk berikut:

CLu C, * Cimsz Cim+2 Cimn bo 0
CrLiz CrLu  Cimsa Clmsz Clome b1 0
CLig CrLsz * Clmis Cimsa Ciomss bz =10 (3-9)
Ciem  Clama Cliz CLu C, bM 0

Selanjutnya, perhatikan kembali persamaan di raasik dari persamaan
(3.7). Nilai koefisien pembilan@,,a,,---,a, dari persamaan di ruas kanan hasil
perkalian silang pada persamaan (3.7) diperolelyatermenyamakan masing-

masing koefisien untukz®,z z?,---,z" dari persamaan di ruas kanan dengan

koefisien z°, z, z%,--- dari persamaan di ruas kiri sehingga diperolelwiah

a, = Gy,
a, =byc, +bic,
=c, +hc,, (ambil b, =1)

a2 = bOCZ 1l blcl 5 bZCO

= C2 +b1Cl +b2CO 2
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Dengan langkah-langkah sebagaimana diuraikan diateska telah
diperoleh koefisien-koefisien pembilang dan penyeimiuk suatu fungsi rasional

R w (z) sebagaimana dinyatakan oleh persamaan (3.8) dHD) (&ng kemudian

disebut aproksimasi Padé untuk mendekati sebuadsifuifz) dengan ekspansi

Maclaurin yang dinyatakan dalam deret pangEu:i z' . Aproksimasi Padé juga
i=0

biasanya dinyatakan dengan simtimM] :

Dari pemaparan-pemaparan di atas, maka langkakdangdalam
mengkonstruksi aproksimasi Padé yang sesuai dedgaet pangkat power
serieg adalah sebagai berikut:

1. Mendefinisikan suatu fungsi (z) ke dalam ekspansi deret Maclaurin.

2. Mengasumsikan suatu fungsi rasiofl,, (z) yang didefinisikan sebagai:

P (2)
Qu(2)’

Rou(2)=
denganQ,, (z) # 0 untuk menghampiri fungsf (z) sehingga berlaku
Qu (AT (2)-R (2) =0z
dimanaO(z“M*l) merupakan sisa pemotongan untuk sukiLikevi+1).
3. Membentuk suatu sistem persamaan koefisien untukingwnasing
konstanta pada variabef, z, z%,---.

4. Menentukan koefisien-koefisien pembilang dan peaydbngsi rasional

R (z) dengan menyelesaikan sistem persamaan koefisialg ya

diperoleh.
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3.2 Penerapan Aproksimasi Padé pada Hampiran Fungsi

Berikut ini akan diberikan contoh penerapan aproksi Padé untuk
menghampiri fungsi eksponensial dan fungsi trigoangfungsi sinus dan fungsi
kosinus) yang diekspansi ke dalam deret Maclawi@milihan contoh untuk
menghampiri kedua jenis fungsi ini dilakukan karekedua fungsi tersebut
merupakan jenis fungsi transenden yang banyak dik€lan mudah untuk
dipelajari. Contoh-contoh yang diambil merupakantblk yang paling sederhana.
Untuk masing-masing fungsi dilakukan penghampirengan dua kasus yaitu
untuk fungsi rasional dengabh =M =1 dan fungsi rasional dengan=2 dan
M =1. Pembagian ini dilakukan sesuai dengan sifat atjglang berlaku pada
fungsi rasional yaitlL =M danL >M .
1. Fungsi Eksponensial

Ekspansi deret Maclaurin untuk fungsi eksponersiatatakan oleh

atau
2 3 4
=1z vl (3.11)
24
a.Untuk L=M =1.
Persamaan eksponensial tersebut bisa dinyatakagaie
+
et =2 A2, o3 (3.12)

- b, +bz
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Dengan demikian, kita dapat menyatakan persamadmd)(dan (3.12)

dalam bentuk berikut:

2 3 4
1ez+ 2 42 42 4.2 +a12+0(23)
2 6 24 b, +b,z

2 3 4
ooz 1rze 2+ D= (a1 a2 o)

2 3 4
(b, +blz)(1+ z+%+%+%}+---}—(a0 +aiz):O(23)

Bo-au)+ b+ =)o+ 4, |27 = 0fe’)
Dengan membentuk sistem persamaan koefisien dgrebalhwa

b, —a, =0 makab, = a,,

b, +b -a =0 makaaizb—z",

by b
9 +b, =0 makab, = ——2.
2 b, ' 2

Selanjutnya, kita akan memperoleh bahwa

b, + 2

o
N

(ambil b, =1)

1—12
2

Jadi, approksimasi Pac[tél] untuk fungsi eksponensial adalah
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Secara sepintas, bentuk yang kita peroleh dengaksmasi Padé untuk

g

N

NI
N~

fungsi eksponensial sebagaimana di atas tidak semgan ekspansi deret
Maclaurin yang telah dinyatakan sebelumnya. Selapfy akan kita
tunjukkan bahwa nilai tersebut menghampiri fungdsippnensial sesuai

dengan ekspansi deret Maclaurinnya.

ok
=

Jadi, fungsi tersebut mempunyai lingkaran kekoreeag dengan radius

Fungsi f(z) =e* = analitik di setiap titik kecuali pada =2.

R =2. Dalam domain ini, maka bisa dinyatakan bahwa

:(1+%zj. L , qz|<2).

Dalam domair|Z < 2, maka berlaku bahv\Er <1

Untuk fz(z): , dengan ekspansi Maclaurin kita memperoleh




Sehingga, kita memperoleh bahwa

f(2) = f,(2).1,(2)
(3920
e

ZENZaNTE
1+5+5 + 2 4.
4 8

o s Wi z 22 7
=2 [ 2 e dh oo
2748 2 4 8
z
=1l+z+—+ 4. |z|<2,
2 4

Persamaan di atas menunjukkan bahwa nilai fungspaensial yang
dihampiri dengan aproksimasi Padé sesuai dengqraegisMaclaurinnya.
Selanjutnya, kita akan menguji kekonvergenan dersebut.

Ekspansi Maclaurin untuk fungsi eksponensial dialyah oleh

2 3 4
f(z):eZ:1+z+Z7+%+%+-.-, |4 <.

Dengan aproksimasi Padé&(z) = S, (z) diperoleh bahwa

2 3

f(z):ezzl+z+%+27+---, 17<2
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z ‘
=-=+...

12

2 7 2z 7
=1+ z+—++ ||l z+
2 6 2 4

Ambil £ =—, maka kita akan memperoleh bahwa

2<2.

Dengan demikian, maka fungsf yang mempunyai ekspansi Maclaurin

tersebut konvergen seragam dengan% pada domairD ={z ; |z| < 2}.

b.Untuk L=2 danM =1

Persamaan eksponensialnya bisa dinyatakan sebagai

2
o = a,+ta,z+a,z
b, +bz

+ O(z“)

(3.13)

Dengan demikian, kita dapat menyatakan persamadd)(8lan (3.13)

dalam bentuk berikut:

2z 2 7
1+z+ +5 + 2 4. =

24 b, +bz

48

a,+a,z+a,z’

+olz')



2 3 4
(b, +blz)(1+ z+%+%+%+--~} :(a0 +aiz+a222)+o(z4)

(b, +blz)(1+ z+Z—22+ZT:+;—;+---J—(a0 +a12+a222):0(z4)

bo-au) by +-a)es[ 3 4n-a, Jor o2+ Jo e zolr)

Dengan membentuk sistem persamaan koefisien dgiebalhwa
b, —a, =0 makab, = a,,

b, +b, —a, =0 makaa, :gbo,

E+bl—a2 =0 makaa, =%b0,

2
b, . b 1
—+— =0 makab, =-=b,.
6 2 & )
Selanjutnya, kita akan memperoleh bahwa
(bo +2boz+1bozzj
J 8 6 : y
R,,(z) = . (ambil b, =1)
' 1
(bo _3bOZJ
1+22+12
-3 6
1—12
3

Jadi, aproksimasi Pad/1] untuk fungsi eksponensial adalah
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Seperti dalam kasuk = M =1, secara sepintas bentuk yang kita peroleh
dengan aproksimasi Padé untuk fungsi eksponersiggaimana di atas
juga tidak sama dengan ekspansi deret Maclaurig yalah dinyatakan
sebelumnya. Selanjutnya, akan kita tunjukkan bahvilai tersebut
menghampiri fungsi eksponensial sesuai dengan B&spaleret

Maclaurinnya.

—e*=~—————~ analitik di setiap titik kecuali pada

z=3. Jadi, fungsi tersebut mempunyai lingkaran kekogmean dengan

radius R = 3. Dalam domain ini, maka bisa dinyatakan bahwa

f(2)= 1%

Dalam domair|Z < 3, maka berlaku bah\/v{&; <1

=

Untuk fz(z): , dengan ekspansi Maclaurin kita memperoleh

bahwa
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z 72 22 7
=l+—+—+—+—+...

3_9~27] 81

Sehingga, kita memperoleh bahwa

f(2)= f,(2).1,(2)
= (1+%z+%zzj.§(§jn

_( 2.1 zj A
=|1+—-z+—z |1+—+—+—+—+-...
3 6 e Lo T el

B Zanz e (2 2., 2 45 2, j
S SR LI P Rl Sl SR S S
3 9 27 81 3 9 27 81

(EZZ +i23 +iz4 +j

6 18 54
2 & 4
=1+z+%+€+%+--., |z|<3,

Persamaan di atas menunjukkan bahwa nilai fungspaiensial yang
dihampiri dengan aproksimasi Padé sesuai denggraegisMaclaurinnya.
Selanjutnya, kita akan menguji kekonvergenan dersebut.

Ekspansi Maclaurin untuk fungsi eksponensial dialyah oleh
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2 3 4
f(z):ezzl+z+z7+%+z—+-.-, |14 < oo.

Dengan aproksimasi Pad&(z) = S, (z) diperoleh bahwa

2 3 4
f(z):ezz1+z+%+%+%+~--, 14<3.

22 2 7 a2 2\ 2
=1+ z+f+ v 2 4 |1tz
2 6 24 2 6 18

z*
=-=—+..].

72

Ambil €= g maka kita akan memperoleh bahwa

\‘

2
z* <81
z<3.

Dengan demikian, maka fungsf yang mempunyai ekspansi Maclaurin
tersebut konvergen seragam dengang pada domairD ={z ; |z| < 3}.

2. Fungsi Sinus

Ekspansi deret Maclaurin untuk fungsi sinus dingateoleh
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= (2n+1) 3 5l
atau
. (_1)n 2n+1 23 25
=3 =z-Z 4 - 14
Snz= 2, (2n +1)!Z *"% " 120 (3.14)

a. UntukL=M =1

Persamaan sinusnya bisa dinyatakan sebagai

sinz=2 &%, 0(2) (3.15)
b, +b,z

Dengan demikian, kita dapat menyatakan persamadd)(8lan (3.15)

dalam bentuk berikut:

-2+ 2 =RrEZ, )

6 120 b, + 1,2
b+ 2%+ 2| =(en +a)+ole)
#0225+ 2 |- (a 2 =0fe)

Dengan membentuk sistem persamaan koefisien dgerol
-a,=0 makaa, = Q

b,-a, =0 makab, =a,

b, =0.

Dengan demikian, kita memperoleh bahwa
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R, (z):%:z.
0

Jadi, approksimasi Pa({tlél] untuk fungsi sinus adalah

sinz= z.

. Untuk L=2 danM =1

Persamaan sinusnya bisa dinyatakan sebagai

2
A THZTAE N O(z“) ............ (3.16)

sinz=
b, +b,z

Dengan demikian, kita dapat menyatakan persamadd)(8lan (3.16)

dalam bentuk berikut:

2
;LT _Eraziaz o)
6 120 b, +b,z

(bo+blz)[z__+__...j:(ao+alz+azzz)+o(z4)
(bo+blz)[z__+__...j_(ao+alz+azzz):o(z4)

o)+ -aet =)+~ |2+ =0fz)
Dengan membentuk sistem persamaan koefisien dgerol
-a,=0 makaa, = Q
b,-a, =0 makab,=a, = Q
b,-a,=0 makab, =a,,

—b—g:O makab, = Q
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Dengan demikian, kita memperoleh bahwa

_bZ’
s

Rzyl(z) =z.

Jadi, approksimasi Pad#/1] untuk fungsi sinus adalah

sinz=z.
3. Fungsi Kosinus

Ekspansi deret Maclaurin untuk fungsi sinus dinkaiteoleh

[} A\ n 2 4 6
COSZZZ((;])), 74 :1—%+%-%+...
n=0 d H . 4
atau
| < (_1)" 2n _ _Z_z 2_4_2_6
cosz—g (20} Za il S toa ot (3.17)

a. UntukL=M =1

Persamaan kosinusnya bisa dinyatakan sebagai

cosz= 2 TR, 0(23) .................. (3.18)
b, +b,z
Dengan demikian, kita dapat menyatakan persamadm)(8lan (3.18)

dalam bentuk berikut:

2,22 _raz, )

1__ - -

2 24 270 b, +b,z
2 4 6
o[22 2 2 v =(a ad) Ol
2 4 6
boobaf1-5 £ 2o ad)=ole)
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B-a)+(-a)es(- 2]+ -]z 4 =ol)
Dengan membentuk sistem persamaan koefisien dgrerol
b, —a, =0 makab, = a,,

b, —a, =0 makab, = a,.
Dengan demikian, kita memperoleh bahwa

:w =N

Ru(2)= 2B

Jadi, approksimasi Pac[tél] untuk fungsi kosinus adalah

cosz=1.

. Untuk L=2 danM =1

Persamaan kosinusnya bisa dinyatakan sebagai

2
= ol
0

cosz=————=—+0\z")] ... (3.19)

Dengan demikian, kita dapat menyatakan persamadm)(8an (3.19)

dalam bentuk berikut:

2 4 6 2
VA VA VA +az+a,z
1-= + _+...:a0a1—2+o(z4)

2 24 270 by + b,z

2 4 6

ponefo-2 2

: ZL_Z_HJ+J :(ao +aiz+a222)+o(z4)

2 Z4 Z6

(b, +b12)(1_z7+zl‘2—70+”}—(a0 +a,z+ a222)=0(z4)

(o-2u)+ b -a)e (% -, Jo#[ -2 ]z <ol



Dengan membentuk sistem persamaan koefisien dgerol

b, —a, =0 makab, = a,,

b, —a, =0 makab, =a, =0,

—&—a2 =0 makaa, :—&,
2 2
—%:O makab, =0.

Dengan demikian, diperoleh bahwa

b, —&z2
R, (2)= b—2 (ambil b, =1)
0
=1-=7°.

Jadi, approksimasi Pa(ﬂé/l] untuk fungsi kosinus adalah

coSz :1_122_
2

3.3 Kajian Keislaman tentang Aproksimasi Fungsi

Islam menempatkan ilmu pengetahuan sebagai sebembjikan bagi
umatnya, dimana orang yang mencarinya semakin tergmendekat kepada
Allah dan menerapkannya sebagai sarana mendap&iadhaan-Nya (Al-
Hasyimi, 2007: 51). Mempelajari berbagai ilmu pdagean contohnya
matematika yang sesuai dengan paradighabalbabtidak cukup hanya berbekal
kemampuan intelektual saja, tetapi perlu didukuegas bersamaan dengan

kemampuan emosional dan spiritual. Pola pikir dé&tludan logis dalam
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matematika juga bergantung pada kemampuan intda imajinatif serta
mengembangkan pendekatan rasional, empiris, daa (Adpdusysyakir, 2007:
24). Hal ini sesuai dengan firman Allah dalam s@haad ayat 29 yaitu sebagai
berikut:

NI S 3605 el 1330 3,20 800 Al 2is

Artinya: “Ini adalah sebuah kitab yang kami turumk&epadamu penuh dengan
berkah supaya mereka memperhatikan ayat-ayatNya siapaya
mendapat pelajaran orang-orang yang mempunyai giKir (Q.S.
Shaad: 29).

Tingkat keimanan seseorang merupakan salah satahcparsoalan yang
apabila digambarkan dalam sautu grafik fungsi ditisuitik akan naik dan pada
titik tertentu akan turun. Apabila tingkat keimanga naik, maka seseorang
semakin merasa dekat dengan Allah. Demikian sebalikjika tingkat keimanan
seseorang turun, maka dia akan semakin jauh deih AManusia berusaha agar
tingkat keimanannya kepada Allah selalu naik. Ctarena itu, manusia harus
banyak berbuat kebaikan dan memperkecil kesalabsal&han (dosa) yang
dilakukan.

Seperti yang telah dijelaskan dalam bab-bab sebslanbahwa pada
realitanya suatu fungsi dalam deret tak hinggaktatigpat dihitung nilainya secara
langsung dengan perhitungan biasa. Walaupun datamdisi demikian, bukan
berarti kita tidak bisa menentukan nilai fungsséut. Islam mengajarkan kepada
umatnya untuk pantang menyerah dalam menyelesai@ap persoalan karena
setiap persoalan selalu memiliki jalan keluar atmlusi. Jika tidak dapat

diselesaikan dengan satu cara, maka persoalarbuérpasti bisa diselesaikan
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dengan cara yang lain. Sikap pantang menyerahapgnberputus asa, dan
memiliki rasa percaya diri sangat dianjurkan damupakan suatu perintah dalam
al-Qur’an. Hal ini sebagaimana dinyatakan oleh i\Bavt dalam surat al-Hijr ayat

56 berikut ini.

Lo -z .o O

Artinya: “Ibrahim berkata: Tidak ada orang yang lprtus asa dari rahmat
Tuhan-nya, kecuali orang-orang yang sesd@. S al-Hijr: 56).

Dalam surat Alam Nasyroh ayat 5 — 6, secara tAjak swt menyatakan
bahwa sesudah ada kesulitan pasti ada kemudaham k&lena itu, Islam sangat
menganjurkan agar umatnya selalu berusaha dan ngantenyerah dalam

menghadapi setiap kesulitan sebagaimana berikut ini

(3 0 30T 0 By Dol B
Artinya: “Karena sesungguhnya sesudah kesulitan dda kemudahan (5)
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan(®. S Alam
Nasyroh: 5 — 6).

Aproksimasi dalam konsep matematika merupakan semetode yang
digunakan untuk melakukan penghampiran (pendekatmpadap nilai suatu
fungsi yang tidak dapat diperoleh melalui penglgam secara analitik (eksak).
Fungsi tersebut biasanya merupakan fungsi dalamat geangkat tak hingga.
Dengan melakukan aproksimasi, suatu fungsi yangatikan dalam deret
pangkat tak hingga dapat diperoleh nilainya kasoiasi yang diperoleh dengan
menggunakan aproksimasi berbentuk suatu fungsi madile Fungsi tersebut

dapat dievaluasi untuk menghasilkan nilai dalamtiderangka atau numerik.
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Dengan demikian, aproksimasi merupakan suatu halg ypenting untuk
dilakukan.

Suatu fungsi dalam deret pangkat tak hingga yaran akaproksimasi
terlebih dahulu dirubah menjadi bentuk fungsi daldemet pangkat berhingga
dengan memotong beberapa suku deret tersebut agat dievaluasi nilainya.
Karena adanya pemotongan suku deret, maka dalarghipemgan dengan
aproksimasi dimungkinkan terjadi suatu penyimpangtau kesalahan terhadap
nilai eksaknya. Kesalaharer(or) yang mungkin terjadi dalam penggunaan
aproksimasi dapat diperkecil dengan penggunaan-suiku dari deret tersebut
dengan jumlah yang lebih banyak.

Dalam konsep agama Islam terdapat sebuah upaya bjsagdilakukan
oleh para ulama dalam menentukan hukum suatu pansgang tidak terdapat
hukumnya dalam nash al-Qur'an ataupun al-Haditsaydptersebut dikenal
dengan istilahjtihad. Menurut bahasajtihad artinya berusaha sungguh-sungguh
sedangkan menurut istilah dalam kaitannya deng&nrhuslam,ijtihad adalah
pengerahan segala kemampuan yang ada pada sesebtahgkum Islam di
dalam menetapkan hukum yang amaliyah dari dalil-gaing tafsiliyah. Dari
pengertian ini, dapat diklasifikasikan dua macgtihad yaitu ijtihad dalam
istinbathhukum dan penjelasannya sejtiaad dalam penerapan hukum (Djazuli,
1999: 95 — 96). Seperti halnya dalam melakukan ksoraasi, kesalahan yang
mungkin timbul dari hasil suatitihad diharapkan sangat kecil. Dalam mencapai
maksud ini, Islam menganjurkan agar ijtihad dilekulsecara bersama-sama oleh

para ahli hukum Islam.
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Aproksimasi yang baik adalah aproksimasi yang meryaiu tingkat
kesalahan paling kecil sehingga menghasilkan gaaig sangat mendekati nilai
eksak suatu fungsi. Selain itu, aproksimasi yan§ haa harus membutuhkan
waktu yang cepat untuk memperoleh hasil yang dikayn. Oleh karena itu,
perhitungan dengan aproksimasi harus dilakukarraeehti.

Allah swt adalah dzat yang Maha teliti dan Mahaatggerhitungan-Nya
sebagaimana dinyatakan dalam al-Qur'an surat Marggat 94 dan surat al-
An’am ayat 62 sebagai berikut:

£ -7

NP U S Y
Artinya: “Sesungguhnya Allah telah menentukan jummaereka dan menghitung
mereka dengan perhitungan yang teligQ.S Maryam: 94).

o £ 2oz ar AECL L 22 - @7 goady g
2 T gl a5 ST AT 2T L350 BT J1 1555 23

Artinya: “Kemudian mereka (hamba Allah) dikembatikakepada Allah,
Penguasa mereka yang sebenarnya. Ketahuilah bategala hukum
(pada hari itu) kepunyaan-Nya. Dan Dialah pembuathitungan yang
paling cepat’(Q.S al-An’am: 62).

Dari kedua ayat diatas dapat diambil sebuah palajgenting tentang sifat
Allah yaitu teliti dan cepat dalam perhitungan. Men ash-Shiddieqy (2000:
2508) bahwa Allah telah menciptakan segala sesuagnurut ukuran dan
hitungan yang telah ditetapkan oleh Allah dan tiddk satupun keadaan mereka
yang tersembunyi bagi Allah.

Manusia sebagai hamba Allah seharusnya juga menrsifixt teliti dan
cepat dalam melakukan perhitungan. Dalam menjdahidupannya, manusia

harus bertindak secara hati-hati, teliti dalam nedgsaikan sesuatu, dan cepat
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dalam mengambil keputusan. Dengan bersikap t@énuh perhitungan dan
berhati-hati dalam menyelesaikan suatu persoaklnapg terjadinya kesalahan
akan menjadi kecil sehingga hasil yang dicapai &emmaaksimal.

Dalam ayat yang lain yaitu surat Maryam ayat 84lal\lswt juga
menegaskan agar manusia selalu penuh pertimbamgateliti dalam bertindak.
Sesungguhnya Allah melarang manusia bersikap ®mgesa karena tergesa-gesa
merupakan perbuatan syetan.

d s

(-w,\;ﬁjmw r@.J;J;;Jm

Artinya: “Maka janganlah kamu tergesa-gesa memiataksiksa terhadap
mereka. Karena sesungguhnnya kami hanya menghitizgngnya
(hari siksaan) untuk mereka dengan perhitungan y#slgi” (Q.S
Maryam: 84).

Ayat diatas menjelaskan tentang kondisi orang-orgagy menyembah
berhala. Allah melarang orang-orang yang berimaar ggngan terburu-buru
memohon supaya mereka dibinasakan dan bumi imrslikan dari amalan-
amalan mereka yang kotor karena waktu mereka figiaa lagi. Maka orang-
orang yang beriman tidak perlu meminta agar adzab disegerakan.
Sesungguhnya Allah maha cepat perhitungan-Nya deh Aelah menghitung
semua perbuatan dan ucapan mereka (ash-Shidd@@fy, 2505 — 2506).

Kehidupan ini sangat berharga untuk dijalani. Dalsatah satu hadist,
Nabi Muhammad memberikan penjelasan agar manusia menjaga lima hal
sebelum datang lima hal yang lain. Kelima hal idalah sehat sebelum sakit,
lapang sebelum sempit, muda sebelum tua, kaya wsmbeliskin, dan hidup

sebekum mati. Oleh karena itu, sudah seharusnyaisi@amnintuk berhati-hati,
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penuh pertimbangan dan teliti dalam menjalani kabdshinya dan
mempergunakan nikmat yang diberikan oleh Allah dengebaik-baiknya untuk

beribadah agar tidak mengalami kerugian.
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BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Dari hasil pembahasan pada bab sebelumnya, makat diambil

beberapa kesimpulan sebagai berikut:

1. Langkah-langkah mengkonstruksi aproksimasi Bauaég sesuai dengan deret

pangkat power seriesadalah sebagai berikut:

a)

b)

d)

Mendefinisikan suatu fungsi (z) ke dalam ekspansi deret Maclaurin.

Mengasumsikan suatu fungsi rasiofl,, (z) yang didefinisikan sebagai:

P (2)
Qu(2)’

Ru(2)=
denganQ,, (z) # 0 untuk menghampiri fungsf (z) sehingga berlaku

Qu (9 (2)-R.(2) = 0]z
dimanao(z“M”) merupakan sisa pemotongan untuk sukilLkev+1) .
Membentuk suatu sistem persamaan koefisien untukingrnasing
konstanta pada variabef, z, 2%, ---.
Menentukan koefisien-koefisien pembilang dan peatdbngsi rasional
R.ow (z) dengan menyelesaikan sistem persamaan koefisiamgy ya

diperoleh.

2. Penerapan aproksimasi Padé pada hampiran fekgppnensial dan fungsi

trigonometri (fungsi sinus dan fungsi kosinus) knfungsi rasional dengan
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L =M =1 dan fungsi rasional dengan=2 dan M =1 menghasilkan suatu
nilai hampiran (aproksimasi) sebagai berikut:
a) Fungsi Eksponensial

% UntukL=M =1

L
-

< Untuk L=2 danM =1

z

—

N~

NP
~—

b) Fungsi Sinus
% UntukL=M =1
sinz=z.
% UntukL=2 danM =1
sinz=z.
c¢) Fungsi Kosinus
% UntukL=M =1
cosz=1.

< Untuk L=2 danM =1

cosz =1—£22.
2
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4.2. Saran

Dengan adanya kajian tentang aproksimasi Padé alatolt penerapannya pada
fungsi transenden jenis fungsi eksponensial dagsiumigonometri (fungsi sinus
dan fungsi kosinus), pembaca juga bisa mengembangkjian ini dengan
menerapkan aproksimasi Padé untuk menghampiri fyra@a jenis-jenis yang
lain misalnya fungsi aljabar dengan bentuk yang itruataupun fungsi

trigonometri jenis tangen, dll.
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