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ABSTRAK 
 

Imamah AH, Nurul. 2008. Kajian Tentang Graf perfect. Skripsi, Jurusan Matematika 
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri (UIN) Malang. 

 Pembimbing: Abdussakir, M.Pd 
             Abdul Azis, M.Si 
    
Kata kunci:  Graf, Pewarnaan Titik, order, Clique, Khromatik Graf perfect,  
 
 
 Pewarnaan titik pada graf G adalah pemberian warna untuk setiap titik pada graf 
G, sehingga tidak ada dua titik yang terhubung langsung mendapatkan warna yang sama. 
Banyaknya warna terkecil yang diberikan pada titik-titik di graf G sedemikian hingga 
untuk setiap dua titik yang terhubung langsung mendapatkan warna yang berbeda disebut 
dengan bilangan khromatik. Banyaknya titik yang dimiliki oleh graf G disebut dengan 
order dari G. Order maksimum dari subgraf komplit yang dapat dibentuk dari suatu graf 
G disebut dengan bilangan clique.  

Salah satu aplikasi dari bilangan clique dan bilangan khromatik suatu graf G 
adalah pada graf perfect. Graf perfect adalah suatu graf yang memiliki bilangan clique 
dan bilangan khromatik yang sama.  

Adapun langkah-langkah menentukan graf perfect adalah sebagai berikut: 
1. Menentukan subgraf  komplit maksimum yang dapat dibentuk dari graf G 
2. Menentukan bilangan clique )(Gω  dan menentukan bilangan khromatik )(Gχ  

pada beberapa kasus untuk menentukan pola. 
3. Pola yang diperoleh dinyatakan dengan teorema. 
4. Membuktikan teorema. 

Berdasarkan pembahasan dalam skripsi ini diperoleh bahwa graf kosong, graf 
komplit, graf bipartisi komplit, graf sikel genap, dan graf lintasan  adalah graf perfect, 
karena masing-masing graf tersebut memiliki bilangan clique dan bilangan khromatik 
yang sama. 

 



BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1   Latar Belakang 

   Dalam kehidupan di dunia, manusia tidak lepas dari berbagai permasalahan. 

Permasalahan-permasalahan tersebut menyangkut berbagai aspek, dimana dalam 

penyelesaiannya diperlukan sebuah pemahaman melalui suatu metode dan ilmu bantu 

tertentu. Salah satunya adalah ilmu matematika. Matematika merupakan alat untuk 

menyederhanakan penyajian dan pemahaman masalah. Dalam bahasan matematika, suatu 

masalah dapat menjadi lebih sederhana untuk disajikan, dipahami, dianalisis, dan 

dipecahkan. Untuk keperluan tersebut, pertama dicari pokok masalahnya, kemudian 

dibuat rumusan atau model matematikanya (Purwanto, 1998: 1). Matematika adalah 

ratunya ilmu pengetahuan, sehingga matematika tidak dapat dilepaskan dari berbagai 

ilmu yang ada dan matematika juga membantu dalam kehidupan sehari-hari (Falaqiyah, 

2004: 1). 

Salah satu cabang ilmu matematika yang bermanfaat dalam kehidupan sehari-hari 

adalah Teori Graf. Pada Teori Graf diberikan model matematika untuk setiap himpunan 

dari sejumlah obyek diskrit, dimana beberapa pasangan unsur dari himpunan tersebut 

terikat menurut suatu aturan tertentu. Obyek diskrit dari dari suatu himpunan misalnya 

dapat berupa orang-orang dengan aturan kenal, atau juga himpunan nama kota dengan 

aturan jalan yang menghubungkan antara kota satu ke kota yang lain. 

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam Al-

Quran. Salah konsep dari disiplin ilmu matematika yang terdapat dalam Al-Qur’an adalah 



masalah teori graf. Teori graf merupakan salah satu cabang dari matematika yang 

didefinisikan sebagai himpunan tidak kosong yang memuat elemen-elemen yang disebut 

titik, dan pasangan tidak terurut dari elemen-elemen itu disebut sisi.  

Saat ini teori graf semakin berkembang dan menarik. Hal ini disebabkan teori graf 

merupakan teori yang unik dan memiliki banyak penerapan. Keunikan teori graf adalah 

kesederhanaan pokok bahasan yang dipelajarinya, karena dapat disajikan sebagai titik 

(vertex) dan sisi (edge).  

Menurut sejarah teori graf lahir pada tahun 1736 melalui tulisan L.Euler, seorang 

matematikawan Swiss, yang berisi tentang upaya pemecahan masalah jembatan 

Konigsberg yang sangat terkenal di Eropa (Sutarno, 2001: 65). Di Konigsberg (sebelah 

timur Prussia, Jerman) sekarang bernama Kaliningrad terdapat sungai Pregal yang 

mengitari pulau Kneiphof lalu bercabang menjadi dua buah anak sungai tesebut. Ada 

tujuh buah jembatan yang menghubungkan daratan yang dibelah oleh sungai tersebut. 

Masalahnya adalah “Apakah mungkin melalui ketujuh jembatan itu masing-masing tepat 

satu kali, dan kembali ke tempat semula?. Euler membuat model masalah tersebut dalam 

bentuk graf. Daratan dinyatakannya sebagai sebagai titik atau (vertex); dan jembatan 

dinyatakannya sebagai garis yang disebut sisi (edge). Jawaban yang dikemukakannya 

adalah tidak mungkin orang melalui ketujuh jembatan itu masing-masing satu kali dan 

kembali lagi ke tempat asal keberangkatan jika derajat setiap titik tidak seluruhnya genap, 

yaitu banyaknya garis yang terkait langsung  dengan titik. 

Berikut ini adalah firman Allah yang menyatakan tentang keterkaitan antara titik 

sebagai awal penciptaan manusia dan garis sebagai proses perjalanan manusia yang 

terdapat dalam surat Al-Mukminun ayat 12-16 yang berbunyi: 



 عظاما  عظام لحما مضغة علقة تبعثون ميتون خلقاأخر نطفة سللة

ô‰s)s9 uρ $ oΨ ø)n=yz z≈|¡Σ M}$#  ÏΒ 7' s#≈ n=ß™  ÏiΒ &ÏÛ ∩⊇⊄∪   §Ν èO çµ≈ oΨù=yè y_ Zπx� ôÜ çΡ ’Îû 9‘# t� s% &Å3̈Β ∩⊇⊂∪   ¢Ο èO 
$ uΖø)n=yz sπ x� ôÜ‘Ζ9 $# Zπ s)n=tæ $ uΖø)n=y‚ sù sπ s)n=yè ø9 $# Zπ tóôÒ ãΒ $ uΖø)n=y‚ sù sπ tó ôÒ ßϑø9 $# $Vϑ≈ sà Ïã $ tΡöθ |¡ s3sù zΟ≈ sàÏè ø9 $# 

$ Vϑøtm: ¢Ο èO çµ≈tΡù' t±Σ r& $ ¸) ù=yz t� yz#u 4 x8u‘$ t7tF sù ª! $# ß|¡ ôm r& t É) Î=≈ sƒø: $# ∩⊇⊆∪   §Ν èO / ä3‾ΡÎ) y‰÷è t/ y7Ï9≡ sŒ 

tβθ çFÍh‹ yϑs9 ∩⊇∈∪   ¢Ο èO ö/ ä3‾ΡÎ) tΠ öθ tƒ Ïπyϑ≈ uŠÉ) ø9 $# šχθ èWyè ö7 è? ∩⊇∉∪     

 
 
Dan Sesungguhnya kami Telah menciptakan manusia dari suatu saripati 
(berasal) dari tanah. 
Kemudian kami jadikan saripati itu air mani (yang disimpan) dalam tempat yang 
kokoh (rahim). 
Kemudian air mani itu kami jadikan segumpal darah, lalu segumpal darah itu 
kami jadikan segumpal daging, dan segumpal daging itu kami jadikan tulang 
belulang, lalu tulang belulang itu kami bungkus dengan daging. Kemudian kami 
jadikan dia makhluk yang (berbentuk) lain. Maka Maha sucilah Allah, Pencipta 
yang paling baik. 
Kemudian, sesudah itu, Sesungguhnya kamu sekalian benar-benar akan mati. 
Kemudian, Sesungguhnya kamu sekalian akan dibangkitkan (dari kuburmu) di 
hari kiamat. 
 

 
Ayat tersebut menyatakan bahwa manusia diciptakan dari suatu titik atau saripati, 

air mani, segumpal darah, dan lain sebagainya yang telah disebutkan dalam surat Al-

Mukminun tersebut. Kemudian beberapa garis dalam suatu graf adalah proses perjalanan 

manusia dari awal diciptakan hingga kemudian mati dan dibangkitkan kembali.  

Ayat Al-Qur’an tentang penciptaan manusia tersebut jika digambarkan dengan 

pasangan titik dan garis pada teori graf adalah sebagai berikut: 

 

Dalam proses perjalanan kehidupannya, manusia memiliki karakter yang 

bermacam-macam ada yang baik dan ada yang buruk, sehingga semua manusia pasti 

memiliki dosa. Dosa yang ada pada diri manusia dimisalkan sebagai warna pada suatu 



graf, sehingga diharapkan manusia memiliki warna yang minimum atau dosa yang sedikit 

sekali. Hal tersebut dapat dilakukan dengan cara tidak selalu mengikuti hawa nafsu, 

karena nafsu itulah manusia yang hidup di muka bumi ini ada yang sempurna dan ada 

yang tidak sempurna. Dalam teori graf manusia yang sempurna dan tidak sempurna 

dimisalkan sebagai graf perfect dan graf tidak perfect. 

Graf perfect adalah graf yang ditemukan oleh Claude Berge pada tahun 1960an. 

Ia memperkenalkan graf perfect sebagai graf yang memiliki bilangan clique dan bilangan 

khromatik yang sama. Bilangan clique didefinisikan sebagai order maksimum dari 

subgraf komplit pada graf G (Marthin, 1980:51). Sedangkan bilangan khromatik 

didefinisikan sebagai banyaknya warna terkecil yang diberikan pada titik-titik di graf G 

sedemikian hingga untuk setiap dua titik yang terhubung langsung mendapatkan warna 

yang berbeda (Rosen dalam Khotimah, 2006:3). 

Kajian tentang graf perfect saat ini masih belum begitu banyak dikenal oleh 

orang. Berdasarkan hal tersebut, maka penulis mengambil judul skripsi ini, yaitu: 

“Kajian tentang Graf Perfect ”  . 

1.2  Rumusan Masalah 

  Berdasarkan latar belakang masalah di atas dapat ditarik rumusan permasalahan 

yang akan dibahas, yaitu bagaimana langkah-langkah  menentukan suatu graf menjadi 

graf perfect. 

 

1.3 Tujuan Penulisan 

  Adapun tujuan dari penulisan ini adalah untuk mengetahui langkah-langkah  

menentukan suatu graf menjadi graf perfect. 



1.4   Batasan Masalah 

   Untuk tetap menjaga kedalaman pembahasan materi, penulisan tugas akhir ini 

dibatasi pada Obyek kajian graf kosong, graf  komplit, graf bipartisi komplit, graf 

lintasan, dan graf sikel genap. Penulis hanya membatasi pada beberapa graf tersebut 

karena merupakan graf perfect. 

 Dalam teori graf, istilah yang dipakai belum baku sepenuhnya. Untuk itu setiap 

pilihan istilah dapat diterima asal digunakan secara konsisten. Istilah-istilah tersebut 

antara lain: 

1. Titik = titik = noktah = node = vertex 

2. Sisi = garis = edge. 

 

1.5   Manfaat Penulisan 

Penulisan karya ilmiah ini pada dasarnya diharapkan dapat memberikan manfaat 

terhadap beberapa pihak, diantaranya: 

1.  Bagi Penulis 

-  Menambah wawasan dan ilmu pengetahuan tentang teori graf perfect.  

2.  Bagi Jurusan Matematika  

- Sebagai bahan pustaka tentang kajian graf perfect. 

 

1.6 Metode Penelitian 

1.6.1  Pendekatan dan jenis penelitian 

Jenis dari penelitian ini adalah deskriptif kualitatif. Pendekatan yang digunakan 

adalah pendekatan kualitatif dengan metode kepustakaan.  



 Dalam pendekatan deskriptif kualitatif ini maka penulis menggunakan metode 

penelitian kepustakaan (Library Research). Metode penelitian kepustakaan yaitu 

penelitian yang dilakukan di dalam perpustakaan untuk mengumpulkan data dan 

informasi. Pengumpulan data dan informasi tersebut dapat dilakukan dengan bantuan 

bermacam material yang terdapat di ruang perpustakaan seperti buku-buku dan dokumen 

yang ada. 

1.6.2  Data dan sumber data 

Data yang digunakan penulis dalam rangka penyusunan skripsi ini adalah data-

data yang meliputi bilangan-bilangan clique, bilangan khromatik, dan data-data lain yang 

sesuai. 

Sumber data dalam penulisan skripsi ini diperoleh melalui buku-buku antara lain 

Gary Chartrand dan Linda Lesniak (Graphs and digraphs second edition) Robin J. Wilson 

dan John J. Watkins (Graph an Introductiory Approach) dan sumber-sumber lain yang 

relevan. 

1.6.3 Tehnik Analisis data 

Dalam menganalisis data, penulis melakukan persiapan dengan menghitung 

bilangan clique dan bilangan khromatik dari beberapa graf yang diteliti. Beberapa graf 

tersebut antara lain graf kosong, graf komplit,  graf bipartisi komplit, graf lintasan,  dan 

graf sikel genap. Selanjutnya menyimpulkan apakah graf-graf tersebut merupakan graf 

perfect . 

 

 

 



1.7   Sistematika Pembahasan 

Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami, maka 

digunakan sistematika pembahasan yeng terdiri dari empat bab. Masing-masing bab 

dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut: 

BAB I PENDAHULUAN 

 Pendahuluan meliputi: latar belakang permasalahan, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan. 

BAB II KAJIAN PUSTAKA 

 Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung bagian 

pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain berisi tentang dasar-dasar 

teori sebagai acuan dalam penulisan skripsi ini, antara lain teori mengenai 

graf perfect dan teori keagamaan berserta relevansi antara keduanya. 

BAB III PEMBAHASAN 

Pembahasan berisi tentang analisis graf kosong, graf komplit, graf bipartisi 

komplit, graf lintasan, dan graf sikel genap dengan beberapa pembuktian dari 

teorema-teorema yang diperoleh dari pola suatu graf. 

BAB IV     PENUTUP 

                  Pada bab ini akan dibahas tentang kesimpulan dan saran. 



Gambar 2.1 Titik dan Sisi pada Graf   

1v

2v

4v

1e

2e
4e

4v  

4e  
5e  4v  

3e  

4e  

BAB II 

KAJIAN TEORI 

2.1. Graf 

 Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V(G),E(G) dengan V(G) adalah 

himpunan berhingga tak kosong dari elemen-elemen yang disebut titik (vertex), dan E(G) 

adalah himpunan (boleh kosong) dari pasangan tak terurut (u,v) dari titik u dan v yang 

berbeda di V yang disebut sisi (edge).  Jadi dapat diketahui bahwa komponen utama 

terbentuknya suatu graf G adalah titik. Sisi  e=(u,v)  di dalam graf G dapat ditulis dengan 

e= uv. Sebagai contoh graf G pada Gambar 2.1 adalah graf dengan V (G) = 

{ 4321 ,,, vvvv }  dan E (G) = },,,,{ 54321 eeeee dengan 211 vve = , 322 vve = , 433 vve = , 

144 vve = , dan 245 vve = . 

 

 

 

 

 

 Jika e=uv adalah sisi dari graf G, maka u dan v dikatakan adjacent atau terhubung 

langsung, sedangkan sisi e dikatakan terkait langsung atau incident pada titik u dan v, 

sebagai contoh pada Gambar 2.2 titik 1v  dikatakan terhubung langsung dengan titik 2v  

dan 3v , tetapi 1v  tidak terhubung langsung dengan titik 4v , sedangkan sisi 2e  terkait 

langsung pada titik 1v  dan 3v . Sisi 4e  terkait langsung pada titik 2v dan 4v , tetapi sisi 1e  

tidak terkait langsung pada titik 4v .  

3v
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Gambar 2.2 Titik dan Sisi yang Adjacent dan Insident  
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Gambar 2.3 Graf Null atau Graf Kosong dan Graf tidak Kosong 

   

 

 

 

Banyaknya titik yang dimiliki oleh graf G disebut order dari G dan ditulis dengan 

)(Gp  atau p. Himpunan sisinya dinamakan size dari G dan ditulis dengan q(G)  atau q.  

Jadi graf G memiliki order p dan size q. 

Graf G disebut finite atau berhingga jika himpunan titik adalah berhingga, atau 

graf yang jumlah titiknya adalah n berhingga. Graf infinite atau tak berhingga adalah graf 

yang jumlah titiknya  tidak berhingga. 

Graf trivial adalah graf berorder satu dengan himpunan sisinya merupakan 

himpunan kosong. Graf non trivial adalah graf yang berorder lebih dari satu (Bondy and 

Murthy, 1976). Graf paling sederhana adalah graf Null atau graf kosong dengan n  titik, 

dinotasikan dengan nN . Graf kosong didefinisikan sebagai suatu graf dengan himpunan 

sisinya merupakan himpunan kosong. Graf ini hanya terdiri dari himpunan elemen yang 

disebut vertex. Berikut ini adalah contoh graf kosong dan graf tidak kosong: 

 

      

• • 

 

 

 Degree dari vertex v pada sebuah graf G adalah jumlah edges atau sisi e yang 

terkait langsung pada v, degree atau derajat pada titik G dinotasikan dengan vGdeg  atau 



)(vd . Misalkan pada Gambar 2.4, 2)()( 41 == vdvd  dan 3)()( 32 == vdvd . Jika setiap 

titik dalam suatu graf mempunyai derajat yang sama maka graf tersebut disebut dengan 

graf reguler (Reguler Graphs). Sebuah graf G dikatakan r  reguler atau reguler berderajat 

r  jika setiap titik di G  mempunyai derajat r .  

 

   G : 

 

 

 

 

Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graph G dengan banyak 

sisi, yaitu q, adalah: 

∑
∈Gv

v)deg(  = 2q. 

Jumlah derajat titik sama dengan jumlah 2 kali banyaknya sisi. Hal ini dinyatakan 

dalam teorema berikut. 

Teorema 1. 

 Misalkan G graph dengan order p dan ukuran q, maka  

∑
∈Gv

v)deg(  = 2q. 

1v  

3v  4v  

2v  

Gambar 2.4 Derajat atau Degree 



Bukti: 

 Setiap menghitung derajat suatu titik di G, maka suatu sisi dihitung 1 kali. Karena 

setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda maka ketika menghitung derajat 

semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengan demikian diperoleh bahwa 

jumlah semua derajat titik di G sama dengan 2 kali jumlah sisi di G. Terbukti 

bahwa  

∑
∈Gv

v)deg(  = 2q. (Chartrand dan Leniak, 1986:7 dan Siang, 2002:206-207) 

Berdasarkan hubungan tersebut, maka banyak titik ganjil dalam suatu graph selalu 

genap. Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut. 

Teorema 2. 

 Banyaknya titik ganjil dalam suatu graph selalu genap. 

Bukti 

 Misalkan G graph dan misalkan X adalah himpunan titik genap di G dan Y adalah 

himpunan titik ganjil di G. Maka 

∑
∈Gv

v)deg(  = ∑∑
∈∈

+
YvXv

vv )deg()deg( = 2q. 

Karena X adalah himpunan titik genap maka ∑
∈Xv

v)deg( adalah genap. 

Karena 2q adalah bilangan genap dan ∑
∈Xv

v)deg( juga genap maka 

∑
∈Yv

v)deg( haruslah bilangan genap. 



Karena Y himpunan titik ganjil dan ∑
∈Yv

v)deg( adalah bilangan genap, maka 

banyak titik di Y haruslah genap, sebab jika banyak titik di Y ganjil maka 

∑
∈Yv

v)deg(  adalah ganjil.  

Terbukti bahwa banyaknya titik ganjil di G adalah genap. (Chartrand dan Leniak, 

1986:7-8 dan Siang, 2002:207-208) 

Komplemen dari graf G dinotasikan dengan G . Komplemen graf G adalah suatu 

graf dengan himpunan titik di G  sama dengan himpunan titik di G yaitu V(G )= V(G).  

Dengan titik u,v di G  terhubung langsung jika dan hanya jika titik u,v di G tidak 

terhubung langsung dan sebaliknya. Berikut ini adalah Gambar 2.5 contoh graf komplit 

beserta komplemennya. 

       G =     G =     • 

•         • 

 

              •              • 

 

Graf komplit adalah graf dengan n titik yang dinotasikan dengan nK . Graf 

komplit didefinisikan sebagai sebuah graf dengan setiap titik yang saling terhubung 

langsung. Jadi nK  mempunyai 




n

2

=
2

)1( −nn
sisi dan setiap titiknya berderajat n-1. 

Komplemen graf komplit nK  yaitu nK  adalah graf dengan n titik yang berderajat 0. 

Graf bipartisi (Bipartite graph) adalah graf yang himpunan titiknya dapat 

dikelompokkan menjadi dua bagian himpunan 1V  dan 2V . Setiap sisi di dalam graf G 

Gambar 2.5 Graf dengan Komplemennya 



menghubungkan sebuah titik 1V  ke titik 2V  dan dinyatakan sebagai ),( 21 VVG . Setiap 

pasangan titik di 1V  tidak terhubung langsung (demikian pula dengan titik 2V ). Jika 

setiap titik di 1V  terhubung langsung dengan semua titik 2V  maka ),( 21 VVG  disebut graf 

bipartisi komplit (complete bipartite graph) yang dilambangkan dengan nmK , .  Jumlah 

sisi pada graf bipartisi komplit adalah mn. Gambar 2.6 dan 2.7 berikut ini adalah contoh 

graf bipartisi dan graf bipartisi komplit:  

       

 

    

    

      

 

 

 

 

Gambar  2.6 Graf Bipartisi 

Gambar 2.7 Graf  Bipartisi Komplit 
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Gambar 2.8 Graf dengan Subgraf dan bukan Subgraf 
 

5v  

3v

2.2 Subgraf 

Graf H dikatakan subgraf dari graf G jika setiap titik di H adalah titik di G, dan 

setiap sisi di H adalah sisi di G, dengan kata lain )()( GVHV ⊆  dan )()( GEHE ⊆ . Pada 

kasus yang lain graf G disebut supergraf dari H, jika G dan H adalah graf yang  tidak 

semua titik-titiknya dapat dilabelkan, H juga dapat menjadi subgraf dari G jika setiap titik 

yang tidak berlabel dapat dilabelkan menjadi )()( GVHV ⊆  dan )()( GEHE ⊆ . Jika H 

adalah subgraf dari G maka dapat ditulis .GH ⊂  Gambar 2.8 adalah contoh 1G  dan 2G  

sebagai subgraf dari G, akan tetapi 3G  bukan subgraf dari G karena ada sisi 42vv  di 

)( 3GE yang bukan elemen di )(GE .  

 

 

G :              2G : 

 

        

 

 

           

G1 :      G3 :  

              

       

    

Subgraf dari graf G dapat diperoleh dengan menghapus titik atau sisi, jika 

)(GVv∈ dan 2|)(| ≥GV , maka G-v menunjukkan subgraf dengan }{)( vGV −  dengan 

4v  



Gambar 2.10 Graf dengan Subgraf Terinduksinya 
 

sisi-sisi dari G  yang tidak terkait langsung dengan v.  Jika GEe (∈ ), maka G-e adalah 

subgraf yang memiliki himpunan titik V(G) dan sisi }{)( eGE − . Sebagai contoh Gambar 

2.9 yaitu penghapusan titik dan penghapusan sisi: 

 

   G:    G-v:   G-e: 

 

● 

 

Subgraf Terinduksi (Induced subgraf) H dari graf G yang dinotasikan dengan 

][ 1VG  adalah subgraf dari graf G yang memuat himpunan 1V  titik bersama semua sisi-

sisi uv dari graf G dimana u,v 1V∈ , jadi subgraf H dari graf G dapat diperoleh dengan 

menghapus titik-titik dari graf G. Perhatikan gambar berikut: 

 

 

 

  

 

 

 Subgraf terinduksi sisi (edge induced) H di definisikan sebagai ][ 1EG  jika 

FH ≅  untuk setiap subset F dari E(G). Jadi subgraf terinduksi sisi dari graf G  dapat 

diperoleh dengan menghapus titik dan sisi pada graf G. Perhatikan gambar berikut: 

Gambar  2.9 Penghapusan Titik dan  Penghapusan Sisi 

G = 

v1 v2 v3

v

v4 v5 

G1 = 

v1 v2 

v4 v5 



 

 

 

 

 

 

 

Subgraf H dari graf G yang memiliki himpunan order yang sama pada G, atau jika 

subgraf H dengan V(H)=V(G), maka H disebut spanning subgraf dari G. 

 

2.3 Graf Terhubung (Connected) 

Sebuah jalan atau walk W dari titik 0v  ke nv  pada graf G adalah suatu barisan 

hingga yang berganti-ganti dari titik dan sisi nnn vevevevev ,,,...,,,,,, 11221100 −−  sedemikian 

hingga 1+= iii vve  untuk setiap i=0,1,2,...,n-1 Jalan ini menghubungkan titik 0v  dan nv . 

Jalan ini dapat juga dinotasikan sebagai 0v - 1v -...- nv . Panjang suatu jalan adalah 

jumlah sisi pada jalan tersebut. Jalan dikatakan tertutup jika 0v  = nv  dan terbuka jika 0v  

≠  nv .  

Jalan W yang semua sisinya berbeda disebut trail (Chartrand dan Leniak, 

1986:26). Jalan W yang semua titik dan semua sisinya berbeda disebut lintasan 

(Chartrand dan Linda Lesniak, 1986:26). Dengan demikian setiap lintasan pasti 

merupakan trail, tetapi tidak semua trail merupakan lintasan.  

Gambar  2.11 Subgraf Terinduksi Titik dan Terinduksi Sisi 
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Graf  lintasan adalah graf yang berbentuk lintasan atau graf yang terdiri dari 

lintasan (path tunggal). Graf lintasan dengan n titik di notasikan dengan nP . Graf lintasan 

nP  memiliki n-1 sisi, graf lintasan tersebut dapat diperoleh dari graf sikel nC  dengan 

menghilangkan salah satu sisi sembarang 

Contoh graf lintasan: 

P1 :  • 

P2 :  •  • 

P3 :  •  •      • 

P4 : •  •      •            •  

P5  :  •  •      •            •      •  

 

 

.Jalan tertutup W yang semua sisinya berbeda disebut sirkuit (Chartrand dan 

Lesniak, 1986:28). Jalan tertutup W yang semua titiknya berbeda disebut sikel (Chartrand 

dan Lesniak, 1986:28). Dengan demikian setiap sikel pasti merupakan sirkuit, tetapi tidak 

semua sirkuit merupakan sikel. Jadi dari hubungan antara sirkuit dan sikel diperoleh 

bahwa: trail tertutup dan taktrivial pada graph G disebut sirkuit di G. Sirkuit yang semua 

titik internalnya berbeda disebut sikel. Sikel dengan panjang k disebut sikel-k. Sikel-k 

disebut genap atau ganjil bergantung pada k genap atau ganjil. 

Graf Sikel (Cycle Graf)  nC  ialah graf terhubung 2-reguler yang mempunyai n 

titik (n 3≥ ) dan n sisi. Gambar berikut adalah contoh graf sikel: 

Gambar  2.12 Graf Lintasan atau Graf Path  



Gambar 2.14 tidak berhubung 

 

 

 

 

 

Jika setiap pasang titik di graf G ada lintasannya, maka G dinamakan terhubung 

(connected). Komponen dari graf adalah subgraf terhubung maksimal dari G. Jadi setiap 

graf terhubung hanya mempunyai satu komponen. Sedangkan untuk graf tak terhubung 

memiliki sedikitnya dua komponen. Berikut ini adalah contoh graf terhubung dan tidak 

terhubung:  

 

 

• 

 

2.4  Pewarnaan Graf  

Pewarnaan Graf adalah suatu pemberian warna pada salah satu elemen-elemennya 

(titik dan sisi), sehingga elemen-elemen yang saling terhubung langsung mendapatkan 

warna yang berbeda. Ada tiga macam pewarnaan graf yaitu pewarnaan titik, pewarnaan 

sisi, dan pewarnaan wilayah (region).  

 

 

3c

v
4c

v
Gambar  2.13 Graf Sikel   

Gambar  2.14 Graf  Terhubung dan Tidak Terhubung 



2.4.1 Pewarnaan Titik 

 Pewarnaan titik adalah memberi warna pada titk-titik suatu graf sedemikian 

sehingga tidak ada dua titik terhubung langsung mempunyai warna yang sama.  

 Bilangan Kromatik )(Gχ (Chromatik Number) adalah banyaknya warna minimum 

yang diperlukan untuk mewarnai titik-titik pada graf G sedemikian sehingga setiap titik-

titik yang terhubung langsung mendapatkan warna yang berbeda. Jika )(Gχ  = k, maka 

titik-titik pada graf G dapat diwarnai dengan k warna, tetapi tidak diwarnai dengan k-1 

warna.  

 Beberapa graf tertentu dapat langsung ditentukan bilangan kromatiknya. Graf 

kosong nN  memiliki .1)( =Gχ  karena semua titik tidak terhubung, jadi untuk mewarnai 

semua titik cukup dibutuhkan satu warna saja. Graf komplit nK  memiliki nG =)(χ  

sebab semua titik saling terhubung sehingga diperlukan n warna. 

 Pewarnaan-k untuk graf G merupakan penunjukan k warna pada titik G 

sedemikian hingga titik yang berdekatan mendapat warna berbeda (Watkins dan Wilson, 

1992:256). Jika G memiliki pewarnaan-k, maka G dapat diwarna-k. Bilangan khromatik 

G dinotasikan dengan )(Gχ  adalah bilangan terkecil k  yang menunjukkan bahwa G 

dapat diwarna-k. Berikut ini adalah contoh pewarnaan titik pada graf: 

 

  

 

       (a)    (b)   (c) 
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Gambar  2.15 Pewarnaan Titik pada Graf   
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 Pewarnaan-k ini dapat ditunjukkan dengan menulis bilangan 1, 2, 3, …, k di dekat 

titik pada graf. Pada Gambar 2.15 (a), (b), dan (c) masing-masing mengilustrasikan 

pewarnaan-3, pewarnaan-4, dan pewarnaan-5. Dengan demikian, 3)( ≥Gχ  karena G 

memiliki pewarnaan-3 (gambar a) sehingga 3)( =Gχ . 

 Berikut ini adalah beberapa bilangan khromatik yang telah diketahui: 

1)( =nNχ  

2)( =nKχ  

2)( , =nmKχ  

2)( =nCχ , 3)( 1 =+nCχ  

2)( =nPχ . (Chartrand dan Linda Lesniak, 1979:272) 

 

2.4.2 Pewarnaan Sisi 

 Pewarnaan sisi-k untuk G adalah pemberian k warna pada sisi-sisi G sedemikian 

hingga setiap dua sisi yang bertemu pada titik yang sama mendapatkan warna berbeda 

(Watkins dan Wilson, 1992:262). Jika G memiliki pewarnaan sisi k, maka G dikatakan 

dapat diwarna sisi k. Indeks khromatik G dinotasikan dengan )(' Gχ  adalah bilangan k 

terkecil sehingga G dapat diwarna sisi-k. 

 

                   

 

 

               Gambar  2.16 Pewarnaan Sisi pada Graf   
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 Pewarnaan sisi-k ini dapat ditunjukkan dengan menulis bilangan-bilangan 1, 2, 3, 

…, k pada sisi-sisinya. Contoh Gambar 2.16 adalah pewarnaan sisi-4. Dengan demikian 

)(' Gχ = 4. 

 

2.4.3  Pewarnaan Wilayah (Map) 

 Pewarnaan n wilayah merupakan pewarnaan graf G yang dapat diwarnai dengan n 

atau warna minimum, sehingga wilayah yang terhubung langsung dapat diwarnai dengan 

warna yang berbeda. Pewarnaan n wilayah dapat disimbolkan dengan )(* Gχ . 

 

 

 

 

 

 

2.5 Graf  Perfect  

Graf perfect adalah suatu graf yang mempunyai bilangan khromatik dan bilangan 

clique yang sama, )()(( HH ωχ = (Chartrand dan Lesniak, 1996:280). Bilangan clique 

dinotasikan dengan )(Gω  didefinisikan sebagai order dari subgraf komplit maksimum 

yang bisa dibentuk dari graf G . Bilangan khromatik suatu graf G dinotasikan 

dengan )(Gχ  didefinisikan sebagai jumlah minimal warna yang diperlukan untuk 

mewarnai titik-titik pada graf G sedemikian sehingga setiap titik-titik yang terhubung 

langsung mendapatkan warna yang berbeda.  

Gambar  2.17 Pewarnaan wilayah pada Graf   



1 

Berikut ini contoh dari graf perfect: 

4K = 

 

 

 

Subgraf komplit dari 4K  adalah:  

1K  =  •  

2K  =  

 

 

3K  =  

 

 

4K  = 

 

 

 

 Subgraf komplit maksimum dari graf  4K  adalah 4K  sendiri. Karena subgraf 

komplit maksimumnya adalah 4K , maka order subgraf komplitnya adalah 4, sehingga 

4)( 4 =Kω . Karena antara satu titik dengan titik yang lain saling terhubung langsung 

maka pewarnaan minimum yang diberikan adalah 4, sehingga 4)( 4 =Kχ . Karena 

terbukti )()( 44 KK χω = = 4, maka graf 4K  adalah graf perfect. 



2.6 Ma'rifatullah  

Menurut bahasa, kata Ma'rifat berarti mengetahui atau mengenal. Pengertian 

tersebut bisa diperluas lagi menjadi: cara mengetahui atau mengenal Allah melalui tanda-

tanda kekuasaan-Nya yang berupa makhluq-makhluq ciptaan-Nya. Sebab dengan hanya 

memperhatikan tanda-tanda kekuasaan-Nya kita bisa mengetahui akan keberadaan dan 

kebesaran Allah SWT. Karena tidak ada satu makhluqpun walau sekecil atau sebesar 

apapun, yang ada dengan sendirinya. Semuanya itu pasti ada yang menciptakan. Dan 

siapa lagi yang menciptakan segala makhluq tersebut kalau bukan Allah? Tanda-tanda 

tentang adanya Allah sudah jelas terlihat di sekeliling kita. Setiap hari bisa melihat 

terbitnya matahari dari ufuk timur dan kemudian tenggelam di ufuk barat dan betapa 

indahnya bulan serta begitu gemerlapnya bintang-bintang yang bertaburan di malam hari. 

Semua itu yang menciptakan dan mengatur peredarannya adalah Allah. Siapa yang tak 

mengenal Allah lewat tanda-tanda kekuasaan-Nya, ia adalah sebuta-butanya manusia. 

Bukan buta matanya, akan tetapi buta hatinya. Adapun cara memperhatikan tanda-tanda 

kekuasaan Allah bukan hanya sekedar dengan menggunakan penglihatan lahir saja. 

Tetapi harus juga ditunjang dengan penglihatan mata bathin (hati) yang jernih dari 

berbagai macam dosa. Hal inilah yang dimaksud dengan ilmu ma’rifat. 

Menurut seorang ahli ma'rifat yang bernama Al-Junaidi menyebutkan bahwa 

seorang belum bisa disebut sebagai ahli ma'rifat sebelum dirinya mempunyai beberapa 

sifat berikut, yaitu: 

a. Mengenal Allah secara mendalam, hingga seakan-akan dapat berhubungan 

secara langsung dengan-Nya.  



b. Dalam beramal selalu berpedoman kepada petunjuk-petunjuk  Rasulullah 

SAW (Al-Hadits).  

c.    Berserah diri kepada Allah dalam hal mengendalikan hawa nafsunya. 

d.   Merasa bahwa dirinya adalah kepunyaan Allah dan kelak pasti akan  kembali 

kepada-Nya.  

Adapun menurut Imam Al-Ghozali sebagaimana yang ditulis dalam kitab Ihya 

'Ulumudin disebutkan bahwa ada 3 hal yang harus dikenal dan dipelajari oleh seseorang 

yang berma'rifat kepada Allah. Ketiga hal tersebut adalah:  

1. Mengenal siapa dirinya.  

2. Mengenal siapa Tuhannya.  

3. Mengenal Dunianya.  

2.7 Relevansi antara Kajian Graf Perfect dengan Kajian Ma’rifatullah 

Pada bab I telah dikaji bahwa suatu graf dapat dianalogikan dengan manusia. 

Manusia sebagai suatu graf mempunyai titik dan mempunyai garis, titik adalah awal dari 

manusia tercipta. Garis adalah proses perjalanan manusia tersebut. Manusia yang tercipta 

di muka bumi pastilah memiliki perbedaan, ada yang sempurna dan ada yang tidak 

sempurna. Kesempurnaan dan ketidaksempurnaan manusia itulah yang dianalogikan 

sebagai graf perfect dan graf tidak perfect. 

Sebagaimana kita ketahui bahwasanya Graf perfect adalah suatu graf yang 

mempunyai bilangan khromatik dan bilangan clique yang sama. Jika kita mengkaji 

kembali hubungan antara materi graf perfect dan graf tidak perfect dengan Integrasinya 

pada Al-Qur'an, terdapat hubungan antara ilmu tasawuf yang terkandung di dalamnya, 

dengan gagasan bahwasanya sebuah graf dapat disebut perfect apabila bilangan clique 



dan dan bilangan khromatiknya seimbang, sama halnya jika kita misalkan pada ilmu 

tasawuf yang mengkaji tentang pencapaian manusia menuju ma’rifatullah, bahwasanya 

manusia akan mencapai tingkatan kesempurnaan ma’rifatullah apabila antara jasmani 

atau khouf seorang manusia dan Rohani atau  raja’ seorang manusia telah seimbang, 

sebaliknya manusia tidak akan mencapai tingkatan ma’rifatullah apabila antara khouf dan 

roja’nya tidak seimbang. 

Jasmani manusia kita misalkan sebagai bilangan clique dalam teori graf, yaitu 

order maksimum dari suatu graf. Order merupakan titik-titik yang tampak sama halnya 

seperti jasmani manusia. Semakin banyak manusia melakukan pendekatan kepada Allah, 

maka ia akan semakin ia dapat mencapai tingkatan ma’rifatullah. Bilangan khromatik 

adalah banyaknya pewarnaan terkecil yang dapat diberikan terhadap suatu graf, warna 

dimisalkan sebagaimana dosa seorang manusia. Warna minimum dimisalkan sebagai 

dosa yang sedikit dan dimiliki seorang manusia yang dekat kepada Allah. Jadi manusia 

akan sampai kepada tingkatan ma’rifatullah jika dia telah mampu mendekatkan diri 

kepada Allah S.W.T yang tercermin dari perbuatan baiknya serta selalu menghindari 

perbuatan yang menyebabkan ia berdosa.  

Dalam surat Ali-Imron ayat 31 disebutkan: 

ö≅è% β Î) óΟ çFΖä. tβθ ™7Ås è? ©!$# ‘ÏΡθ ãè Î7 ¨?$$ sù ãΝ ä3ö7 Î6 ósãƒ ª!$# ö� Ï� øó tƒuρ ö/ ä3s9 ö/ ä3t/θ çΡèŒ 3 ª! $# uρ Ö‘θ à�xî ÒΟ‹Ïm§‘ 

∩⊂⊇∪     

Katakanlah: "Jika kamu (benar-benar) mencintai Allah, ikutilah aku (lahir 
dan bathin) niscaya Allah mengasihi dan mengampuni dosa-dosamu." Allah 
Maha Pengampun lagi Maha Penyayang. 
 



Adapun ayat lain pada surat Al-Baqarah ayat 2٠٨ yang menyebutkan bahwa 

manusia diperintahkan oleh Allah agar masuk kepada agama islam secara sempurna 

adalah: 

$ yγ •ƒ r'‾≈ tƒ š Ï%©!$# (#θ ãΖtΒ# u (#θ è=äz ÷Š$# ’Îû ÉΟ ù=Åb¡9$# Zπ ©ù!$ Ÿ2 Ÿω uρ (#θãè Î6 ®Ks? ÅV≡uθ äÜ äz Ç≈sÜ ø‹¤±9 $# 4 …çµ ‾ΡÎ) 

öΝ à6 s9 Aρß‰tã ×Î7 •Β ∩⊄⊃∇∪     

  

Hai orang-orang yang beriman, masuklah kamu ke dalam Islam sempurna 
(kaffah), dan janganlah kamu turuti langkah-langkah syaitan. Sesungguhnya 
syaitan itu musuh yang nyata bagimu. 

 

Dua ayat Al-Qur’an tersebut menunjukkan bahwasanya Allah akan mengasihi dan 

mengampuni dosa-dosa manusia yang mengikutinya secara lahir dan bathin (kaffah) dan 

tidak selalu mengikuti langkah-langkah syetan. Karena dengan selalu berpegang teguh 

kepada jalan Allah dan tidak mengikuti langkah-langkah syetan, maka tingkatan 

kesempurnaan akan tercapai. Karena kesempurnaan itulah yang menjadi tujuan akhir 

hidup manusia.  

Manusia yang ingin mencapai ma’rifatullah harus menempuh jalan atau cara-cara 

yang telah dianjurkan. Adapun jalan atau cara untuk menuju sebuah kesempurnaan dapat 

ditempuh dengan tiga tahapan yaitu:  

1. Syari’at 

Syari’at adalah peraturan dan undang-undang yang bersumber kepada wahyu 

Allah. Perintah dan larangannya jelas dan dijalankan untuk kesejahteraan seluruh 

manusia. Contoh dari syari’at adalah: kewajiban manusia untuk sholat, zakat, dan lain 

sebagainya. 

 



2. Thariqah  

Thariqat adalah jalan yang ditempuh dan sangat waspada serta berhati-hati ketika 

beramal ibadah. Adapun contoh dari thoriqah ini adalah: thoriqah naghsabandiyah, 

tijaniyah dan lain sebagainya. 

3. Hakekat.  

Hakekat adalah tonggak terakhir. Dalam haqiqat itulah manusia yang mencari 

dapat menemukan cahaya ma'rifatullâh. 

Para penuntut ilmu tasawuf tidak akan mencapai kehidupan yang hakiki, kecuali 

telah menempuh tingkatan hidup ruhani yang tiga tersebut. Tiga jalan itu hendaklah 

ditempuh bersama-sama dan bertahap. Sebagaimana disebutkan dalam salah satu syair di 

dalam kitab hidayatul adzkiya’ yang berbunyi 

 لاَ ثُم حقِيقَةٌ درغَ♦  وطَرِيقَةُ كَالْبحرِ ♦  فَشرِيعةٌ كَسفِينةٍ

Ibarat bahtera itulah syari'at Ibarat samudera itulah thariqat Ibarat mutiara 
itulah haqiqat 

Ungkapan dari syair di atas menjelaskan kedudukan tiga jalan menuju akhirat. 

Syari'at ibarat kapal, yakni sebagai instrumen mencapai tujuan. Thariqat ibarat lautan, 

yakni sebagai wadah yang mengantar ke tempat tujuan. Haqiqat ibarat mutiara yang 

sangat berharga dan banyak manfaatnya.  Untuk memperoleh mutiara haqiqat, manusia 

harus mengarungi lautan dengan ombak dan gelombang yang dahsyat. Sedangkan untuk 

mengarungi lautan itu, tidak ada jalan lain kecuali dengan kapal. Apabila ketiga tahapan 

itu tidak ditempuh maka penuntut tasawuf atau mereka yang berminat mencari hidup 

ruhani yang tentram tidak akan mendapatkan mutiara yang sangat mahal harganya. 

Ketiga jalan menuju kesempurnaan ma’rifatullah yaitu syari’at, thoriqah dan hakekat jika 



Thariqah 

Hakekat 

Ma’rifat 

Syari’at 

dikaitkan dengan teori graf akan memiliki suatu bentuk pasangan titik dan garis sebagai 

berikut: 

 

 

 

 

Titik pada graf tersebut adalah tingkatan jalan menuju ma’rifatullah dan garis 

menggambarkan proses yang harus ditempuh oleh manusia untuk menuju ma’rifatullah. 

Pasangan titik dan garis tersebut menggambarkan bahwa manusia dapat mencapai 

tingkatan ma’rifatullah jika manusia melalui titik-titik syari’at, thoriqah, kemudian 

hakekat secara bertahap. Sebaliknya manusia tidak akan dapat mencapai tingkatan 

ma’rifatullah jika manusia tidak melalui titik-titik tersebut secara bertahap. Karena jika 

manusia dapat mencapai tingkatan hakekat tanpa melalui thoriqah maka yang ia peroleh 

bukanlah ilmu ma’rifatullah akan tetapi ilmu kebatninan. Apabila manusia mencapai 

ma’rifat tanpa bersyari’at, maka ia akan sesat.  



BAB III 

PEMBAHASAN 

Pada bab ini kita akan mengkaji apakah graf kosong, graf  komplit, graf bipartisi 

komplit, graf lintasan, dan graf sikel genap merupakan graf perfect. Graf perfect dapat 

diperoleh dengan membuktikan bilangan clique dan bilangan khromatik dari suatu graf G 

sama. Jika terbukti bilangan clique dan bilangan khromatik dari graf G sama, maka graf 

tersebut adalah graf perfect. Sebaliknya jika bilangan clique dan bilangan khromatik dari 

graf G tidak sama maka graf G tersebut bukan graf perfect. 

Adapun langkah-langkah menentukan graf perfect adalah sebagai berikut: 

1. Menentukan subgraf  komplit dan subgraf komplit maksimum dari graf G. 

2. Menentukan bilangan clique )(Gω  dan menentukan bilangan khromatik )(Gχ  

pada beberapa kasus untuk menentukan pola. 

3. Pola yang diperoleh dinyatakan dengan teorema. 

4. Membuktikan teorema. 

 

3.1 Graf Perfect dari Berbagai Macam Graf 

3.1.1 Graf Kosong 

 Untuk menunjukkan graf kosong sebagai graf perfect, maka harus ditentukan 

bilangan clique dan bilangan khromatik dari graf kosong dengan n titik nN . Berikut ini 

adalah graf nN  dengan bilangan clique dan bilangan khromatiknya: 

Perhatikan graf  N1  berikut!  

N1:  • 



Subgraf komplit maksimum dari graf N1 hanya 1K = •. Karena hanya memuat 1 

titik saja, Sehingga bilangan clique 1)( 1 =Nω , dan bilangan khromatik 1)( 1 =Nχ  karena 

hanya satu titik yang diberi warna. Terbukti bahwa bilangan clique dan bilangan 

khromatik 1)()( 11 == NN χω , maka N1 adalah graf perfect.  

Perhatikan graf  N2  berikut! 

N2 :  • • 

Subgraf komplit maksimum dari graf N2  hanya 1K =•, sehingga bilangan clique 

ω (N2)=1. Karena antara titik satu dengan titik yang lainnya tidak terhubung langsung, 

maka pewarnaan minimumnya hanya 1 sehinggaχ (N2)=1. Terbukti Bilangan clique dan 

bilangan khromatik 1)()( 22 == NN χω . Jadi N2  adalah graf perfect. 

Perhatikan graf  N3  berikut! 

N3 :  • •   • 

Subgraf komplit maksimum dari graf N3  hanya 1K = •,  sehingga bilangan clique 

ω (N3)=1. Karena antara titik satu dengan titik yang lainnya tidak terhubung langsung, 

maka pewarnaan minimumnya hanya 1 sehingga bilangan khromatikχ (N3)=1. Terbukti 

ω (N3)= χ (N3)=1, maka graf N3  adalah graf perfect.  

 

 

Perhatikan graf  N4   berikut! 

N4 :  •  •   •   • 

Subgraf komplit maksimum dari graf N4  hanya 1K = •,   sehingga bilangan clique 

ω (N4)=1. Karena antara titik satu dengan titik yang lainnya tidak terhubung langsung, 



maka pewarnaan minimumnya juga hanya 1 sehingga bilangan khromatikχ (N4)=1, 

Terbuktiχ (N4)= ω (N4)=1. Jadi N4 adalah graf perfect.  

 Berikut ini adalah tabel untuk graf kosong beserta bilangan clique dan bilangan 

khromatiknya: 

Tabel 3.1 Graf nN  dengan )( nNω dan )( nNχ  

Graf nN  Subgraf komplit 
maksimum 

ω ( nN ) χ ( nN ) 

N1 1K  1 1 

N2 1K  1 1 

N3 1K  1 1 

N4 1K  1 1 

    
    

Nn 1K  1 1 

 

Dari beberapa kasus yang telah diselesaikan serta berdasarkan Tabel 3.1.1, maka 

terlihat pola bahwa graf kosong memiliki ω (Nn)=  χ (Nn)=1. Dengan demikian dapat 

dibuat teorema berikut: 

Teorema 3.1.1:  

Graf kosong dengan n titik nN  adalah graf perfect 

Bukti :  

Graf nN  memiliki subgraf komplit maksmum 1K , karena subgraf komplit 

maksimumnya 1K , maka order maksimumnya adalah 1, sehingga ω ( nN )=1. 

Karena setiap titik tidak terhubung langsung dengan titik yang lain, maka 

banyaknya pewarnaan titik yang diberikan adalah 1, sehingga χ ( nN )=1. Jadi 

karena ω ( nN )= χ ( nN )=1, maka terbukti bahwa graf kosong adalah graf perfect. 



3.1.2 Graf Komplit 

Berikut ini adalah graf komplit nK  dengan bilangan clique dan bilangan 

khromatiknya: 

Perhatikan graf 1K  berikut! 

=1K • 

 Subgraf komplit dari graf 1K  adalah: 

=1K • 

Graf komplit 1K  sama dengan graf kosong 1N  yang memuat satu titik. Subgraf 

komplit maksimum dari graf  1K  adalah 1K  sendiri, sehingga ω ( 1K )=1. Karena graf 

1K  hanya mempunyai satu titik , maka pewarnaan minimumnya juga hanya 1 sehingga 

χ ( 1K )= 1, Jadi karena ω ( 1K )= χ ( 1K )=1, maka graf 1K  merupakan graf perfect.   

Perhatikan graf 2K  berikut! 

2K = 

 

 

Subgraf komplit dari graf 2K  adalah: 

1K  =  •  

2K  = 

 

 

Subgraf komplit maksimum dari graf 2K adalah: 



1 

=2K  

 

            

Subgraf komplit maksimum dari graf 2K  adalah 2K  sendiri, sehingga ω ( 2K )=2. 

Karena antara titik satu dengan titik yang lain terhubung langsung, sehingga pewarnaan 

pada setiap titik harus berbeda, maka banyaknya warna minimumnya adalah 2 

sehinggaχ ( 2K )=2. Karena ω ( 2K )= χ ( 2K )=2, maka graf 2K adalah graf perfect. 

Perhatikan graf 3K  berikut! 

=3K  

 

 

Subgraf komplit dari graf 3K adalah: 

1K  =  •  

2K  =  

 

 

3K  = 

 

 

Subgraf komplit maksimum dari graf 3K  adalah: 

=3K  

 



1 

1 

Subgraf komplit maksimum 3K  adalah 3K  sendiri, sehingga ω ( 3K )=3. Karena 

antara titik yang satu dengan titik yang lain didalam graf tersebut terhubung langsung, 

mengakibatkan banyaknya warna minimum pada graf 3K  adalah 3 sehingga χ ( 3K )=3. 

Karena ω ( 3K )= χ ( 3K )=3, maka graf 3K adalah graf perfect. 

 

Perhatikan graf 4K  berikut: 

4K  = 

 

 

Subgraf komplit dari graf 4K  adalah: 

1K  =  •  

2K  =  

 

 

3K  = 

 

 

 

4K  = 

 

 



1 

Subgraf komplit maksimum dari graf 4K  adalah: 

4K  = 

 

 

Subgraf komplit maksimum 4K  adalah 4K  sendiri, sehingga ω ( 4K )=4. Karena 

antara titik yang satu dengan titik yang lain pada graf tersebut terhubung langsung, 

mengakibatkan banyaknya warna minimum pada 4K  adalah 4, sehinggaχ ( 4K )=4. 

Karena ω ( 4K )= χ ( 4K )=4, maka graf 4K  adalah graf perfect. 

Berikut ini adalah Tabel graf komplit beserta bilangan clique dan bilangan 

khromatiknya: 

Tabel 3.2 Graf nK  dengan )( nKω  dan )( nKχ  

Graf nK  Subgraf komplit 
maksimum 

ω ( nK ) χ ( nK ) 

1K  1K  1 1 

2K  2K  2 2 

3K  3K  3 3 

4K  4K  4 4 

    
    

nK  nK  n n 

 

Dari beberapa kasus yang telah diselesaikan dan berdasarkan Tabel 3.2 maka 

terlihat bahwa graf komplit 1K , 2K , 3K  dan 4K  memiliki pola ω ( nK )= χ ( nK ) = n. 

Dengan demikian dapat dibuat teorema berikut: 

Teorema 3.1.2:  

Graf komplit dengan n titik nK  adalah graf perfect 



Bukti:  

Graf nK  memiliki subgraf komplit maksimum dirinya sendiri atau nK , karena 

subgraf komplit maksimumnya adalah nK  itu sendiri, maka order maksimumnya 

adalah n, sehingga ω ( nK ) = n. 

Karena setiap titik terhubung langsung dengan setiap titik yang lain, maka 

banyaknya warna minimum pada graf nK  juga sebanyak n, sehingga χ ( nK ) = n. 

Karena ω ( nK )= χ ( nK )=n, maka graf nK  adalah graf perfect.   

 

3.1.3 Graf Bipartisi Komplit 

Berikut ini adalah graf nK ,1  dengan bilangan clique dan bilangan khromatiknya: 

Perhatikan graf 1,1K
 
berikut!

 
 

1,1K = 

 

 

Graf komplit dari graf 1,1K
 
adalah:  

1K  =  •  

2K  =  

 

 

Subgraf  komplit  maksimum dari graf 1,1K  adalah:
 

=2K  



         Graf 1,1K
 
memiliki subgraf komplit maksimum 2K , sehingga ω ( 1,1K )=2. Karena 

antara titik satu dengan titik lain terhubung langsung, maka pewarnaan minimum yang 

diberikan adalah 2, sehingga nilai χ ( 1,1K )=2. Karena ω ( 1.1K )= χ ( 1.1K )=2, maka graf 
 

1,1K  merupakan graf perfect.
 
   

Perhatikan graf 2,1K
 
berikut! 

2,1K =       

 

 

Subgraf komplit dari graf 2,1K  adalah: 

1K  =  •  

=2K  

 

 

Subgraf komplit maksimum untuk graf 2,1K  adalah: 

2K = 

   

 

Subgraf komplit maksimum dari graf 2,1K
 
adalah 2K , sehingga

 
ω ( 2,1K )=2. 

Karena graf 2,1K
 
hanya memiliki dua titik yang terhubung langsung, maka pewarnaan 

minimum yang diberikan juga 2 sehinggaχ ( 2,1K )=2. Karena ω ( 2,1K )= χ ( 2,1K )=2, 

maka graf 2,1K
 
adalah graf perfect.

 
   



1 1 

Berikut ini adalah graf nK ,2  
beserta bilangan clique dan bilangan khromatiknya: 

Perhatikan graf  2,2K
 
berikut!

  

2,2K = 

 

 

Subgraf komplit dari graf 2,2K
 
adalah:  

1K  =  •  

=2K  

 

 

Subgraf komplit maksimum dari graf 2,2K adalah:  

=2K     

 

 

Subgraf komplit maksimum dari graf 2,2K
 
adalah 2K , sehingga

 
ω ( 2,2K )=2. 

Karena graf 2,2K  hanya memiliki dua titik yang terhubung langsung maka pewarnaan 

minimumnya juga 2 sehingga χ ( 2,2K )=2. Karena ω ( 2,2K )= χ ( 2,2K )=2,  maka graf 

2,2K
 
adalah graf perfect.  

Perhatikan graf  3,2K
 
berikut!

  

3,2K  = 

 



1 

1 

Subgraf komplit dari graf 3,2K adalah: 

        1K  =  •  

        =2K  

 

 

Subgraf komplit maksimum dari graf 3,2K adalah:  

=2K  

 

 

Subgraf komplit maksimum dari graf 3,2K
 
adalah 2K , sehingga ω ( 3,2K )=2. 

Karena titik yang terhubung langsung hanya 2, maka pewanaan minimumnya adalah 2 

sehinggaχ ( 3,2K )=2. Karena ω ( 3,2K )= χ ( 3,2K )=2, maka graf 3,2K  adalah graf perfect.   

Berikut ini adalah Tabel graf bipartisi komplit beserta bilangan clique dan 

bilangan khromatiknya: 

Tabel 3.3 Graf nmK ,  dengan )( ,nmKω dan )( ,nmKχ  

Graf nmK ,  Subgraf komplit 
maksimum 

ω ( nmK , ) χ ( nmK , ) 

1,1K  2K  2 2 

2,1K  2K  2 2 

2,2K  2K  2 2 

3,2K  2K  2 2 

    
    

nmK ,  2K  2 2 

 



mv  

nv  

Dari beberapa pembuktian pada graf nK ,1  dan graf nK ,2  dan berdasarkan Tabel 

3.3, maka diperoleh pola ω ( nmK , )= χ ( nmK , )=2.  Dengan demikian dapat dibuat teorema 

berikut:  

Teorema 3.1.4 

 Graf bipartisi komplit dengan titik m,n nmK ,  
adalah graf perfect  

Bukti:  

Berikut ini adalah gambar graf nmK , :  

       … 

 

        … 

 

Graf bipartisi komplit memiliki 2 komponen titik mv  dan nv . Karena titik pada 

mv  hanya terhubung langsung dengan nv , maka subgraf komplit maksimumnya 

adalah 2K , sehingga order maksimumnya adalah 2. Oleh karena itu ω ( nmK , )=2. 

Karena setiap titik pada mv  hanya terhubung langsung dengan nv , maka titik mv  

memiliki 1 warna dan nv  juga memiliki 1 warna sehingga χ ( nmK , ) = 2. Jadi 

karenaχ ( nmK , ) = ω ( nmK , )=2, maka graf nmK ,  
adalah graf perfect. 

 

3.1.4 Graf Sikel 

Berikut ini beberapa bentuk Graf nC  dengan 3≥n :  



1 

1 

Perhatikan graf 4C  berikut! 

=4C  

 

 

Subgraf komplit dari graf 4C adalah: 

1K  =  •  

=2K  

 

 

Subgraf komplit maksimum dari graf  4C  adalah:  

     =2K  

 

 

Subgraf komplit maksimum dari graf sikel 4C  adalah 2K , sehingga ω ( 4C ) =2. 

Warna minimum yang dapat diberikan pada 4C  adalah 2, karena titik-titik yang 

terhubung langsung adalah 2 sehingga χ ( 4C )=2. Karena ω ( 4C )= χ ( 4C ) = 2, maka graf 

4C  adalah graf perfect.  

Perhatikan graf 6C  berikut! 

6C = 

  

 

 



1 

Subgraf komplit dari graf 6C : 

1K  =  • 

 2K = 

Subgraf komplit maksimum dari graf 6C  adalah: 

       2K = 

 
Subgraf komplit maksimum dari graf sikel 6C  adalah 2K , sehingga ω ( 6C ) =2. 

Warna minimum yang dapat diberikan pada 6C  adalah 2 karena titik-titik yang terhubung 

langsung adalah 2, sehingga χ ( 6C )=2. Karena ω ( 6C )= χ ( 6C ) = 2, maka graf 6C  adalah 

graf perfect.  

Perhatikan graf 8C  berikut! 

8C =    

 

 

Subgraf komplit dari graf 8C  adalah: 

1K  =  • 

 2K = 

 

 

Subgraf komplit maksimum dari graf8C  adalah: 

 2K     2K =  

 



1 

Subgraf komplit maksimum dari graf 8C  adalah 2K , sehingga ω ( 8C )=2, Banyak 

pewarnaan minimumnya adalah 2, sehingga χ ( 8C )=2. Karena ω ( 8C )= χ ( 8C )=2, maka 

graf sikel 8C  merupakan graf perfect. 

Perhatikan graf 10C  berikut! 

10C =  

 

 

 

Subgraf komplit dari graf 10C  adalah: 

1K  =  • 

 2K = 

 

 

Subgraf komplit maksimum dari graf 10C  adalah: 

 2K     2K =  

 

 

Subgraf komplit maksimum dari graf 10C  adalah 2K , sehingga ω ( 10C )=2, dan 

banyak pewarnaan minimumnya adalah 2, sehingga χ ( 10C )=2. Karena 

ω ( 10C )= χ ( 10C )=2, maka graf sikel 10C  adalah graf perfect. 



Berikut ini adalah Tabel graf sikel beserta bilangan clique dan bilangan 

khromatiknya: 

Tabel 3.4 Graf nC , ∀ 3≥n  dengan )( nCω dan )( nCχ  

Graf nC  Subgraf komplit 
maksimum 

ω ( nC ) χ ( nC ) 

4C  2K  2 2 

6C  2K  2 2 

8C  2K  2 2 

10C  2K  2 2 

    
    

nC  2K  2 2 

 

Berdasarkan nilai bilangan clique dan bilangan khromatik yang diperoleh dari 

graf graf sikel 4C , 6C , 8C , 10C  dan berdasarkan Tabel, tampak sebuah pola 

ω ( nC )= χ ( nC )=2. Dengan demikian dapat dibuat teorema berikut: 

Teorema 3.1.5 

 Graf sikel dengan n titik nC , ∀ 3≥n  adalah graf perfect 

Bukti: 

Graf sikel dengan n titik nC , ∀ 3≥n  memiliki subgraf komplit maksimum 2K , 

karena hanya dapat dibuat subgraf komplit maksimum dengan 2 titik saja, 

sehingga ω ( nC )=2.  

Karena titik yang terhubung langsung pada graf nC  adalah 2 titik, maka 

banyaknya pewarnaan yang diberikan adalah 2, sehingga χ ( nC )=2.  

Karena ω ( nC )= χ ( nC )=2, maka terbukti bahwa graf sikel nC , ∀ 3≥n  adalah 

graf perfect.  



3.1.5 Graf Lintasan 

Berikut ini adalah gambar dari graf lintasan Pn dengan bilangan clique dan 

bilangan khromatiknya: 

Perhatikan graf P1 berikut:! 

P1 :  • 

Subgraf komplit dari  graf P1 adalah: 

1K  =  •  

 

Subgraf komplit maksimum dari graf P1  adalah: 

=1K • 

Subgraf komplit maksimum dari graf P1 adalah 1K , sehingga ω (P1)= 1.  Karena 

graf P1 hanya memiliki 1 titik, maka pewarnaan minimum pada graf P1 adalah 1, 

sehinggaχ (P1)=1. Jadi karena ω (P1)= χ (P1)=1, maka graf P1 adalah graf perfect.  

Perhatikan graf P2 berikut! 

P2 =  

Subgraf komplit dari  P2 adalah: 

1K  =  •  

                                                           2K = 

            Subgraf komplit maksimum dari graf P2 adalah: 

            2K = 



1 1 

Subgraf komplit maksimum dari graf P2 adalah 2K , sehingga ω (P2)=2. Karena 

graf P2 hanya memiliki 2 titik terhubung langsung, maka pewarnaan minimumnya adalah 

2 sehinggaχ (P2 )=2. Karena ω (P2)= χ (P2 )= 2, maka graf P2  adalah graf perfect. 

 Perhatikan graf P3 berikut! 

              P3 :  •  •      • 

Subgraf komplit dari graf P3  adalah: 

1K  =  •  

                                                 2K = 

Subgraf komplit maksimum dari graf P3 adalah: 

2K = 

   Subgraf komplit maksimum dari graf P3 adalah 2K , sehingga ω ( P3)=2. Karena 

graf P3 hanya memiliki 2 titik terhubung langsung, maka pewarnaan minimumnya adalah 

2 sehinggaχ ( P3 )=2. Karenaω ( P3)= χ ( P3)= 2 maka graf P3  merupakan graf perfect. 

Perhatikan graf P4  berikut! 

P4 = 

Subgraf komplit dari  P4  adalah: 

1K  =  •  

                                                 2K = 

 

 

 

 



Subgraf komplit maksimum dari graf P4  adalah:  

2K = 

            

 

Subgraf komplit maksimum dari graf P4  adalah 2K , sehingga ω ( P4)=2. Karena 

graf P4 hanya memiliki 2 titik terhubung langsung, maka pewarnaan minimumnya adalah 

2, sehinggaχ ( P4 )=2. Karenaω ( P4)= χ ( P4)= 2  maka graf P4  merupakan graf perfect. 

Berikut ini adalah Tabel graf lintasan beserta bilangan clique dan bilangan 

khromatiknya: 

Tabel 3.5 Graf nP  dengan )( nPω dan )( nPχ  

Graf Pn Subgraf komplit 
maksimum 

ω ( Pn) χ ( Pn) 

P1 1K  1 1 

P2 2K  2 2 

P3 2K  2 2 

P4 2K  2 2 

    
    

Pn 2K  2 2 

 

  Dari pembuktian graf P1, P2, P3 dan P4 tersebut, diperoleh pola bahwaω (P1)= χ ( 

P1)=1 danω (Pn)= χ (Pn)=2, 2≥∀n . Dengan demikian diperoleh teorema berikut: 



Teorema 3.1.6 

Graf lintasan dengan n titik Pn  adalah graf perfect. 

Bukti: 

Graf  P1  memiliki subgraf komplit maksimum 1K , maka order dari subgraf 

komplit maksimum graf P1 adalah 1, sehingga ω (P1)=1. Karena P1  hanya 

memiliki 1 titik, maka banyak pewarnaan yang diberikan adalah 1, sehingga χ ( 

P1)=1.  

Graf lintasan dengan n titik Pn ∀ 2≥n  memiliki subgraf komplit maksimum 2K , 

sehingga ω (Pn)=2. Karena graf Pn hanya memiliki 2 titik terhubung langsung, 

maka banyak pewarnaan minimum yang diberikan adalah 2, sehingga χ ( Pn)=2, 

∀ 2≥n . 

Karena nilai ω ( P1)= χ ( P1)= 1 dan ω ( Pn)=  χ ( Pn)= 2 ∀ 2≥n , maka graf Pn 

adalah graf perfect. 

 

 

 

 

 

 



BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

 Graf perfect adalah suatu graf yang memiliki bilangan clique dan bilangan 

khromatik yang sama untuk setiap graf G. Bilangan clique dinotasikan dengan ω (G) 

didefinisikan sebagai order dari subgraf komplit maximum dari graf G . Bilangan 

khromatik suatu graf G dinotasikan dengan )(Gχ didefinisikan sebagai banyaknya warna 

minimal yang diperlukan untuk mewarnai titik-titik pada graf G, sedemikian sehingga 

setiap titik-titik yang terhubung langsung mendapatkan warna yang berbeda. 

Adapun langkah-langkah menentukan graf perfect adalah sebagai berikut: 

5. Menentukan subgraf  komplit maksimum yang dapat dibentuk dari graf G 

6. Menentukan bilangan clique )(Gω  dan menentukan bilangan khromatik )(Gχ  

pada beberapa kasus untuk menentukan pola. 

7. Pola yang diperoleh dinyatakan dengan teorema. 

8. Membuktikan teorema. 

Berdasarkan pembahasan dalam skripsi ini diperoleh ketitikan bahwa graf kosong, 

graf komplit, graf bipartisi komplit, graf sikel genap, dan graf lintasan  adalah graf 

perfect, karena beberapa graf tersebut memiliki bilangan clique dan bilangan khromatik 

yang sama. 



4.2 Saran   

Berdasarkan pembahasan yang dilaksanakan, penulis menyarankan agar 

pembuktian graf perfect dapat dilanjutkan kepada pembuktian berbagai macam graf yang 

lain, misalkan pada graf sikel ganjil, graf euler, dan graf pohon. Analisis lebih lanjut dari 

graf perfect adalah analisis tentang graf superperfect. 
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