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ABSTRAK

Imamah AH, Nurul. 2008Kajian Tentang Graf perfect. Skripsi, Jurusan Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam KggdN) Malang.
Pembimbing: Abdussakir, M.Pd

Abdul Azis, M.Si

Kata kunci: Graf, Pewarnaan Titik, order, Clique, Khromatik Gizerfect,

Pewarnaan titik pada gr&f adalah pemberian warna untuk setiap titik padé gra
G, sehingga tidak ada dua titik yang terhubung langsuandapatkan warna yang sama.
Banyaknya warna terkecil yang diberikan pada titik-di graf G sedemikian hingga
untuk setiap dua titik yang terhubung langsung rapatkan warna yang berbeda disebut
dengan bilangan khromatik. Banyaknya titik yang itlknoleh graf G disebut dengan
order dariG. Order maksimum dari subgraf komplit yang dapbediuk dari suatu graf
G disebut dengan bilangan clique.

Salah satu aplikasi dari bilangan clique dan bgenghromatik suatu grab
adalah pada graf perfect. Graf perfect adalah sgattiyang memiliki bilangan clique
dan bilangan khromatik yang sama.

Adapun langkah-langkah menentukan graf perfeciehds¢bagai berikut:

1. Menentukan subgraf komplit maksimum yang dapagmtik dari grafs
2. Menentukan bilangan clique.(G) dan menentukan bilangan khromgilc )

pada beberapa kasus untuk menentukan pola.

3. Pola yang diperoleh dinyatakan dengan teorema.
4. Membuktikan teorema.

Berdasarkan pembahasan dalam skripsi ini diperbtwa graf kosong, graf
komplit, graf bipartisi komplit, graf sikel genagan graf lintasan adalah graf perfect,
karena masing-masing graf tersebut memiliki bilamnghque dan bilangan khromatik
yang sama.



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam kehidupan di dunia, manusia tidak lepas Oarbagai permasalahan.
Permasalahan-permasalahan tersebut menyangkut gbertzspek, dimana dalam
penyelesaiannya diperlukan sebuah pemahaman melaii metode dan ilmu bantu
tertentu. Salah satunya adalah ilmu matematika.eMatika merupakan alat untuk
menyederhanakan penyajian dan pemahaman masalaim Dahasan matematika, suatu
masalah dapat menjadi lebih sederhana untuk diggjiklipahami, dianalisis, dan
dipecahkan. Untuk keperluan tersebut, pertama idjpakok masalahnya, kemudian
dibuat rumusan atau model matematikanya (Purwal@88: 1). Matematika adalah
ratunya ilmu pengetahuan, sehingga matematika toiglat dilepaskan dari berbagai
ilmu yang ada dan matematika juga membantu daldndlépan sehari-hari (Falagiyah,
2004: 1).

Salah satu cabang ilmu matematika yang bermantdatndkehidupan sehari-hari
adalah Teori Graf. Pada Teori Graf diberikan madatematika untuk setiap himpunan
dari sejumlah obyek diskrit, dimana beberapa pasanmsur dari himpunan tersebut
terikat menurut suatu aturan tertentu. Obyek diskaii dari suatu himpunan misalnya
dapat berupa orang-orang dengan aturan kenal,jagauhimpunan nama kota dengan
aturan jalan yang menghubungkan antara kota sdtatkeyang lain.

Secara umum beberapa konsep dari disiplin iimuhtelgelaskan dalam Al-

Quran. Salah konsep dari disiplin ilmu matemati&ag/terdapat dalam Al-Qur’an adalah



masalah teori graf. Teori graf merupakan salah satibang dari matematika yang
didefinisikan sebagai himpunan tidak kosong yanghoed elemen-elemen yang disebut
titik, dan pasangan tidak terurut dari elemen-elemedisebut sisi.

Saat ini teori graf semakin berkembang dan menkigk.ini disebabkan teori graf
merupakan teori yang unik dan memiliki banyak papan. Keunikan teori graf adalah
kesederhanaan pokok bahasan yang dipelajarinyan&atapat disajikan sebagai titik
(vertex)dan sisiedge)

Menurut sejarah teori graf lahir pada tahun 173@ahetulisan L.Euler, seorang
matematikawan Swiss, yang berisi tentang upaya e&na® masalah jembatan
Konigsberg yang sangat terkenal di Eropa (Suta206,l: 65). Di Konigsberg (sebelah
timur Prussia, Jerman) sekarang bernama Kaliningemdapat sungai Pregal yang
mengitari pulau Kneiphof lalu bercabang menjadi éuwah anak sungai tesebut. Ada
tujuh buah jembatan yang menghubungkan daratan gidogah oleh sungai tersebut.
Masalahnya adalah “Apakah mungkin melalui ketugiinhatan itu masing-masing tepat
satu kali, dan kembali ke tempat semula?. Euler boatnmodel masalah tersebut dalam
bentuk graf. Daratan dinyatakannya sebagai seb#daiatau (vertex) dan jembatan
dinyatakannya sebagai garis yang disetist (edge) Jawaban yang dikemukakannya
adalah tidak mungkin orang melalui ketujuh jembatanmasing-masing satu kali dan
kembali lagi ke tempat asal keberangkatan jikajdesatiap titik tidak seluruhnya genap,
yaitu banyaknya garis yang terkait langsung dertigian

Berikut ini adalah firman Allah yang menyatakantéery keterkaitan antara titik
sebagai awal penciptaan manusia dan garis sebagsespperjalanan manusia yang

terdapat dalam surat Al-Mukminun ayat 12-16 yandpbeyi:
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Dan Sesungguhnya kami Telah menciptakan manusia slatu saripati
(berasal) dari tanah.

Kemudian kami jadikan saripati itu air mani (yangichpan) dalam tempat yang
kokoh (rahim).

Kemudian air mani itu kami jadikan segumpal daréiy segumpal darah itu
kami jadikan segumpal daging, dan segumpal dagingkami jadikan tulang
belulang, lalu tulang belulang itu kami bungkus gi@m daging. Kemudian kami
jadikan dia makhluk yang (berbentuk) lain. Maka Maducilah Allah, Pencipta
yang paling balik.

Kemudian, sesudah itu, Sesungguhnya kamu sekaraardbenar akan mati.
Kemudian, Sesungguhnya kamu sekalian akan dib&agkitdari kuburmu) di
hari kiamat.

Ayat tersebut menyatakan bahwa manusia diciptakarsdatu titik atau saripati,
air mani, segumpal darah, dan lain sebagainya yelatp disebutkan dalam surat Al-
Mukminun tersebut. Kemudian beberapa garis dalaatusgraf adalah proses perjalanan
manusia dari awal diciptakan hingga kemudian meati dibangkitkan kembali.

Ayat Al-Qur'an tentang penciptaan manusia tersgiiat digambarkan dengan

pasangan titik dan garis pada teori graf adalahgagtberikut:

e B e G Ghe lalobe AL o g

Dalam proses perjalanan kehidupannya, manusia mkenkbrakter yang
bermacam-macam ada yang baik dan ada yang burbikgga semua manusia pasti

memiliki dosa. Dosa yang ada pada diri manusia séitkan sebagai warna pada suatu



graf, sehingga diharapkan manusia memiliki warnmagyainimum atau dosa yang sedikit
sekali. Hal tersebut dapat dilakukan dengan cataktiselalu mengikuti hawa nafsu,
karena nafsu itulah manusia yang hidup di muka bumada yang sempurna dan ada
yang tidak sempurna. Dalam teori graf manusia ys@gpurna dan tidak sempurna
dimisalkan sebagai graf perfect dan graf tidakqurf

Graf perfect adalah graf yang ditemukan oleh ClaBeiege pada tahun 1960an.
la memperkenalkan graf perfect sebagai graf yangihke bilangan clique dan bilangan
khromatik yang sama. Bilangan clique didefinisike@bagai order maksimum dari
subgraf komplit pada grafs (Marthin, 1980:51). Sedangkan bilangan khromatik
didefinisikan sebagai banyaknya warna terkecil ydibgrikan pada titik-titik di graG
sedemikian hingga untuk setiap dua titik yang tbumg langsung mendapatkan warna
yang berbeda (Rosen dalam Khotimah, 2006:3).

Kajian tentang graf perfect saat ini masih belungitobebanyak dikenal oleh
orang. Berdasarkan hal tersebut, maka penulis manggudul skripsi ini, yaitu:
“Kajian tentang Graf Perfect ” .

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang masalah di atas dhijgaik rumusan permasalahan

yang akan dibahas, yaitu bagaimana langkah-langk@nentukan suatu graf menjadi

graf perfect.

1.3 Tujuan Penulisan
Adapun tujuan dari penulisan ini adalah untuk getahui langkah-langkah

menentukan suatu graf menjadi graf perfect.



1.4 Batasan Masalah

Untuk tetap menjaga kedalaman pembahasan mptrylisan tugas akhir ini
dibatasi pada Obyek kajian graf kosong, graf katpngraf bipartisi komplit, graf
lintasan, dan graf sikel genap. Penulis hanya mtasbg@ada beberapa graf tersebut
karena merupakan graf perfect.

Dalam teori graf, istilah yang dipakai belum baepenuhnya. Untuk itu setiap
pilihan istilah dapat diterima asal digunakan saclkonsisten. Istilah-istilah tersebut
antara lain:

1. Titik = titik = noktah = node = vertex

2. Sisi = garis = edge.

1.5 Manfaat Penulisan
Penulisan karya ilmiah ini pada dasarnya diharapka@pat memberikan manfaat
terhadap beberapa pihak, diantaranya:
1. Bagi Penulis
- Menambah wawasan dan ilmu pengetahuan tentangtebperfect.
2. Bagi Jurusan Matematika

- Sebagai bahan pustaka tentang kajian graf perfect.

1.6 Metode Penelitian
1.6.1 Pendekatan dan jenis penelitian
Jenis dari penelitian ini adalah deskriptif kudiftaPendekatan yang digunakan

adalah pendekatan kualitatif dengan metode kepastak



Dalam pendekatan deskriptif kualitatif ini makanpks menggunakan metode
penelitian kepustakaan (Library Research). Metodmelitian kepustakaan vyaitu
penelitian yang dilakukan di dalam perpustakaanukuntnengumpulkan data dan
informasi. Pengumpulan data dan informasi terselayat dilakukan dengan bantuan
bermacam material yang terdapat di ruang perpustakeperti buku-buku dan dokumen
yang ada.

1.6.2 Data dan sumber data

Data yang digunakan penulis dalam rangka penyusskapsi ini adalah data-
data yang meliputi bilangan-bilangan clique, bilamdchromatik, dan data-data lain yang
sesuai.

Sumber data dalam penulisan skripsi ini diperoletaini buku-buku antara lain
Gary Chartrand dan Linda Lesniak (Graphs and digggecond edition) Robin J. Wilson
dan John J. Watkins (Graph an Introductiory Apphdatan sumber-sumber lain yang
relevan.

1.6.3 Tehnik Analisis data

Dalam menganalisis data, penulis melakukan pemiagp@ngan menghitung
bilangan cligue dan bilangan khromatik dari bebargpaf yang diteliti. Beberapa graf
tersebut antara lain graf kosong, graf komplitafdrpartisi komplit, graf lintasan, dan
graf sikel genap. Selanjutnya menyimpulkan apakalfrgraf tersebut merupakan graf

perfect .



1.7 Sistematika Pembahasan

Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudaheldiéah dan dipahami, maka

digunakan sistematika pembahasan yeng terdiri elampat bab. Masing-masing bab

dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusagasddeaikut:

BAB |

BAB I

BAB Il

PENDAHULUAN

Pendahuluan meliputi: latar belakang permasalatuamjisan masalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitiantodae penelitian, dan
sistematika penulisan.

KAJIAN PUSTAKA

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-legang mendukung bagian
pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara laisi bentang dasar-dasar
teori sebagai acuan dalam penulisan skripsi iniaranlain teori mengenai
graf perfect dan teori keagamaan berserta releatara keduanya.
PEMBAHASAN

Pembahasan berisi tentang analisis graf kosond,kgraplit, graf bipartisi
komplit, graf lintasan, dan graf sikel genap dengaberapa pembuktian dari

teorema-teorema yang diperoleh dari pola suatu graf

BAB IV PENUTUP

Pada bab ini akan dibahas tenkasgnpulan dan saran.



BAB Il
KAJIAN TEORI

2.1. Graf

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpu((G),E(G)denganv(G) adalah
himpunan berhingga tak kosong dari elemen-elemag geebut titik (vertex), daB(G)
adalah himpunan (boleh kosong) dari pasangan takutgu,v) dari titik u danv yang
berbeda divV yang disebut sisi (edge). Jadi dapat diketahbiwlaakomponen utama
terbentuknya suatu gré&f adalah titik. Sisie=(u,v) di dalam graf G dapat ditulis dengan

e= uv. Sebagai contoh graf G pada Gambar 2.1 adalah dgafjan V (G) =
{vi,v,,v5,v,} dan E (G) ={e,e,,€;,€,,6 Jdengane =Vv,v,, € =V,V;, € =V,V,,

e, =V,v,;, dane, =Vv,v,.

Gambar 2.1 Titik dan Sisi pada Graf

Jikae=uvadalah sisi dari gras, makau danv dikatakanadjacentatau terhubung
langsung, sedangkan sisidikatakan terkait langsung at@cident pada titiku danv,

sebagai contoh pada Gambar 2.2 tijkdikatakan terhubung langsung dengan titjk
dan v,, tetapi v, tidak terhubung langsung dengan titilx, sedangkan sise, terkait
langsung pada titiky, danv,. Sisi e, terkait langsung pada titil,dan v, , tetapi sisie,

tidak terkait langsung pada titik, .



Gambar 2.2 Titik dan Sisi yang Adjacent dan Insiden
Banyaknya titik yang dimiliki oleh gra® disebut order dais dan ditulis dengan
p(G) ataup. Himpunan sisinya dinamakaizedari G dan ditulis dengan(G) ataug.
Jadi graf G memiliki ordep dan sizej.

Graf G disebutfinite atau berhingga jika himpunan titik adalah berhaygatau
graf yang jumlah titiknya adalahberhinggaGraf infinite atautak berhingga adalah graf
yang jumlah titiknyatidak berhingga.

Graf trivial adalah graf berorder satu dengan himpunan sismgaupakan
himpunan kosong. Grafon trivial adalah graf yang berorder lebih dari satu (Bonuty a
Murthy, 1976). Graf paling sederhana adalah grdf &lau graf kosong dengam titik,
dinotasikan dengam . Graf kosong didefinisikan sebagai suatu graf dangmpunan
sisinya merupakan himpunan kosong. Graf ini haeydirt dari himpunan elemen yang

disebutvertex Berikut ini adalah contoh graf kosong dan grdédii kosong:

Gambar 2.3 Graf Null atau Graf Kosong dan Grafkigasong

Degreedari vertexv pada sebuah gr& adalah jumlah edges atau stsyang

terkait langsung padg degree atau derajat pada ti@kdinotasikan dengadeg, v atau



d(v). Misalkan pada Gambar 2.4(v,) =d(v,) =2 dan d(v,) =d(v,) = 3 Jika setiap
titik dalam suatu graf mempunyai derajat yang samfia graf tersebut disebut dengan
graf reguler Reguler Graphs Sebuah grats dikatakanr reguler atau reguler berderajat

r jika setiap titik diG mempunyai derajat .

\'A v,

V3 Vy
Gambar 2.4 Derajat atau Degree

Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalaatusgraph G dengan banyak

sisi, yaituq, adalah:
> degf) =2
vOG

Jumlah derajat titik sama dengan jumlah 2 kali ba&nya sisi. Hal ini dinyatakan
dalam teorema berikut.
Teorema 1.

MisalkanG graph dengan ord@rdan ukurarg, maka

> degf) =2



Bukti:

Setiap menghitung derajat suatu titikGJimaka suatu sisi dihitung 1 kali. Karena
setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda makiékakenenghitung derajat
semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengamikian diperoleh bahwa
jumlah semua derajat titik db6 sama dengan 2 kali jumlah sisi @i Terbukti
bahwa

Zdeg@) = 2. (Chartrand dan Leniak, 1986:7 dan Siang, 200221
VG

Berdasarkan hubungan tersebut, maka banyak titiil gialam suatu graph selalu

genap. Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut.

Teorema 2.

Bukti

Banyaknya titik ganjil dalam suatu graph selaloape

MisalkanG graph dan misalkan X adalah himpunan titik genap dan Y adalah

himpunan titik ganjil diG. Maka

D degy) =) deg@)+ ) degl) = 2.

VG viX vy

Karena X adalah himpunan titik genap maZadeg@ adalah genap.
vOX

Karena 2g adalah bilangan genap daEdeg@) juga genap maka
vOX

Zdeg@) haruslah bilangan genap.
vay



Karena Y himpunan titik ganjil danZdegQ/) adalah bilangan genap, maka
vy

banyak titik di Y haruslah genap, sebab jika bangigk di Y ganjil maka

Y deg{) adalah ganijil.
vay

Terbukti bahwa banyaknya titik ganjil @ adalah genap. (Chartrand dan Leniak,

1986:7-8 dan Siang, 2002:207-208)

Komplemen dari gra6 dinotasikan denga . Komplemen grat adalah suatu
graf dengan himpunan titik d& sama dengan himpunan titik @i yaitu V(G )= V(G).
Dengan titiku,v di G terhubung langsung jika dan hanya jika titikv di G tidak
terhubung langsundan sebaliknya. Berikut ini adalah Gambar 2.5 dorgmaf komplit

beserta komplemennya.

@]
I

Gambar 2.5 Graf dengan Komplemennya
Graf komplit adalah graf dengan titik yang dinotasikan dengarK . Graf

komplit didefinisikan sebagai sebuah graf dengampsetitik yang saling terhubung

sisi dan setiap titiknya berderajatl.

langsung. Jad mempunyai[
2

“}_ n(n—-1)
-2

Komplemen graf kompliK , yaitu K, adalah graf dengan n titik yang berderajat 0.
Graf bipartisi (Bipartite graph)adalah graf yang himpunan titiknya dapat

dikelompokkan menjadi dua bagian himpurgndanV,. Setiap sisi di dalam grab



menghubungkan sebuah titl ke titik V, dan dinyatakan sebag&(V,,V,). Setiap
pasangan titik diV, tidak terhubung langsung (demikian pula dengak ™,). Jika
setiap titik diV, terhubung langsung dengan semua WjkmakaG(V,,V,) disebut graf
bipartisi komplit(complete bipartite graphyang dilambangkan dengdf, . Jumlah

sisi pada graf bipartisi komplit adalatm. Gambar 2.6 dan 2.7 berikut ini adalah contoh

graf bipartisi dan graf bipartisi komplit:

Gambar 2.6 Graf Bipartisi

Gambar 2.7 Graf Bipartisi Komplit



2.2 Subgraf

Graf H dikatakansubgrafdari grafG jika setiap titik diH adalah titik diG, dan
setiap sisi dH adalah sisi di, dengan kata laiv(H) OV (G dlanE(H) O E(G ). Pada
kasus yang lain grab disebutsupergrafdari H, jika G danH adalah graf yang tidak
semua titik-titiknya dapat dilabelkaH, juga dapat menjadi subgraf d&ijika setiap titik
yang tidak berlabel dapat dilabelkan menjsgdH) OV (G dan E(H) O E(G). JikaH
adalah subgraf da maka dapat dituligd [1 G. Gambar 2.8 adalah contdy, danG,

sebagai subgraf da, akan tetapiG, bukan subgraf darc karena ada sisv,v, di

E(G,) yang bukan elemen d&(G .)

Vi
G G,:
2 v
V, 4 v,
Vs
V3
Vs A Vs
V
1 Vs
Vv,
G,: ./\ G,
V5 V2 V 4 V3

Gambar 2.8 Graf dengan Subgraf dan bukan Subgraf

Subgraf dari graf G dapat diperoleh dengan menghdjiik atau sisi, jika

vOV(G)dan |V(G) | 2 makaG-v menunjukkan subgraf dengan(G)-{v dengan



sisi-sisi dariG yang tidak terkait langsung dengan Jika e[] E(G ), makaG-e adalah
subgraf yang memiliki himpunan tit&(G) dan sisiE(G) —{e }. Sebagai contoh Gambar

2.9 yaitu penghapusan titik dan penghapusan sisi:

Gambar 2.9 Penghapusan Titik dan Penghapusan Sisi

Subgraf Terinduks(Induced subgraf) Hdari graf G yang dinotasikan dengan

G[V'] adalah subgraf dari gr& yang memuat himpunavi® titik bersama semua sisi-

sisi uv dari grafG dimanau,vOV', jadi subgrafH dari grafG dapat diperoleh dengan

menghapus titik-titik dari grab. Perhatikan gambar berikut:

V. V. V:
1 2 3 Vi Vs
o w - m

Gambar 2.10 Graf dengan Subgraf Terinduksinya

Subgraf terinduksi sisiefige inducedH di definisikan sebagaiG[E" Jjika
H D(F) untuk setiap subsét dari E(G). Jadi subgraf terinduksi sisi dari gi@f dapat

diperoleh dengan menghapus titik dan sisi pada@r&ferhatikan gambar berikut:



Gambar 2.11 Subgraf Terinduksi Titik dan Terindugisi
SubgrafH dari grafG yang memiliki himpunan order yang sama pé&datau jika

subgrafH denganv(H)=V(G), makaH disebutspanning subgradiari G.

2.3Graf Terhubung (Connected)

Sebuah jalan atawalk W dari titik v, ke v, pada grafG adalah suatu barisan
hingga yang berganti-ganti dari titik dan sigie,,v,,e,v,,e,,....V,;,€,,,V, sedemikian

hinggae =v,v, untuk setiap i=0,1,2,.n;1 Jalan ini menghubungkan titi, danv,.

i Vi+l
Jalan ini dapat juga dinotasikan sebaggt v,-...- v,. Panjang suatu jalamnadalah

jumlah sisi pada jalan tersebut. Jalan dikataketntte jika v, = v, dan terbuka jikav,

£ V,.
Jalan W yang semua sisinya berbeda diselail (Chartrand dan Leniak,

1986:26). JalanW yang semua titik dan semua sisinya berbeda disébtasan

(Chartrand dan Linda Lesniak, 1986:26). Dengan HKrmi setiap lintasan pasti

merupakan trail, tetapi tidak semua trail merupdk#asan.



Graf lintasan adalah graf yang berbentuk lintagstau graf yang terdiri dari

lintasan (path tunggal). Graf lintasan denganik dit notasikan dengaR,. Graf lintasan
P, memiliki n-1 sisi, graf lintasan tersebut dapat diperoleh deaf gikel C, dengan

menghilangkan salah satu sisi sembarang

Contoh graf lintasan:

Ppr

Ps: e . .

Gambar 2.12 Graf Lintasan atau Graf Path

Jalan tertutupW yang semua sisinya berbeda disebuikuit (Chartrand dan
Lesniak, 1986:28). Jalan tertutMpyang semua titiknya berbeda disebikel (Chartrand
dan Lesniak, 1986:28). Dengan demikian setiap gi&sti merupakan sirkuit, tetapi tidak
semua sirkuit merupakan sikel. Jadi dari hubungatara sirkuit dan sikel diperoleh
bahwa: trail tertutup dan taktrivial pada graphisebutsirkuit di G. Sirkuit yang semua
titik internalnya berbeda disebstkel Sikel dengan panjank disebut sikek. Sikelk
disebut genap atau ganjil bergantung pgaganap atau ganijil.

Graf Sikel Cycle Graj C, ialah graf terhubung 2-reguler yang mempunyai n

titik (n=3) dan n sisi. Gambar berikut adalah contoh gradlsik



VAN

C; C,
Gambar 2.13 Graf Sikel

Jika setiap pasang titik di gr&f ada lintasannya, maka dinamakarnterhubung
(connected)Komponendari graf adalah subgraf terhubung maksimal Gardadi setiap
graf terhubung hanya mempunyai satu komponen. $&danuntuk graf tak terhubung

memiliki sedikitnya dua komponen. Berikut ini adaleontoh graf terhubung dan tidak

P

terhubung:

Gambar 2.14 Graf Terhubung dan Tidak Terhubung

2.4 Pewarnaan Graf

Pewarnaan Graf adalah suatu pemberian warna pkdiassdu elemen-elemennya
(titik dan sisi), sehingga elemen-elemen yang galarhubung langsung mendapatkan
warna yang berbeda. Ada tiga macam pewarnaan graf yewarnaan titik, pewarnaan

sisi, dan pewarnaan wilayah (region).



2.4.1Pewarnaan Titik

Pewarnaan titik adalah memberi warna pada titk-suatu graf sedemikian
sehingga tidak ada dua titik terhubung langsung pusiyai warna yang sama.

Bilangan Kromatiky(G JChromatik Numbgradalah banyaknya warna minimum
yang diperlukan untuk mewarnai titik-titik pada g@ sedemikian sehingga setiap titik-
titik yang terhubung langsung mendapatkan warna yarbeda. Jikgy(G ¥ k, maka
titik-titik pada grafG dapat diwarnai dengakwarna, tetapi tidak diwarnai dengéril
warna.

Beberapa graf tertentu dapat langsung ditentukemdan kromatiknya. Graf

kosongN, memiliki xy(G) = 1. karena semua titik tidak terhubung, jadi untuk raeai
semua titik cukup dibutuhkan satu warna saja. Gaahplit K, memiliki x(G)=n

sebab semua titik saling terhubung sehingga dikanlo warna.

Pewarnaam untuk graf G merupakan penunjukan k warna pada titk
sedemikian hingga titik yang berdekatan mendapahavberbeda (Watkins dan Wilson,
1992:256). Jikas memiliki pewarnaark, makaG dapat diwarna-k. Bilangan khromatik

G dinotasikan dengary(G adalah bilangan terkeck yang menunjukkan bahwa@

dapat diwarnd: Berikut ini adalah contoh pewarnaan titik padaf:gr

(@) (b) ()

Gambar 2.15 Pewarnaan Titik pada Graf



Pewarnaan-k ini dapat ditunjukkan dengan menusigan 1, 2, 3, ..., k di dekat
titik pada graf. Pada Gambar 2.15 (a), (b), dannfesing-masing mengilustrasikan

pewarnaan-3, pewarnaan-4, dan pewarnaan-5. Dengaikidn, x(G) = 3 karenaG
memiliki pewarnaan-3 (gambar a) sehinggds) = . 3
Berikut ini adalah beberapa bilangan khromatikgysetah diketahui:
X(N;) =1
X(K,)=2
X(Kepp) =2
X(C.)=2, x(C,,) =3

X(P,) =2. (Chartrand dan Linda Lesniak, 1979:272)

2.4.2 Pewarnaan Sisi

Pewarnaan sif-untuk G adalah pemberiak warna pada sisi-si€s sedemikian
hingga setiap dua sisi yang bertemu pada titik ysamga mendapatkan warna berbeda
(Watkins dan Wilson, 1992:262). Jika memiliki pewarnaan sid{, makaG dikatakan

dapat diwarna sist. Indeks khromatikG dinotasikan dengary'(G adalah bilangatk

terkecil sehingg& dapat diwarna sis-

Gambar 2.16 Pewarnaan Sisi pada Graf



Pewarnaan sisi-k ini dapat ditunjukkan dengan rehiangan-bilangan 1, 2, 3,
..., k pada sisi-sisinya. Contoh Gambar 2.16 ada@atapnaan sisi-4. Dengan demikian

X' (G)=4.

2.4.3 Pewarnaan Wilayah (Map)
Pewarnaam wilayah merupakan pewarnaan g@fang dapat diwarnai dengan
atau warna minimum, sehingga wilayah yang terhubangsung dapat diwarnai dengan

warna yang berbeda. Pewarnaanilayah dapat disimbolkan dengart (G . )

2
1

2

Gambar 2.17 Pewarnaan wilayah pada Graf

2.5 Graf Perfect

Graf perfectadalah suatu graf yang mempunyai bilangan khronuktik bilangan
clique yang sama,(x(H) = «(H (Chartrand dan Lesniak, 1996:28®jlangan clique
dinotasikan dengam.(G Ylidefinisikan sebagai order dari subgraf komplaksimum
yang bisa dibentuk dari grafs. Bilangan khromatik suatu gra& dinotasikan
dengany(G ) didefinisikan sebagai jumlah minimal warna yangediukan untuk
mewarnai titik-titik pada grafs sedemikian sehingga setiap titik-titik yang terhogpu

langsung mendapatkan warna yang berbeda.



Berikut ini contoh dari graf perfect:

K,=

Subgraf komplit dariK,, adalah:

Subgraf komplit maksimum dari grafk, adalah K, sendiri. Karena subgraf
komplit maksimumnya adalal,, maka order subgraf komplitnya adalah 4, sehingga
w(K,) =4. Karena antara satu titik dengan titik yang laating terhubung langsung
maka pewarnaan minimum yang diberikan adalah 4inggh x(K,)=4. Karena

terbukti aw(K,) = x(K,)= 4, maka gralK, adalah graf perfect.



2.6 Ma'rifatullah

Menurut bahasa, kata Ma'rifat berarti mengetahau anengenal. Pengertian
tersebut bisa diperluas lagi menjadi: cara mengetthu mengenal Allah melalui tanda-
tanda kekuasaan-Nya yang berupa makhlug-makhlugarigpNya. Sebab dengan hanya
memperhatikan tanda-tanda kekuasaan-Nya kita besagetahui akan keberadaan dan
kebesaran Allah SWT. Karena tidak ada satu makhligpalau sekecil atau sebesar
apapun, yang ada dengan sendirinya. Semuanya s$tu g yang menciptakan. Dan
siapa lagi yang menciptakan segala makhluq terseddau bukan Allah? Tanda-tanda
tentang adanya Allah sudah jelas terlihat di seRkglikita. Setiap hari bisa melihat
terbitnya matahari dari ufuk timur dan kemudianggeglam di ufuk barat dan betapa
indahnya bulan serta begitu gemerlapnya bintantgbgnyang bertaburan di malam hari.
Semua itu yang menciptakan dan mengatur peredaaaagiah Allah. Siapa yang tak
mengenal Allah lewat tanda-tanda kekuasaan-Nyadeah sebuta-butanya manusia.
Bukan buta matanya, akan tetapi buta hatinya. Adajama memperhatikan tanda-tanda
kekuasaan Allah bukan hanya sekedar dengan merigggun@englihatan lahir saja.
Tetapi harus juga ditunjang dengan penglihatan rbathin (hati) yang jernih dari

berbagai macam dosa. Hal inilah yang dimaksud dertigau ma’rifat.

Menurut seorang ahli ma'rifat yang bernama Al-Jdinanenyebutkan bahwa
seorang belum bisa disebut sebagai ahli ma'rifa¢leen dirinya mempunyai beberapa
sifat berikut, yaitu:

a. Mengenal Allah secara mendalam, hingga seakam-dikpat berhubungan

secara langsung dengan-Nya.



b. Dalam beramal selalu berpedoman kepada petygtuajuk Rasulullah
SAW (Al-Hadits).

c. Berserah diri kepada Allah dalam hal menghkkatahawa nafsunya.

d. Merasa bahwa dirinya adalah kepunyaan Allahk#gak pasti akan kembali

kepada-Nya.

Adapun menurut Imam Al-Ghozali sebagaimana yangligitdalam kitab lhya
'Ulumudin disebutkan bahwa ada 3 hal yang harusndikdan dipelajari oleh seseorang
yang berma'rifat kepada Allah. Ketiga hal tersedulglah:

1. Mengenal siapa dirinya.

2. Mengenal siapa Tuhannya.

3. Mengenal Dunianya.

2.7 Relevansi antara Kajian Graf Perfect dengan KajianMa'rifatullah

Pada bab | telah dikaji bahwa suatu graf dapatatbgikan dengan manusia.
Manusia sebagai suatu graf mempunyai titik dan nusygi garis, titik adalah awal dari
manusia tercipta. Garis adalah proses perjalanausratersebut. Manusia yang tercipta
di muka bumi pastilah memiliki perbedaan, ada yaegipurna dan ada yang tidak
sempurna. Kesempurnaan dan ketidaksempurnaan raarukih yang dianalogikan
sebagai graf perfect dan graf tidak perfect.

Sebagaimana kita ketahui bahwasanya Graffect adalah suatu graf yang
mempunyai bilangan khromatik dan bilangalique yang sama. Jika kita mengkaji
kembali hubungan antara materi graf perfect dahtgtak perfect dengan Integrasinya
pada Al-Qur'an, terdapat hubungan antara ilmu tagang terkandung di dalamnya,

dengan gagasan bahwasanya sebuah graf dapat dmebedt apabila bilangan clique



dan dan bilangan khromatiknya seimbang, sama hglkgakita misalkan pada ilmu

tasawuf yang mengkaji tentang pencapaian manusiajmena’rifatullah, bahwasanya
manusia akan mencapai tingkatan kesempurnaan atalliéfh apabila antara jasmani
atau khouf seorang manusia dan Rohani atau ra@asg manusia telah seimbang,
sebaliknya manusia tidak akan mencapai tingkatdnfatallah apabila antara khouf dan
roja’nya tidak seimbang.

Jasmani manusia kita misalkan sebdgngan cliquedalam teori graf, yaitu
order maksimum dari suatu graf. Order merupakaktitk yang tampak sama halnya
seperti jasmani manusia. Semakin banyak manusiakoriedn pendekatan kepada Allah,
maka ia akan semakin ia dapat mencapai tingkatdnfanalah. Bilangan khromatik
adalah banyaknya pewarnaan terkecil yang dapatikiémeterhadap suatu graf, warna
dimisalkan sebagaimana dosa seorang manusia. Whaimenum dimisalkan sebagai
dosa yang sedikit dan dimiliki seorang manusia ydekat kepada Allah. Jadi manusia
akan sampai kepada tingkatan ma'rifatullah jika tieah mampu mendekatkan diri
kepada Allah S.W.T yang tercermin dari perbuataikrya serta selalu menghindari
perbuatan yang menyebabkan ia berdosa.

Dalam surat Ali-Imron ayat 31 disebutkan:
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Katakanlah: "Jika kamu (benar-benar) mencintai Allakutilah aku (lahir
dan bathin) niscaya Allah mengasihi dan mengamplasia-dosamu.” Allah
Maha Pengampun lagi Maha Penyayang



Adapun ayat lain pada surat Al-Bagarah ayat ang menyebutkan bahwa
manusia diperintahkan oleh Allah agar masuk kepagkama islam secara sempurna
adalah:
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Hai orang-orang yang beriman, masuklah kamu ke mialalam sempurna
(kaffah), dan janganlah kamu turuti langkah-langksymaitan. Sesungguhnya
Syaitan itu musuh yang nyata bagimu.

Dua ayat Al-Qur’an tersebut menunjukkan bahwasdailadh akan mengasihi dan
mengampuni dosa-dosa manusia yang mengikutinyaaestatar dan bathin (kaffah) dan
tidak selalu mengikuti langkah-langkah syetan. Karéengan selalu berpegang teguh
kepada jalan Allah dan tidak mengikuti langkah-lealg syetan, maka tingkatan
kesempurnaan akan tercapai. Karena kesempurnadah yang menjadi tujuan akhir
hidup manusia.

Manusia yang ingin mencapai ma'rifatullah harus emepuh jalan atau cara-cara
yang telah dianjurkan. Adapun jalan atau cara untekuju sebuah kesempurnaan dapat
ditempuh dengan tiga tahapan yaitu:

1. Syari'at

Syari'at adalah peraturan dan undang-undang yamguimder kepada wahyu

Allah. Perintah dan larangannya jelas dan dijalankentuk kesejahteraan seluruh

manusia. Contoh dari syari’at adalah: kewajiban us&nuntuk sholat, zakat, dan lain

sebagainya.



2. Tharigah
Tharigat adalah jalan yang ditempuh dan sangat adasperta berhati-hati ketika
beramal ibadah. Adapun contoh dari thorigah iniladathorigah naghsabandiyah,
tijaniyah dan lain sebagainya.
3. Hakekat.
Hakekat adalah tonggak terakhir. Dalam hagigaglitunanusia yang mencari
dapat menemukan cahaye'rifatullah.
Para penuntut ilmu tasawuf tidak akan mencapaidckgiain yang hakiki, kecuali
telah menempuh tingkatan hidup ruhani yang tigaetaut. Tiga jalan itu hendaklah
ditempuh bersama-sama dan bertahap. Sebagaimahatiisn dalam salah satu syair di

dalam kitab hidayatul adzkiya’ yang berbunyi
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Ibarat bahtera itulah syari‘at Ibarat samudera il tharigat Ibarat mutiara
itulah hagiqat

Ungkapan dari syair di atas menjelaskan kedudulgen jalan menuju akhirat.
Syari‘at ibarat kapal, yakni sebagai instrumen rapactujuan. Tharigat ibarat lautan,
yakni sebagai wadah yang mengantar ke tempat tujdagigat ibarat mutiara yang
sangat berharga dan banyak manfaatnya. Untuk mretepemutiara hagigat, manusia
harus mengarungi lautan dengan ombak dan gelomyerg dahsyat. Sedangkan untuk
mengarungi lautan itu, tidak ada jalan lain kecdalhgan kapal. Apabila ketiga tahapan
itu tidak ditempuh maka penuntut tasawuf atau neerngkng berminat mencari hidup
ruhani yang tentram tidak akan mendapatkan mutyaray sangat mahal harganya.

Ketiga jalan menuju kesempurnaan ma'rifatullahwaiari’at, thorigah dan hakekat jika



dikaitkan dengan teori graf akan memiliki suatuth&rmpasangan titik dan garis sebagai

berikut:

Syari'ate

<

Tharigahy

Hakekall

<

Ma’rifat \

Titik pada graf tersebut adalah tingkatan jalan uperma’rifatullah dan garis
menggambarkan proses yang harus ditempuh oleh mamotsik menuju ma’rifatullah.
Pasangan titik dan garis tersebut menggambarkamvebahanusia dapat mencapai
tingkatan ma’rifatullah jika manusia melalui titikik syari'at, thorigah, kemudian
hakekat secara bertahap. Sebaliknya manusia titak dapat mencapai tingkatan
ma’rifatullah jika manusia tidak melalui titik-tikitersebut secara bertahap. Karena jika
manusia dapat mencapai tingkatan hakekat tanpduntiarigah maka yang ia peroleh
bukanlah ilmu ma’rifatullah akan tetapi ilmu kebasem. Apabila manusia mencapai

ma’rifat tanpa bersyari’at, maka ia akan sesat.



BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab inkita akan mengkaji apakah graf kosong, graf kotngtaf bipartisi
komplit, graf lintasan, dan graf sikel genap mekawagraf perfect. Graf perfect dapat
diperoleh dengan membuktikan bilangan clique déangan khromatik dari suatu gr&f
sama. Jika terbukti bilangan clique dan bilangaroktatik dari graiG sama, maka graf
tersebut adalah graf perfect. Sebaliknya jika lgiganclique dan bilangan khromatik dari
graf G tidak sama maka gr& tersebut bukan graf perfect.

Adapun langkah-langkah menentukan graf perfeciahdsgbagai berikut:

1. Menentukan subgraf komplit dan subgraf komplit suadum dari grafs.

2. Menentukan bilangan clique.(G dlan menentukan bilangan khromgic )

pada beberapa kasus untuk menentukan pola.
3. Pola yang diperoleh dinyatakan dengan teorema.

4. Membuktikan teorema.

3.1 Graf Perfect dari Berbagai Macam Graf
3.1.1 Graf Kosong
Untuk menunjukkan graf kosong sebagai graf perfewka harus ditentukan

bilangan cliqgue dan bilangan khromatik dari gradwwg dengam titik N, . Berikut ini
adalah grafN,, dengan bilangan clique dan bilangan khromatiknya:

Perhatikan grafN; berikut!

Ni:



Subgraf komplit maksimum dari gr&éf hanya K, = . Karena hanya memuat 1

titik saja, Sehingga bilangan clique(N,) =1, dan bilangan khromatik/(N,) =1 karena
hanya satu titik yang diberi warna. Terbukti bahbiéangan clique dan bilangan
khromatik a(N,) = x¥(N,) =1, makaN; adalah graf perfect.

Perhatikan grafN, berikut!

Ny: o o

Subgraf komplit maksimum dari gréf, hanya K, =+, sehingga bilangan clique
a« (N2)=1. Karena antara titik satu dengan titik yang lamrigak terhubung langsung,
maka pewarnaan minimumnya hanya 1 sehing@)=1. Terbukti Bilangan clique dan
bilangan khromatiku(N,) = ¥(N,) =1. JadiN, adalah graf perfect.

Perhatikan grafNs berikut!

Ng:e o o

Subgraf komplit maksimum dari grék hanyaK, =+, sehingga bilangan clique
a (N3)=1. Karena antara titik satu dengan titik yang laintigak terhubung langsung,
maka pewarnaan minimumnya hanya 1 sehingga bilakigaomatiky (N3)=1. Terbukti

a (N3)= x (N3)=1, makagraf N3 adalah graf perfect.

Perhatikan grafN, berikut!
N4 e o o o
Subgraf komplit maksimum dari gréi hanyaK, =+, sehingga bilangan clique

a (Ng)=1. Karena antara titik satu dengan titik yang laintigak terhubung langsung,



maka pewarnaan minimumnya juga hanya 1 sehinggadah khromatil (N4)=1,
Terbukti ¥ (N4)= « (N4)=1. JadiNsadalah graf perfect.

Berikut ini adalah tabel untuk graf kosong beséitangan clique dan bilangan
khromatiknya:

Tabel 3.1 GrafN, denganaw(N, Han x(N, )

Graf N, Subgraf komplit «(N,) X(N,)
maksimum
O\ K, 1 1
N> K, 1 1
N3 K, 1 1
N4 K, 1 1
N K, 1 1

Dari beberapa kasus yang telah diselesaikan sertiasarkan Tabel 3.1.1, maka
terlihat pola bahwa graf kosong memiliki (N,)= x (Nn)=1. Dengan demikian dapat

dibuat teorema berikut:
Teorema 3.1.1:
Graf kosong dengamtitik N, adalah graf perfect
Bukti :
Graf N, memiliki subgraf komplit maksmumK,, karena subgraf komplit
maksimumnyak, , maka order maksimumnya adalah 1, sehingg& )=1.
Karena setiap titik tidak terhubung langsung dengiik yang lain, maka

banyaknya pewarnaan titik yang diberikan adalarsehingga y (N,)=1. Jadi

karenaa (N, )= x (N,)=1, maka terbukti bahwa graf kosong adalah grafegérf



3.1.2 Graf Komplit

Berikut ini adalah graf komplitK,, dengan bilangan clique dan bilangan

khromatiknya:

Perhatikan graK, berikut!
K, =e
Subgraf komplit dari graK, adalah:
K, =
Graf komplit K; sama dengan graf kosorlg, yang memuat satu titik. Subgraf
komplit maksimum dari graf K, adalahK, sendiri, sehinggaw (K,)=1. Karena graf
K, hanya mempunyai satu titik , maka pewarnaan mimmya juga hanya 1 sehingga
X (K;)=1, Jadi karena (K,)= x (K,)=1, maka graK, merupakan graf perfect.
Perhatikan graK, berikut!

Ke=

Subgraf komplit dari graK, adalah:
Kl = e

K.e=

Subgraf komplit maksimum dari gra€, adalah:



Subgraf komplit maksimum dari gr&f, adalahK, sendiri, sehingga (K,)=2.

Karena antara titik satu dengan titik yang lairhtdrung langsung, sehingga pewarnaan
pada setiap titik harus berbeda, maka banyaknyanavaninimumnya adalah 2

sehingggy (K,)=2. Karenaa (K,)= x (K,)=2, maka grafk ,adalah graf perfect.

Perhatikan graK, berikut!

K; =

Subgraf komplit dari graK, adalah:
Kl =

K2

Subgraf komplit maksimum dari graf, adalah:

K3



Subgraf komplit maksimud, adalahK, sendiri, sehinggax (K,)=3. Karena

antara titik yang satu dengan titik yang lain dégalgraf tersebut terhubung langsung,

mengakibatkan banyaknya warna minimum pada #rafadalah 3 sehinggg (K;)=3.

Karenaa (K;)= x (K;)=3, maka grafk,adalah graf perfect.

Perhatikan graK, berikut:

K, =

Subgraf komplit dari grakK, adalah:

Klzo

K2




Subgraf komplit maksimum dari gré€, adalah:

K, =

Subgraf komplit maksimud, adalahK, sendiri, sehinggaw (K,)=4. Karena
antara titik yang satu dengan titik yang lain papaf tersebut terhubung langsung,
mengakibatkan banyaknya warna minimum pafia adalah 4, sehingga(K,)=4.
Karenaa (K,)= x (K,)=4, maka grafk, adalah graf perfect.

Berikut ini adalah Tabel graf komplit beserta bgan cligue dan bilangan
khromatiknya:

Tabel 3.2 GrafK,, denganaw(K, )dan x(K, )

Graf K, Subgraf komplit «(K,) X (K.)
maksimum
K, K, 1 1
K, K, 2 2
K, K, 3 3
K, K, 4 4
K, K, n n

Dari beberapa kasus yang telah diselesaikan dastasmmkan Tabel 3.2 maka
terlihat bahwa graf komplik,,K,,K, dan K, memiliki pola « (K,)= x (K,) = n.
Dengan demikian dapat dibuat teorema berikut:

Teorema 3.1.2:

Graf komplit dengam titik K, adalah graf perfect



Bukti:
Graf K, memiliki subgraf komplit maksimum dirinya senditaa K, karena
subgraf komplit maksimumnya adalddy, itu sendiri, maka order maksimumnya
adala, sehinggaa (K,) = n.

Karena setiap titik terhubung langsung dengan psetitk yang lain, maka

banyaknya warna minimum pada gi&f juga sebanyak, sehinggay (K, ) = n.

Karenaa (K,)= x (K,)=n, maka grafK , adalah graf perfect.

3.1.3 Graf Bipartisi Komplit

Berikut ini adalah graK,, dengan bilangan clique dan bilangan khromatiknya:

Perhatikan graK,, berikut!

Graf komplit dari grafk,, adalah:
Kl = e

K, =

Subgraf komplit maksimum dari gr&f,; adalah:

K, =



GrafK,; memiliki subgraf komplit maksimunK,, sehinggac (K,;)=2. Karena

antara titik satu dengan titik lain terhubung lamgg maka pewarnaan minimum yang

diberikan adalah 2, sehingga nilgi(K,,)=2. Karenaa (K,,)= ¥ (K.,)=2, maka graf
K., merupakan graf perfect.
Perhatikan graK,, berikut!

K. 9=

Subgraf komplit dari graK,, adalah:

Kl:o

K,

Subgraf komplit maksimum untuk gr&f,, adalah:

K,

Subgraf komplit maksimum dari graK,, adalah K,, sehinggaa (K, ,)=2.
Karena grafK, , hanya memiliki dua titik yang terhubung langsungka pewarnaan
minimum yang diberikan juga 2 sehingg@K, ,)=2. Karena a (K ,)= x(K,)=2,

maka grafK,, adalah graf perfect.



Berikut ini adalah graK, , beserta bilangan clique dan bilangan khromatiknya:

Perhatikan grafK,, berikut!

Subgraf komplit dari grak,, adalah:

Subgraf komplit maksimum dari gra€, , adalah:

K2

Subgraf komplit maksimum dari graK,, adalah K,, sehinggaa (K,,)=2.
Karena grafK,, hanya memiliki dua titik yang terhubung langsungkm pewarnaan
minimumnya juga 2 sehingga (K,,)=2. Karenaa (K,,)= x (K,,)=2, maka graf
K,, adalah graf perfect.

Perhatikan grafK ,, berikut!



Subgraf komplit dari graK , , adalah:

Subgraf komplit maksimum dari gra€, , adalah:

K, =

Subgraf komplit maksimum dari graK,, adalah K,, sehinggaa (K,;)=2.
Karena titik yang terhubung langsung hanya 2, nmaka&anaan minimumnya adalah 2
sehingggr (K ,;)=2. Karenaw (K, ;)= x (K,;)=2, maka grafK ,, adalah graf perfect.

Berikut ini adalah Tabel graf bipartisi komplit leet bilangan clique dan

bilangan khromatiknya:

Tabel 3.3 GrafK | dengana(K . Han (K )

Graf K., Subgraf komplit a(Kp,) X (Kun)
maksimum
Kl,l K2 2 2
Ko, K, 2 2
K2,2 K2 2 2
K2,3 K2 2 2
Ko K, 2 2




Dari beberapa pembuktian pada gkaf, dan grafK, dan berdasarkan Tabel

3.3, maka diperoleh pola (K, )= x (K, .)=2. Dengan demikian dapat dibuat teorema

berikut:

Teorema 3.1.4

Graf bipartisi komplit dengan titikn,n K, = adalah graf perfect

Bukti:

Berikut ini adalah gambar grdf . :

V,

m

Graf bipartisi komplit memiliki 2 komponen titik,, danv,. Karena titik pada
v,, hanya terhubung langsung dengan maka subgraf komplit maksimumnya
adalahK,, sehingga order maksimumnya adalah 2. Oleh karena(K, )=2.
Karena setiap titik pada,, hanya terhubung langsung dengan maka titik v,
memiliki 1 warna danv, juga memiliki 1 warna sehinggg (K, ,) = 2. Jadi

karenay (K,,,) = « (K ,)=2, maka grafK adalah graf perfect.

3.1.4Graf Sikel

Berikut ini beberapa bentuk Gr&f, dengann> 3



Perhatikan gratC, berikut!

Subgraf komplit dari gra€C, adalah:

Kl:o

K,

Subgraf komplit maksimum dari gra€, adalah:

K, =

Subgraf komplit maksimum dari graf sik€l, adalahK,, sehinggaw (C,) =2.
Warna minimum yang dapat diberikan pada adalah 2, karena titik-titik yang
terhubung langsung adalah 2 sehinggéC,)=2. Karenaw (C,)=x (C,) = 2, maka graf
C, adalah graf perfect.

Perhatikan grafC; berikut!

Ce=



Subgraf komplit dari graC;:

Subgraf komplit maksimum dari gr&f, adalah:

K,=e———@

Subgraf komplit maksimum dari graf sik€, adalahK,, sehinggaw (C,) =2.

Warna minimum yang dapat diberikan padaadalah 2 karena titik-titik yang terhubung

langsung adalah 2, sehinggeg C,)=2. Karenaw (C,)= x (C;) = 2, maka grafC, adalah

graf perfect.

Perhatikan gratC; berikut!

Cg=

Subgraf komplit dari graC, adalah:

Subgraf komplit maksimum dari gr&f adalah:

K,=



Subgraf komplit maksimum dari gr&, adalahK,, sehinggau (C;)=2, Banyak

pewarnaan minimumnya adalah 2, sehingg@C,; )=2. Karenaa (C; )= x (C;)=2, maka

graf sikel C; merupakan graf perfect.

Perhatikan grafC,, berikut!

Co= ° °

Subgraf komplit dari graC,, adalah:
Kl = e

K,=

Subgraf komplit maksimum dari gr&f,, adalah:

K,=

Subgraf komplit maksimum dari gra,, adalahK,, sehinggaa (C,;)=2, dan

banyak pewarnaan minimumnya adalah 2, sehingga(C,,)=2. Karena

a (Cp)= x (C,p)=2, maka graf sikelC,, adalah graf perfect.



Berikut ini adalah Tabel graf sikel beserta bilamgeligue dan bilangan
khromatiknya:

Tabel 3.4 GrafC,, 0 n>3 denganw(C, ¥lan x(C, )

Graf C, Subgraf komplit «(C,) X(C.)
maksimum
C, K, 2 Z
Ce K, 2 2
Cq K, 2 Z
C:10 K2 2 2
C, K, 2 2

Berdasarkan nilai bilangan clique dan bilangan kiatk yang diperoleh dari
graf graf sikel C,,C,,C,,C,, dan berdasarkan Tabel, tampak sebuah pola
«(C,)=x(C,)=2. Dengan demikian dapat dibuat teorema berikut:

Teorema 3.1.5

Graf sikel dengan titik C , [ n=>3 adalah graf perfect

Bukti:

Graf sikel dengam titik C , [0 n=3 memiliki subgraf komplit maksimuni, ,
karena hanya dapat dibuat subgraf komplit maksimiengan 2 titik saja,
sehinggaw (C, )=2.

Karena titik yang terhubung langsung pada gf@f adalah 2 titik, maka
banyaknya pewarnaan yang diberikan adalah 2, sghingC, )=2.
Karena « (C,)= x (C,)=2, maka terbukti bahwa graf sikel , [0 n>3 adalah

graf perfect.



3.1.5Graf Lintasan
Berikut ini adalah gambar dari graf lintaséy dengan bilangan clique dan
bilangan khromatiknya:
Perhatikan graP; berikut:!
Pp:e
Subgraf komplit dari gra®; adalah:

K1:o

Subgraf komplit maksimum dari grf adalah:
K, =e
Subgraf komplit maksimum dari gr& adalahK,, sehinggac (P1)= 1. Karena
graf P; hanya memiliki 1 titik, maka pewarnaan minimum pagltaf P; adalah 1,
sehinggay (P1)=1. Jadi karena (P1)= x (P1)=1, maka graP; adalah graf perfect.
Perhatikan gralP, berikut!
P,—e—e
Subgraf komplit dariP, adalah:

K1:o



Subgraf komplit maksimum dari gr& adalahK,, sehinggaa (P2)=2. Karena

graf P, hanya memiliki 2 titik terhubung langsung, makavasaan minimumnya adalah
2 sehingga (P2)=2. Karenaa (P2)= x (P2)= 2, maka graP, adalah graf perfect.

Perhatikan gralPs; berikut!

R: - . .

Subgraf komplit dari graP; adalah:

Kl:o

Subgraf komplit maksimum dari grRg adalahK,, sehinggaa ( P3)=2. Karena
graf P3 hanya memiliki 2 titik terhubung langsung, makavpmaan minimumnya adalah

2 sehinggay ( P3)=2. Karenaw ( P3)= x ( P3)= 2 maka graP3; merupakan graf perfect.

Perhatikan gralP, berikut!

Ps= o P ° ° °

Subgraf komplit dariP, adalah:



Subgraf komplit maksimum dari gref, adalah:

K,=

Subgraf komplit maksimum dari gr&h adalahK,, sehinggac ( Ps)=2. Karena
graf P, hanya memiliki 2 titik terhubung langsung, maka pevaan minimumnya adalah
2, sehinggy ( P4)=2. Karenaxw ( Py)= Y ( Ps)= 2 maka graP, merupakan graf perfect.

Berikut ini adalah Tabel graf lintasan beserta ngkn clique dan bilangan
khromatiknya:

Tabel 3.5 GrafP, denganw(P, ¥any(P,)

Graf Py, Subgraf komplit a ( Pn) X (Pn)
maksimum
P1 K, 1 1
P> K, 2 2
P3 K, 2 2
Pa K, 2 2
Pn K, 2 2

Dari pembuktian graP; P, Pz danP, tersebut, diperoleh pola bahwdP:)= x (

P;)=1 danw (Pn)= x (Pn)=2, OOn > 2. Dengan demikian diperoleh teorema berikut:



Teorema 3.1.6

Bukti:

Graf lintasan dengamtitik P, adalah graf perfect.

Graf P; memiliki subgraf komplit maksimunK,, maka order dari subgraf
komplit maksimum grafP; adalah 1, sehinggax (P;)=1. KarenaP; hanya
memiliki 1 titik, maka banyak pewarnaan yang dikani adalah 1, sehingga (
Py)=1.

Graf lintasan dengantitik P, [0 n=2 memiliki subgraf komplit maksimunk, ,
sehinggaa (Pn)=2. Karenagraf P, hanya memiliki 2 titik terhubung langsung,
maka banyak pewarnaan minimum yang diberikan adalaehinggay ( P,)=2,
Un=2.

Karena nilaiaw ( P1)= Y (P)= 1dana ( Py)= x(Py)=2 On=2, maka grafP,

adalah graf perfect.



BAB IV

PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Graf perfect adalah suatu graf yang memiliki kgiam clique dan bilangan
khromatik yang sama untuk setiap gfaf Bilangan clique dinotasikan dengan(G)
didefinisikan sebagai order dari subgraf komplitxmaum dari graf G. Bilangan
khromatik suatu gra& dinotasikan dengap(G djdefinisikan sebagai banyaknya warna
minimal yang diperlukan untuk mewarnai titik-titgjada grafG, sedemikian sehingga
setiap titik-titik yang terhubung langsung mend&patwarna yang berbeda.
Adapun langkah-langkah menentukan graf perfeciahdstbagai berikut:
5. Menentukan subgraf komplit maksimum yang dapagrmiik dari grafs
6. Menentukan bilangan clique.(G ¢dlan menentukan bilangan khromgic )
pada beberapa kasus untuk menentukan pola.
7. Pola yang diperoleh dinyatakan dengan teorema.
8. Membuktikan teorema.
Berdasarkan pembahasan dalam skripsi ini dipefa&hkan bahwa graf kosong,
graf komplit, graf bipartisi komplit, graf sikel gap, dan graf lintasan adalah graf
perfect, karena beberapa graf tersebut memilildngian clique dan bilangan khromatik

yang sama.



4.2 Saran

Berdasarkan pembahasan yang dilaksanakan, penuésyamankan agar
pembuktian graf perfect dapat dilanjutkan kepadalpetian berbagai macam graf yang

lain, misalkan pada graf sikel ganijil, graf euldan graf pohon. Analisis lebih lanjut dari

graf perfect adalah analisis tentang graf supegperf
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