UKURAN LEBESGUE DALAM GARIS BILANGAN REAL

SKRIPSI

Oleh:

MUTHMAINNAH
NIM : 04510004

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI (UIN) MALANG

Oktober 2008



UKURAN LEBESGUE DALAM GARIS BILANGAN REAL

SKRIPSI

Oleh:
MUTHMAINNAH
NIM: 04510004

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI (UIN) MALANG
MALANG

Oktober 2008



UKURAN LEBESGUE DALAM GARIS BILANGAN REAL

SKRIPSI

Diajukan Kepada :
Universitas Islam Negeri Malang
Untuk Memenuhi Salah Satu Persyaratan Dalam
Memperoleh Gelar Sarjana Sains (S.Si)

Oleh:
MUTHMAINNAH
NIM : 04510004

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI (UIN) MALANG
MALANG

Oktober 2008



UKURAN LEBESGUE DALAM GARIS REAL

SKRIPSI

Oleh:
MUTHMAINNAH

NIM : 04510004

Telah Disetujui untuk Diuji

Malang, ... Oktober 2008

Dosen Pembimbing |, Dosen Pembimbing, Il

Drs. Usman Pagalay, M.Si Ach. Nashichuddin, MA.

NIP. 150 327 240 NIP. 150 302 531
Mengetahui,

Ketua Jurusan Matematika

Sri Harini, M. Si
NIP. 150 318 321




UKURAN LEBESGUE DALAM GARIS BILANGAN REAL

SKRIPSI

Oleh:
MUTHMAINNAH
NIM: 04510004

Telah Dipertahankan di Depan Dewan Penguji Skdpsi

Dinyatakan Diterima sebagai Salah Satu Persyaratan
untuk Memperoleh Gelar Sarjana Sains (S.Si)

Tanggal:
20 Oktober 2008

Susunan Dewan Penguiji: Tanda Tangan

1. Penguji Utama : Wahyu H. Irawan, M.Pd ( )
NIP. 150 300 415

2. Ketua : Sri Harini, M.Si ( )
NIP. 150 318 321

3. Sekretaris : Drs. Usman Pagalay, M.Si  ( )
NIP. 150 327 240

4. Anggota : Ach. Nashichuddin, MA. ( )
NIP. 150 302 531

Mengetahui dan Mengesahkan,
Ketua Jurusan Matematika

Sri Harini, M.Si
NIP. 150 318 321




UKURAN LEBESGUE DALAM GARIS BILANGAN REAL

SKRIPSI

Oleh:
MUTHMAINNAH
NIM: 04510004

Telah Dipertahankan di Depan Dewan Penguji Skdpsi

Dinyatakan Diterima sebagai Salah Satu Persyaratan
untuk Memperoleh Gelar Sarjana Sains (S.Si)

Tanggal:
20 Oktober 2008

Susunan Dewan Penguiji: Tanda Tangan

1. Penguji Utama : Wahyu H. Irawan, M.Pd ( )
NIP. 150 300 415

2. Ketua : Sri Harini, M.Si ( )
NIP. 150 318 321

3. Sekretaris : Drs. Usman Pagalay, M.Si  ( )
NIP. 150 327 240

4. Anggota : Ach. Nashichuddin, MA. ( )
NIP. 150 302 531

Mengetahui dan Mengesahkan,
Dekan Fakultas Sains dan Teknologi

Prof. Drs. Sutiman B. Sumitro, SU., DSc.
NIP. 130809 123




PERSEMBAHAN

Alhamdulillah wa syukurillah.

Dari relung hati yang terdalam.

Kuucap beribu syukur atas nikmat, taufik, hidaydédn maunah-Mu Ya Allah .....

Yang semoga selalu memberikan Ridho-Nya.

Sholawat ma’a salam kuhaturkan keharibaan-Mu pekyépti, penyempurna
akhlag, kekasih Allah Sayyidul Wujud Rasululah Sgang telah memberiku

kebanggaan dengan menjadi salah satu dari umatnya.

Kupersembahkan karya tulis ini untuk

Ibunda tercinta Ibu Ruchaniyah atas doa, pengorbamateriil, maupun moril,
serta spiritul dan ridhonya yang tulus dan terusmberiku kekuatan, spirit,
motivasi, dukungan, bimbingan, arahan, doronganasgat, pemikiran, masukan
yang selalu mengiringi langkah penulis untuk tdreiguang.

Aby M. Mansur, S. Ag yang selalu menjadi sumbepirgsi dan teladan untuk
terus berkarya serta optimis.

Adik Mauidhotul Husna yang selalu memberikan bamtd@ngan ikhlas dan tanpa
mengeluh dalam menyelesaikan skripsi ini.

Kakek Burhan, nenek Fathonah, kakek Abdul ManafiekeTaslimah yang
senantiasa mendo’akan, dan memberikan nasihatatasituk tidak pernah ada

kata malas dan putus asa.

Syukron katsiir ‘Alaa ...

Halaty Hj. Zainiyah, amy H. Ghufron, halaty Hj. @iyah, Akhy Fathur Rozi,
akhy M. Cholid, ukhty Nisful Laili, ukhty MuhimmatuFatati, Fatanur Baity
Tsulutsya, ukhty Khusnul Khotimah, shoby Rifgi Athal, dan shoby Ali.



MOTTO

BERPIKIR DAN BERDZIKIR

Hidup ini adalah keyakinan dan perjuangan, danupegan seseorang mukmin
sejati tidak akan berhenti kecuali ketika keduapgak kakinya telah menginjak

pintu surga.

Saat sesuatu menjadi sebuah teka-teki.
Harus dilalui penuh percaya diri.
Saat sesuatu menjadi sebuah teka-teki.

Dan harus tetap dilalui untuk mengungkap misteri.

Terbanglah menantang.

Prestasi membentang jadilah biang.
Jadilah biang!

Jadilah biang!

Jadilah biang!



SURAT PERNYATAAN

Dengan ini, saya yang bertanda tangan di bawah ini:

NAMA : MUTHMAINNAH.

NIM : 04510004.

JURUSAN : MATEMATIKA.

FAKULTAS : SAINS dan TEKNOLOGI.

JUDUL SKRIPSI : UKURAN LEBESGUE DALAM GARIS BILAN@GN
REAL.

Dengan ini saya menyatakan, bahwa dalam skripsdek terdapat karya
yang pernah diajukan untuk memperoleh gelar kaisagn pada suatu Perguruan
Tinggi, dan sepanjang pengetahuan saya, juga tetdkpat karya atau pendapat
yang pernah ditulis atau diterbitkan oleh orang.|akecuali yang secara tertulis
diacu dalam naskah ini dan disebutkan dalam daftstaka, serta skripsi ini
merupakan hasil karya cipta saya, bukan jiplakam tttaan dari skripsi orang

lain.

Malang, 23 OktoB608

MUTHMAINNAH
NIM. 04510004




KATA PENGANTAR

Alhamdulillah, segala puja dan puji syukur kehatdikblah SWT yang telah
melimpahkan rahmat, taufig, hidayah, dan mau'nahingga penulis dapat
menyelesaikan skripsi yang berjudul "Ukuran Lebesdalam Garis Real” ini
diberi anugerah oleh Allah berupa kelancaran, sgairdapat diselesaikan tepat
sesuai dengan jadwal rencana kerja yang telamutienst.

Shalawat serta salam tetap terhaturkan dan terdumglahkan keharibaan
Nabi besar Muhammad S.A.W. selaku pembawa beritgbga bagi orang yang
beriman dan pemberi peringatan bagi orang yangetaagnya, serta sebagai
utusan yang membawa risalah dan menyempurnakaacpkidnusia.

Skripsi merupakan karya ilmiah yang disusun olethaseswa Program
Sarjana (Sl) sebelum dinyatakan lulus sebagai sgmsarjana pada bidang ilmu
tertentu. Skripsi berjudul "Ukuran Lebesgue dalaari&Real” ini ditulis bukan
bermaksud untuk membuktikan teorema-teorema damétamma yang terdapat
dalam ukuran Lebesgue dalam garis real, karena lipetidak memiliki
kemampuan itu. Skripsi ini mencoba menjelaskan, detilkan, dan
memaparkan, serta memberi cara lain untuk memlarkthkebenaran teorema-
teorema dan lemma-lemma yang sudah terdapat p&dablolu referensi ukuran
Lebesgue yang sebagian besar masih berbahasaslrdggri yang pembuktian
teoremanya masih belum detail menimbulkan kesuylgartama untuk memahami
bahsa Inggris itu sendiri, dan kedua memahami mgwrg memang sangat

abstrak.



Skripsi ukuran Lebesgue dalam garis real ini dissidalam empat bagian
besar, meliputi: (a) Pendahuluan, yang memuat l&@akang diambilnya
judulukuran Lebesgue dalam garis real yang jugaetirasikan dengan QS Al —
Qomar ayat 49, rumusan masalah, tujuan penulisamfaat penlisan, batasan
masalah, metode penelitian, dan sistematika pemylig) Kajian teori, memuat
himpunan berhingga dan himpunan tak berhingga, agpehimpunan yang
diperumum, penutup atau closure, partisi, lingkungsauneighborhood sifat
kelengkapan padl, interval, titik interior dan himpunan buka dal:J}, titik
limit, himpunan tertutup, himpunan denumarabel #antabel, compact sets:
Teorema Heine-Borel, barisan monoton, dan nilai lakutserta tafsir dan
penjelasan QS Al-Qomar ayat 49, (c) Pembahasan,uateteorema-teorema,
lemma-lemma, bukti-bukti, dan contoh-contohnya,tasentegrasi pembuktian
kebenaran teorema-teorema dan lemma-lemma ukutaesgee dalam garis real
dengan QS Al-Qomar ayat 49, dan (d) Penutup, merkaaimpulan hasil
penelitian dan saran untuk penelitian selanjutnya.

Penyusunan skripsi ini tidak terlepas daimgan do’a dan besarnya
motivasi, dukungan, bimbingan, arahan, dorongamasgat, spirit, pemikiran,
serta bantuan dari berbagai pihak. Oleh karenpada kesempatan kali ini, suatu
kebanggaan bagi penulis untuk memberikan penghawdmaucapan terima kasih
yang akan disampaikan kepada :

5. Bapak Prof. Dr. H. Imam Suprayogo, selaku Rektd¥ WMalang.
6. Bapak Prof. Drs. Sutiman B. Sumitro, SU., DSc.lalee Dekan Fakultas

Sains dan Teknologi UIN Malang beserta stafnya.



7. Ibu Sri Harini, M.Si, selaku Ketua Jurusan Matefkmmfrakultas Sains dan
Teknologi UIN Malang.

8. Bapak Drs. Usman Pagalay, M.Si, selaku Dosen PehibgnSkripsi,
yang telah memberikan pengarahan dalam menganatista dan
membuktikan teorema, lemma, serta corollary, meikderbimbingan
dalam menyelesaikan soal-soal tentang ukuran Lebesgerta telah
memaparkan dengan jelas jawaban dari semua peatanyang penulis
ajukan dalam menyelesaikan skripsi ini.

9. Bapak Ach. Nashichuddin, MA., selaku Dosen Pembimbi, yang telah
memberikan pengarahan dalam menganalisis, meraisakat-ayat Al —
Qur'an, dan memberikan penjelasan tentang integratra QS Al —
Qomara ayat 49 dan ukuran Lebesgue dalam garis seala telah
memaparkan dengan jelas jawaban dari semua peatarnyang penulis
ajukan dalam menyelesaikan skripsi ini.

10.Abi Moh. Mansur, S.Ag, ibu Ruchaniyah, dan adik Miotul Husna,
serta segenap keluarga yang telah meridhoi danakabgrkorban baik
materiil maupun moril, serta spirituil yang berupa’a yang selalu
mengiringi setiap langkah penulis.

11.Saudara dan sahabat seperjuangan yang seangketaanjunatematika
Fakultas Sains dan Teknologi yang telah memberskembangsih berupa
masukan, pemikiran, dan ide demi kelancaran sefsangelesaian skripsi
berlangsung.

Dan pihak—pihak lain yang selalu membantu.



Semoga segala yang beliau lakukan menjadi amaélshnendapat ridho
Allah SWT. Keterbatasan ilmu yang dimiliki penulisienjadi celah timbulnya
kekurangan, jauh dari sempurna, dan kesalahan. ®#&hna itu, penulis
menerima dan mengharapkan masukan, saran, kriik, tdguran dari semua
evaluator dan pembaca demi kesempurnaan skripsb@émoga skripsi ini dapat
memberikan manfaat dan dapat menjadi literatur ppdah wawasan dalam aspek
pengajaran bidang matematika dan khususnya padaahasuran. Amiin.

MalangOktober 2008

Penulis.



DAFTAR |ISI

Halaman
HALAMAN JUDUL ..ottt e e e e e e i
HALAMAN PERSETUJIUAN ..ottt ettt ee e eaen e renens ii
HALAMAN PENGESAHAN ...ttt e nens iii
HALAMAN PERSEMBAHAN ...ttt e e eeaeenes iv
HALAMAN MO T T O it ettt e e e e e et e e e e e e eeneeeenen Vv
SURAT PERNY AT AAN .ottt ettt et e e e e e e eeeens Vi
KATA PENG AN T AR oottt et et et e e e enees Vii
[ 1A o ) U Xi
A B S T R A et ——— e e Xiv
BAB | : PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang ........cooooiuiiiiii e 1
1.2 RUMUSAN MASAIAN ... ...ee i et 7
A3 TUJUAN.....ooueeiiiai i iieieiieiie e smmmcae s vt e eeenssssaasasaasssnnsafie duteeenns 7
Y Y o] == | TR 7
1.5 Batasan MasSalah .........c.ooeieniiii e eas 8
1.6 Metode Penelitian. ... .. oouviniie it e e eas 9
1.7 Sistematika PenuliSan ........cooie s 10

BAB Il : KAJIAN TEORI
2.1 Himpunan Berhingga dan Himpunan Tak Berhingga............... 11
2.2 Operasi Himpunan yang Diperumum.........cccccceeeeeiiiieeeeinnnnnnn. 12

2.3 Penutup atau ClOSUIE...........ouuuiiiieeieeeeeeee e 14



2 Pal IS e 15

2.5 Lingkungan atau Neighborhood............coeeeeiiiiiiieeeneeiinnnnnn.. 16

2.6 Sifat Kelengkapan padh.............cccoeveuiuiiiiineeieiiiiie e eeeeeennn 18
2.7 INTEIVAL ... e 22
2.8 Titik Interior dan Himpunan Buka dalaim...................cccccevveennnn. 25
2.9 TtIK LIMIT.ceiiieiieiiiieie ettt 82
2.10 HIMPUNAN TEITULUP .cvvvitiieeeee et ceeeeeii e eeeiiii e e e e eeeeees 31

2.11 Himpunan Denumarable dan Kontable ... 33

2.12 Compact sets: Teorema Heine —Borel .....cccccco.iiiiiiiiiiiinnnn, 38
2.13 Barisan MONOTON .......ccciiiiiiiii et 41
2,14 Nilai MUHAK ....coooiiiiiiiieee e 45
2.15 Tafsir dan Penjelasan QS Al — Qomar ayat 49...................... 48

BAB Il : PEMBAHASAN
3.1 Ukuran Kumpulan Terbuka Terbatas..........ccccooceveiiieiiiinnenn, 54
3.2 Ukuran Kumpulan Tertutup Terbatas.......ccccceeeviiieneeiiiiiinnnnnnn. 70
3.3 Pengaiatan Antara QS Al- Qomar Ayat 49 dan

UKuran LEDESQUE..........cooiiiiie e .89

BAB IV : PENUTUP
4.1 KeSIMPUIAN ....oevnii e s e e e e e e e e e 97
4.2 SAIAN . e 98.

4.2.1 Bagi Jurusan Matematika Fakultas Sains dan



Teknologi UIN Malang.............o oo

4.2.2. Bagi Peneliti selanjutnya............cccceeviiiiiinieieiiiiiiiiee e

DAFTAR PUSTAKA

CURICULLUM VITAE ...ttt



ABSTRAK

Muthmainnah. 2008Jkuran Lebesgue Dalam Garis Bilangan Real.
Pembimbing: Drs. Usman Pagalay, M.Si. dan Ach. kasiudin, MA.

Kata Kunci: Ukuran Lebesgue, Garis, Bilangan real.

Ukuran Lebesgue pertama kali ditemukan oleh HemgnlLLebesgue, pada
tahun 1875-1944. Ukuran Lebesgue ¢A-iyang dinotasikar,U(A) merupakan
ukuran himpunar AU U (ukuran dari suatu bilangan real nonnegatif). Oleh
karena itu, ukuran Lebesgue dinobatkan sebagai gleanpintu teori tentang
ukuran dalam garis bilangan real. Berdasarkan lzgtakang tersebut, penelitian
ini dilakukan dengan tujuan untuk: menyebutkan, diedripsikan, menganalisis,
dan membuktikan teorema-teorema yang berlaku p&deamn Lebesgue dalam
garis real.

Penelitian ini lebih bersifat analisis dan dilakaldengan cara studi literatur
dengan mempelajari buku-buku teks penunjang darst@si dengan dosen
pembimbing. Dalam hal ini penulis akan memaparkan mhenjelaskan definisi,
menganalisis dan membuktikan kebenaran teoremarteorukuran Lebesgue
yang terdiri dari: (1) Ukuran kumpulan terbuka tges, (2) Ukuran kumpulan
tertutup terbatas, (3) Ukuran luar dan ukuran da@nUkuran kumpulan terukur
terbatas yang populer dengan Uji Caratheodory.

Teorema-teorema yang dianalisis dan dibuktikan kaf@nya, antara lain:
(1) Jika M menyatakan koleksi kumpulan terbuka terbatas #amenyatakan

fungsi ukuran , mak#:M - 0 persifat:
(@) 0 u<(G)<o(GOM);
(b) G OM (1=12),6,06G, = uG,)< uG,);

© G OM(=12.)G nG =ali#j)= Qeijzz;/(ei);

i=1

()G DM 3 UGJ Z,u

(2) Jika H menyatakan koleksi kumpulan tertutup terbatas, n#:H - U
bersifat:

(@) 0< u(F) <o (FOH);
() FOH(=12), F, OF, = u(F) < u(F,);

© FOH([=12.) FnF =g¢(i# j):y@ﬁ]:zu(ﬁ)

i=1



BAB |

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang.

Matematika merupakan suatu ilmu yang mempunyai lolggian abstrak,
yang universal yang mendasari perkembangan teknmlodern, dan mempunyai
peran penting dalam berbagai disiplin serta mengegikan daya pikir manusia.
sehingga memuat variabel-variabel yang bermanfagt Hisiplin ilmu lain.
Dalam hal ini memacu pengguna matematika lebih &@agan luas karena tidak
dibatasi oleh suatu konsep tertentu. Pola pikirematika bersifat deduktif yaitu
dari obyek yang umum menuju suatu pengambilan skesimpulan, sehingga
dapat menjembatani menuju langkah selanjutnya.

Aplikasi matematika dapat diamati dalam proses elsgian suatu
permasalahan yang dimodelkan dalam konsep matanatiBengan
memperhatikan semesta pembicaranya, konsep tersafan lebih mudah
diselesaikan dan dapat diambil suatu perkiraan yasgdekati suatu kesimpulan.
Jika suatu permasalahan itu kompleks, maka dapentlik sistem matematika.
Sehingga aplikasi—aplikasi matematika seperti pabdangan pesat di bidang
teknologi informasi dan komunikasi dewasa ini diasi oleh perkembangan
matematika yang menitikberatkan pada perbedaark-eapeek teori. Dari sudut
pandang adanya macam—-macam aspek teori tersebuty ihatematika
memperlebar cakupan pemahamannya pada beberapaycabperti matematika

analisis, statistik, dan pemrograman (Parzynsi82139).



Analisis matematika modern atau kalkulus lanjuidak menekankan pada
perhitungan dan rumus atau aturan, tetapi pembahgsadidasarkan pada
pengembangan konsep dasar dan teori dengan methkggupanalaran untuk
memperoleh prinsip—prinsip yang berupa definissi@ka, lemma, corollary, dan
teorema—teorema beserta pembuktiannya. Sedangkasifikdsi materi dan
pendekatannya memang bersifat sangat abstrak tatif inntuk memahami dan
mengembangkan metode—metode dan teknik—teknik yipergunakan dalam
bukti—bukti. Sehingga suatu pemahaman yang bailgatadiperlukan untuk
kesuksesan dalam mempelajari analisis matematikaainS itu, analisis
mendominasi wilayah dari matematika. Karena idesydemerupakan dasar dan
keutamaan yang tidak hanya didefinisikan saja,ptetatinya diterima secara
universal (Golbert, 1976:2).

Himpunan dalam matematika didiskripsikan sebagaitususuku, suatu
himpunan adalah koleksi yang didefinisikan dengaasj dari obyek—obyek yang
disebut elemen—elemen atau anggota—anggota, sedangiuku hanya
didefinisikan artinya untuk beberapa mekanisme yegtgeradaannya digunakan
untuk menentukan suatu anggota dari himpunan. Addgpmpunan merupakan
suatu konsep yang paling penting dalam analisisemmatika dan aplikasi—
aplikasinya menduduki suatu peranan pusat dalanermaénjang selang suatu
interval (Paul, 1978:49).

Suatu barisan adalah suatu yang domain (daerahrgsahdalah himpunan
bilangan asli, sedangkan fungsi—fungsi yang didsikan padaN (bilangan—

bilangan asli) adalah suatu subset (U-i(bilangan—bilangan real) yang dapat



menunjukkan nilai dari suatu barisan. Selain itondep barisan digunakan
sebagai alat dan ide limit dari suatu barisan yawegnpersiapkan simbol lebih
umum yaitu limit fungsi. Sehingga barisan adalahddsar untuk semua limit dan
fungsi, sedangkan untuk fungsi—fungsi terbatas pada merupakan dasar dari
kalkulus (Paul, 1978:216).

Himpunan bilangan real mempunyai sifat—sifat analoguk barisan dari
bilangan real. Barisan dan himpunan dari bilangeed dapat disebut sebagai
koleksi—koleksi dari bilangan real. Suatu himpusabagai bagian dari struktur
suatu barisan dan digunakan dalam suatu spectrutenmatka yang luas.
Sedangkan range dari suatu barisan adalah suapuhém yang sifat-sifatnya

dapat menolong dalam menentukan karakteristik—kareskik dari barisan. Jika
range dari barisan dinotasik‘{an} yang didefinisikar{an InO D} dan terbatas,

maka barisannya adal‘{an} itu sendiri. Tetapi sebaliknya, syarat perlu damtu

barisan yang konvergen adalah terbatas. Karena omgrapsatu titik cluster (titik
limit). Sehingga himpunan analog dari suatu titikkster (titik limit) dari suatu
barisan dengan pengkhususan—pengkhususan tertfudefinisinya (Manfred,
2001:23).

Kekontinuan adalah konsep yang paling penting datetematika analisis,
dan aplikasi—aplikasinya menduduki suatu peranasatpdalam materi panjang
selang suatu interval. Suatu fungsi yang kontinuupekan pengertian tertentu
dari suatu ukuran.

Definisi—definisi dan teorema—teorema dalam himpudan barisan sangat

dibutuhkan dalam mengkonstruksi ukuran. Oleh seliab dipergunakan



perluasan sistem bilangan real yang merupakan kudkteal dan bagian penting
untuk memulai ide yang lebih dasar serta aproksioes suatu ukuran. Sehingga
suatu himpunan dan barisan memicu perkembangamapsbteori ukuran, antara
lain ukuran pada ring, ukuran Hausdorff, ukuran fdatan ukuran Spectral.
Sedangkan setiap himpunan yang mempunyai pendekgdag baik dari
himpunan—himpunan kompak (Compact sets) mempetkamaukuran luar
(Outer measure) dan ukuran dalam (Inner measuagl),(P978:73).

Teori ukuran merupakan suatu ilmu utama yang temknadi dalam
kelompok analisis dan merupakan pembahasan poktkmdéalkulus, serta
merupakan salah satu topik yang terdepan. Sepmdi-ilmu yang lain dalam
matematika, maka teori ukuran modern bukanlah duloyati dan masih tetap
berkembang luas seperti ilmu—ilmu lainnya baik dadgi teori maupun
pemakaiannya. Selain itu, konsep ukuran lebih memen pada variabel real
dengan teori utama kalkulus modern.

Teori ukuran didasarkan pada suatu teori dari himaputerukur. Ide dan
gagasan teori ukuran berasal dari suatu himpunarg y@alam urutannya
didasarkan pada ide primitif dan klasik dari ukur@aolume) suatu interval.
Pendekatan alternatif dari suatu ukuran akan mdampEngkan suatu keluarga
dari himpunan dan mengasumsikan bahwa mereka seengunyai ukuran. Hal
itu mengasumsikan bahwa setiap anggota dari himpudapat diklasifikasikan
dalam anggota yamg memenuhi dasar dan syarat datu sukuran (Paul,

1978:121).



Berasal dari asumsi tersebut, maka pada tahun 1848—Henry Leon
Lebesgue, seorang matematikawan Prancis mencefemdmena generalisasi
panjang atau ukuran selang. Selanjutnya Lebesgugusen suatu ukuran yang

sangat diperlukan dalam banyak wilayah matemat#éayydikenal dengan nama
ukuran Lebesgue Ukuran Lebesgue daA yang dinotasikal,U(A) merupakan

ukuran himpuna/AU U (ukuran dari suatu bilangan real nonnegatif). Sgkian
dengan menggunakan ukuran Luar, Lebesgue menyusom tkuran luar
Lebesgue. Ukuran luar Lebesgue ini merupakan ukuuam yang teratur,
sehingga bahwa suatu ukuran menyebabkan timbulkyean luar dan bahwa
ukuran luar juga menyebabkan suatu ukuran. Keduamgaupakan suatu
ketentuan yang alami. Lalu dengan menggunakan okai@am, Lebesgue
menyusun teori ukuran dalam Lebesgue (Frank, 1993:6

Selanjutnya Lebesgue memperluas daerah definisiankya pada ukuran
kumpulan terbuka dan tertutup terbatas yang menkEsamasing—masing
definisinya pada teorema Caratheodory. Kemudiamaterstruktur komplit dari
himpunan—himpunan, maka Lebesgue memperluas ddefatdisi fungsi ukuran
pada garis real atau meletakkannya dalam ruangndird . Dalam hal ini suatu
tugas yang nontrivial untuk menentukan terdapatmgaunan—himpunan terukur
atau tidak. Fungsi—fungsi pal! diasumsikan pada sifat variasi dari garis real
0. Jadi ukuran Lebesgue dinobatkan sebagai pembnkatpori tentang ukuran
dalam garis real. Dengan menggunakan ukuran Lebesgaka Lebesgue
menciptakan dan menyusun suatu teori integral pang dikenal dengan nama

integral Lebesgue, sebab penerapan ukuran Lebgsaee integral Lebesgue,



mengakibatkan bahwa integral Lebesgue memberikaitugsan indah dari
integral Riemann dan integral Stieltjes, karenagral Lebesgue membuat lebih
banyak fungsi dapat diintegralkan, tetapi tidakldder sebaliknya. Jadi ukuran
Lebesgue dalam integral Lebesgue termasuk pembahzsa dalam analisis
matematika modern (Frank, 1993:121).

Sains mengungkapkan bahwa alam semesta ini tidgkditesecara
kebetulan. 'Tuhan tidak sedang bermain dadu”, ymgkidert Einstein. Semua
berdasarkan perhitungan, ukuran, dan perencanaan ijatang, bahkan ketika

dentuman besar pertama dimana Allah, dengan katan-Mya”, Jadilah,
menciptakan alam semesta dalam hitungaD hingga 10 detik. Stepphen

Hawking mengatakan “Seandainya pada saat dentuessar kerjadi kurang atau
lebih cepat seperjuta detik saja, maka alam sentiestia akan seperti ini (Abah,
2007:19).

Firman Allah dalam surat Al — Qomar ayat 49

Artinya: Sesungguhnya Kami menciptakan segala aemenurut ukuran.
Berdasarkan QS Al — Qomar ayat 49, uraian dan paraagersebut, dalam

skripsi ini akan mengitlakkan UKURAN LEBESGUE DALAM GARIS

BILANGAN REAL ". Dibahas juga sifat—sifat dasar, teorema-teoremufa)

lemma-lemma, serta pembuktian kebenarannya.



1.2. Rumusan Masalah.
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusesalah dalam skripsi
ini adalah :
Apa teorema—teorema dan bagaimana pembuktiannya pekdiran

Lebesgue dalam garis bilangan real ?

1.3. Tujuan Penulisan.
Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka tuglamgbenulisan skripsi
ini adalah :
Menyebutkan dan mendiskripsikan, serta membuktie@mnema—teorema

yang berlaku pada ukuran Lebesgue dalam garisgaifareal.

1.4. Manfaat Penulisan.
Penulisan skripsi ini bermanfaat bagi :

1.4.1. Penulis, yaitu sebagai penambalygtahuan tentang teori-teori yang
terkait dengan teori ukuran.

1.4.2. Pembaca, yaitu sebagai wahana dalam menakhlbbzanah keilmuan
dan sebagai titik awal pembahasan yang bisa dilanjuatau lebih
dikembangkan.

1.4.3. Lembaga, yaitu sebagai tambahan pengetahuan daakaugang

terkait dengan teori ukuran.



1.5. Batasan Masalah.
Supaya pembahasan lebih terfokus, maka dalam skriggenulis membuat

batasan masalah dalam pembahasan, yaitu bahwai miatean Lebesgue yang

dianalisis mencakup, antara lain:

12. Ukuran kumpulan terbuka terbatas,
Jika M menyatakan koleksi kumpulan terbuka terbatas #n
menyatakan fungsi ukuran , mak#- M - 0 dibatasi oleh:
0<u<(G)<o(GOM)

13. Ukuran kumpulan tertutup terbatas,
Jika H menyatakan koleksi kumpulan tertutup terbatas, maka
#:H - O dibatasi oleh0< 4(F) <o (FOH);

14.Ukuran luar kumpulan terbatas,
Ukuran luar, dibatasi oleh0< 4 (E) < oo(E02"):

15. Ukuran dalam kumpulan terbatas,

Ukuran dalam g2t 0 yang dibatasi
oleh 0< . (E) < w(ED27),

16.Kumpulan terukur terbatas,
Jika A menyatakan koleksi kumpulan terukur terbatas (n
menyatakan fungsi ukuran , mak#:A - U dibatasi oleh:
0< u(E)<w,(EOA)

Dengan menerapkan teori dan konsep secara mendetdadng himpunan,

barisan, dan fungsi kontinu. Karena himpunan, barislan fungsi kontinu sangat



berkaitan, menyangkut, dan mendukung sehinggarteodari ukuran Lebesgue

terbukti kebenarannya.

1.6. Metode Penelitian.

Skripsi ini merupakan penelitian yang berjenis &maldan dilakukan
dengan cara studi literatur dengan mempelajari boilkiu teks penunjang, karya—
karya ilmiah yang disajikan dalam bentuk jurnalpdean penelitian, dan
konsultasi dengan dosen pembimbing yang dalam rhaselaku praktisi dan
sekaligus pemateri atau nara sumber, baik dalaseprperencanaan, pengerjaan,
revisi sampai menuju penyelesaian masalah. Dalam ifapenulis akan
membuktikan teorema-teorema pada ukuran Lebesdaendgaris bilangan real.
Selain itu, penulis akan memaparkan dan menjeladkdinisi, sifat—sifat dasar
diskriptif, dan teorema-teorema dari himpunan, dzarj dan fungsi kontinu yang
mendasari dan mempunyai kaitan erat dengan teankoran Lebesgue.

Adapun metode penelitian penulis, yaitu suatu nmeetpengumpulan data
yang dilakukan dengan cara mempelajari buku-buks tebagai sumber data
yang mengandung materi-materi yang banyak berhaurdengan analisis
matematika tentang teori ukuran dalam garis bilanggal, khususnya ukuran
Lebesgue, serta dalam skripsi ini penulis membaktiteorema-teorema sebagai
data dengan menentukan konsep yang diperolehitdsaitur.

Adapun teknik analisis dengan metode kualitatifituyametode yang
menyebutkan definisi-definisi, lalu pengumpulan réeea-teorema untuk

dibuktikan kebenarannya, setelah itu mengambil aloiebntoh yang berkaitan



dengan teorema-teorema ukuran Lebesgue, menyelasaiktoh-contoh dengan
menerapkan teorema-teorema yang telah dibuktikdrereannya, kemudian

langkah terakhir menarik kesimpulan.

1.7. Sistematika Penulisan.
Skripsi ini terdiri dari empat BAB, antara lain :
BAB | PENDAHULUAN, memuat latar belakang ypanjuga
diintegrasikan dengan QS Al — Qomar ayat
49, rumusan masalah, tujuan penulisan,
manfaat penulisan, batasan masalah,
metode penelitian, dan sistematika
penulisan.

BAB Il KAJIAN TEORI, memuat definisi-definisieorema-teorema
beserta pembuktiannya dan contoh-contoh
pada konsep himpunan dan barisan, serta
tafsir dan penjelasan QS Al-Qomar ayat 49.

BAB Il PEMBAHASAN, memuat teorema-teorema, buktikhi, dan
contoh-contoh ukuran Lebesgue dalam
garis real, serta integrasi antara QS Al-
Qomar ayat 49 dengan ukuran Lebesgue
dalam garis bilangan real.

BAB IV PENUTUP, memuat kesimpulan hasil giran dan saran

untuk penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN TEORI

2.1. Himpunan Berhingga dan Himpunan Tak Berhingga.

2.1.1. Definisi :

Jika A, ={123...n} dengann bilangan asli, didefinisikan himpunan
berhingga sebagai berikut :

HimpunanH disebut himpunan berhingga ati@ite jika dan hanya jikaH # ¢
atau ada himpunam\, sedemikian hinggaH C A, (H ekuivalen dengamj,))
untuk suatun bilangan asli.

Berdasarkan definisi tersebut di atas bisa dikatak#atu himpunafinite jika
banyaknya anggota himpunan tersebut merupakargbiacacah tertentu.

Pada himpunan berhinggafin{t) pengertian ekuivalen mempunyai
konsekuensi bahwaA [ B(A ekuivalen denganB) jika dan hanya jika
n(A)=n(B) (jumlah anggota himpunanA sama dengan jumlah anggita
himpunan B). Tetapi hal ini tidak berlaku jikaA dan B himpunan Tak
berhingga iffinit) (Wahyudin, 1985:18).

Contoh :
Himpunan berhingga

1. B:{p,q,r,s,t} adalah contoh himpunafinit karena n(A):S atau

BCA,

2. C={ala primadan2<ax<30.



Himpunan Tak Berhingga
1. 6={1357,..}.
2. P ={x| x bilangan prima}.
3. [0 = Himpunan bilangan real.

4. 1 ={x|-1sx<t=[-11]

2.2.0perasi Himpunan yang Diperumum.

2.2.1. Definisi :

Himpunan yang dituliskan dengan lambay dinamakan himpunan
berindeks, dan [ disebut sebagai indeks, dengan
I :{i [iON, N himpunarbilanganasli} disebut sebagai himpunan indeks.
Kelas dari himpunan berindeks ditulis
{A.i01} atau{A} , atau hanya dituli§A} (Wahyudin, 1985:8).

Contoh :

D, ={x|xON, x kelipatan dari n[JN};

D, ={1234,..}
D, ={2468..};
D, ={36912..} dan seterusnya.

Jika operasi gabungan dan irisan dilakukaolaeg dengan memperluas sifat
assosiatif kepada sejumlah himpunan yang banyakeyhingga yang termuat

dalam kelas himpuna{'A} denganl :{l2,3,...,n}, maka diperoleh :

idl



U,A=U.A=AO0ADOAD.OA.
N.A=.A=AOADAD.OA,.
2.2.2. Definisi :
UiDI A terdiri dari unsur—unsur yang berbeda pada paledjkit satu unsur
dalamA, dimanailll, atau lebih singkat ditulis :
U, A ={x|0iol, xOA}
ﬂim A terdiri dari unsur—unsur yang merupakan unsursktiap A , dimana
i 01, atau singkat ditulis :
N, A ={xIxOA,Di0I} (Wahyudin, 1985:9).
Contoh :
1. Misalkan A ={110}, A, ={ 24610, A, ={369}, A, ={48}, A, ={5610
dan jikal :{2,3,5}, maka

U,A=AD0ADA ={ 23456810

NuA=AnANA={6
2. Misalkan B, :[O,ﬂ, nON himpunan bilangan asli, maka

ﬂiDN B = {O}dan ﬂiDN B = [0’1]



2.3.Penutup atau Closure.
2.3.1.Definisi :

Penutup atau closure daii ditulis A adalah irisan dari semua himpunan
bagian tutup darX yang memuatA .

Dengan kata lain, jikiFi (0 I} adalah kelas dari semua himpunan bagian tutup

dari X yang memuatA, maka

A=F

berdasarkan uraian tersebut te#tumerupakan irisan dari semua himpunan tutup

dan A merupakan superset tutup terkecil yang menfuayaitu

AOAOF

2.3.2.Aksioma Kuratowski
1Lo=g
2AAD0A

3.A0B=AOB.

4. A=A (Wahyudin, 1985:31).

Contoh :

NP

N
Wl

1. Misalkan A:{O,l } himpunan bagian dari himpunan bilangan

real J, makaA mempunyai tepat satu titik limit yaitu O.

)

NP

N
(SRR

JadiA= {O,l



2. Setiap bilangan reah[1[] adalah titik kumpul dari himpunan bilangan

rasionalQ.

Jadi penutup atau closure d&iadalah himpunan bilangan redl yaitu

Q=0.

2.4. Partisi.
2.5.1. Definisi :

Partisi suatu himpunan adalah kelas himpunan bagkakosong dari suatu
himpunan yang memenuhi sifat sebagai berikut :

1. Gabungan seluruh himpunan bagian dalam kelas tersebuipakan

himpunan itu sendiri.

2. Sebarang dua himpunan bagian tidak sama dari ketebtdrsaling asing.

Atau dengan kata lain jika himpunannya adafgahmaka partisi darA adalah

kelas himpunan bagiang },,, dari himpunam yang memenuhi :
1.(). B =Adan
ial

2. Untuk sebarangj berlaku salah satB; = B; atauB;n B; = ¢ (Wahyudin,
1985:9).
Contoh :
1. MisalkanA={1,2,3,...,9, 10}.
B,={1,3}B,={7,8,10},B3={2,5,6}, danB,={4,9}.

KelasB = { By, By, Bs, B4 } memenuhi sifat sebagai berikut :



B,UB;LUBsUBs={1,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10 } Adan untuk sebarang
I, j dimani, jU I = {1, 2, 3, 4 } berlakuB; = B; danBin B; = ¢, maka
B = { By, By, Bs, B4 } disebut partisi dari.

3. JikaN himpunan asliB himpunan bilangan genap, d&thimpunan bilangan

gasal, maka B, G } merupakan partisi dahl.

2.5. Lingkungan atau Neighborhood.
2.5.1. Definisi :

Misalkana OO dan& > 0. Himpunan

V.(a)={x00[x-4d <&}
disebut lingkungan- £ dari a.
Lingkungan daria adalah sebarang himpunan yang memuat lingkungarmari
a untuk suatus > 0.
Untuk semuadC dane >0, makaV,(a)={x00|a-e<x<a+&}.

Jadi jikayOVe(a), berartia—e<y<a+e.
2.5.2. Teorema :
Misal a0l [.
Jika xO0O termuat dalam sebarang lingkungan dgarmakax = a.
Bukti :
Karena x termuat dalam sebarang lingkungan dayi maka x[OV, (a), untuk
setiape > 0.

Andaikanx # a, makax—-a# 0, sehingggdx-a > 0.



Pilih £ =|x-al, makaxOV, (a). Berarti [x—a | <[x—d <& =|x-4.
Diperoleh|x—a| <|x—4d. Hal ini jelas tidak mungkin.
Jadi terbukti bahwa = a.

2.5.3. Definisi :

Misalkan p adalah titik dalamX Himpunan N O X. disebutneighborhood
dari titik p jika dan hanya jikaN adalahsupersetari suatu himpunan buka
yang memuatp atauG , ditulis dengan notadineignh, N€ighborhood disebut juga
sebagai tetangga atau lingkungan atau sekitaramar&esimbolik dapat
didefinisikan sebagai berikut :

Nheighx = N superset dariG, denganxOG, O N, dimanaG, himpunan buka
yang memuai.

Kata lain dari pernyataarN’'neighborhood titikp” adalah ” p titik interior dari
N "

Kelas dari semua neighborhood dauil] X ditulis N, dan disebut "Sistem
Tetangga” darip (Abdusysyakir, 2006:33).

Contoh :
1. Misalkan all0 dimanal] himpunan bilangan riil. Maka setiap interval

tertutup[a—é,a+6] dengan pusaa adalah neighborhood daai karena
interval tersebut memuat interval buf@— d,a + J) yang memuas.
2. Demikian juga jika pOO% maka setiap daerah tutup

{qD 02 |d y£0,0> O} dengan pusatpjuga neighborhood darip

(p.q



karena daerah tutup tersebut memuat daerah buka caleam buka
dengan pusap.
Untuk sistem lingkungaiN ; dari suatu titik p0 X ada 4 sifat yang disebut
sebagai ” Aksioma Neighborhood ” seperti dinyataklatam proporsisi sebagai
berikut :

1. N, # @ danp termasuk ke dalam tiap anggdtg,.

2. lIrisan dari dua anggothl , termasuk dalaniN .

3. Setiap superset dari anggdtg, termasuk dalanN .

4. Setiap anggotaN 0N, adalah superset dari anggo@[ N dengan
G adalah neighborhood dari setiap titik ddi yaitu GON,, untuk

setiapg OG (Wahyudin, 1985:35).

2.6. Sifat Kelengkapan padal .

2.6.1. Definisi :

Misalkan E O 0.

E disebutterbatas di atas( bounded abovégjika terdapatv 00 sehingga
X<V

untuk semuaxd E, danv disebut batas atasipper bound untuk E .

E disebutterbatas dibawah ( bounded beloy jika terdapau O O sehingga
us<x

untuk semuax 0 E, danu disebutbatas bawah( lower bound) untuk E .



E disebut terbatas ( bounded) jika terbatas diatas dan terbatas dibawah
(Abdusysyakir, 2006:34).
Contoh :

1. Misalkan A={123456}. HimpunanA terbatas di atas karera< 8§,
untuk semuaal] A Himpunan A juga terbatas di bawah kare@xa
untuk semuaal A Semua bilangan real< ®@nerupakan batas atas
untuk A, dan semua bilangan realkk mkrupakan batas bawah untédk
Jadi, himpunarmA adalah terbatas.

2. Himpunan bilangan asliN ={1234,..} terbatas di bawah darl

merupakan batas bawah, tetapi tidak terbatas sli ditea diberikarv 101,

maka terdapah J N sehinggan > v.
: 111 1 .
3. HimpunanE = {15,5,2,...} = {— [nO N} terbatas di atas oleh sebarang
n

bilangan realv=1dan terbatas di bawah oleh sebarang bilangan real
u< 0. batas atas terkecil adalah 1 dan batas bawalsseradalah O.

4. Himpunan kosong, yaity, terbatas di atas dan terbatas di bawah oleh
semua bilangarx 0 0. Dengan demikiarg tidak mempunyai batas atas

terkecil dan batas bawah terbesar.
2.6.2. Definisi :
Misalkan E 0 O,E # ¢ , dan terbatas di atas.[00 disebutbatas atas
terkecil ( supremun) dari E jika
1. x<v, untuk semuaE.

2. v<s, untuk semua s batas atas dak



Definisi di atas menyatakan bahwa agar] menjadi supremum dag
maka (1)v haruslah batas atas d&j dan (2)v selalu kurang dari batas
atas yang lain dart
2.6.3. Definisi :

MisalkanE O O, E # ¢ ,dan terbatas di atas.[] [ disebutbatas bawah

terbesar (infimum) dari E jika :

1. u<x, untuk semua[E.

2. s<u, untuk semuss batas atas daft

Definisi di atas menyatakan bahwa agarl] menjadi infimum dariE maka
(1) uharuslah batas bawah d&i dan (2)u selalu lebih dari batas bawah yang
lain di E.

Suatu himpunan paling banyak mempunyai sgicesnum atau infimum. Jika
supremum dan infimum dari suatu himpurarada, maka masing — masing
dinotasikan

SuptE daninf E

2.6.4.Aksioma Sifat Supremum padall .
Setiap himpunan tak kosongUdidan terbatas di atas mempunyai
supremum.
2.6.5. Teorema :
Setiap himpunan tak kosong di dan terbatas di bawah mempunyai
infimum.
Bukti :

Misalkan E O [0, E # ¢, dan terbatas di bawah.



Definisikan S ={- x| x 0 E}. Jika u batas bawah dai, maka

u<x, untuk semuaxJE.
Diperoleh

-x<-u, untuk semuaE.
Jadi(-u) adalah batas atas da3i

KarenaS tidak kosong dan terbatas di atas, ma&kamempunyai supremum.
Jika v adalah supremum da8 maka(-v) adalah infimum darE .
2.6.6. Teorema: (Sifat Archimedes).

Jikax O, maka terdapat bilangan aslil N sehinggax < n.
Bukti :
Misalkan xOO, dan andaikan tidak adall N sehinggax < n. Berarti, untuk
semuan N berlakun < x.
Jadi, N terbatas di atas olek
KarenaN # ¢ dan terbatas di atas makh mempunyai supremum, sebwuifl [J.
Karenav-1<v ,maka adan N sehinggav-1<m .
Diperoleh
v<m+1l

Karena m+10N, berartiv bukan batas atas daN. Kontradiksi dengarv
supremum darN.
Terbukti terdapat bilangan aslid N sehinggax <n.
2.6.7. Teorema: (Sifat Kepadatan pada

Misalkanx,y O denganx <y. Maka ada bilangan rasionalsehingga



X<r<y.
Bukti :

Tanpa mengurangi sifat keumuman, misalkam O, karena y—x>0, maka

terdapatn O N sehinggai <n. Diperolehny—-nx>1 atauny.nx+1
y—X

Karenanx> 0,maka terdapatm[] N sehinggam—-1<nx<m sehingga

m< nx+1. Jadi diperolehm < ny.

Jadinx <m<ny, dan dengan mengambil= m diperolehx<r <y
n

(Abdusysyakir, 2006:38).

2.7. Interval.
Definisi :
Himpunan bilangan réaldapat digambarkan dalam garis lurus yang disebut
sebagai garis bilangan real.
Misalkan a, bl [, dengara < b, suatu himpunan bilangan real sebagai berikut:
A ={x00|a<x<b}.
A, :{XDD la< xsb}.
A ={xO0]a<x<b}
A, ={x00]a< x<bh}.

Himpunan bilangan real tersebut menyatakan suatrval atau selang,

secara berurutan dinyatakan sebagai berikut :

A =(a,b) disebut sebagaiterval terbukatidak termasuk kedua titik ujung.



A = [a, b] disebut sebaganterval tertutup termasuk kedua titik ujung.
A, =(a,b] disebut sebaganterval buka—tutuptidak termasuk titik ujunga,
tetapi termasuk ujung.
A, =[a,b) disebut sebagainterval tutup—buka termasuk titik ujunga, tetapi
tidak termasuk ujundp .
Suatu interval yang memuagsabqg titik x biasanya dilambangkan denghn
Sedangkan himpunan bilangan real beriku

B, ={x00|x>a}=(a,).

Disebut sebagai interval tak berhingga atau inteakaterbatasunboundejl
Sifat—sifat interval :

Misalkan M adalah kelas dari semua interval pada garis reahasuk di
dalamnya¢ dan interval tunggala = [a, a]. Maka interval memiliki sifat—sifat
sebagai berikut :

1. Irisan dua interval adalah interval, yaitu :
Jikal,OM danl,dM, makal, n 1, M.

2. Gabungan dua interval yang tidak saling asing &dalrval, yaitu :
Jikal,OM danl,OM,danl, nl, #¢, makal, O1,OM.

3. Selisih dua interval yang tidak dapat dibanding&dalah interval, yaitu :



Jika 1, 0M dan I,0M, dan |, 0O1,,I,0l, maka I,-1,0M
(Manfred, 2001:13).

Contoh :

Misalkan |, =[24) dan I, = (38), maka
I,nl,=(34) danl, 01, =[28)

I, -1,[23] danl, -1, =[48)

2.7.1. Definisi:

Interval | ,,n0 N disebut interval bersarangested intervaljika

I,01,01,0..01,01,,0..

n+l

Contoh :

Jikal, = [0,1],n ON, makal (1, untuk masing—masingIN

Demikian, makal ,, = {O,i},n [ON adalah interval bersarang.
n

Interval M | = {—11} ,nON juga merupakan interval bersarang.
n n

Hal ini dapat dibuktikan, yaitu :

M, =(—1,£), setiapnON .

,=(-11)
35
(33

Sehinggal O1,,-



Jadi terbukti bahwaM ={—E,E},nDN juga merupakan interval bersarang
nn

(Abdusysyakir, 2006:39).

2.8. Titik Interior dan Himpunan Buka dalam [J.
2.8.1. Definisi:

Misalkan E O 0,pOE disebut titik interior dari E jika terdapat
lingkungan dari p sehinggaV [0 E .Himpunan semua titik interior dark
dinotasikan dengaimt(E), dan disebut interior dafE

Perlu diingat kembali bahwa lingkungandari titik p adalah himpunan
yang memuavr(p), untuk suatus > MDengan demikian, dapat dikatakaril E
adalah titik interior darE jika terdapats > GehinggaV, (p) O E.

Contoh :

Misalkan E(a, b] dengana<b .Setiap titik p sehinggaa< p<b adalah
titik interior dari E. Titik b bukan titik interior karena untuk setiap 0, maka
V. (b) = (b- £,b+£) memuat titik yang bukan anggoEa
2.8.2. Definisi:

Misalkan E O 0.

E disebut himpunan buka di jika semua titik diE adalah titik interior darE .

Contoh :



. Interval terbuka(a,b) di O adalah himpunan buka dil. Himpunan
bilangan reall] adalah himpunan buka dan himpunan kosgngdalah
himpunan buka di .

Sebab kita dapat mengambll, = A(OpO A) yang berarti terpenuhi
pOl, = A berarti pulapOl 0O A

. Himpunan semua bilangan re&l sendiri merupakan himpunan buka.
Sebab setiap titik di tentu titik interior, yaitu ada interval terbukang
memuatnya dan ia himpunan bagidn yaitu pt1, O 0O.

. Interval tertutusz[a,b] bukan himpunan buka. Sebab untuk sebarang
interval terbuka yang memuat dan b, yaitu (a,b) 0 0, memuat titik di
luar B. Atau dengan kata lain titka maupunb tidak dapat termuat
dalam interval terbuke(a,b) bagian daril . Dalam hal ini titik ujunga
danb bukan titik interior.

. Himpunan kosongg adalah himpunan buka. Sebab tidak ada titikgdi
yang bukan titik interior.

Atau (DXD B). x titik interior= B terbuka. (ini benar berdasarkan
definisi).

Untuk (DxD¢).x titik interior= ¢ terbuka. (secara logika implikasi
tersebut benar walaupun alasannya salah).

. Semua interval tak berhingga dalahadalah himpunan terbuka.
{x|x>a}=(ax)

{x|x<a}=(-,a)



{xIx00} =(-e0,e0) =0

Sedangkan interval tertutup yang tidak berhinggkah himpunan buka,

yaitu [a, ), (- «0,a] karenaa 0 O bukan titik interior dar{a, ), (- e, a].

Berikut dibuktikan teorema yang merupakeeorema Fundamenténtang

himpunan buka.

2.8.3. Teorema :

1.

Bukti :

Gabungan dari himpunan buka dalamadalah himpunan buka, yaitu jika

G, buka, makg ] G, buka.

Irisan dari himpunan buka yang banyaknya berhinadalah himpunan

buka, yaitu jika G, buka, makﬂGi buka, dimanai bilangan asli

tertentu (berhingga).

{Gi} keluarga himpunan buka dalam. Ambil sebarangxdG, Karena
G, terbuka, makax merupakan titik interior darG, atau ada interval

terbukal, sedemikian hingga(1, O J G, , sehinggd | G, buka.

Misalkan diketahui sebarang kelas himpu@),G,,G,}x0[ ]G, . Jika
G, buka, makall, )xOS, OG,,i=123.

Jika[) G, = @, jelas¢ adalah buka.

x0().G tentu

Andaikan S, =(a,b),i=1 x0G,,i=123.

Ambil A =sup(a,,a,,a,), A = a dengand,, , minimum,



p =inf (by,b,,b,), ¢ =b, dengand,, ,; maksimum.

TentuxO(A, ) O () G dengann= 3maka( |G, buka.

Untuk {Gi} dimana G, =(—£,Ejdengan i=123,... akan
X X

diperolet{)”,G, ={0} tidak buka (Wahyudin, 1987:38).

2.9. Titik Limit.
2.9.1. Definisi :
Misalkan S O .
xO0O disebut titik cluster atau titik limit dai$ jika masing—masing lingkungan-
& dari xmemuaty S denganx # .
xS yang bukan titik cluster disebut titik terisolasin S .
Pada definisi titik limit atau titik cluster, tidakiharuskan bahwa adalah unsur
di S. Sesuai definisixd O adalah titik limit dariS jika

Vr(x) n S\{x} 2@
Untuk setiape > 0.Berdasarkan definisi, dapat juga dinyatakan bahiaS
adalanh titik terisolasi jika terdapat> <$Ekhingga

V, (x) nS= {x}

Contoh :

1. Jika S adalah interval buke(O,l), maka semua titik pada interval tutup

[01] adalah titik limit dariS Perhatikan bahwa 0 dadnbukan titik di S .



2. Semuasingleton yaitu himpunan yang hanya memuat satu unsurk tida
mempunyai limit.

3. Sebarang himpunan berhingga tidak mempunyai titikit.! Himpunan
bilangan asli N tidak mempunyai titik limit meskipunN adalah

himpunan tak berhingga.
4. HimpunanS = {1 |nO N} mempunyai satu titik limit, yaitu O.
n

2.9.2. Definisi lain :

Misalkan A O, dimandl himpunan bilangan real. Suatu titik (00
disebut titik limit (imit point) atau titik kumpul &ccumulation pointdari A jika
dan hanya jika setiap himpunan bukayang memuatp yang biasa dituliss ,
memuat anggotad yang bukanp.

Secara simbolik didefinisikan sebagai berikut :

Titk pOO merupakan titik limit A jika dan hanya jika (G, buka).
G, n A-{p}# ¢ atau 0G, buka).(An G, -{p})# @.

Himpunan titik—titik limit dari A disebut himpunaderived A ditulis A

Dari pengertian titik limit tersebut jika dibandken dengan definisi titik limit
pada ruang matriks sebenarnya tidak berbeda isyahberbeda term atau istilah

neighborhoodyang ternyata juga himpunan buka.

Contoh :

1. Dalam (Dl,d)dengand(avb) =|la-b



Jika A= {5 In= 12,3,...} . {l%%} maka 0 adalah titik limit dariA
n

karena sebarang himpunan buka dengan OOG memuat interval
terbuka(—ai,az) [0 G dengan-a, <0<a, memuat titik—titik dariA .
Sehingga titik limit 0 dariA tidak termasuk dalamA demikian juga
bahwa A tidak memuat titik—titik limit yang lainnya. Jadiinmpunan
derivednya merupakan singleton, yaiu={0}.

2. Misalkan Q= { x|x bilangan rasional}. Setiap bilangap[l tentu
merupakan titik limit dariQ ,sebab setiap himpunan buka memuat
bilangan rasional yang merupakan titik dari

3. Himpunan bilangan buIatZ:{...,—3,—2,— 10,1,2,3,..} tidak mempunyai
titik limit, sehinggaz' = ¢.

2.9.3.Teorema Bolzano Weierstrass

Ada atau tidaknya titik—titik limit untuk macam-n@am himpunan
merupakan pertanyaan yang penting. Karena dalargakesmnya tidak setiap
himpunan mempunyai titik limit. Teorema berikut gadinamakan Teorema
Bolzano - Weierstrass akan memberikan gambaraartgmiermasalahan tersebut.
2.9.4. Teorema:
Jika himpunanA tak berhingga dan terbatas atau bounded daridatameal,
maka sekurang—kurangnya mempunyai satu titik limit.

Bukti :



Bounded berarti tentu ada interval tertutuﬁa,b] yang memuat A, atau

A [a,b].
. a+b . . :
Ambil C=T. leentuk[a,c],[c, b] ambil yang memuat tak hingga anggota
A, misalkan[a,c] namakar[ai,bl].
Kemudian ambil c, =a1—;bl dan seterusnya seperti proses di atas.

Akan diperoleh|a,b] O [a,,b,] O [a,,b,] O [a;,b,] O..., masing-masing memuat

tak hingga elemeA .
Panjang interval[an,bn] adalahb, —a, :%. Ini mendekatiO jika n — oo

jadi semua interval [an,bn] memuat titik x, sedemikian hingga

lima, =limb, = x,.Titik X, inilah titik limit dari A sebab untuk setiap interval

la.b, |0 [a,.b,], sehinggax, O (&.b,).

Jadi benar sekurang—kuangnya ada satu titik liarit & (Wahyudin, 1987:38).

2.10. Himpunan Tertutup.
2.10.1. Definisi:
A 0O O disebut himpunan tertutup atau himpunan tutlpsgd sétjika dan
hanya jika komplemer yaitu A himpunan buka.
2.10.2. Teorema :
Atertutup jika dan hanya jika titik limit dar termuat diA

Bukti :



1. A tertutup maka titik limit dara termuat diA .
A tertutup berartiA® terbuka, oleh karena itudp 0 A®) b titik interior
A°.
Berarti (O1,),b01, O A°, sehingga diperoleh, n A=¢ yang juga
berarti tidak semud, memuat elemem Jadib bukan titik limit A
atau titik limit A tidak di A, tetapi harus diA

2. Titik limit Atermuat diA makaA tertutup.
Ambil b0 A®
b bukan titik limit a, jadi (CI,), bO1, danl, n A=¢
jadi bO1, O A®, yang berartiA® terbuka, makaA tertutup.

Contoh :

1. Interval tertutup[a, b] adalah himpunan tertutup, sebab :

Lihat komplemennya(—oo,a)D (b,oo) merupakan interval terbuka, berarti

merupakan himpunan buka.

Jadi [a, b] merupakan himpunan tertutup.

2. Himpunanaz{l %%} adalah tidak tertutup karena 0 adalah titik

N =

limit dari A dan0# A
3. ¢ dan O adalah himpunan tertutup karegf dan 0° masing-masing

merupakan himpunan buka.



4. Interval buka—tutupa = (a, b] adalah titik buka karenad A bukan titik
interior dari A, dan A tidak tutup karena # A bukan titik limit dari A

(Wahyudin, 1987:42).

2.11. Himpunan Denumarabel dan Kontabel.
2.11.1. Definisi :
1. Sebarang himpunanX disebut denumarabel jika dan hanya jika
X ekuivalen dengan himpunan bilangan asiyaitu X C N.
2. Suatu himpunan diseblbntabeljika dan hanya jika himpunan tersebut
berhingga atadenumarabe{enumarabél
3. Suatu himpunan dikatakamon—denumarabeljika dan hanya jika
himpunan tersebut tak berhingga dan tidak ekuivalengan himpunan

bilangan asliN berarti himpunan tersebut tidakntabel

Contoh :
1. Himpunan dari barisan tak hingga,a, dari unsur—unsur yang berbeda
merupakan himpunan yamgnumarabelkarena barisan tersebut terdapat
fungsi bijeksi dari domain himpunan bilangan asN dengan rumus

f(n)=a,.

n

Sl

,...},{l—2,3,—4,5,...,(—1)”'1n,..}, dan

NP

1
3

N

2. Himpunan—himpunan{],

himpunan{(l,l), (48), (927), ..., (nz,nS), } juga himpunamlenumarabel
3. Hasil kali himpunanN xN dengan N himpunan bilangan asli, maka

barisannya dapat dinyatakan sebagai himpunan teajgai



N x N ={(12), (22), (1.2), (13), (22), ..}, sehingga himpunamN xN juga
menunjukkan himpunagenumarabel

4. Misalkan S={12,223,..}, Maka fungsi f(n)=n’ adalah fungsi satu—
satu dariS padaN .JadiSLC N dan dengan demikia8 kontabel
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa himpunan bilangalat Z adalah
kontabel. Untuk menunjukkan bahw&l C Z dapat juga dilakukan

dengan menunjukkan bahwZ C N Definisikan fungsi f dari Z ke

N dengan

n
=10 (gl
2
Maka fungsi f adalahbijeksi dari Z ke N. Dengan demikian, maka
Z L N.
Jadi Z adalahkontabel
2.11.2. Teorema :
Jikaf : A -~ B adalah fungsi satu—satu d&kontabel maka A kontabel
Bukti :
Jelas bahwaA berhingga ffnit).
Andaikan A tak berhinggaiffinit).
SekarangA L f(A), dimana f(A), adalatrangedari f.
Sehingga infinit.
Karena f (A), f(A) O B, makaB infinite (suatu himpunafinit tidak mempunyai

subset—subséatfinit).



Berdasarkan hipotesis, maBakontabledan B harusinfinit kontabel

Misalkan Q: N — B fungsibijektif (fungsi satu—satu dammto) dan ditunjukkan
bahwab, = Q(n) untuk setiapnON .

Maka B ={b,,b,,b,,..}

Sekarang andaikan kilangan asli pertama sedemikian hinggall f(A).
Andaikan k, bilangan asli pertama yang lebih besar d@rsedemikian hingga
b, O f(A)

Andaikan k, bilangan asli pertama yang lebih besar dgrisedemikian hingga
b, O f(A) dan seterusnya. Mak&(A) ={b, ,b, .b, ...{.

Definisikan g : f(A) - N dengang(bki )= jountuk j=123,...

Jelas bahway fungsi satu—satu dan ontioijektif)

Tetapi jika f fungsi satu-satu dariA fungsi onto f(A). Oleh karena itu,

gof adalah fungsi satu—satu daki dan fungsobnto N.

Berdasarkal$AL N .

Akibatnya A adalahkontabel

2.11.4. Corollary:

Setiap himpunan bagian dari himpurkamtabeladalah himpunan yarigntabel
2.11.5. Teorema:

Jika A dan B infinite kontabel maka Ax B infinite kontable

Bukti:



Karena A dan B himpunaninfinit kontabeldapat ditulisAz{ai,az,as,“} dan
B={b,,b,,b,,..}
Untuk suatu fungsi korespondensi satu—satu antaxsB dan N dinyatakan,
yaitu:

(a,.b,)(a,,b,)(a,,bs)...

(a,.b,)(a,.b,)(a,.b,)...

(as.0,) (a5, b, ) (a5, by)...

elemen—elemen padax B didefinisikan dengan fung€): AxB - N

Maka fungsi satu—satu dafix B yangontoke N.

Jadi Ax B infinite kontabel

2.11.6. Teorema:

Untuk setiapa,b0 0O , dimanaa<b , interval terbuka(a, b) danunkontabel

Bukti :

Jelas bahwa (a, b) infinit, maka terdapat suatu korespondensi satu-satu
Q:N - (a, b) dan elemen—elemen dalam(a, b) dinyatakan dengan
(a,b) ={x,,%,,%,,..; dimanax, =Q(x) untuk setiam N .

Hal ini kontradiksi dengan(D(a,b) yang tidak dinyatakan dalam,Xx,,X; ,.X
tidak di rangeQ .

Sehingga dikontradiksikan bahv@ onto pada(a, b).



Pertama didefinisikan y, = x,, misalkan y, =x;, dimana j adalah
bilangan asli pertama yang lebih besar dari 1, médan hingga x; <y, .
Jika tidak terdapatj, maka setiap biIangarxD(a, yl) hilang dari pernyataan

sebelumnya.

Kemudian misalkary, = X, dimanak adalah bilangan asli yang lebih besar dari
padaj, sedemikian hingga, O (y,,y,).
Jika tidak terdapatk, maka setiap bilangan reak, [ (yz, yl) hilang dari

pernyataan sebelumnya.

Kemudian misalkany, = x;, gdimanal adalah bilangan asli pertama yang lebih
besar dari pade sedemikian hingga, O (y,, V).

Jika terdapat, maka setiap bilangan real](yz, y3) hilang dari daftar semula.
Kemudian misalkarny. = x.,,, dimanam adalah bilangan asli pertama yang lebih
besar dari sedemikian hingga,, 0(y,.ys).

Jika terdapatm, maka setiap bilangan rea(ID(y4,y3) hilang dari pernyataan

semula.

Proses selanjutnya pilihy ., untuk meneruskan pendekatan nilai dalam

n+l
X, X,, X,,... diantaray, dany,, jika ada suatu nilai.
Sehingga untuk bilangan genap memenghk y, <y, < sedangkan bilangan

ganjil memenuhiy, >y, >y, > ..

Maka himpunar{y,,y,,Ys...} terbatas di atas atau=sudy,, y,, Ys...}ada.



Sekarang jikax = y,,, untuk beberapaJN , makax<y,., ,hal ini kontradiksi
dengan kenyataan bahwabatas atas dari himpunz{mz, Yas y6,..}

Oleh karena itux > y,, untuk setiapn N .

Jika x=vy,,, untuk setiapnIN, makax>y, .,

Sehingga kontradiksi dari fakta bahwa terbatas di atas dari himpunan
{Y,. Y. Ye...} dari nilai x dalam daftarx,, x,, X, ...

Akibatnyax tidak telihat dalam daftax,, x,,X; ...

Tetapi jelas bahwa((y,, y,) O (a,b) dan x dalam(a,b) tidak dalanrangedari
Q.

Sehingga(a,b) unkontabel

Sedangkan untuk interval yang terdiri dari beberapa interval terbL(leab) dan
karena itu setiap unkontabel

Jadi ntuk setiapa,b00 , dimanaa<b ,interval terbuka(a, b) dan unkontabel

(Abdusysyakir, 2006:42).

2.12. Compact sets: Teorema Heine — Borel.
2.12.1. Definisi:
A himpunan,A 0" adalah kompak jika dan hanya jika memenuhi peaarat

berikut:



Jika AQ UGi dan setiapG; terbuka, maka terdapat,...i, Ol sedemikian

iol

N
hinggaAO| JG; .

k=1
2.12.2. Teorema Heine — Borel:

A himpunan di 0" adalah kompak jika dan hanya jika himpunan tersebu
tertutup dan terbatas.

Bukti :

AsumsikanA kompak.

Akan dibuktikan bahwaA tertutup dan terbatas.
Untuk menunjukkan bahwa tertutup, harus dibuktikan bahwa® terbuka.
Ambil xO A®, maka himpunan—himpunan terbuka didefinisikan
G, ={yld(xy)>k™} k=12..

Karena gabungan dari himpunan—himpui@nadalatil" 0{x}.
Berdasarkan hal tersebut, makatermasuk atau terkandung di dalam gabungan
ini.
Karena A kompak maka A harus termasuk di dalam gabungan suatu bilangan
berhingga f{nit) dari himpunan—himpuna®, .
Karena himpunan—himpunan ini membentuk suatu barissaka terdapak
sedemikian hingga O G, .
Tetapi hal ini berakiba@kC 0 A® yang dapat didefinisikan

G, ={yld(xy)>k*}OA® Kk=12,..

Oleh karena ituxx adalah titik interior dariA® .



Dan terbukti bahwaA® adalah himpunan buka.

Jadi terbuktilah bahw# adalah himpunan tertutup.

Kemudian akan dibuktikan bahwa adalah jikaA kompakmakaA terbatas.
Bukti:

AsumsikanA tertutup dan terbatasdan asumsikan balwi#dak kompak

Jika a tidak kompak maka terdapat suatu koleksi dari himpunan—-himpuna

terbuka G, sedemikian hinggaADUGi, tetapi koleksi gabungais, yang

iol
mengandungA bukan koleksi finit.

Berarti UGi yang mengandung adalah koleksinfinit.

idl

Sehinggd JA# ¢ dan| JA# N, untuk suatinON.

n?

KarenaUGi koleksiinfinit dan A adalah himpunan tertutup.
ial

Berdasarkan teorema tertutup:
A tertutup jika dan hanya jika titik limit daa termuat diA.

Ambil i 00O titik limit dari A, maka setiap himpunan buka yang memuat
yang ditulisG, memuat anggota yang bukari.
Ambil interval tertutup [a,b]0G,

Sehinggéa, b] memuatAatau A [ [a, b]

Dan karenaA terbatas di atas dan terbatas di bawah, maldikatakan terbatas

(boundedl (Frank, 1993:23).



2.13. Barisan Monoton

2.13.1.Definisi:

Misalkan X = (x,) adalah barisan bilangan real.

X =(x,) disebut monoton naik (monoton tidak turun) jika
X, < X,

Untuk semuan N .

X =(x,) disebut monoton turun (monoton tidak naik) jika
X, 2 X

n n+1?

Untuk semuanJN .
X =(x,) disebut monoton jika monoton naik atau monotoartur
Contoh :

Barisan X = (xn) = (2,4,6,..,2n,...) adalah monoton naik.

BarisanY = (y,)=(-1-2-3....-n,..) adalah monoton turun.

Barisan Z = (zn)= (— 1,],—1,...,(—1)”,...) adalah tidak monoton naik dan tidak
monoton turun.
2.13.2.Teorema:

Jika X = (xn) barisan bilangan real yang monoton naik dan tasbdt atas,
maka X =(x,) konvergen.
Bukti :

Diketahui X = (xn) monoton naik, dan misalkan

E={x, InON}.



Maka E # ¢ dan tertbatas di atas. Misalkare supE .
Ambil £ >0 sebarang.
Karenax—¢& bukan batas atas, mak& [N sehingga

X—E< X, <X.
Karena(x,) monoton naik, maka

X—&<X,<X,untuk semuan = K .

Jadi jikan= K , diperoleh

—E<X,~X<E.
Terbukti bahwa(x, ) konvergen kex.

Suatu hal penting yang perlu dicatat dari TeoreM&2adalah bahwa
barisan monoton naik dan terbatas di atas, konmetgeupremunhimpunan
suku—sukunya.
2.13.3.Teorema:

Jika X =(xn) barisan bilangan real yang monoton turun dan tasbdi
bawah, makaX = (x,) konvergen.
Bukti:
Diketahui X = (x

) monoton turun, dan misalkan

E={x, |nON}.
Maka E # ¢ dan terbatas di atas. Misalkarr inf E.
Ambil £ >0 sebarang.
Karenax—¢& bukan batas atas, mak& (1N sehingga

X< X <X—€E.



Karena(x,) monoton turun, maka
X< X, <X—&,untuk semuan 2 K .
Jadi jikan = K, diperoleh
—£<X,~X<E.
Terbukti bahwa(x, ) konvergen kex.

Suatu hal penting yang perlu dicatat dari Teorenta32 adalah bahwa
barisan monoton turun dan terbatas di bawah, kgeveke infimum himpunan
suku—sukunya.

Contoh:

Misalkan X = (x,) barisan bilangan real dengan

x =1, danx,, :%(an +3),n>1.

Akan ditunjukkan bahwdim x, =§ :

Dengan induksi matematika, akan ditunjukkan batXva (xn) adalah monoton
naik.
Untuk n =1, diperoleh

5
X, =1, danx, =Z.

Jadi untukn =1, terbukti bahwax; <X, .
Asumsikan bahwa untuk =k, berlaku x, < x,,,, dan akan dibuktikan bahwa
X S Xieaz -

Karena



X S Xiaq
Maka diperoleh
2%, < 2%y

2%, +3<2X,,, + 3

(o +3)5 7 (2% +3)

NG

Xerr S Xaz -

Sesuai prinsip induksi matematika, terbukti bahwa

Untuk semuanON .

Jadi X =(x,) adalah monoton naik.
Kedua akan ditunjukkan bahwé = (x,) adalah terbatas di atas.
Sebelumnya telah diketahui bahwa< X, < 2.
Akan ditunjukkan bahwa, < 2, untuk semuanJ N.
Untuk n =12 telah terbukti benar.
Asumsikan benar untuk = k, bahwax, < 2. Akan ditunjukkan bahwa,,, <2
Karenax, < 2maka diperoleh
2x, < 4

2%, +3< 7
1 7
=(2x, +3)< <2
Lox, +3)<?

Xk+1 < 2



Sesuai prinsip induksi matematika, maka<  uBtuk semuan ] N.

Karena(x,) monoton naik dan terbatas di atas, mfkg konvergen.

Misalkan (xn) konvergen kex. Karena(xm) adalah subbarisan da(o'(n ) maka
(x..,) juga konvergen kex.

Jadi,
lim(x,)= IimE (2x + 3)}

lim(x,,,) =lim(2 lim x, +3)

4x =2x+3

Diperoleh,ng. Jadi, lim ng (Abdussyakir, 2006:68).

2.14. Nilai Mutlak.

2.14.1. Definisi:

JikaaOO, nilai mutlak daria, ditulis |, didefiisikan dengan

d = a, jika a=0
~|-ajikaa<o0

Contoh :

|5 =5, karena5=0 dan|-4| = ~(-4)=4, karena-4< 0

Ja* =la

Jikaa # 0, maka-a# 0, dan dengan demikian, ma@> 0

2.14.2. Teorema:



al-a =|a|, untuk setiapa O 0.
bja-b/=|b-a|, untuk setiapa,b0 0.
clab =a|b, untuk setiapa,b 00 .

d+/a? =la| untuk setiapa 0.
e. Jika O0,r >0, makala <r jika dan hanya jika-r <a<r.

f.~|a| <a<|a|, untuk setiapa00.

Bukti :

a.Misal allJ sebarang.
Jikaa =0, maka-a =0, sehingga diperolefa/ =0=|-4.
Jikaa>0, maka-a > 0, sehingga diperolefa) =a=—(-a)=|-4.
Jikaa<0, maka-a <0, sehingga diperolefd =-a=|-4.
Karenaall[l sebarang, maka disimpulkan
-4 =|a], untuk setiapa00.

2.14.3. Teorem&Ketaksamaan Segitiga.

la+b| < |d +|0], untuk setiapa,b00 .

Bukti :

Misalkana,b 0 sebarang.

0<(a+b)’ =a?+2ab+b? <[d” +2a|b/+|H" = Qaj +|b|)2

Sesuai dengan Teorema 2.14.1. bagian (c), diperoleh

[a+b=y(a+b)* <y/(a+ ) =la+[pi



Sebagai konsekuensi dari ketaksamaan segitigarotiibedua ketaksamaan
yang sangat berguna berikut ini.
2.14.4. Teorema:

Untuk setiapa,b,c 00, maka

ala-b<fa-c+lc-h.

b.Ja—-b/<g +|b].
c.[al~[o] <[a-b|
Bukti :

a.Jika a,b,c00, maka sesuai ketaksamaan segitiga, diperoleh
a-bj=[(a~c)+(c-b) <|]a-d+[c-1)

Secara umum, untula,b,c00, jarak Euclide d(a,b) antaraa dan b
didefinisikan dengand(a,b) = |a—b)
Contoh :
(- 25)=|(~2)-5=[-7=7 dand(L7)=}1-7=|-6 =5.
Jarakd dapat juga dipandang sebagai fungsi das 0 ke [, yang memiliki
sifat

1.d(x,y)=0, dand(x,y) =0 jika dan hanya jikax='y .

2.d(x,y)=d(y,x).

3.d(x y)<d(x 2)+d(zy).
Untuk semuax,y,z0O 0O . Sifat yang terakhir juga disebut ketaksamaantigegi

(Abdusysyakir, 2006:31).



2.15. Tafsir dan Penjelasan QS Al — Qomar ayat 49.

Menurut tafsir Al — Maragi Juz 26, 1993:175,

):LE.; — Bi Qadar: menurut usuran yang telah termaktudndé.auhul Mahfudz.

z -

Allah SWT menerangkan bahwa segala sesuatu yandadalia kehidupan
di dunia ini tidaklah terjadi secara kebetulan,rakatapi dengan keputusan dan
ketentuan Allah (gqada’ dan gadar-Nya). Apabila Allmenghendaki sesuatu
perkara, maka hanya mengatakan kepadanya, “Jddilataka perkara itupun
terjadi.

Sesungguhnya segala yang terjadi di dalam kehidupahadala dengan
ketentuan Allah dan pembentukannya, menurut kea@ntdikmah-Nya Yang
Maha Bijaksana dan aturan-Nya yang menyeluruh d@muss dengan sunnah-
sunnah yang dia letakkan pada makhluk-Nya.

Semakna dengan ayat ini hadala firman Allah Ta’ala:

o w o w R

z wZ 2o o % /“//./
‘ﬂv\ﬁ.’ o)J..n.e ;L“SM J{ O‘L>')

Artinya: Dan Dia telah menciptakan segala sesuatulia menetapkan ukuran-
ukurannya dengan serapi-rapinya (Al — Furgon, 25:2)

Dan firman-Nya pula, yang mempunyai arti: Sucikhnfeama Tuhanmu
yang paling tinggi, Yang menciptakan, dan menyemgkan (penciptan-Nya),
dan yang menentukan kadar (masing-masing) dan mempdtenjuk (Al — A’la,
87:1-3).

Sedangkan menurut hadits shahih, "Mohon ampun lepsithh dan

janganlah bersikap lemah. Jika kamu ditimpa suatikgsa, maka katakanlah,



Allah telah menentukan, dan apapun yang Dia kehen@sa laksanakan, Dan
janganlah kamu mengucapkan, 'Sekiranya aku melakidemini tentu begitu”,
Karena kata-kata sekiranya akan membukakan pessatan”.

Sedangkan menurut hadits lain yang diriwayatkanldau Abbas, bahwa
Rasulullah SAW. Pernah bersabda, "Dan ketahuilawbasekiranya umat itu
sepakat untuk memberi sesuatu manfaat kepadamutigikgditulis oleh Allah
untukmu, niscaya mereka takkan dapat membahyakaru.k&ena-pena telah
kering dan lembaran-lembaran telah dilipat”,

2.15.2. Menurut Tafsir Al-Misbakh Volume 13 (M. Q@ish Shihab, 2002:481).

Kata Qadar pada Qs Al-Qomar ayat 49 diperselisihkan maknaoigh
para ulama. Dari segi bahasa kata tersebut dapatidedar tertentuyang tidak
bertambah atau tidak berkurang, atau tittalesa Tetapi karena ayat tersebut
berbicara tentang segala sesuatu yang berada dalasa Allah, maka adalah
lebih tepat memahaminya dalam ak&tentuandan sistem yang ditetapkan
terhadap segala sesuatulidak hanya terbatas pada salah satu aspek saja.
Manusia misalnya, telah adadar yang ditetapkaillah baginya. Selaku jenis
makhluk ia dapat makan, minum, dan berkembang biakalui sistem yang
ditetapkan-Nya Manusia memiliki potensi baik dan buruk. la ditununtuk
mempertanggung jawabkan pilihannya. manusia diamigAllah petunjuk
dengan kedatangan rasu untuk membimbing merekd.pAkadianugrahkan-Nya
kepada mereka, demikian seterusnya yang kesemudagyayang selainnya

termasuk dalansistemyang sangat tepat, teliti, dan akurat yang teitdtapkan



sistemdan kadar bagi ganjaran atau balasan-Nya yang akan dibelkegada
setiap orang.

Ayat tersebut menjelaskan salah satu ketentuarh Allanyangkut takdir
dan pengaturan-Nya terhadap makhluk.

2.15.3. Menurut Tafsir Munir.

QS Al-Qomar ayat 49 ditafsirkan dengan memberikanybk contoh
menyangkut peraturan Allah itu serta keseimbangamgydilakukan-Nya antar
makhluk. Binatang-binatang pemakan burung-bururgl,kmisalnya jumlahnya
sangat sedikit karena hanya beberapa biji telug ylpat dihasilkannya. Dia pun
tidak dapat hidup kecuali di tempatOtempat tertesaiing terbatas, namun usianya
panjang. Seandainya dengan yang panjang itu, iagmasikan banyak anak-
anak, maka pastilah burung-burung kecil akan hdibkegskamnya sehingga punah,
atau pastilah berkurang jumlahnya sehingga dapatgumangi pula fungsi
burung-burung kecil itu dalam kehidupan ini. Derailah salah satu contoh
pengaturan Allah dalam memelihara keseimbangarorfdtglanjutan eksistensi
dan kepunahan. Contoh lain adalah lalat tidak dagdahan hidup lebih dari dua
minggu. Seandainya dia hidup beberapa tahun dekgamampuan bertelur
sebanyak itu, maka pastilah persada bumi ini dipeoleh lalat, dan kehidupan
sekian makhluk, khususnya manusia akan menjadiahlisiTetapi itu semua
berjalan berdasarkan sistem pengaturan dan kadar ditentukan oleh Allah di
alam raya ini. Kuman-kuman pun demikian makhlukadalah makhluk hidup
yang terbanyak dan yang paling cepat berkemban§ b&ta paling kuat

membunuh. Namun dia adalah makahluk yang palinglaerkemampuannya



bertahan hidup dan paling singkat usianya. Jutasug ynati karena udara dingin
atau panas, atau cahaya dan lain-lain, serta haelpagian kecil yang dapat
mengalahkan manusia dan binatang. Seandainya kkuman itu memilki
kemampuan bertahan yang lebih besar dari yang ikinyid atau usianya lebih
panjang, maka pastilah ia menghancurkan kehidupanmrgkhluk hidup lainnya.

Selanjutnya dalam rangka pengaturan dan kadar gé@etapkan Allah
atas segala sesuatu itu, kita melihat bahwa seti@ghluk hidup diberi senjata
untuk membentengi dirinya dalam melawan serangasummusuhnya atau
menhghindari bahaya kepunahannya. Senjata itu eesaragam dan berbeda-
beda antara satu dengan yang lain. Ular-ular ldélehgkapi dengan racun atau
kelincahan bergerak, sedang ular-ular besar menapuwitpt yang sangat kuat,
tetapi jatrang yang memiliki racun. Demikian seserga, sampai kepada manusia.

Tidak ada satu pun yang Allah ciptakan sia-sia datypuan yang benar
dan kesemuanya diberi potensi yang sesuai dan dewagar yang cukup untuk
malaksanakan fungsinya, dan semuanya kait bertkaijang menunjang dalam
satu keseimbangan.

Firman Allah dalam QS Al-Hijr/15:85-86, yang artaty

"Dan tidaklah Kami ciptakan langit dan bumi dan g@ag ada di antara
keduanya, malainkan dengan benar. Dan sesunggudaata(kiamat) nitu pasti
akan datang, mak maafkanlah (mereka) dengan cam lyaik. Sesungguhnya
Tuhanmu, Dia-lah Yang Maha Pencipta lagi Maha Méatys”.

Firman Allah dalam QS Ad-Dukhan/44:38-40, yangreydi



"Dan tidaklah Kami ciptakan langit dan bumi danaegyang ada diantara
keduanya dengan bermain-main. Kamitidak menciptakasuanya melainkan
dengan hagq, tetapi kebanyakan mereka tidak menget8esungguhnya hari
Keputusan (hari Kiamat) itu adalah waktu yang dikam abagi mereka
semuanya”.

Demikianlah Allah mengaitkan penciptaan dan hiknyaghdengan hari
Pembalasan sehingga sangat wajar ayat di atas itk@mygenciptaan dan
hikmahnya dengan hari Pembalasan sehingga sangmr wgat di atas
mengaitkan uraian tentang siksa di hari Kemudiayat( 46) dengan para
pendurhaka (ayat 47-48), dan pengaturan serta hilg@aciptaan (ayat 49).

Dari ketiga tafsir tersebut, dapat disusun tabelgydapat menunjukkan

perbedaan pendapat tentang Kagalar, sebagai berikut:

TAFSIR AL-MARAGI | TAFSIR AL-MISBAKH TAFSIR MUNIR

Arti  secara umum[ Arti secara umum: kadarArti secara umum
menurut ukuran yangtertentu yang tidakkadar yang cukup
telah termaktub dalambertambah dan tidakuntuk  melaksanakan
Lauhul Mahfuz. berkurang, atau berartfungsinya dalam atau

kuasa. keseimbangan.

Pendukung tafsirnyd:Pendukung tafsirnya: QSPendukung tafsirnya:
QS Al-Furgon ayat 2. | Al-A’la ayat 1-3. QS Al-Hijr ayat 85-86
dan QS Ad-Dukhan

ayat 38-40.

Contoh: penciptaapn Contoh: akal diciptakan Consetiap makhluk




surga  yang

dengan kenikmatan bagdalam sistem yang sang

penuhdan

orang yang bertagwatepat, teliti, dan akurat.

dan neraka yang penuh

kesengsaraan bagi orang
yang ingkar terhadap
Allah.

dianugrahkan-Ny|

adiberi senjata untuk

anembentengi  dirinya
dalam melawan
serangan musuh-
musuhnya atau
menghindari bahya
kepunahannya.




BAB llI

PEMBAHASAN

Konsepsi ini merupakan perumuman (generalisasijapgnselang, juga
dapat dipandang sebagai perumuman distribusi maatsag berdimensi satu.
Konsepsi ukuran suatu kumpulan dikembangkan sebzgyéiut. Ukuran suatu
selang didefinisikan sebagai panjang selang tets&mlanjutnya, didefinisikan
ukuran kumpulan terbuka sebagai jumlah panjanghgekamponennya. Jiké
suatu kumpulan tertutup dah selang tertutup terkecil yang menganduRg
maka | —F merupakan kumpulan terbuka. Ukurdn didefinisikan sebagai
u(F)=u(1)- (1 - F), dimanay menyatakan ukuran. JikE suatu kumpulan
sembarang, didefinisikan ukuran dalan(E) dan ukuran Iua;u*(E). E disebut
terukur, jika (E) = ¢ (E).

Ukuran luar suatu kumpulan memainkan peranan yabg Ibesar dari pada
ukuran dalam, karena ukuran dalam dinyatakan melakwran kumpulan
tertutup, sedangkan ukuran kumpulan tertutup dakat dalam ukuran luar.

Disampig itu keterukuran suatu kumpulan dapat dakk@n semata-mata dengan

ukuran luar.

3.1. Ukuran Kumpulan Terbuka Terbatas.
Kumpulan terbuka yang paling sederhana adalah gdknbuka, jadi wajarlah

untuk mendefinisikan ukuran selang terbuka terlelaihulu.



3.1.1. Definisi :
Ukuran selang terbukéa,b) dengana,bO0O , notasi,u(a,b) didefinisikan
sebagai :
u(a,b)=b-a.
Ukuran dari selang terbukéa, ) atau (—,b) atau (-o,) didefinisikan
sebagaiwo .
3.1.2. Teorema :

Jika J menyatakan koleksi selang terbuka (terbatas atlutetdatas), maka

ukuran adalah suatu fungsi yang bersifat :
(@) 0<u(l)sw, (10J3); jadig:J —~ O°, dimana 0" adalah sistem bilangan
real yang diperluaé]* =00 {oo})
(b) u invarian terhadap translasi, jada+1)= z(1).
Bukti :
(a) Trivial.
(A) Definisi interval tertutup.
Jelas bahwfd, o] ={u(1)0 0] 0= u(l)< o},
(B) Definisi fungsi-fungsi terbatas, bahwa :
Suatu fungsif:A - B dikatakan terbatas, dengan dibuktikan terdapat
Suatu bilangan reaM > Gsedemikian hingga{f(x}}<M untuk setiap

xOA.

Berdasarkan (A) dan (B) diperoleh :



Bahwa suatu ukuran dilambangkan dengadibatasi oleh suatu interval terbatas
yaitu [O,oo].

Maka | (1)l M, dengan M =max0,) dan | 0J dimana j menyatakan
koleksi selang terbuka (terbatas atau tidak teshasertal [ [O, oo].

Sehingga i:J - 0", dimandl adalah sistem bilangan real yang diperluas

[ =0of=})
Selain itu, # merupakan barisan bilangan real.
Benar bahwau adalah fungsi dard kel", karena hal itu merupakan definisi
dari barisan bilangan real.
Sehinggau adalah fungsi variasi terbatas pa[daeo].
Dan jelas bahwau adalah fungsi himpunan tak berhingga (infinit@) ke
himpunan tak berhingga (infinite) " .
Jadi ukuran adalah suatu fungsi dari. " yang bersifat terbatas pada [¢0].
Jadi terbukti.
(b) Trivial.
(A) Special rectangles (persegi panjang-persegapgrnyang istimewa)
Setiap simbol[a, b] untuk interval tertutupa< x<b dalam O padaO"
suatu special rectangles merupakan suatu himpuaram byerbentuk :
| =[a,b]x..x[a,.b,]
={x00"|a <£x <b,untukl<i<n}

Sehingga didefinisikan



u1)=(a -b)..(b, -a,)
(B) Tranlation (translasi).

JikaAOO" danzO0O", maka dapat didefinisikan

Z+A={z+x|x0A

Disebut suatu himpunan translasi dari
Berdasarkan (A) dan (B), diperoleh :

Jika | =[a,,b]x...x[a,,b,] adalah suatu special rectangles,
MakaZ +1 =[z +a,,z +b]|x..x[z, +a,,z, +b,]
Akan dibuktikan:z invarian terhadap translasi, jada +1) = (1 ).
Jikal O 0"danadd", maka jelas bahwa :
L =[py.a]x..x[p,. 0]
= a+| ={a+x|x01}

=[a,+ p.a +qx..x[a, + p,.a,+q,]

- pla+1)=[(a+a)-(a+p)]x.. x[(@, +a,)-(a + p,)| (Definisi 3.1.1.).
= [a1 +0Q, - — pl]><...><[an )40 a, — pn] (Sifat distributif).
= [a1 -—a,—0q - pl]x ...><[an +a,—q, - pn] (Sifat komutatif).
= [O—ql - pl]><...><[0+ a, - pn] (Unsur invers).
= [q1 - pl]><...><[qn - pn] (Sifat identitas).

=u(1) (Berdasarkan definisi awal).

Jadi terbukti.

Contoh:



AndaikanA adalah himpunan dari bilangan-bilangan dalam getartutup[o,l]
yang diekspansi.
Buktikan bahwau(A) = 0!
Bukti:
Jika ADO" danz O O"
Ambil 10Z
Maka jelas bahwa
z+A={1+[od|[og]OA
=[1+01+0]x..x[1+11+1]
= p(z+A)=[1+0)- (- 0)]x.. x[(1+1)- (1-1)]
=[1-1]x..x[2-2]
=0x..x0
=0
uz+A)=p0)
Berdasarkan Teorema 3.1.2. bagian (b), diperoleh:
Uz +A)=p(A)
Sehinggau(Z + A) = 1(0) = u(A)

Jadi terbukti bahwau(A) = 0.

3.1.3. Definisi :
Misalkan M suatu kumpulan terbuka dan terbatas(ii. Sehingga ada

koleksi{(a,,b,):n=12,..} yang memenuhi:



1. a,0M,b, OM (n=12..);
2. (a,.b,)n(a,.b)=¢ (m#n)

n’=n

©

3. M=(a,.b,)

n=1
Ukuran M , notasiu(M ) didefinisikan sebagai :

[ [

uM) =3 i, b,)=3 1o, -a,).

n=1 n=1
Perlu diperlihatkan bahWE (bn —an) merupakan suatu bilangan real.
=1

3.1.4. Lemma :
(a) Jika {(a,,b,):n=12...m menyatakan suatu koleksi berhingga selang

terbuka yang saling lepas dama( b, ) terkandung dalam suatu selang terbuka
I, (h=12,...,m) makazm:(bn —a,)< u(l).
=
(b) Jika {(a,,b,):n=12...} menyatakan suatu koleksi terbilang selang terbuka
yang saling lepas daf,,b,) 0 1(n=12,..), makaio:(bn —a, )< u(l).
=

Bukti :
(a) Telah diketahui bahwa{(an,bn): n= lZ,...,m} dan tanpa mengurangi
keumuman pembuktian, dimisalkan bahwa :

a, <a, <..<a, danb, <b, <...<b,

Sehingga berdasarkan teoredemumarabekarena himpunafa,,b,) C N

(bilangan asli) merupakan himpunan yalemumarablebahwa :



Jika {A ,AZ,AS,..} merupakan kelas himpundenumarabledari himpunan yang

denumarablemakal J_ A juga

Akibat dari teorema tersebut adalah jiI{A} merupakan kelas himpunan

iol

kontabel dari himpunan yang kontabel dari himpuryamg kontabel, maka

UiDI A juga merupakan himpunontable

Diperoleh :

Karenab , <a,

Jelas bahw@ <a , dengam=1,2,.. m-1

Telah diketahui bahwéan,bn) selang terbuka yang saling lepas, sehingga
(a.,b)n (a,,b,)=¢ dengan(i # j)

Karena diketahui bahwfe, ,b,) terkandung dalam selang terbukalimisalkan
bahwa:| =(p,q) maka berdasarkan teorekentable bahwa :

Setiap himpunan bagian dari himpurdamtableadalah himpunan yargntable

Maka p<a <b <a,<b,<..<a, ,<b _,<a <b, <q

m-1— “m-1 —
Sehinggah = (q-b,,)+ (a, =by,) ...+ (@, =b;)+ (2, - p)2 0

Oleh karena itu,



Sehinggau(1)2 Y (b, - a,)

n=1

Jadi terbukti.

(b) (A) Bukti Lemma 3.1.4. bagian (a)

Untuk setiap m berlali (b, —a,)< 1)

n=1
(B) Barisan monoton naik .

Z(bn —an) adalah barisan bilangan real, hal ini sesuai decgtatan.

n1
Karena pada Lemma 3.1.4. bagianiteEtahui bahwa :
b, —a, 20 sehinggaa, < b,

Benar bahwa
a <a, =a <a, danb, <b,, =b, <b,

Secara umum dapat ditulis

a, < an+1 dan bn < bn+1

n

untuk semual N

Jadi barisaﬁm: (b, —a,) monoton naik.

n=1

(C) Teorema :



Jika{xn} barisan bilangan real yang monoton naik dan tagbdi atas,
maka{x_} konvergen darim x, = supx, .

Berdasarkan (A), (B), dan analog dengan teoremad{@roleh :

Bahwa deretzm: (b, —a,) konvergen

n=1

dang(bn—an)s,u(l).

Jadi terbukti.
Contoh:
Buktikan!
Jika {EO,El,EZ,..} adalah suatu barisan dari himpunan-himpunan dafam
sedemikian hinggdE, 0| JE; , makau(E,)< > u(E)
i=1 i=1

Bukti:

Misalkan E; = [a,.,bi] dengani = 012,...,.0 dan ambile > Osebarang

Sedemikian hingg& < b, - a, ataus —b, < a, sehinggaa, <b, — &

Untuk setiap 0> 0 jika Foz[ao,bo—g] dan A =(a1. _zé"b'j dengan

i = 012,...00, makaF, O A

i=1

Jika terdapat bilangan bulat positif sedemikian hinggaF, DUUi, serta

i=1

berdasarkan definisi 3.1.3. dan Lemma bagian {pgrdleh



Sehinggau(E,)-£< > u(E)+J, untuk setiapg dand sebarang

i=1

Jadi terbukti.

3.1.5 Teorema :

Jikal danJ dua selang terbuka dengarl J , makag(l) < u(J).

Bukti :

Trivial.

| danJ dua selang terbuka dengaiml J .

Karenal danJ adalah himpunan terbuka .

Jelas bahwal mengandung semua anggota himpunaraulll terkandung di
dalamJ.

Karena,u(l) adalah batas atas dari himpunan bilangan-biladgaras kanan,
Jelas bahwe;u(l ) adalah batas atas untuk beberapa himpunan ydwmtemg
dalamJ.

Oleh karena itu,u(l ) juga adalah batas atas untuk himpunan yang leduih di
sebelah paling Kiri.

Berdasarkan Aksioma sifat supremum padabahwa :

Setiap himpunan tak kosongldidan terbatas di atas mempunyai supremum.



Sehingga berdasarkan definisi ukuran dari himpunga bahwa :
,u(G) =sup{ ,u(P)| P U G, P suatu himpunan terbuka }.
Diperoleh :
dJd :>sup[,u(x)|xD I} U sup[,u(x)|xD J}

= (1)< 1)
Jadi terbukti.
Contoh:

Buktikan!

untuk masing-masingnN

n+l

Jika 1, :(——,—), OnON, dengan |, =1
nn

maka,u(l n)2 :u(l n+l) 9
Bukti:

KarenanON,n=123,...,0

Jika I, =(-13)
S
5

Makal, 01,01, 0..01, 01,0 ..

n+l
Berdasarkan Teorema 3.1.5. mad((’in)z p(l n+1)
Jadi terbukti.

Keteranganinterval |, nLJN disebut interval bersarang (nested interval).



Buktikan!

Jika E adalah suatu hinpunan ukuran Lebesgue positif,ankiinite (berhingga),
dan jika O<a <1, maka terdapat suatu interval buka sedemikian dgaing
H(E nu)=a u(u)

Bukti:

Misal U terdiri dari semua himpunan-himpunan terbuka.

Berdasarkan definisi, diperoleh
u(E)=inf{u(u): EOuDU}

Sehingga dapat ditemukan suatu himpunan terlbyksedemikian hingg& U u,

dana (u,) < 4(E)

Jika {un} barisan dari interval-interval terbuka yang galamwya adalahu,,

makaaiy(un)s i,u(E nu,)

= =
Akibatnya diperoleh

a uu,)< uEnu,)

Jika intervalu_ diganti dengaru, makaa x(u)< u(E n u)
Jadi terbukti.

3.1.6. Definisi :

ulg)=o0.
Ukuran kumpulan terbuka tak terbatas didefinisikasn

3.1.7. Teorema:



Jika M menyatakan koleksi kumpulan terbukaldi(terbatas atau tak terbatas)
danG menyatakan koleksi kumpulan terbukaMi maka ukuran yang di batasi

padaM memenuhi :
(@) 0< u(G)< o(GOM), jadi p:M - O ;

(b) JikaG, O G,, makau(G,)< u(G,) ;

(c) JkaG nG, =@ (i # j), maka,u[OGijzi/,/(Gi) ;

(d) Qsijsgu(a)-

Bukti :
(a) Trivial.
(A) Definisi interval tertutup.
Jelas bahw}D, ] = {¢(G) 00" |0< 4(G) < oo}
(B) Definisi fungsi-fungsi terbatas, bahwa :
Suatu fungsif: A - B dikatakan terbatas, dengan dibuktikan terdapat
suatu bilangan ress > @edemikian hinggéf (x)} < S untuk setiapx 0 A.
Berdasarkan (A) dan (B) diperoleh :

Bahwa suatu ukuran dilambangkan dengadibatasi oleh suatu interval terbatas
yaitu [O, oo],
Maka |u(G)c'S, denganS=max0,) dan GOM , dimanam menyatakan

koleksi selang terbuka (terbatas atau tidak teshasertaG [ [0, oo].



Sehingga 1:J -~ O0°, dimandl adalah sistem bilangan real yang diperluas
[ =00{})

Selain itu, # merupakan barisan bilangan real.

Benar bahway adalah fungsi darM kell™, karena hal itu merupakan definisi
dari barisan bilangan real.

Sehinggau adalah fungsi variasi terbatas pe[dao]

Jadi ukuran adalah suatu fungsi déari~ 0" yang bersifat terbatas pa{:(aoo].

Jadi terbukti.

(b) G, danG, menyatakan koleksi selang terbukaldi

Berdasarkan definisi himpunan buka, bahwa :

MisalkanG,,G, 0 0%, karend, [0 G,, maka(G, 0 G,) 0 O*

G, danG, disebut himpunan buka @i jika semua titik diG, danG, adalah

titik interior dari E.

Sehingga misalkas, ={J,:i =12,..} danG, ={A, :k=12,..}

Karena diketahui bahw@, O G,

Jelas bahwald, terkandung di dalam satu dan hanya gstu

Jadi koleks{J, Jdapat dikelompokkan menjadi sub koleksiA, yang saling
lepas,

Sehinggad, A, < o, OA,

e)-$uta)-3| S ute)

i=1 k \ o000,



Karena Y u(G;)< u(,),

oAy

1) | 3400)|< 3 o) )

k

Karenao, U A, atau berdasarkan Teorema 3.1.5 :

= 4(G) 0 ua,)

Jadi terbukti.
(c.) Misalkan {3, :k=12,..} koleksi selang komponen da@, (i =12 ,...)
Karena diketahu, n G, = i # j)

Berdasarkan Teorema himpunan buka, bahwa :

Jelas bahwa g, 1k =12,...;i =12,... } koleksi selang komponen dari

G, 0G,06G,0..0G, =G,

i=1

Sehinggai (i O j = QGi

i=1 \ k=1
Analog dengan suatu Lemma, bahwa :

Jika{l k}llll adalah suatu koleksi berhingga dari suatu intemakaU |, adalah

ukuran dan [ J1, F> |1, |

= OGijzg(iﬂ[dlj

i=1 k=1



Jadi terbukti.
Cara lain;

Misalkan M, koleksi kumpulan terbuka terbatas denganl2, ...,
Diberikan ¢ > 0, pilih N; koleksi kumpulan terbuka, sedemikian hingga
M, ON, danu(M,)=u(N,) <€ ooiviiiiiiiiiie i (1)

Maka u(M,)< u(N,)+e

Ambil G; dengani =12,...,00

(<)

Sedemikian hinggdl, =N, = JG, .....ccoooiiiii i (D)

i=1

Oleh karena itugu(M, ) - u(N;)

IA
N
=
o

Dan hal ini telah memenuhi untuk ditunjukkan bahWau(G, )< ¢ .

i=1

Dari persamaan (1) dan (2), diperoleh :

4(M,)- 1N, )< uej

sedangkani uG)s<e.
=
Jadi terbukti.

(d) Misalkan G, = JI, utuk setiapi =1.2,...,0
k=1

MisalkanG = UGi , berdasarkan Teorema himpunan buka, bahwa :
i=11



JadiG ={J J;, dengan{J; :i = 12,..} koleksi selang komponen da@i
Diberikan & > Osebarang. PilifN sehingga }_ 1(J;) <§

i=N+1
Berdasarkan Teorema 3.1.7. bagian (c)

Makau(e):gy(wg

Ambil k; suatu selang terbuka untuk setiap12,...,N

SehinggaK; U J; danﬂ(ji)<ﬂ(ki)+%

N

Maka 2(G) < D (K )+ € v s

i=1

KarenaK; 0 J, danJ, 0 G, atau

N [ 00
Karenal JK; O JJ, =G .

i=1 i=1 i=1
Maka ada sejumlah berhinggég,

SebU“ Ky g ? I K ,ip 1""I K ip

N
Sehinggd JK, O 1., 01, O..01, ;.
i=1

N 0 N
Benar bahwa jikaJK; 0| JG, dan| JK; adalah gabungan himpunan terbuka,

i=1 i=1 i=1

N
MakaU K. berisi atau subset sejati dari gabungan sejumfapunan berhingga

(finite).

Dan berdasarkan Definisi Compact sets



N
Dapat disimpulkan bahwa kumpul@ K, adalah compact.

i=1

KarenaK; n J; = ¢(i 7 j) dan berdasarkan teorema 3.1.7. bagian (c)

Maka
QKij :g,,u(Ki)Slu(l kl,i1)+'u(| k2Yi2)+___+,u(l kr'ir)siuzl/'[(G ) ...................

Dari persamaan (1) dan (2), diperoleh :

N

()< 2 ulK, ) re < 2 4(G)

i=1

sehlngga,u Z +£ dan karena > (ebarang,

i=1

i=1

Maka 1(G) = QGi j <3 uG)

Diperoleh UGJ Z/J

Jadi terbukti.
Contoh:

Buktikan!

JikaG, =G, = [0,1], maka,u(CJGi j < i,u(Gi)
i=1 i=1

Bukti:

JikaG, =G, =[01]

Maka u(G, 0 G,)=1

Dan 4(G,)+ u(G,) =



Sehinggay(g G, j < Z'U(Gi )

Jadi terbukti.

Buktikan!
Andaikan A, A,, A, ,...adalah himpunan-himpunan terukur dan andaitanN ,
serta untuk setiap titik J 0" tidak lebih dari sama dengdrpada A, .

Buktikan bahwa

M

=
11

u(AK)sdu(UAkj (jikad=1).

1 k=1

Bukti:

Ambil ¢ yang menyatakan koleksi semua himpunan tidak kpsgang

merupakan subset dari N, tetapi tidak lebih ddangan-bilangarl.

Untuk setiaps & yang didefinisikan suatu himpuna®, sehingga diperoleh
Jikas={k,,....k} dans® ={j,, j,...} (dengan >d)

Ambil A=A n..n A nA'nA ..

Akan ditunjukkan bahwg | A =|

k=1 se

Maka diperoleh



=>" u(A) x (bilangan anggota-anggota dsyi

sle

Jadi terbukti.

3.2. Ukuran Kumpulan Tertutup Terbatas.

3.2.1. Definisi :

MisalkanF suatu kumpulan tertutup terbatas. Sehinbagb] adalah selang
tertutup terkecil yang mengandun§& , dimana a=inf F dan b=supF.
selanjutnya{a, b]— F adalah kumpulan terbuka.

Ukuran F , notasi u(F ) didefinisikan sebagai :
u(F)=(b-a)-u(l -F)
3.2.2. Teorema :
Jika F suatu kumpulan tertutup dan terbatas, mal@)= 0.
Bukti :
Misalkan [a,b] selang tertutup terkecil yang mengandungsedangkar- suatu

kumpulan tertutup.
Berdasarkan Lemma, diperoleh :

[a, b]— F adalah kumpulan terbuka,

Sehingga{a, b]— F O[a,b] sedemikian hingg@,b]— F O(ab)



= ([a,b]— F)< u(a,b)

Berdasarkan Definisi ukuran selang terbu(@b), notasiu(a,b) didefinisikan
sebagap(a, b) =b-a

= ,u([a,b]— F)<b-a

= ula,b]- u(F)<b-a

= pa,b]- u(F)-(b-a)<0

= u(l -F)-(b-a)<0

= -u(l -F)+(b-a)=0

=(b-a)-u(l -F)=0

Berdasarkan definisi awa$ u(F)=0

Jadi terbukti.

3.2.3. Lemma:

Jika (c,d) suatu selang terbuka yang mengandung kumpul&nuprF , maka
u(F)= ulc,d)-p((c.d)-F).

Bukti :

Karena diketahu(c,d) suatu kumpulan terbuka danh kumpulan tertutup, maka
berdasarkan lemmi,d) - F adalah kumpulan terbuka

Berdasarkan definisi himpunan , bahwa :

A-B={x|xOA danxOB}

Berdasarkan defunusi titik limit atau titik clustbahwa :



xO0O adalah titik limit dariS jika V, (x)n S\{x# ¢} dan berdasarkan Teorema
himpunan tertutup, bahwa titik limE termuat diF , makaF tertutup.

Ambil [a,b]0F¢, [a,b] bukan titik limit F ,

Sehingga(C{(c,d)-[a,b]) dan((c,d)-[a,b])N (a,b]- F)=¢

Maka [a,b]0((c,d)-[a,b]) O F©

Berarti F© terbuka, maka tertutup.

c.d)=F)=z((c.d)-[ab]) +ulab] = F)...cccoceeieiiiiie e (D)

)
)
b)) = (e, d) = u(F )+ pu(F) - a,b]
~[a,b]) = u(c,d) - p[a,b] (Berdasarkan invers).
)= u((c.d)-[ab])
Berdasarkan Definisi ukuran terbuka
Jelas bahwdc,d)-[a,b] = (a,c) 0 (b,d) «.ocovveiveieiieiiie e (2)
Sehinggau((c,d)-[a,b]) = (a-c)+(d -b)
Kemudian persamaan (2) disubstitusikan ke persarfijadiperoleh :
#((c.d)-F)=(a-c)+(d-b)+u(ab]-F)
=(d-c)-(b-a)+ u(a,b]- F) (Berdasarkan sifat komutatif).

= p(c.d)-F)=ulc.d)- uF)



Berdasarkan Definisi awal, diperoleh :
- u(F) = p((c.d)-F)- ulc.d) atau
p(F)= ple.d)=plc.d)-pl(c.d)-F)
Jadi terbukti.

Contoh:

Buktikan!

Jika C adalah himpunan kompak d&hV adalah himpunan-himpunan terbuka
sedemikian hinggaC OU OV, maka u(C)O (U OV), maka terdapat
himpunan-himpunan kompak dan E sedemikian hinggeD OU,E 00V, dan
C=DOE, makau(D)O u(U) dan u(C)=u(D O E)

Bukti:

KarenaC -V dan C -V masing-masing himpunan-himpunan kompak, terdapat

dua himpunan terbukd danV sedemikian hingg& -U OU danC-V D\},
makau(C-U)0 /J(Uj dan g(C-Vv)O /J(Vj

Dapat ditulisD =C —L] danE=C —\}
Maka 1(D) = y(c —ij dan u(E) = y(c —\}j

Berdasarkan hal tersebut, secara mudah dapat gidnkiahwaD U, E OO0V

Maka u(D)0 u(U), u(E)0 u(v) dan bahwaD dan E adalah himpunan

kompak, karen& nV = 0

Diperoleh



DDE=(C_0}%§_QJ

:c_@mvj
=C
Maka (D O E) = u(C)
Jadi terbukti.

3.2.4. Teorema :

Jika F, dan F, dua kumpulan tertutup terbatas deng&nUF,, maka

Bukti :

Misalkan | selang terbuka yang mengandufgdan F,

Berdasarkan lemma, diperoleh :

| - F, danl| - F, adalah kumpulan terbuka.

Berdasarkan sifat komplemen, diperoleh :

F,0F,, maka -F, 01 -F,

sehingga(1)11 O F.} O{u(l)|1 OF;}

=4l =F,) <l =F) oo (D)

Berdasarkan definisi awal,

Sehingga diperoleh :
-1 -F)=u(F)-(b-a)
= u(l -F)=-u(F)+(b-a)

= u(l -F)=(b-a)=p(F) oo ()



Kemudian persamaan (2) disubstitusikan ke persariadiperoleh :
i =F) < i - F,)

(b-a)- u(F,)<(b-a)- u(F,)

{b-2)-u(F, )} -(b-a)<{(b-a)-(F)-(b-a)
{~u(F,)+(b-a)}-(b-a)<{-u(F,)b-a)} - (b-a) (Sifat komutatif).
—u(F,)+{(b-a)-(b-a)} < -u(F,)+{(o-a)-(b-a)} (Sifat asosiatif).
— u(F,)+0< -u(F,)+0 (Berdasarkan sifat invers).

(F,)< -u(F,) (Berdasarkan sifat identitas).

T :U(Fz)2 :U(Fl) atau:u(Fl) s ,U(Fz)

Jadi terbukti.
Contoh:

Buktikan!

Jika 1, :{O,E}, OnON, denganl, =1, untuk masing-masingnN maka
n

1)z a1 ,)-
Bukti:

KarenanON, n=123,...,0

Jika I, =(02)

(o
G



Makal, O1,01,0..01,01,,0..

n+l

Berdasarkan Teorema 3.2.4. mai )= (1 ,.,)

Misalkan G(O,l), makaG-1, danG -1,

Atau (02)-[07] dan(O,l)—{O,ﬂ kumpulan terbuka

Hal ini berakibat(01)-[03] < (0’1){0’%}

Jadi £((01)-[01]) < y((o;t) - {O’ED

2

Ataup(l )= u(l,.,)

Jadi terbukti.

Keteranganinterval | ,, n[J N disebut interval bersarang (nested interval).

Buktikan!

Jika {EO,El,EZ,..}adaIah suatu barisan dari himpunan-himpunan daRm

sedemikian hinggd, 0| JE, , makau(E,)< > u(E)
i=1 i

Bukti:

Ditulis E; =[a;,b ), dengan =12,...,00

Jika a, = Db,

Ambil & >0sebarang sedemikian hingga< b, — a,



Untuk semuad >0, jika ditulis F, :[ao,bO —5] dan U, :(ai —Zé,b,) dengan

i =12,...00, makaF, 0| U,
i=1

Dan oleh karena itu, berdasarkan Teorema HeinerelBerdpat suatu bilangan

bulat positifn sedemikian hinggd, O UUi

i=1

Sehingga diperoleh

Karena&e dand sebarang

Jadi terbukti.

3.2.5. Teorema :

Jika F suatu kumpulan tertutup terbatas dansuatu kumpulan terbuka terbatas
denganF O G, makau(F)< u(G).

Bukti :

Berdasarkan teorema himpunan buka bahwa

Gabungan dari himpunan buka dalain adalah himpunan buka, yaitu jikg,
buka, makg | G, buka.

Dan karena himpunan kosorgadalah himpunan buka(di, makaF [0 G

Misalkanl suatu selang terbuka yang mengandung G karenabikdt [1 G



Jelas bahwéajuga mengandung

Sehingga berdasarkan lemma, bahwa

| — F kumpulan terbuka

Benar bahwa= GO(I - F)

KarenaGL I, FOIl,danF OG

MakaGn (I -F)# ¢

Sehinggay(l ) < u(G) + u(l ~F)

= (1) (1 =F)< p(G)

Berdasarkan definisi awal bahwdF )= (b-a)- u((b-a)-F)

Kemudian disubstitusikan, sehingga diperoleh :

= p(F)< u(G).
Jadi terbukti bahwa jik& suatu kumpulan tertutup terbatas d@asuatu kumpulan
terbuka terbatas dengdh G, makau(F)< u(G).

Contoh:

Buktikan!

Jika C=[01] himpunan kompak, U =(01) himpunan terbuka, dan

[E l} 0 (01), maka,u[E,%D 0 u((0)

3’2
Maka terdapat hinpuna@, danU, sedemikian hingg& U, O C, OU, maka

u(C)0 p(U,) 0 (G,) O ()

Bukti:



Misalkan terdapal suatu himpunan terbuka dan terbatas sedemikiaggin
covou,

Maka berdasarkan Teorema 3.2.5. diperqléﬁ) 0 /,I(V) 0 ,u(U)

Asumsikan bahw& terbatas.

Ambil f fungsi dalamF sedemikian hinggaf (x)= 0, untuk setapx dalam
C= [0,1] dan f(x) =1, untuk x dalamX -U .

Sehingga dapat ditulis

U, :{x: f(x)<%} danC, :{x: f(X)s%}

Jelas bahw%,ﬂ O {o,%j O E ,1) 0 (o)

AtauCOU,OC,OU,

Berdasarkan Teorema 3.2.5. diperoleh

IR

Atau 4(C) 0 u(U,) 0 4(C,) 0 p(U)

Jadi terbukti.

3.2.6. Teorema :

Jika G suatu kumpulan terbuka terbatas ddmenyatakan himpunan kumpulan

tertutup, makau(G)= sup u(F)

FOM,FOG

Bukti :
Berdasarkan teorema 3.2.5. bahufdr ) < 4(G) jika FOM,F O G

Dan berdasarkan definisi batas atas, bahwa



Karenau(F) < u(G)
Sehinggau(G) = batas atasupper bound himpunan{x(F): F OM,F O G}

Misalkan &£ > 0 sebarang, akan dibuktikan adanya subtuJM,F, 0 G dan

,U(Fo) > ,U(G)_ €
Misalkan{(a,,b,): k =12,..} koleksi selang komponan terbatas

= ,U(G) ~ Zlu(akvbk) S Z:u(bk _ak)

k=1 k=1

n

§< k:l(bk S0 [ S e W W

pilih n sehinggau(G) -
untuk setiggk =1, 2, ..., n

pilih selang tertutup 6, d«], sehingga o, de] O (a,,b, ) dan
Berdasarkan definisi 3.1.1. pada ukuran terbukzates
Maka u(c, ,d,)=d, —c,

Berdasarkan Teorema 3.2.5.

= u(c,,d,)=d, -c <ua.b)=(b -a)

Sehinggau(c,,d,)=d, =, > (B =8 ) == weveeereeeeee e (2)

2N

DefinisikanF, =| J[c,.d,]. makaF, OM,F, OG

k=1

Berdasarkan definisi 3.1.3. pada ukuran kumpulebutea terbatas

= 'U(FO):.(Z:"U[Ck’dk]:kZ:‘(d —ck) R ()

dengan menggabungkan persamaan (1), (2), danig&yoteh :



sehingga= 4(F,) == (d, - ¢,)> ((bk -ak)-%j > u(G)-¢

k=1 k=1
= u(F)> u(G)-¢
Berdasarkan definisi batas atas terkesiigremunm).

1(G) disebut batas atas terkec#premun, jika

2. 4(G) < u(F,) untuk semuau(F,) batas atas.

Definisi tersebut menyatakan bahwa agé(rs) menjadisupremum
Jadi terbukti bahwa jik& suatu kumpulan terbuka terbatas ddmenyatakan

himpunan kumpulan tertutup, makdG)= sup u(F)

FOM,FOG

Contoh:

. . 11 A .
Ambil G =(01)0 H =(010) dan ambilF :[g,ﬂ 0 M[010] sedemikian hingga
FOG,

Sehingga(l)= sup (Ej

FOM,FOG

Maka 4(G)= sup u(F)

FOM ,FOG
3.2.7. Teorema :
Jika F suatu kumpulan tertutup terbatas ddnmenyatakan himpunan semua

kumpulan terbuka , maka(F) = _inf u(G)

GOH,GOF

Bukti :



Berdasarkan teorema 3.2.5. bahwa

u(F)< u(G) jika GOH,GOF

berdasarkan definisi batas bawah, bahwa

karenau(F) < u(G)

sehinggau(F) = batas bawah ( lower bound ) himpudafG): GO H,G O F}
Misalkan & > 0 sebarang akan dibuktikan adanya su&ulH,G, 0 F dan
u(F)> u(G,)~¢

Berdasarkan lemma dan definisi 3.2.1.

Misalkanl suatu selang terbuka yang menganderkumpulan tertutup terbatas),

makal — F adalah suatu kumpulan terbuka

Berdasarkan teorema 3.2.6. bahwa

Pilih selang tertutupo, sehinggaF, LI | —F

Berdasarkan teorema 3.2.5.

= U(F)< pl1 -F)

Berdasarkan sifat kebalikan dan teorema 3.2.6. Aahw

Untuk € > 0 sebarang ada suakyj [ M

= u(F)>p(l -F)-¢

DefinisikanG, = | - F,, makaG, OH,G, O F danu(G,)= u(l - F,)

= p(Gy)> (1)~ u(F,)

Karena telah diketahui bahwg, O | — F dan diambil sebarang > ,&ehingga

kedua ruas masing — masing ditambahkan denpdah



= pGo)= 1)~ pu(Fo) < p(1)- (1 —F)+e

= p(Go) = u(1)- pu(Fo) = wl1) - 1)+ u(F) + &

= ,u(GO) = p(l )—,u(FO) < +,u(0)+ ,u(F)+ & (berdasarkan sifat invers )
= 1(G,) = u(1)- u(F,) < u(F)+e (berdasarkan sifat identitas )

= u(G,) = u(F)+e

Berdasarkan sifat kebalikan, diperoleh :

> u(F)>u(G,)-¢

Berdasarkan definisi batas bawah terbegafirthium), bahwa

u(F) disebut batas bawah terbesanfimum), jika

2. 1(G,) < u(F) untuk semuau(F,) batas bawah.

Definisi tersebut menyatakan bahwa agéF) menjadiinfimum
Jadi terbukti bahwa JikB suatu kumpulan tertutup terbatas ddmmenyatakan

himpunan semua kumpulan terbuka , mak& )= _inf u(G)

GOH ,GOF
Contoh:

. 11
Ambil F =|=,= =
mbil F {3,2} OM =[010]
Dan ambilG = (01) 0 H(010) sedemikian hingg® 0 F

. 1) .
Sehmgg{g) a GDngF (l)

Maka u(F)= inf u(G)

GOH ,GOF



3.2.8. Teorema:

i=1

JkaF, OM(i=22...,n) danF n F, =¢i # ), maka,u(LnJFij:iFi

Bukti :
Pembuktiannya dengan menggunakatuksi matematika
» Akan dibuktikan : benar untuk= 2
JikaF, OM(i =12) danF, n F, = ¢, makau(F, OF,)
Misalkanl; = [ &, b1] selang tertutup terkecil yang mengandéagdan
Misalkanl, = [ &, b,] selang tertutup terkecil yang mengandéig
KarenaF, n F, = ¢, maka berdasarkan definisi dalam interval tertubahwa
[a, bi]= {xO0O|a, < x<h}, sehingga < by, dan
[a, by] = {xO0O|a, < x<b,}, sehingga, < b,.
= a <b <a, <b,
Sehinggal = [ &, b, ] adalah selang tertutup terkecil yang mengandung
F=FOF,
Berdasarkan lemma bahwa
I, — F, adalah kumpulan terbuka, selfat=1, —F, dan
I, —F, adalah kumpulan terbuka, selésf =1, - F,
=G=1-F=1=(FOF,) oo (1)

berdasarkan teorema himpunan buka, bahwa

Gabungan dari himpunan buka dalamadalah himpunan buka, yaitu jika

buka, makd_J G, buka.



=G=G,0G,I{x00|b, <x<a,}

= G=G,0G, 0(0,8,) reeeveeeeereieiee e (2)
dengan mensubstitusi persamaan (2) ke (1) :

=G=1-(F,OF,)

=G, 0G,0(b,a,)=1-(F,0F,)

- 1-(F,0F,)=G,0G,0(b,a,)

=1=G,0G,0(b,a,)+(F,0F,)

=1=G,0G,0(b,a,)0(F,OF,)

=1=(G,0F)0(G,0F,)0(b,a,)

= 1= 01, 0(B,,8,) ceeeveeineeeieieicreeeiieesriesereeeere e e s deane (3)
KarenaG = | —F pada persamaan (1), makéG) = u(l) - u(F)

Sehinggau(F) = (1) = 1(G) wovvveveoeeeiee e (D)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3) pada (4)

:>,u(F):(,u(ll)+,u(l2)+,u(b1,a2))—y(G) ....................................... (5)

Dengan mensubstitusi persamaan (2) pada (5)
= p(F) = (u(1)+ u(1,) + plby,a,)) - (u(G ) + 1(G, ) + ulby,2,))

1)+ (1) + wlo,a,) - 4(G,) - (G, ) - plby. a, ) (sifat distributif).

= u(F)

w(1,)+ u(1,)- u(G,) - u(G,) (berdasarkan sifat invers )

(:u(ll)_lu(Gl))+ (/u(l 2)_/1(62))

Dengan mensubstutusikan persamaan (4)

= u(F)

= u(F)

= (F)=p(F)+u(F,)



it ,U(Fl O Fz) = ﬂ(F1)+ﬂ(F2)

Jadi terbukti benar untuk=2 bahwa jikaF, DM (i =12) danF, n F, = ¢, maka

uF OF,)

* Asumsikan benar untuk=k

k
F OM(i=12..k) danF n F, =¢(i # j), maka UFij=Zk‘,Fi

i=1 i=1

i=1

k
F, =F., danF, = JF,OM

i=1

K
:>Fk+1m(UFij:¢)

i=1

)
|

= p[UFi =/ OFijUﬂ(FM)

i=1

k+1

= gFi = Zk:ﬂ(Fi )+ u(F..)

i=1 i=1

= ,U[U F | =3 ur)

k+1 k+1
Jadi benar untuk =k + 1, bahwa= ,U[U Fij => u(F)
i=1 i=1



Karena untukn = 2 benar, untuk = k diasumsikan benar, dan untok= k + 1

benar, sehingga menurut induksi matematika terbuk@hwa Jika

F OM(i=12...,n) danF, n F, =¢(i # j), maka OE}ZH‘,E

i=1

Adapun pembuktian secara sederhana

(A) Teorema 3.1.7. bagian (c), bahwa

JkaG, n G, =g (i # ), maka OGij:iﬂ(Gi)

=1
(B) Teorema, bahwa :
Tiap — tiap himpunan tak hingganfinite ) memuat himpunan bagian yang
denumarabel

Berdasarkan (A) dan (B), diperoleh :

Ln_JFi DCJFI danZF DZF

i=1 i=1 i=1

~ Qlﬁjsy(gﬁjdaniZ;:u(Fi)sZu(Fi)

Jadi terbukti benar bahwd OM (i =12,...,n) dan F nF, =¢(i # j), maka

UF = 3ue)2 o UF =Sl taue U, | =35
i=1 i= i =1 =1
Contoh:

Buktikan!

Jika F, =[12], F, =[56], danF, n F, = ¢, maka LnJFij =Zn‘,Fi

i=1

Bukti:



Misalkan 1, =[02] O F, =[12]
Dan |, =[46] O F, =[56]
Ambil G, =1, - F, =[0,2] -[01] = [07]
DanG, =1, -F, =[46]-[56] =[45]
R+ p(F,) = (k1) - 1(G)) + (u(1,) - (G,))
= (u(02]) - (o)) + (u(48]) - (48])
- ul(12)+ allse)
=1+1
=2
KarenaG=1-F =i-(F,0F,), makaF, 0 F, =1 -G

Sehinggau(F, OF,)= u(l -G)

:u((ll O IZ)_(Gl O Gz))

u(02]0[46]-[o1]0[45])

= p((02]-[0a]0[46]-[45])

Jadi terbukti.
3.3. Integrasi Antara QS Al — Qomar Ayat 49 denganUkuran Lebesgue
dalam Garis Bilangan Real.
Matahari, bumi, bulan, serta planet-planet yang. |&emuanya berbentuk

bola. Bukankah bola merupakan bangun geometri?aRiean bentuk lintasan



bumi saat mengelilingi matahari, demikian jugads#n-lintasan planet lain saat
mengelilingi matahari. Lintasannya berbentuk elipskankah elips merupakan
bangun geometri? Bukankah geometri merupakan cabaerggematika?
Berdasarkan fakta ini, tidaklah salah jika kemudi@alilieo mengatakan
“Mathematics is the language with wich God credteduniverse”.

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep makemmeskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu athan Aemesta serta segala
isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yamgnwat dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang mapan, dan denganswamus serta persamaan
yang seimbang dan rapi. Sungguh, tidak salah kirgika penulis menyatakan
bahwa Allah maha matematis.

Semua yang ada di alam ini ada ukurannya, adadatuhitungannya, ada
rumusnya, atau ada persamaannya. Ahli matemat#a fatika tidak membuat

suatu rumus sedikitpun. Mereka hanya menemukangatau persamaan. Albert

Einstein tidak membuat rumuse=mc®, dia hanya menemukan dan
menyibolkannya dalam bahasa matematika. Lihatlabhaib@gana Archimedes
menemukan hitungan mengenai volume benda melaludiamair. Hukum
Archimedes itu sudah ada sebelumnya, dan dialah yememukan pertama kali
melalui hasil menelaah dan membaca ketetapan Matusysyakir, 2007:79).
Semua jenis ukuran ditetapkan melalui perhitunganifpungan. Dan
semua bentuk perhitungan tersebut menghasilkan sikatan yang digambarkan
dalam angka-angka. Satuan ukuran panjang, ber&imeo kecepatan, tinggi

nada, dan lain-lain.



Perhitungan digunakan di seluruh aspek kehidupapateada batasan
ruang dan waktu. Hasil dari perhitungan menjadigabuah ukuran. Apakah ada
kehidupan ini dimana satuan ukuran tidak terlinBtthkan metode penelitian
yang bersifat kualitatifpun dapat dikonversi menjaturan yang kuantitatif
dengan menggunakan skala Likert. Betapa pentingnykuran bagi
berlangsungnya proses kehidupan. Bagi manusiaankyaing ditetapkan dalam
satuan angka, merupakan hal yang sangat beraxdarSakuran ditetapkan dalam
seluruh dimensi kehidupan dan keberlangsungan readas alam semesta yang
meliputi ukuran jarak, waktu, gaya energi, massa, sEbagainya. Tidak terhitung
banyaknya jenis ukuran yang dipergunakan oleh manustuk melakukan
perhitungan dalam segala aspek kehidupan.

Segala ketentuan-ketentuan yang berlaku dalam dailanangka di
hamparan semesta raya merupakan bagian dari méestepenciptaan-Nya dalam
hitungan matematis yang teramat tinggi. Oleh karmenaeluruh karya cipta-Nya
sejak dentuman besar hingga saat ini berjalan dakteraturan. Dan detik ini
tanpa disadari oleh para penggunan teknologi, sésantuk teknologi yang kita
pergunkan dari radio, televisi, komunikasi (handphanternet, dan lain-lain) dan
bahkan teknologi tingkat tinggi dan tercanggih $pkia menggunakan bahasa
yang sama: matematika.

Seorang ahli matematika harus mempelajari angk&ean@ermutasi, dan
sifat-sifatnya. Aspek ini disebut aritmatika ateertptungan. Ketika berhadapan
dengan persamaan atau untuk mengetahui sesuatubgdung diketahui tetapi

dapat disimbolkan dengan rumus dan persamaan, mhahkdah aljabar. Dan



ketika berhadapan dengan format, ukuran, dan pasiska lahirlah geometri.
Benyak orang berpendapat bahwa antara aritmatikdaa dan geometri adalah
tiga hal yang berbeda, padahal sesungguhnya. Seating bekerja sama, saling
membantu dan terkait satu sama lain, sehingganerkeebuah komposisi alam
semesta yang sangat sempurna dan menakjubkan.

Pada masa-masa mutakhir ini, pemodelan-pemodelaenratika yang
dilakukan manusia sebenarnya bukan membuat sesymtg baru. Pada
hakikatnya, mereka hanya mencari persamaan-persagtaa rumus-rumus yang
berlaku pada suatu fenomena. Bahkan, wabah selgen@&am berdarah, malaria,
tuberkolosis, bahkan flu burung ternyata mempungdiiran-aturan yang
matematis. Sungguh, segala sesuatu telah dicipt#agan ukuran, perhitungan,
rumus, atau persamaan tertentu yang rapi dan(#@tidusysyakir, 2007:80).

Dari benda yang paling besar hingga benda yan$ tdanpak oleh kita
telah ditetapkan-Nya dengan beraneka macam. Segalaatu diciptakan-Nya
menurut ukurannya masin-masing. Dan fenomena ukmemadi lebih menarik
lagi tatkala ditemukan bahwa banyak struktur madedlam semesta di bentuk
oleh struktur “Proporsi Agung” atau “Golden Ratiatau “Rasio Emas”, 1.618
yang banyak ditemukan di alam semesta, juga pamlausia (proporsi tubuh,
DNA) (Salma, 2007:24).

Dan Stephen Hawking, yang pada awalnya tidak mewhkat hipotesis
Tuhan dalam mempelajari alam semesta, meyakiniyadamsur matematika yang
mengagumkan yang melekat di dalam struktur kosreekingga akhirnya dia

mengatakan, "Tuhanlah yang berbicara dengan batud&aholsani, 1995:23).



Beberapa peristiwa akan berakibat fatal pada kelaidlumanusia apabila
masalah ukuran di abaikan begitu saja. Contohnysy ytarjadi pada sebuah
pesawat luar angkasa Mars Climate Orbiter (MCO)aptahggal 30 September
1999, yang sedang melakukan penjelajahan orbit eplaviars mengalami
kecelakaan. Setelah diselidiki, ternyata petakaetart bukan disebabkan oleh
kurang canggihnya teknologi yang dipakai, tapi kardetidaksesuai aplikasi
sistem satuan antara NASA sebagai operator dengackhked Martin
Astronautics pabrik pembuatnya. NASA terbiasa manggan satuan
internasional (Kilometer, Gram, Newton) sementacckheed Martin terbiasa
dengan satuan Inggris (Mil, Pound).

Pada abad ke-13, raja Mesir, Ramses Il (1290-124% Ketika sedang
membangun piramida merasakan kesulitan karenapsdtiarah kekuasaannya
mengurimkan bantuan dalam ukuran yang berbeda.gdirdchirnya Ramses I
merentangkan lebar tangannya, dan berkata “Sepkirsasatuan panjang yang
dipakai hanyalah satu: jarak dari ujung sikuku gande ujung jari tengahku”.
Maka lahirlah standar satuan panjang di Mesir ydingmakan Kubit, berasal dari
bahasa Latin Cubitus yang berarti siku.

Pada abad ke-18, dunia dipenuhi berbagai satugarmpantara lain: kaki
(feet), inci, yard, dan sebagainya. Bahkan sebwhas yang sama ternyata
diartikan berbeda di masing-masing negara ada yeseput kaki Belanda, kaki
Jerman, kaki Italia, dan lainnya. Lebih membinguagkagi perbedaanpun terjadi
didalam setiap negara. Saat itu terdapat 55 buails gandar satuan kaki di

Belanda, dan 30 buah di Jerman. Untuk mengatasalataperbedaan ukuran ini,



Mouton, seorang matematikawan Prancis, mengusulkgar dibuat sebuah
standar panjang yang global. Patokan yang akakalipalalah dlam ukuran bumi
(Salma, 2007:25).

Dengan bantuan pemerintah Prancis sebuah standaansaanjang
diumumkan, yaitu meter (berasal dari bahasa Yunargtron, yang berarti
mengukur). Besarnya nilai satu meter saat itu mkingila definisi yaitu sebagai
panjang setengah lintasan pendulum yang bergelaknaesatu detik dan satu
persepuluh juta panjang seperempat keliling bunmni@il garis lurus yang
menghubungkan kutub, melalui Paris, hingga ke daatislistiwva).

Tahun 1791, setelah meletusnya Revolusi Prancisadéti Ilimu
Pengetahuan Prancis memilih definisi kedua dendmsa@a gaya gravitasi bumi
berbeda untuk setiap lokasi. Tahun 1960 pada sa#ef@nce Generale des Poids
et Mesures (CGPM) dibuatlah definisi baru tentaay@n meter yang mengacu
pada panjang gelombang radiasi krypton-86. Di tab®@®3, dalam forum yang
sama, definisi tersebut diubah kembali untuk memakan ketidakpastian yaitu
1 meter adalah panjang lintasan yang dilalui calmg@a ruang hampa selama
interval waktu satu per 299.792.458 detik (Salnt®,7226).

Dari contoh di atas semakin membuktiikan bahwa iptsEn-Nya
memiliki tujuan dan tidak sekedar bermain dadu ételan seperti salah satu
perkataan Einstein yang terkenal "Tuhan tidak sgdsrmain dadu”. Pernyataan
ini sebenarnya telah kadaluarsa bila kita mempidratbahwa 1200 tahun

sebelum pernyataan Einstein, Al-Qur'an sudah mekgahya dengan tegas



(Hought,2004:27). "Sesungguhnya kami menciptakagalse sesuatu menurut
ukuran” (Al-Qomar/54:49).

Matematika itu pada dasarnya berkaitan dengan jekemenghitung,
termasuk teori ukuran Lebesgue, sehingga tidakhg#ta kemudian ada yang
menyebut matematika adalah ilmu hitung atau ilmu dlisab. Dalam urusan
hitung menghitung ini, Allah adalah rajanya. Allatangat cepat dalam
menghitung dan sangat teliti. Kita perhatikan apmt Al — Qur'an yang
menjelaskan bahwa Allah sangat teliti.

Aktivitas memperhatikan, memikirkan, memahami, ngemakan akal
yang banyak dianjurkan oleh Alah SWT dalam Al — '@umerupakan sebuah
rangkaian metode penelitian ilmiah untuk menghasilkeori-teori ilmiah untuk
menghasilkan teori-teori ilmu pengetahuan, yanguseiya terangkum dalam 2
kegiatan yaitu membaca dan menulis, seperti hakil@eh memberikan Al —
Kitab yang berarti tulisan dan Al — Qur'an yangadgrbacaan. Dan dengan
Qalam Allah memproses penciptaan dan pengembarigam semesta beserta
isinya, baik yang di langit maupun di bumi, bailkhgaampak maupun yang tidak,
berjalan hingga detik ini dalam keteraturan danekiian-Nya dalam bentu
ukuran, massa, kecepatan, dan seluruh perhiturigagadl raya dengan ketelitian
yang tidak banding dan tidak akan ada yang mampgukumenandingi-Nya.
Semuanya dalam satuan angka.

Allah telah menciptakan segala sesuatu di alam s@nmengan "Ukuran
yang tepat’, dan jika terlihat penyimpangan ini ethigbkan karena ilmu

pengetahuan masih terlalu dini untuk memahaminya.



Islam tidak mengenal pertentangan antara sainsadama. Belum ada
kasus seperti kasus Galilieo dalam islam, yang kdilnu pancung oleh gereja.
Islam terbuka bagi segala macam ilmu. Bukti yangtaadalah bagaimana Al —

Qur'an menyebut sekitar 750 ayat yang berkaitagatepenciptaan alam semesta
(% dari ayat Al-Qur'an) dan puluhan ayat yang berakl@ngan anjuran dan

perintah untuk memperhatikan, memikirkan, menggaon&kal, dan memahami
tanda-tanda ciptaan-Nya di alam semesta.

Puluhan ayat yang berakhir dengan anjuran dan tphriruntuk
memperhatikan, memikirkan, menggunakan akal, damahemi tanda-tanda
ciptaan-Nya di alam semesta. Begitu pula dengaimidetikuran Lebesgue yang
merupakan salah satu ukuran yang diciptakan oléthASWT yang kemudian
ditemukan oleh Henry Leon Lebesgue, juga harus rlgti&an, dipikirkan,

dipahami, dan dibuktikan kebenaran teorema-teorgman



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan.

Jika M menyatakan koleksi kumpulan terbuka terbatas dan
menyatakan fungsi ukuran , maka M - [ bersifat:

(@) 0s u<(G)<=(GOM);

(b) G, OM(i =12), G, 0 G, = u(G,) < u(G,);

©

)G OM(=12..)G nG, =gl #j)= Qeijzzy(c;i);

i=1

(d)G, OM(| b= UG) Z,u

Jika H menyatakan koleksi kumpulan tertutup terbatas, maka - [
bersifat:

(@) 0< y(F)<w (FOH);

(b) RO H(i = 112)1 FOF= ,U(Fl)S :U(Fz);
© FOH({=12.)FnF =¢(#])= ,u(UFij => u(F.).
i=1

i=1

4.2. Saran.



Teorema—teorema dan lemma—lemma dalam Ukuran Lebedglam
Garis Real cukup menarik untuk dibuktikan oleh pisnkarena sangat banyak
berhubungan dengan teorema—teorema dan lemma-—lgmmngatelah diperoleh
selama dibangku perkuliahan, khususnya di dalana indiah bidang matematika
analisis.

Selaku penulis dan pengamat, maka dalam hal inbabdarapa saran yang
sifatnya konstruktif yang bisa diberikan demi kenaay dan perkembangan ilmu
matematika di Jurusan Matematika Fakultas Sainslé&nologi UIN Malang.

4.2.1. Bagi Jurusan Matematika Fakultas S@amsTeknologi UIN Malang.
Pada hasil penelitian dalam skriysing dilakukan diharapkan dapat
menginformasikan dan memberikan ilmu, wawasanaggnhgetahuan kepada
lembaga akan pentingnya masalah Ukuran Lebesguemd&aris Real.
Karena hal itu di perlukan untuk menyelesaikan nadsimtegral Lebesgue.
Sehingga lembaga dapat memberikaiadam tersebut di dalam bangku
perkuliahan.
4.2.2. Bagi Peneliti Selanjutnya.
Mengembangkan dan memperluas tgaray sudah diteliti dalam
skripsi studi literatur ini, terutama ditekankandpapembahasan Ukuran
Lebesgue di Ruang Euclide".

Atas perhatian dan kebijaksanaannya, sebelum dsudakenya penulis

ucapkan terima kasih.
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