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ABSTRAK

Wahid, Abdur Rohman. 2007Menyelesaikan Sistem Kongruensi Linear
Dengan Metode Eliminasi-Subtitus Dan Metode Invers Matriks
(Menggunakan 3 Kongruensi 3 Variabel Dan 4 Kongruens 4
Variabel). Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi UIN
Malang
Pembimbing: Drs.Turmudi,M. Si

Ach.Nasihchuddin, M.A.

Kata Kunci: Kongruensi Linier,Eliminasi-Subtitusi,Invers Matsijiadil.

Kongruensi adalah Salah satu bahasan dalam téanighn. kongruensi
mempunyai sifat-sifat yang sama dengan persamadamdaljabar.Dalam
kongruensi masalah utamanya adalah menentukangailabulat x sehingga
memenuhi kongruensi f()¢ 0 (mod m); f(x) adalah polynomial dengan koefisien
bulat.Kongruensi yang paling sederhana adalah kemgi yang berderajat
satu,yang pangkat tertinggi variabel terikatnyaladd, dan disebut kongruensi
linier. Jika dalam dalam aljabar dikenal dengarsgeraan linier yang berbentuk
ax = b; az 0, maka dalam teori bilangan dikenal kongruengtigang berbentuk
ax = b (mod m).

Sistem kongruensi linier ini dalam penggunaannypataliselesaikan
dengan dua metode yaitu dengan metode Eliminagit@sibdan metode Invers
Matriks. Metode Eliminasi-Subtitusi merupakan gajmm 2 metode. Dalam
penyelesaiannya metode Subtitusi biasanya bekefah ldambat dalam
menentukan variabel pertama, tapi sangat cepat mhew@n variabel kedua
setelah variabel pertama diketahui. Sementara radftohinasi justru lebih cepat
menentukan variabel pertama tapi lebih lambat datementukan variabel kedua
karena proses eliminasi diulang lagi dari awal.

Invers Matriks merupakan salah satu cara terbalknugpenyelesaian
kongruensi linier, karena dalam penyelesaian innggenakan 3 dan 4 variabel
serta 3 dan 4 kongruensi. Maka suatu kongruensinyandibentuk suatu matriks,
kemudian dicari matriks inversnya.

Kesamaan erat kaitannya dengan adil atau keadigaena dalam proses
penyelesaiannya sistem kongruensi menentukan swatiabel sehingga
menghasilkan suatu hasil yang sama atau berimb2aug.adil merupakan sifat
yang selalu diperintahkan kepada manusia dan baitgaapat didalam Al-
guran. Sedangkan sistem kongruensi sendiri lelfibiea jika menggunakan
sebuah metode dalam proses penyelesaiannya, makdemaiminasi-subtitusi
dan invers matrik bisa digunakan untuk menyelesasgatem kongruensi linier
ini,dimana menggunakan tiga kongruensi tiga vatiatl® empat kongruensi
empat variabel



BAB |

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Matematika secara umum didefinisikan sebagai biddngu yang
mempelajari pola dari struktur, perubahan, danguaacara informal, dapat pula
disebut sebagai ilmu tentang bilangan dan angkd&anDgandangan formalis,
matematika adalah penelaahan struktur abstrak gigiedinisikan secara aksioma
dengan menggunakan logika simbolik dan notasi matike) ada pula pandangan
lain, misalnya yang dibahas dalam filosofi matekstiMatematika ialah ilmu

dasar yang mendasari ilmu pengetahuan lain. (ftpw.infofx-teori

bilangan.htm.org.com)

Teori bilangan adalah cabang dari ilmu matematigagy mempelajari
sifat-sifat bilangan bulat,beberapa sifat dari rfmlan bulat adalah tertutup,
komutatif asosiatif,identitas dan semuanya berkgkbhadap operasi penjumlahan
dan perkalian bilangan bulat.

Salah satu bahasan dalam teori bilangarlalmd&ongruensi linier.
Sebenarnya kongruensi mempunyai sifat-sifat yangasalengan persamaan
dalam aljabar. Dalam aljabar,masalah utamanya ladaknentukan akar-akar
persamaan yang dinyatakan dengan f(x) = 0; f(x) ladda suatu
polynomial.demikian halnya dengan kongruensi, peaiaannya adalah
menentukan bilangan bulat x sehingga memenuhi kemngi f(x) = 0 (mod m);

f(x) adalah polynomial dengan koefisien bulat.



Kongruensi yang paling sederhana adalahgrkemsi yang berderajat
satu,yang pangkat tertinggi variabel terikatnyaladd, dan disebut kongruensi
linier. Jika dalam dalam aljabar dikenal dengars@eraan linier yang berbentuk
ax = b; az 0, maka dalam teori bilangan dikenal kongruengtigang berbentuk
ax = b (mod m).

Dalam penyelesaian masalah kongruensi ini, hat yaaling mendasar
adalah bagaimana menentukan bilangan bulat x sgdingemenuhi kongruensi
f(x) = 0 (mod m). Menentukan x dalam kongruensi ini, sebeya sama halnya
dengan menentukan penyelesaian sistem persamaan timana ada beberapa
metode atau cara yang digunakan dalam menyelesgikadan ini sangat sulit
jika diselesaikan dengan cara biasa, karena dalamyefesaiannya kami
menggunakan 3 dan 4 variabel sehingga dengan @esa &kan terasa sulit dan
membutuhkan waktu yang lama dan kurang sistend#is penyelesaian ini akan
lebih efisien jika menggunakan suatu metode.

Sistem kongruensi linier ini dalam penggunaanngpatl diselesaikan
dengan dua metode yaitu dengan metode Eliminadit@sibdan metode Invers
Matriks. Alasan dari menggunakan kedua metode hatseadalah bahwa
keduanya merupakan cara yang tepat dalam prosegelpsaian sistem
kongruensi linier, hal ini disebabkan bahwa mersailean suatu sistem kesamaan
dengan metode Eliminasi-Subtitusi dan Invers msitdé&pat mempercepat proses
penyelesaian dan menghasilkan suatu hasil yangiakur

Metode Eliminasi-Subtitusi merupakan gabungan 2todee Dalam

penyelesaiannya metode Subtitusi biasanya bekejah ldambat dalam



menentukan variabel pertama, tapi sangat cepat mheé@n variabel kedua
setelah variabel pertama diketahui. Sementara radttohinasi justru lebih cepat
menentukan variabel pertama tapi lebih lambat datenentukan variabel kedua
karena proses eliminasi diulang lagi dari awal.

Invers Matriks merupakan salah satu cara terbailand penyelesaian
kongruensi linier, karena dalam penyelesaian innggenakan 3 dan 4 variabel
serta 3 dan 4 kongruensi. Maka suatu kongruensinyandibentuk suatu matriks,

kemudian dicari matriks inversnya, misal
Ax = B, menghasilkan x ZA™ B, sehingga dapat dicari variabel-variabel x-nya.

Sistem persamaan secara tidak langsung memuat soatir atau hasil
yang sama atau berimbang, dalam proses penyelegaiagistem kongruensi
menentukan suatu variabel sehingga menghasilkatu $w#esil yang sama atau
berimbang, dari berimbang itulah kajian agama y&agi gunakan adalah
mengenai "Adil”, adil merupakan salah satu daatssifat Allah (Asmaul Husna).
Dalam Al-Qur'an sendiri Allah selalu memerintahkkepada umat-Nya untuk
berlaku Adil, karena dengan keadilan segala pexsepgrsoalan didunia akan
terasa damai dan tenteram jika seluruh umat mamnusiaksanakan perintah adil
dalam perilaku kesehariannya, karena dengan keagilda akan membawa

manusia kepada ketakwaan, sesuai dengan firmannya :
“ ° g 2 ,ZE L, & )
a3l a5l
" Berlakulah adil, karena adil itu lebih dekat dengan tagwa”.(Al-Maidah: 8).

Di samping itu Allah juga mencintai Orang-orang gderbuat adil seperti

pada surat Al Hujurat Ayat 9
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“Kalau dia telah surut, damaikanlah antara keduanya menurut keadilan, dan

hendaklah kamu berlaku adil; sesungguhnya Allah mencintai orang-orang yang
berlaku adil”.

Dalam pembahasannya Adil sendiri kami kaitkan dengarsoalan-
persoalan atau persengketaan yang merajalela diupaan, akibat dari tidak
adanya rasa adil dikalangan manusia, dan jugangmansip keadilan itu sendiri
menurut dalil-dalil Nagli maupun Agli.

Dalam proses penyelesaiannya bentuk umum yang akgunn sebagai

berikut :
a,, % + a;, X, rak R X, = bl (mOdC)

Ay X T aX, - ta, X, = bz (mOd C)

a X +a,X, +---+a,X, =b, (modc)
Dengana; danb OR,i=12---, m;j=12-,n
Terutama sistem kongruensi linier dengan 3 kongiuéh variabel dan 4
kongruensi 4 variabel? Karena pada semua literddur buku-buku yang ada
kaitannya dengan kongruensi linier hanya membaistesns kongruensi linier 1
dan 2 variabel saja. Dari alasan itulah, maka penettarik untuk mengangkat
permasalahan dengan mengambil judtMENYELESAIKAN SISTEM
KONGRUENSI LINEAR DENGAN METODE ELIMINASI-SUBTITUSI
DAN METODE INVERS MATRIKS (Menggunakan 3 kongruensi 3 variabel

dan 4 kongruensi 4 variabel)



B. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang diatas dalam psmuliini, maka rumusan
masalahnya adalah
1. Bagaimana menentukan solusi umum sistem kongruarier dengan
Metode Eliminasi-Subtitusi?
2. Bagaimana menentukan solusi umum sistem kengrulinier dengan

Metode Invers Matriks?

C. Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan ini adalah
1. Untuk menentukan solusi umum sistem kongruenseridengan Metode
Eliminasi-Subtitusi.
2. Untuk menentukan solusi umum sistem kongruensedidengan Metode

Invers Matriks.

D. Manfaat Penulisan
Manfaat yang diharapkan dari skripsi inilabadapat digunakan berdasarkan
kepentingan sebagai berikut :
1. Bagi Penulis
a. menambah pengetahuan dan keilmuan tentargguensi linier
b. menambah wawasan tentang bagaimana menyelesalsiem

kongruensi linier dengan metode eliminasi-subtitlan Invers matriks



2. Bagi Lembaga
Untuk menambah bahan kepustakaan yang dijadikananaar
pengembangan wawasan keilmuan

3. Bagi Peneliti dan Mahasiswa

Sebagai bahan informasi dan bahan kepustakaan

E. Batasan Masalah

Agar tidak terjadi kesimpangsiuran dalam penulisknpsi ini, maka
penulis membatasi masalah yaitu bagaimana menykdesaistem kongruensi
linier dengan metode Eliminasi-Subtitusi dan mettnleers Matriks dengan 3

variabel 3 kongruensi dan 4 variabel 4 kongruensi.

F. Metode Penelitian

Dalam penulisan skripsi ini penulis menggunakajiakaliteratur yaitu
kajian yang menggunakan metode penelitian perpaataKLibrary Research),
yaitu penelitian yang dilakukan didalam perpustakadengan tujuan
mengumpulkan data dan informasi dengan bantuan doamm material yang
terdapat diruang perpustakaan seperti, buku-bukjalah, catatan, dokumen dan
sebagainya (Mardalis, 1989: 28)

Dengan demikian skripsi ini akan dilakukan berdesa kajian pustaka

yang diambil dari buku-buku yang relevan sebaghahgpendukung.



G. Sistematika Pembahasan

Dalam penulisan skripsi, dibagian awal penulis nagikgn konsep dasar
sistem kongruensi linier dilanjutkan dengan caranyp&esaiannya, dengan
sistematika sebagai berikut :

BAB |. Membahas tentang pendahuluan yang berigar ldbelakang
masalah, dimana latar belakang masalah ini dikekRarkaengan alasan penulis
mengangkat topik ini, rumusan masalah, batasan latasmtuk memfokuskan
pembahasan, tujuan penulisan skripsi yang beristatg tujuan penulis
membahas topik ini, manfaat penulisan ini, kajiamg digunakan penulis serta
sistematika pembahasan.

BAB II. Teori pendukung yang dibagi menjadi tujliagian. Pertama
bilangan bulat, keterbagian, kongruensi, kongrueimger, matriks dan invers
matriks, SPL dan kajian keagamaan.

BAB Ill. Memaparkan tentang penyelesaian sistenmgkoensi linier
dengan metode eliminasi-subtitusi dan metode inveratriks dengan 3
kongruensi 3 variabel dan 4 kongruensi 4 variakeitas mengulas kajian
keagamaan.

BAB V. Berisi tentang penutup berupa kesimpulan daran



BAB Il

KAJIAN TEORI

2.1 Bilangan Bulat
Sistem bilangan bulat terdiri atas himpunan bidgangulat Z = {...,-3,-2,-
1,0,1,2,3,...} dengan operasi biner penjumlahardér) perkalian (x).untuk setiap
a, b dan c bilangan-bilangan bulat sebarang,makgasesistem ini mempunyai
sifat-sifat sebagai berikut :
1. Sifat tertutup terhadap operasi penjumlahan dakapan
Ua, blJ Z maka berlaku a + b dan a xbzZ
2. Sifat komutatif terhadap operasi penjumlahan dakagben
Oa, bl Z maka berlakua+b=b+adanaxb=bxa
3. Sifat asosiatif terhadap operasi penjumlahan datapan
a, b, clJ Zmaka berlakua+ (b+c)=(a+b)+cdanax€¢)=axc
+bxc
4. Sifat distribusi kiri dan kanan perkalian terhagapmjumlahan
Oa, bU Zmaka berlakuax (b+c)=axb+axcdarf@xc=axc
+bxc
5. ldentitas penjumlahan
Untuk setiap a dalam Z ada elemen 0 dalam Z sehiagg0 =0+a=a, 0
dinamakan elemen identitas penjumlahan
6. Invers Penjumlahan

Untuk setiap a dalam Z ada elemen-elemen dalanhidgga



a+-a=-a+a=0, -adinamakan invers penjunmalaai a.
7. ldentitas perkalian
Untuk setiap a dalam Z ada elemen 1 dalam Z sehiaggl =1 x a, 1
dinamakan elemen identitas perkalian.
8. Perkalian dengan nol
Jika adalam Z, makaOxa=ax0=0

(Marhan dalam Dewi,2004: 7)

2.2 Keterbagian

Bilangan-bilangan pembagi, kelipatan dan bilangamma maupun
komposit adalah konsep yang telah diketahui daelaigri sekurang-kurangnya
pada masa Euclid, sekitar 350 SM. Ide dasarnyambké&gkan pada bagian
berikut :
Definisi 2.2.1:

Suatu bilangan bulat b habis dibagi oleh bilangalat a dengan (& 0)

jika ada bilangan bulat x sedemikian hingga b = dar ditulis ajb, dibaca a

membagi b, b habis dibagi a, a faktor b atau lpké&din dari a, daa,}/ b dibaca a

tidak membagi b, b tidak habis dibagi a, a bukatofab atau b bukan kelipatan

dari a (Niven, 1991 : 4).

1. Q153ebab ada bilangan bulat 3 sehingga 15 = 5.3-%3&(3

2. —2121 sebab ada bilangan bulat -7 sehingga 21 = (—3)1(311_2—; ==7



10

3. 3{’7 dikatakan tidak membagi 7 karena tidak ada bilangalat k sehingga

berlaku k.2 =7
Teorema 2.2.1

Untuk suatu bilangan bulat a,b,c berlaku :

1. alb, makaa|bc untuk setiap bilangan bulat ¢ ;

2. db danbjc makaalc

3. ab danalc makaa|(bx+cy)untuk setiap bilangan bulat x dan y
4. @b danba maka a =tb,a#0, ab jika dan hanya jikangdmb

(Muhsetyo0,1995:21)

Bukti teorema ;

1. ab , makaabc untuk setiap bilangan bulat c.
Dari definisi 11.2.1 bahwﬂb makal x [J Z sehinggaax=b

Akibatnya berlaku pula bahwa bc = (ax)c = a(képilangan bulat c,karena pada

bilangan bulat berlaku sifat tertutup terhadapakglemn, maka terdapatlah
bilangan bulat p = xc sehingga bc = ap. \Hibi:
2. b danbc makaalc

Dari definisi 11.2.1 bahwaa|bmaka Cx 0 Z sehingga ax = b dan
ajbmaka[ y U Z sehingga b y = ¢ maka :

ax=buntukxd Z

ax:E,karenaby:c
y



11

(ax)y=c
a(xy)=c,dan
(ax)y)=c
(xy) a = ¢ makagbc
Terbukti.
Karena perkalian dari bilangan bulat bersifat tegiy maka x y adalah bilangan

bulat yang tunggal. Jadi teorema diatas berlaku.

2.3 Kongruensi
Definisi 2.3.1
Misalkan a,b,nil Z
a disebut kongruensi dengan b modulo m, ditulisgdara= b(mod m).
Jika a-b habis dibagi m yaitu m | a — b, jika adbk habis dibagi m, yaitu m | a-b,
maka ditulis aZ b (mod m) dibaca a tidak kongruensi dengan b nuodl
(Kenneth, 1985: 77).
Karena a-b habis dibagi oleh m jika dan hanya §iKa habis dibagi oleh
m, maka a= b (mod m) jika dan hanya jika & b(mod -m), sehingga akan
diambil nilai modulo m yang positif (Muhsetyo,1993).
Contoh :
1 15=3(mod 4) sebab 4| (15-3) atau 4| 12
2. 17 Z 7(mod 3) sebah 3 | (17-7) atau 3 | 10
Kongruensi berasal dari bahasa latin yang beragreeing atau

koresponden beberapa modulo yang berarti ukurai. Kearl Fiedrich Gauss
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(1777-1855),seorang matematisi terbesar sepanjaagsa rdiakui sebagai dasar
penyusunan dalam ide kongruen dari suatu bilang&at bebagai kelanjutan dari
teori bilangan yang pernah dikemukakan oleh Pieré&ermat pada abad ke-17.
(Oysteiro,1984:209).
Teorema 2.3.2

Ditentukan a,b,c,d,m,X Z, m #0
Kongruensi memenuhi sifat-sifat :
1. Simetris

Jika a= b (mod m) maka l¥ a (mod m)
2. Reflektif

a = a (mod m) untuk semualaZ
3. Transitif

Jika a= b (mod m) dan & ¢ (mod m), maka & c(mod m)

4. Jika a= b (mod m) maka a = b x (mod m)
5. Jika a= b (mod m) dan &d (mod m), maka a + Bc + d(mod m)
6. Jika a= b (mod m) dan &d (mod m),maka a.g b . d(mod m).

7. Jika a=b (mod m) dan d/m, d > 0, makesab (mod m)
8. Jika a= b (mod m) maka ae bc(mod mc) untuk ¢ >0
(Niven,1991:48)

Teorema 2.3.3

Ditentukan m > 0 dan a,x)y Z

1. jikaax=ay (mod m) maka % y(mod %n)

2. jikaax=ay (mod m)dan (a,m) =1 makasxy (mod m)
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(Niven,1991 : 49).

2.4. Kongruensi linier
Definisi 2.4.1

Ditentukan f(x) adalah suatu polinomial denganfisien-koefisisen bulat,

dan {a,,a,a,..a,,} adalah suatu sistem residu yang lengkap modulo m

(William,1976:66)
Banyaknya persamaan kongruensi &0 (mod m) adalah banyaknya
{a,=0,1,2,...m-1} yang memenuhi kongruensa, =0 (mod m)
Contoh :
Diketahui f(x) = 3x — 9
Banyaknya selesaian dari f(x) = 3x =90 (mod 6), atau 3x -0 (mod
6) ditentukan oleh sistem residu modulo 6 yangkapgyaitu {0,1,2,3,4,5}. Dari
x = a {a=0,1,2,3.4.5}dapat ditentukan bahwa :
f(0) = 3.0 — 9 = -320 (mod 6)
f(1) =3.1 -9 =-60 (mod 6)
f(2) =3.2-9=-320 (mod 6)
f(3) =3.3 -9 =0=0 (mod 6)
f(4) = 3.4 -9 = 320 (mod 6)
f(5) =3.5-9 =620 (mod 6)
sehingga nilai-nilai x yang memenuhi 3x =90 (mod 6) adalah x = 1, x = 3 dan
x = 5. jadi banyaknya penyelesaian kongruensi 3= 0 (mod 6) adalah tiga

yaitu x =1. x =3 dan x = 5.
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Definisi 2.4.2
Kongruensi a = b (mod m) dengan a,b,m Z, a #0dan m > 0. disebut dengan
kongruensi linier (Muhsetyo, 1995: 98)
Contoh :
1. kongruensi linear 6x=11(mod 8) tidak mempunyai penyelesaian sebab
dari unsur-unsur sistem residu modulo 8 vyang lepgkaaitu
{0,1,2,3,...,7}, tidak ada satupun yang memenuh&@x3(mod 8)
2. kongruensi linear 6x=18(mod 3) mempunyai tiga penyelesaian x = 0 +
3r,x =1+ 3rdan x =2 + 3r dengaflrZ. Nilai-nilai x didalam { 0,1,2 }
memenuhi 6x=18(mod 3)
3. kongruensi linear 42 (mod 5) mempunyai satu penyelesaian x = 3 + 5t
(td Z) sebab 4.3 =12 2 (mod 5) dan x = 3 merupakan satu-satunya
nilai dari sistem residu modulo 5 yang lengkaptwdD,1,2,3,4} yang
memenuhi 4 =2 (mod 5)
Teorema 2.4.3

Jika (a,m) | d maka kongruensi linear @b (mod m) tidak mempunyai
solusi.
Bukti :

Misalkan (a,m) | d, maka d | a dan d | b, akibathjygax - b) untuk setiap
bilangan bulat x, karena /| gqd untuk suatu bilangan bulat g dan d | (ax - &kan
m | (ax - b). Hal ini menunjukkan jika (a,m) | Wak ada bilangan bulat x

sedemikian hingga a% b (mod m). Jadi terbukti.
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Contoh :
FPB (6,9) = 3 dan,3 | 7 maka kongruensi linea”6x (mod 9) tidak mempunyai

solusi.

2.5. Matriks

Matriks adalah suatu susunan bilangan berbentuk segiempanhgan-

bilangan dalam susunan itu diseBuiggotadalam matriks tersebut.

Beberapa contoh matriks adalah :

1 2 —\/E T
3 0,210 -3, | 3 %o H [4]
-1 4 0 % i

Ukuran matriks diberikan oleh jumlah baris (garis horisbndan kolom
(garis vertikal) yang dikandungnya. Misalnya, mietrpertama dalam contoh 1
mempunyai tiga baris dan dua kolom, sehingga ukaadalah 3 kali 2 (ditulis
3 kali 2). Dalam suatu uraian ukuran, angka pertaslalu mempunyai jumlah
baris dan angka kedua menyatakan jumlah kolom.ikdatnatriks lainnya pada
contoh masing-masing mempunyai ukuran 1 x 4, 38,1, dan 1 x 1. sebuah
matriks dengan hanya satu kolom disefatriks kolom(atauvektor kolon), dan
sebuah matriks dengan hanya satu baris disehtriks baris(atauvektor baris.
Jadi, dalam contoh mariks 2 x 1 adalah sebuah keakelom, matriks 1 x 4
adalah sebuah matriks, dan baris 1 x 1 adalah kefa#riks baris dan matriks

kolom.(Anton: 2000: 45).
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Anggota pada barisdan kolomj dari sebuah matrikd akan dinyatakan

sebagai; . Jadi, sebuah matriks umum 3 x 4 bisa ditulis gaba

&, &, a3 a,
A= 18, 8, a8y ay

A 83 8 8y

Dan sebuah matriks umum x nsebagai

a; &, - &,

a a .- Na
4= |5 (P

Ay Anp o Ay

Jika keringkasan notasi diinginkan, matriks yaniged@mnya bisa ditulis
sebagai
[aij men atau [aijj
Notasi pertama digunakan jika dalam diskusi tersekita perlu
mengetahui ukurannya dan yang kedua jika ukuraaktigerlu ditekankan.
Biasanya, kita akan menyamakan anggotanya. Jatik sebuah matrikB pada

umumnya kita akan menggunakbp untuk anggotanya pada baridan kolomj

dan untuk sebuah matriks kita akan menggunakan

2.5.1. Operasi-operasi pada matriks
2.5.1.1. Matriks Jumlah
Definisi :
Dua matriks didefinisikarsama jika keduanya mempunyai ukuran yang

sama dan anggota-anggotanya yang berpadanan sama.
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Dalam notasi matriks, jikeA = [ a;] danB = [ b; ] mempunyai ukuran
yang sama, maka A dan B jika dan hanya j{kg, =(B),, atau secara setara,

a; = b, untuk semuadanj. (Anton: 2000: 47).

Ada dua matriks : A dan B, dengan ukuran m danng\s&ama.

&, Q, - 4, b11 b12 bln
A = a 8y Ay, dan B = b21 bzz b2n
ay 8y 0 an, bml bm2 . bmn

Penjumlahan matriks Adan B, A+ B :

a11+b11 a12+b12 Ay, +b1n
a,, +b a,, +b - a, +b
A+B-= 21‘ 21 22. 22 2n' 2n
aml+bml am2+bm2 amn-'-bmn

Rumus penjumlahan Matriks

1.A+B=B+A (hukum komutatif)
2A+B+C)=(A+B)+C (hukum assosiatif)
3. k(A + B) = kA + kB = (A + B)k, k skalar (perkah skalar)

Perkalian skalar itu sendiri :

kan ka12 kaln

ka, ka, - ka,

contoh :

2 -13 4 5 6
A= ,B=
{—2 4 J {7 8 9}
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Maka :

2+4 -1+5 3+6 6 4 9
1. A+B= =
-2+7 4+8 149 5 12 10

52 5(-1) 53) (10 -5 15
2. A = =
5(-2) 54 51) (=10 20 5

2.5.1.2 Perkalian Matriks
Definisi :
Misalkan 2 matriks A =(aij) dan B(b,j) sedemikian rupa sehingga jumlah
kolom A = jumlah baris B, atau Am.p dan Bp.n, makatriks AB adalah
sesuatu matriks hasil perkalian A dan B dimana eferlemennya
dihasilkan dengan mengalikan baris-baris A kepaddorkpok B

(Rasyad:2003:23).

AB AB, - AB,
AB AB, - AB,

AB =
A.B, A.B, - A B,
a; Qp - ail.p b11 blj bln Chi Cp - G
vaiu| 2 Az B [P By D) G G G
. . . . . . . . : : C“
ay A amp bpl bpj bpn Cu Cn2 - Cyp

Dimanac; =a,.b, +a,.b, +..+a,b,; =D a, b,.
k=1

definisi diatas tak berlaku jika’A‘“-p dan Ban dimana ¥ q
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contoh :
1 2 1\(1 1 3 21+1.2 2.1+1.0_ 4 2
“la 3/l2 0) |41+32 41+30) (10 4

1 1)(2 1) (12+14 11+13) (6 4
2 0){4 3) (22+04 21+03) |4 2
Contoh ini menunjukkan bahwa perkalian matriks aldatidak bersifat

komutatif artinya A.B dan B.A tidak selamanya sama.

Rumus-rumus perkalian matriks
1. (A.B)C =A(B.C)
2. AB+C)=AB+A.C

3. B+C)A=BA+CA

2.5.2 Invers Matriks
Definisi:

Jika A adalah sebuah matriks bujur sangkar, dem gebuah matriks B
yang berukuran sama bisa didapatkan sedemikianggdAB = BA = |, maka A
disebutbisa dibalik dan B disebut invers dari A.

Contoh : matriks

B= 35 adalah invers dari A 2 5
1 2 -1 3

Karena

S I
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Dan

3 5/|2 -5/ |10
BA = = =1 (Anton: 2000: 65).
1 2(|-1 3 01

Rumus umum invers matriks di ordo 2x2 sebagai berik

Jika P :(a

b
dJ’ untuk mendapatkan invers P.
c

Dipergunakan perkalian matriks dan kesamaan 2 loattiks sebagai

berikut.

a
Misalkan P = (c

= (AR

ax+bz ay+bu) (1 O
cx+dz cy+du o 1

-~ a)ax+bz=1danb)ay+bu=0

b
j dan P.P'=|
d

cx+dz=0 cy+du=1
penyelesain sistem persamaan ini adalah:
a) ax+thz=1
cx+dz=0
jika persamaan pertama dikalikan dengan dan peeakedua dikalikan
dengan b diperoleh :
< adx + bdx =d

bcx + bdx=0 -

(ad - bc) x =d atau x= d
ad-bc
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Dengan subtitusi diperoleh dz = -cx atau z—O|=_CT
ad-bc

b) ay+bu=0
cy+du=0
jika persamaan pertama dikalikan d, dan persamaatuak dikalikan
dengan b diperoleh:
= ady +bdu=d

bcy + bdu=0 -

ad - bc =-batauy=
( )Y =TT e

Dengan subtitusi diperoleh:

bu =-ay atau u =

ad-bc
nilai x,y,z dan u ada apabila ad -6

d -b
ad-bc ad-bc
= a
ad-bc ad-bc

jadi P =

d -b
atauP™'= 1 dengan ad — bg 0
ad-bc \-c a

5 6
contoh : tentukan invers matriks F{g 4J

ad—-bc {-c a

4 -6 4 -6\ (2 3
jadi P'= 1 -1 =|-3 5
20-18 \-3 5 2\-3 5 P

. 5 6 4 1 d -b
penyelesaian : P 3 4 , makaP™—~ =
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2.5.2.1 Sifat-sifat Invers
Ada beberapa sifat yang perlu diketahui yaitu :

1) jika A matriks bujur sangkar maka invers A adalahggal. (Subagio
suharti : 1986:4.7)

bukti : misalkan invers matriks A adalah B dan @gkn B# C maka,
AB=BA=ldan AC=CA =1

B = BI sifat matriks identitas
= B(AC) sebab AC =1
= (BA)C sebab assosiatif
=1C sebab BA =1
= C sifat matriks identitas
B = C jadi invers matriks A tunggal.

2) Invers hasil kali 2 buah matriks A dan B sademgan hasil kali invers
masing-masing matriks dengan urutan yang berlawanan
Jadi (AB) = B™.A™(Subagio suharti : 1986:4.8)

Bukti : telah diketahui bahwa AA=A ™A dan BB'=B'B = |
Begitu pula (AB)(AB)'= (AB) *(AB) = |
Sekarang perhatikan perkalian matriks berikut,
(AB)B'A™)=A(BB™M)A™ assosiatif

=AIA™ karena BB" = |

=AA™"

=

(B'A™) (AB) =B (AA)B assosiatif
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=B*IB karena A*A = |

Jadi (AB)™ =B*A™!
. 2 3 3 2 )
Contoh : jika A = dan B = tunjukkan bahwa
1 2 5 4

(AB)* =B'A™

. . 2 3 o D 453
Penyelesaian : jika A maka A~ =
1 2 -1 2

3 2 4 -2
Jika B = maka B'= e
5 4 20=5 &

qaas _1(4 -2)(2 -3
2(-5 3)(-1 2
_ 5 -
:1(10 16j:(_1_3 2_1J
2(-13 21 &
2 3)(3 2
AB =
bglie
(21 16
(13 10

10 -16
(AB)_l = ;
210-208 | -13 21

_1(10 -16
T 21-13 21
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5_
=13 21
2 2

Jadi (AB)*=B*A ™,
3) jika A matriks nonsingular maka invers dari inv&radalah A.
Jadi (A™) "= A. (Subagio suharti: 4.9)
Bukti :
A invers dari A
JadiAAT =A'A=latauA"A=AA =]
Jika A A™= A™ A= | dengan A matriks yang telah diketahui maka
A invers dari A
Jika A"A = A A™=| dengan A' matriks yang telah diketahui maka A

adalah invers dari A yang dinyatakan dengan A (A ™.

Contoh :

5 4
Jika A = (3 3) ,tunjukkan bahwa invers dari invers A adalah A gfatt) = A

4
1 -=
5 4 3 -4

Penyelesaian : jika A maka A'= E atau A= E 3
3 3 3\-3 5 3 1 S
3

1| 1 =

Jika A= = 3| maka

3 5

_1 _

3



RPwlh
N—

Wik
7\
RPwlo

Pwlh
N—

=(2;‘J

Jadi (AN =A
Catatan :
Matriks singular adalah matriks yang mempunyai iave
4) matriks identitas adalah invers dirinya sendiriekex I.1 = 1.1 = |
5) jika matriks nonsingular makaA = (A™)".(Subagio suharti: 4.10)
bukti :
A" =A.A.A..Adengan n faktor
A° =1
A" =invers matriks A
A=A AT AT AT dengan n faktor
=(A™)"
Jadi A" =(ATH)"
6) jika A matriks non singular maka
(A" =(A™)" dengan n =0,1,2,3,4... (Subagio suharti: 4.10)
Bukti :

Telah diketahui bahwa, jika A dan B matriks nogsiar maka,

25
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(AB) '=BA™
A" =A.A.A..Adengan n faktor
AT =(A.A.A.. A"
=A". A7, A1, AT dengan n faktor
=(A™)"

Jadi (A") ™ = (A )"

2.6. Sistem persamaan Linier (SPL)

Sistem persamaan linier (SPL) merupakan suatutsisggsamaan dimana
suku-suku peubah (seperti x dan y) berderajat(gadutidak mempunyai pangkat
lebih dari satu) dan sistem persamaan linier mé&sarpauatu himpunan berhingga
dari persamaan-persamaan linier dalam peubah pedyia dan peubah y, yang

secara umum dapat didefinisikan persamaan linietanda n peubah

X, %, ,..., X, S€bagai persamaan linier yang dinyatakan dalanubent

X ta,X, +o-+a X, Eb1

Ay X T ayX, -+ a, X, = bz

Ay Xy FagpX, et ag X, = bm
Dimanaa,, a,,..., &, danbOR

Sistem persamaan linier bisa diselesaikan denganntktode yaitu : 1)
dengan eliminasi-subtitusi, dan 2) dengan inverfriksa Yang dapat dijabarkan

sebagai berikut :



27

2.6.1. Menyelesaikan SPL dengan Eliminasi-Subtitiis
Metode subtitusi artinya mengganti nilai variabeindan nilai tertentu
sehingga persamaan menjadi kalimat benar. Atautgsibadalah memasukkan

nilai salah satu variabel ke variabel lain. Misalkaensubtitusikan nilai x =,x
yang diperoleh untuk mendapatkan yAtau mensubtitusikan,yyang diperoleh
untuk mendapatkan,xyang nantinya Himpunan Penyelesaffq, x, )} .

Eliminasi mempunyai arti proses mengeliminasi (gielangkan) salah
satu variabel untuk menentukan nilai variabel lggndan sebaliknya. Sedangkan
subtitusi-eliminasi adalah proses penggabungan @deepenyelesaian dalam
persamaan linier dimana metode eliminasi digunakatauk mendapatkan nilai
variabel pertama dan hasilnya disubtitusikan kesggmaan untuk mendapatkan
nilai variabel kedua. (kurnianingsih Sri, dkk:208aly

Metode eliminasi-subtitusi merupakan gabungan Bdeantara metode
eliminasi-subtitusi. Dimana dalam menentukan pessamhn SPL (Sistem
persamaan linier) dengan metode subtitusi dan mdisni dapat disimpulkan
bahwa metode subtitusi bekerja lebih lambat dalaanentukan variabel pertama,
tapi sangat cepat menentukan variabel pertama atiket Sementara metode
eliminasi justru lebih cepat menemukan variabetgmea tapi lebih lambat dalam
menemukan variabel kedua karena proses eliminalsird) lagi dari awal.

Cara terbaik menyelesaikan SPL adalah dengan raboggkan metode
eliminasi dan subtitusi. Metode eliminasi digunakemuk mendapatkan variabel
pertama dan hasilnya disubtitusikan ke persama&uk unendapatkan variabel

kedua.
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Contoh : tentukan himpunan penyelesaian dari SP[Bi$tem persamaan

Linier Dua peubah ) berikut :

Penyelesaian :
3p + 20 =8|x2 6p+4q=16
2p+q =5x2  6p+3q=15 -
qg=1
subtitusikan q = 1 ke (2)
2P+ 1=5
2p=4

p=2 U {21}

2.6.2. Menyelesaikan SPL dengan Invers Matriks

Sebuah matriks kuadrat dikatakan dapat dibalikjiean ada matriks B
sedemikian rupa sehingga memenuhi kondisi : A BA 81, dimana | = matriks
identitas. AB = B,A =1 dan AB,= B, A = | disimpulkan :

B,=B,l=B,(AB,)=(B,A)B, =1B,=B,

Matriks B disebuimatriks kebalikan (invers matrikslari matriks A atau
matriks invers A, dinyatakan dengan™A Hubungan antara B dan A adalah
simetris artinya B = matriks invers A tetapi A jugaatriks invers matriks B.

(Rasyad, 2003:37)
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Contoh : tentukan persamaan SPLTV berikut dengaersnMatriks
X, + X, + X =5
X, + 3%, + 2%, =2
2% + X, + X5 =1
Penyelesaian : persamaan
X, X, X =5
X, + 3%, +2x, =2
2% + X, + X, =1

Dapat ditulis dalam bentuk :

1 1 1\(x) (5
-1 3 2||x,|=|2
2 1 1){x) |1
A X B
1 1 1 1 0O
MisalA=|-1 3 2|, AC=Ildimanal=0 1 0] dan C = invers matriks A.
2 11 0 0 1

Selanjutnya untuk mendapatkan Matriks C maka

1 11100 1 1 1{1 0O
-1 32010 «< |0 4 30 1
2 1 10 0 1 0 -1 -3-2 0 1

11 1{1 0 O 1 00-10 1
01 1|2 0 -1 &« |0 1 0-51 3
0 0 -1-7 1 4 0 0 17 0 -4



(1IC)

Dari operasi diatas maka dapat diketahui bahwaAC = Matriks invers

-1 0 1
A=|-5 1 3
7 -1 -4

Dan dengan rumus :A.A.x=A".B

x = A™". B maka dapat dicari variabel-variabel x-nya

30
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2.7. Kajian Keagamaan
2.7.1. Definisi Adil

Adil berarti "tidak berat sebelah atau memihak”, effpihak serta
berpegang pada kebenaran”, "tidak sewenang-sewersag zalim”, dan
seimbang serta sepatutnya”. Kata al-'adl mempubgaiyak arti. Bahkan salah
satu dari 99 nama Allah SWT (al-asma’ al-Husna)adal-'adl. (Azra: 2005: 82)

Kata adil dalam pengertian "keadilan” merupakamgyaaling banyak
terdapat dalam Al-Qur’an, seperti dalam suaalj-Syura(42) ayat 15 an-Nisa
(4) ayat 3, 58, dan 128j-Maidah (5) ayat 8al-an’am (6) ayat 152 Al-A'raf (7)
ayat 159 da 181gn-Nahl(16) ayat 76 dan 90 ; datHujurat (49) ayat 9. adapun
yang berarti "keseimbangan” terdapat dalam sadanfitar (82) ayat 7 daral-
Maidah (5) ayat 95 yang berarti ” kebenaran” terdapatpsutahal-Bagarah(2)
ayat 282.

Di samping itu, kataal-'adl dalam al-Qur'an juga digunakan untuk
pengertian yang sangat berbeda dari pengertiatasli dakni :
(1) Al-Adl dapat berarti ” menyandarkan perbuatan kepada nsefdliah,

menyimpang dari kebenaran”, seperti pada saraNisa’ (4) ayat 135;

o A - £ _ /’.a, - 7

a3 ol bl 5% S
"Maka janganlah kamu mengikuti hawa nafsu karenginnmenyimpang dari
kebenaran.”(an-Nisa’:135)

(2) Adil dapat berarti Membuat sekutu bagi Allahempersekutukan Allah
(musyrik), seperti pada surakAn’am (6) ayat 1 dan 150

Do &
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namun orang-orang yang kafir mempersekutukan (sesudengan Tuhan
mereka. "(AI An'aam'l)

2

"dan janganlah kamu mengikuti hawa nafsu orang-@yrayang mendustakan
ayat-ayat Kami, dan orang-orang yang tidak berink@pada kehidupan akhirat,
sedang mereka mempersekutukan Tuhan me(@kakn'aam:150)

(3) Adil bermakna menebus (tebusan), seperti padghal-Bagarah(2) ayat 48

dan 123 serta surat-An’am(6) ayat 70.

~ 8 - £ -2 2
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“dan (begitu pula) tidak diterima syafa‘atdan tebusan dari padanya, dan
tidaklah mereka akan ditolong(Al Bagarah:48)

P /}J/’ < 8 s 2, -2 8
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“dan tidak akan diterima suatu tebusan daripadardan tidak akan memberi
manfaat sesuatu syafa'at kepadanya dan tidak (pu&xkeka akan ditolong”
(Al Bagarah:123)

LI A I I
“Dan jika ia menebus dengan segala macam tebusanpiscaya tidak akan
diterima itu daripadanya.”(Al An‘aam:70)

Kataal-'adl juga bermakna sama dengariadil, orang yang adil (jamak:
al-’'udul). Dalam Al-Qur'an, kata ini digunakan, baik dalgmengertianzawa
'adlin (dua orang [subyek] yang memiliki sifat yang adiS.5.95 dan 106)

maupurzawai 'adlin(dua orang [obyek] yang memiliki sifat adil; Q%.3).
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Sa’id in Jabir, seorang ulama hadis, mengatakahwéaal-'adl
mempunyai empat pengertian.

(1) dalam bidang hukumgl-'adl berarti "berlaku adil”’. Dalam hal ini
Allah SWT berfirman,

S PN 2 A0 £ G P me B T
gungtgﬂww oS> 13)7

"...Apabila menetapkan hukum di antara manusia, as@p kamu menetapkan
dengan adil...” (An Nisaa':58)

(2) Dalam perkataanal-’adl berarti ” benar dan jujur . Allah SWT

berfirman,
s A P }’ﬁ <
\}J,x_cLé,lzL"e lslj
”...dan apabila kamu berkata, maka hendaklah kardaku adil...”

(Al An‘aam:152)

(3) Al-’adl berarti "tebusan”. Allah SWT berfirman,

=
-
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"...dan jika ia menebus dengan segala macam tebyman niscaya tidak akan
diterima itu daripadanya...”(QS.6:70).

(4) Al-’adl bisa juga berarti ” kemusyrikan”. Allah SWT benfian,

o _2
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"...Namun, orang-orang yang kafir mempersekutukaas(atu) dengan Tuhan
mereka” (QS.6:1).
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Di sampingal-'adl, dalam bahasa Arab digunakan juga letadl, dalam
bahasa Indonesia dua kata ini mempunyai arti yangasyakni keadilan. Namun
dalam bahasa Arab keduanya digunakan dalam konteks berbeda. Katal-
'adl digunakan dalam perkara keadilan yang menggunalaiou kdan rasio
sebagai ukurannya. Adapaft'adl digunakan dalam kasus yang dapat dipantau
dengan panca indera,seperti timbangan, hitungan,ukaran. Dalam mengukur
dan menimbang, keadilan berarti "kesesuaian dengaran yang sebenarnya”.
Dalam pembagian, keadilan berarti "’kesamaan artagaan-bagian dari barang
yang dibagi”.

Adil dalam ajaran Islam ada dua macam. Pertambmadlak, yang tidak
terikat. Dalam pengertian ini, manusia sangat meufikan fungsi akal untuk
mengetahui kebaikan atau keadilan itu. Adil dalaat ini lebih dekat pada
pengertian "kebaikan atau kebenaran”. Karena titakat (mutlak), hukum
mengenai keadilan dalam pengertian ini tidak pedibhpuskan sepanjang masa,
dari satu syariat (agama Allah SWT ) ke syariatgydamin. Pelaksanaannya
merupakan kewajiban. Adil ini tidak sama dengaragathembalas. Karenanya,
apabila seseorang membunuh bukan berarti dia jagasdibunuh. Kedua, adil
yang hanya diketahui melalui Al-Quran atau hadi&bi SAW. Adil dalam
pengertian ini dalam perjalanan sejarah agamahA88/T dapat mengalami
perubahan atau penghapusan hukum karena ajarara agaua baru, seperti kisas
dan denda jinayah (pidana dalam Islam). (Azra: 262@%

Keadilan dalam Islam merupakan kewajiban agamatirRgya sikap dan

sifat adil dalam islam dapat dilihat dai hadist in8AW : ” ilmu itu ada tiga,
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diantaranya adalah kewajiban berlaku adil dalam bagii (HR. Abu Dawud dan
Ahmad bin Hanbal).

Sifat adil dalam ilmu figh merupakan syarat bagang yang akan
bertindak sebagai : (1) saksi dalam segala perkseperti dalam masalah
pernikahan, pencatatan utang, dan dalam perkaranhuk2) hakim, dan (3)
penguasa. Dalam hal ini, adil berarti "tidak besabelah atau memihak”, ”
berpihak atau berpegang pada kebenaran”, atauak s@wenang-wenang atau
zalim”.

Dalam ilmu hadist, sifat adil merupakan syarat begprang periwayat,
hadist yang diriwayatkan oleh orang yang dipandidak adil tidak dianggap
sahih. Dalam hal ini adil berarti "berpihak dangegyang pada kebenaran”. Orang
yang adil adalah orang yang perkataan dan kepuiyaadiridhai Allah SWT.
Rifat Fauzi Abdul Muthalib, pakar ilmu hadis di Warsity Cairo, Mesir,
menyatakan bahwa adil dalam kaitannya dengan pgaitaa hadist berarti ” sifat
yang melekat pada seseorang sehingga orang itlu de¢stakwa (menjauhi
perbuatan buruk berupa kefasikan dan bid’ah) dakepebadian baik”. Orang
yang adil dalam pengertian ini akan menjauhi lasanggama, tidak melakukan
dosa besar dan kecil. (Azra: 2005: 83)

Imam Syafi'i berpendapat bahwa adil berarti ” dapgiercaya dalam
bidang agama, benar dalam berbicara, dan tidalkapdyarbohong”. Akan tetapi,
adil dalam pengertian ini bukan berarti bahwa organgg memiliki sifat itu sama
sekali bebas dari dosa, karena tidak ada manasig gemikian terjaga. Dalam

hal ini, Sa’id bin Musayyab (15 H/637 M-94 H/713 Jkkoh taibiin Madinah,
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mengatakan bahwa tidak ada seseorang pun darigealamama dan penguasa
yang bebas dari cacat, tetapi ada diantara merakg gacatnya sangat sedikit
sehingga tidak diperhitungkan. Imam Abu Yusuf, Imisimjtahid Mazhab hanafi
mengatakan,

" barang siapa yang terbebas dari dosa besar yangahabkan ia sesuai
ancaman Allah akan masuk neraka, sementara perbumtiknya melebihi
perbuatan buruknya, adalah orang yang adil.”

Orang yang tidak adil adalah orang zalim, baik bdginya sendiri
maupun dan terutama terhadap orang lain. Berbdah zarhadap orang lain
(fahisyal) termasuk dosa besar (QS.53:32 dan 3 :135 ), kdedna itu, orang
yang tidak berlaku adil diancam dengan siksa yasm@tbdi akhirat. Di dunia,
orang yang tidak adil, sebagaimana pelaku dosar Hasamya, diperlakukan
sebagai orang fasik, yaitu tidak boleh diangkat jaginpenguasa (pejabat) dan
hakim. Di samping itu, riwayat (hadist), kesaksiatan kewaliannya tidak

diterima. (Azra: 2005: 83)

2.7.2. Makna Adil dalam Al-Qur’an

Sebenarnya, di dalam Al-Qur'an kata yang berakar @all itu lebih
banyak disebut, yakni sebanyak 28 kali, sedangkaigdthdisebut sebanyak 25
kali. Dari kata itu ada pula yang berbentuk katgakemisalnya yang terdapat
dalam al-Quran surah al-Infithar/ 82:7. tiga aysg#belum dan sesudahnya

berbunyi sebagai berikut :
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"Hai manusia, apakah yang telah memperdayakan k&gerbuat durhaka)
terhadap Tuhanmu Yang Maha Pemurah. Yang telah iptakan kamu lalu
menyempurnakan kejadianmu dan menjadikan (susunbohimu seimbang,
dalam bentuk apa saja yang Dia kehendaki, Dia memydubuhmu.”

Dalam ayat tersebtddala berarti "membuat seimbang.” disitu
diinformasikan kepada manusia bahwa tubuh mantsi@ecara keseluruhan
disusun menurut prinsip-prinsip keseimbangan. Dengainsip-prinsip itu
manusia mencapai susunan yang sempurna. Keseinmmbalagat digambarkan
dengan susunan dan sistem tubuh manusia yang seibgbang. Dengan
demikian, salah satu dimensi keadilan adalah kdxeigan.

Pengertian keseimbangan atau seimbang itu tergapatdalam katal-

gisthas al-mustaqinContoh ini diberikan oleh Al-Qur’'an surah al-Iér57:35 :
7 2 /,E/”,., _ 16 N ? o LA @ /,}’ . o mes {,5/
29 Mgl oI5 25 U3 Mtwwg 1;;)@19;;&5” | 53315
"Dan sempurnakanlah takaran apabila kamu menakamn dmbanglah dengan
neraca yang benar. Itulah yang lebih utama (bagiahar) lebih baik akibatnya. ”
Keadilan dalam ayat itu, digambarkan dengan casmgpmenimbang,
misalnya menimbang emas dan perak. Cara menimbamng sempurna adalah
jika orang menimbang dengan ukuran yang benan) gagiimbang antara yang di
sebelah kiri dan di sebelah kanan. Karena itu, &rgltkeadilan adalah gambar

dewi yang sedang menimbang dengan menutup matgagg, menggambarkan
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ketidakberpihakkan kepada salah satu diantara gtgregtimbangkan. (Rahardjo:
1996: 373)

Pengertian tentang adil atau keadilan itu di dalErQuran memang
diekspresikan dalam beberapa kata, selaith dan gisth, umpamanyaahkam,
gawam, amtsal, iqtashada, shadaqa, shatmy barr. Adil sebenarnya adalah
sifat Allah sendiri dan Allah adalah Hakim yangipgladil (Q.S Hud/11:45).

Dengan mempergunakan kafawam al-Qur'an surah al-Furgan /25: 67,
juga menggambarkan perilaku yang mengandung malkdig yaitu yang

berbunyi:

X
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"Dan orang-orang yang apabila membelanjakan (hartajnereka tidak
berlebihan, dan tidak (pula) kikir, dan adalah (desfanjaan itu) di tengah-
tengah antara yang demikian.”

Dari ayat ini, sifat adil itu dimanifestasikan dangpertimbangan yang
seimbang. Umpamanya saja, dalam pembelanjaan lakagtau pendapatan,
seorang yang adil itu tidak berlebihan, tidak terliikir, melainkan ditengah-
tengah antara kedua kecenderungan itu. Orang yiaagntenahan diri dan tidak
berlebih-lebihan atau tidak ekstrem, adalah oraamgyadil. Sifat adil itu bukan
semata-mata bagi kepentingan dirinya sendiri, tetgpga dengan
mempertimbangkan kepentingan orang lain.

Sebenarnygawamberarti ” pendirian yang teguh " atau ” berdinyad.”
dalam berdiri tegak itu orang tidak terombang-amtka kiri atau ke kanan. Dan

jika pun bergerak, ia bergerak dengan seimbangngeditidak jatuh. Di sini

terkandung unsur fleksibelitas yang menyebabakseosang tidak menyimpang.
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Inilah watak seorang pemimpin atau seorang yantphggung jawab, seperti
seorang kepala rumah tangga. Seorang lelaki dalamalr tangga adalafawwam
atau pemimpin (Q.S. an-Nisa'/4:34). Ayat ini tidadenunjukkan bahwa laki-laki
itu lebih kuat dari perempuan, melainkan untuk rernkan pengertian bahwa
lelaki itu, dalam suatu rumah tangga, harus begang-jawab. Jika mampu, atau
jika keadaan memaksa, maka seorang perempuan lsangnjadi pemimpin,
dan untuk itu ia harus mampu bertindak adil. (Rdjoarl996: 374)

Dalam ayat 135 surat yang sama, istidgwwam bergandengan dengan
kata gisth Di situ gawwamberarti seorang penegak, atau orang yang bertugas
menegakkan sesuatu dan sebagai penegak, ia hamsemahankan, memelihara
atau menjamin yang ditegakkan itse€urej. Sebagai penegak dan penjamin,
maka seorang itu harus mampu menjalankan fungsitagmsnya dengan karakter

yang adil. Ayat itu berbunyi demikian :
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"Wahai orang-orang yang beriman, jadilah kamu oraryg@ng benar-benar
penegak keadilan, menjadi saksi Karena Allah biarperhadap dirimu sendiri
atau ibu bapa dan kaum kerabatmu. jika ia Kaya ptaumiskin, Maka Allah
lebih tahu kemaslahatannya. Maka janganlah kamugiketi hawa nafsu Karena
ingin menyimpang dari kebenaran. dan jika kamu nmamioalikkan (kata-kata)
atau enggan menjadi saksi, Maka Sesungguhnya Aflalah Maha mengetahui
segala apa yang kamu kerjakan.”

Seorang yang disebut saksi itu bukan hanya sakairdpengadilan, tetapi

juga saksi dalam berbagai hal. Seorang pengamatvedgtawan juga seorang
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saksi atas kejadian. Sebagai saksi, ia harus bersiklil. Lebih-lebih dalam
pengadilan yang langsung berhubungan dengan sdaintamn. Seorang yang
benar-benar bertindak adil adalah yang tetap jggekalipun hal itu menyangkut
dirinya sendiri, ibu, bapak, atau kerabatnya. Amindalam bersaksi itu tidak
bohong atau tidak berpihak kepada seseorang yday teenyimpang dari
kebenaran. (Rahardjo: 1996: 375)

Sebenarnya, dalam al-Quran terdapat pengertiaggréan yang
mengandung unsur keadilan, misalnya dalam istigtashada yang artinya
moderat, pertengahan jujur atau lurus. Sebagabhgmtalam al-qur'an surah al-
Maidah/5:66 disebutkan adanya kelompok orang-oMatgudi dan Nasrani yang
benar-benar dan jujur menjalankan ajafawrat dan Injil. Mereka itu, karena
kejujuran yang mereka lakukan, akan mendapat ralimatTuhan. Golongan
seperti itu disebut sebagaiummat al-mugtashidah

Gambaran adil bisa pula diberikan kepada alirandpngan, adat istiadat,
keyakinan (agama), atau cara hidup. Pengertiadiitngkapkan dengan istilah
tharigat Bangsa mesir umpamanya, merasa memilidrigah yang mapan.
Penguasa mesir mmerasa khawatir bahwa kedatandainMNisa a.s. dan Nabi
Harun a.s. akan menyebabkan lenyapnya pandangap tiéh cara hidup mereka
(Q.s. Thaha/20:63). Pengertian itu disebut sebihgaigat al-mustla Dalam ayat
104, istilah itu diterjemahkan juga menjadi “jalamus” yang dalam ayat 63
diartikan sebagai "kedudukan yang utama.” Di sfang disebut adil adalah yang

kokoh, mapan, sudah benar, dan dapat berdiri detegaR.
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Dalam kata adil terkandung "kebenaran” atau "yaegds.” pengertian ini
diekspresikan dengan kathadaga Umpamanya saja dalam Al-Qur'an surah
Bani Isra’ill 17:80, tertulis do’a yang begitu batkan populer, yang perlu

diucapkan setiap orang :
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Dan Katakanlah: "Ya Tuhan-ku, masukkanlah Aku seo@asuk yang benar dan
keluarkanlah (pula) Aku secara keluar yang benan darikanlah kepadaku dari
sisi Engkau kekuasaan yang menolong.

Pemahaman terhadap do’a itu memerlukan pengalancdap. Kadang-
kadang orang memasuki persolaan dimana ia berdaan gosisi yang sulit atau
berada di pihak yang salah. Kalau ia berusaha kelaa masalah, mungkin ia
akan memasuki masalah lain yang lebih besar. Kalawgin keluar maka ia harus

mendapatkan jalan keluar yang bgiks{ outgoing. (Rahardjo: 1996: 376)
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PEMBAHASAN

Penyelesaian sistem kongruensi linier dengan §rkemsi 3 variabel dan
4 kongruensi 4 variabel agar mempunyai tepat selesaian digunakan metode
eliminasi-subtitusi dan invers matriks yang dip&par melalui selesaian sistem
kongruensi linier dibawah ini
3.1. Menyelesaikan sistem kongruensi linier Tiga Kongruensi Tiga Variabel

Definisi :

Sistem kongruensi linier dengan tiga kongruenga tivariabel dan

bermodulo m adalah :

ax + by + cz= d (mod m)

ex + fy + gz= h (mod m)

iX +jy + kz = | (mod m)

untuk a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,klll Zdengan m >0

Contoh :

3x + 2y + z=6 (mod 7) dan 4x + 3y + 2Z6 (mod 7), sistem kongruensi
linier tersebut terdiri dari tiga kongruensi dagativariabel yang tidak diketahui
dan bermodulo sama yaitu 7.
3.1.1. Menyelesaikan sistem kongruens linier tiga kongruensi tiga variabel

dengan Eliminasi-Subtitusi.

Menyelesaikan kongruensi linier dengan tiga koegsil tiga variabel

langkah pertama yang harus dilakukan adalah mekemtdet-nya dan

menentukan apakah kongruensi tersebut mempunyaesasah,

42
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menentukan eliminasi, kemudian salah satu varidisdil eliminasi
disubtitusikan pada salah satu sistem kongruengirli(salah satu dari
soal).
Misalkan sistem kongruensi linier dengan tiga kaegsi tiga variabel
ax + by + cz= d (mod m)
ex + fy + gz= h (mod m)
iX +jy + kz=1(mod m)
untuk a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,klll Z dengan m > 0, jikaA(m) = 1
sistem kongruensi diatas mempunyai penyelesaiamgatehketentuan sebagai

berikut :

a b cla b
Dimanadet(A)5e f gle f

a b
e f
i ij kli

x Q O

]
= (afk + bgi + cej) — ( cfi + agj + bek)
0] det (A) = 0 maka A tidak punya invers sehinggakidapat diketahui
nilai x, y dan z yang memenuhi sistem kongruetshgan kata lain
tidak ada selesaian.
(i) det (A)# 0, maka A punya invers sehingga dapat ditentulian>q y
dan z yang memenuhi sistem kongruensi.
Uraian:
1) Untuk det (A) =0

det (A) = (afk + bgi + cej) — ( cfi + agj + bek-)0



afk —bek =0
af—be=0
a b|
=0
e f
E—B =0
e f
DE:B
e f
bgi—agj=0
bi—aj =0
=
. .| =0
P<
P 2.9
i
gl =2
j i
cej—cfi=0
ej —fi =0
e f‘
. .| =0
I
e-t-o
)

bgi—cfi=0
bg—cf =0

b c
f g

=0

=0
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£
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cej—agj=0

ce —ag =0

afk—cfi=0
ak—ci =0
a c
. =0
i k
__a—E:O
ik
n2-=2

i k
bgi — bek =0
g —ek =
i
k i
g_e_y
k i
me =2
k i
cej—bek=0
cj —bk =0
c b‘

1=0
kK j
c b _g
kK ]
c_b
k]
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atau E:i :g
k

b_C Lau 2-B-C
k i

Sehinggaéz—:— atau — =
e f g [

Jika suatu kongruensi memenuhi salah satu syapatrtsaliatas, maka sistem
kongruensi tersebtidak punya selesaian
2) Untuk det (A} 0

det (A) = (afk + bgi + cej) — ( cfi + agj + bekt)0

« afk — bek#0 « afk-agj#0 o afk—cfi#0
af —be£ 0 fk—gj #0 ak —ci#0
a b f g a c

0 0 0
e f‘¢ ’j k‘¢ [ k7é
a b f g a c
———+#0 ——=#0 ———#0
e f;é ] k;é [ k;é
qa,hb LA n2z=
e f ik ik

* bgi—agj0 e bgi—cfiz0 e bgi — bek#0
bi—aj #0 bg-cf£0 gi —ek #0
b b c g
.| #0 #0 | #0
joi f g k i
b 2o D_C4o J_%20
joi f g kK i
D_t.)¢._a |:|2¢£ Dgig

] i f g k I
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e cej—cfi£0  cej—agp0 e cej—bekt0
ej —fi #£0 ce —ag#0 cj —bk#0
e f c c b
. .|¢0 Z‘;éo _|¢o
b g K
et o £ 2.0 cb.y
) g e K
n8et O~ “I2 0oz
' J g e K j
Sehingga® # 2% S atau 2222C atau Sz 129
e f g ij ok ik

Jika suatu kongruensi memenuhi salah satu syapatrtsaliatas, maka sistem
kongruensi tersebyiunya satu selesaian
Sedangkan jika syaratnya adalah

E¢£¢£:9 atau _—a;t—t?igzg atau _—ei—;tg:
e f g h i) ko k

maka sistem kongruensi tersepunya tak hingga banyak selesaian
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Kemudian menentukan modulonya

a b ca b
dimanaA =|e f gle f |=(( afk + bgi + cej) — ( cfi + agj + bek )), maka
i j kliog

sistem kongruensi linier tersebut mempunyai tepait selesaian modulo m, yaitu:

A ( bgl + chj + dfk ) — ( bhk + cfl + dgj ) (mod m)

y = A(dgi + hak + Ice ) — ( dek + hei + lag ) (mod m)

A(afl +beh +dej)—(ahj +dif +bel)(modm
dimanaA adalah invera modulo m
Bukti :

ax + by + cz= d (mod m)............... (2)

ex + fy + gz= h (mod m)............... (2)

iX +jy+kz=1(modm)................ 3
mengeleminasi pers. (1) dan pers. (2)
ax+ by+czZd(modm) xg agx+ bgy+ cgzdg (mod m)
'l

ex +fy + gz= h (mod m ecx + fcy + gezhc (mod m)

(ag - ec)x + (bg — fcy(dg — hc) (mod m)............ (4)
mengeleminasi pers. (1) dan pers. (3)

ax+ by +czZ= d (mod m

X

x k akx + bky + ckzdk (mod m)
icx +jcy + kcz Ic (mod m) _

ix +jy + kz =1 (mod m)

(ak - ic)x + (bk — jo) (dk — Ic) (mod m)............ (5)
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mengeleminasi pers. (4) dan pers. (5)

(ag - ec)x + (bg — fc)y¥ (dg — hc) (mod m

X (bk — j[)
)
(ag - ec) (bk —jc)x + (bg — fc) (bk — jc}y (dg — hc) (bk — jc) (mod m)

(ak - ic)x + (bk — jc)y =(dk — Ic) (mod m)| x (dg—f

(ak - ic) (bg — fc)x + (bk — jc) (bg — fc)g (dk —Ic) (bg — fc) (mod m) -

{(ag - ec)(bk - jc) - (ak - ic)(bg — fc)}x = (dg — hc)(bk — jc) — (dk — Ic)(bg — fc) (mod m)
Mengalikan ruas kiri terlebih dahulu :

{(ag - ec)(bk - jc) - (ak - ic)(bg — fc)}x

{ (agbk — agje — ecbk + ecje) - (akbg — akfc — ieligfc) } x

{ agbk — agje — ecbk + ecje — akbg + akfc + iehegfe-} x

{ akbg — akbg — acgj + ackf — cbek + cbig + ccef# } x

{ - ac(gj - kf) — cb(ek - ig) + cc(ej - fi) } x

{-a(gj-kf) —b(ek -ig) + c(ej - fi) } x

{—agj + afk — bek + big + cej — cfi }x

(afk + bgi + cej ) — ( cfi + agj + bek) x

Kemudian mengalikan ruas yang kanan, yakni :

(dg — hc)(bk — jc) — (dk — Ic)(bg — fc) (mod m)

{ (dgbk — dgjc — hcbk + hcjc) — (dkbg — dkfc — Ictbdcfc) } (mod m)
{ dgbk — dgjc — hcbk + hcjc — dkbg + dkfc + Icbdcfe } (mod m)
{jcdg + jchc — bchk + bcgl + cf dk - cfcl }(mod m)

{-j(dg — hc) — b(hk —gl) + f (dk — cl) } (mod )M

{- dgj + chj — bhk + bgl + dfk — cfl }(mod m)

( bgl + chj + dfk) — ( bhk + cfl + dgj ) (mod m)
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Sehingga
(afk + bgi + cej ) — ( cfi + agj + bek) ® ( bgl + chj + dfk) — ( bhk + cfl + dgj )

(mod m)

Karenall = (afk + bgi + cej ) — ( cfi + agj + bek), maka
Ax = (bgl + chj + dfk) — ( bhk + cfl + dgj ) (mod m)

DenganA (invers dariA mod m) diperoleh :

A. A x = A(bgl + chj+ dfk) — ( bhk + cfl + dgj ) (mod m)
x = A( bgl + chj + dfk) — ( bhk + cfl + dgj ) (mod m)

dengan langkah yang sama kemudian mencari nilai y

X (ak —ig)

x (ag - IC)

(ag - ec) (ak —ie) x + (bg — fc) (ak — iey(dg — hc) (ak — ie) (mod m)

(ag - ec)x + (bg — fc)y¥ (dg — hc) (mod m

(ak - ie)x + (bk — jc)y=(dk — Ic) (mod m)

(ak - ie) (ag — ec) x + (bg —fc) (ag — e@y(dk — Ic) (ag — ec) (mod m) -

{(bg — fc) (ak — ie)-(bg — fc) (ag — ec)}§ (dg — hc) (ak —ie) - (dk —Ic) (ag — ec) (mod m)
Sehingga menjadi :

(afk + bgi + ceg) — (cfi + agj + bek) ¥(dk — Ic) (ag — ec) - (dg — hc) (ak — ie)
(mod m)

Sekarang mengalikan

(dk —Ic) (ag — ec) - (dg — hc) (ak — ie) (mod m)

{ dkag — dkec — Icag + Icec — (dkag — dgie — hcdicie ) }(mod m)

{ - dkec — Icag + Icec + dgic + hcak — hcie } (mmJl

{-dc (ke -gi)—Ic (ag—ec) + hc (ak - ic) } 6d m)

{-d (ke - gi) = (ag — ec) + h (ak - ic) } (mad)

{ - dke + dgi — lag + lec + hak — hic } (mod m)



50

(dgi + hak + Ice) — (dek + hei + lag) (mod m)
Maka menjadi
(afk + bgi + ceg) — (cfi + agj + bek)s(dgi + hak + Ice)—(dek + hei + lag)(mod m)
Karenall = (afk + bgi + cej ) — ( cfi + agj + bek), maka

Ay = (dgi + hak + Ice) — (dek + hei + lag) (mod m)
DenganA (invers dariA mod m) diperoleh :
A. Ay = A(dgi + hak + Ice) — (dek + hei + lag) (mod m)

y = A(dgi + hak + Ice) — (dek + hei + lag) (mod m)
langkah selanjutnya menentukan nilai z :
seperti halnya diatas pertama mengeleminasi @Brdaf pers. (2)
ax+ by+cz=d(modm) xe aex+ bey + cezde (mod m)
ex +fy + gz= h (mod mj I

X @ eax+fay +ga&ha(modm) _

(be- fa)y + (ce — gag(de — ha) (mod m)............ (4)
mengeleminasi pers. (1) dan pers. (3)
ax+ by +cz= d(modm

X

xl aix + biy + cizdi (mod m)

iX +jy+ kz=1(mod m) iax +jay +kazla(modm) _

(bi - ja)y + (ci — ka)z(di —la) (mod m)............ (5)

x (bi — ja)
x(be—f])

(be- fa) (bi - ja)y + (ce — ga) (bi - ja)Z (de — ha) (bi - ja) (mod m)

mengeleminasi pers. (4) dan pers. (5)

(be- fa)y + (ce — ga)= (de — ha) (mod m

(bi - ja)y + (ci—ka)z = (di —Ila) (mod m)

(bi - ja) (be- fa)y + (ci — ka) (be- fa)z= (di — la) (be- fa) (mod m) -

{(ce —ga) (bi - ja) - (ci — ka) (be- fa)}Z (de — ha) (bi - ja) - (di — la) (be- fa) (mod m)



Mengalikan ruas kiri terlebih dahulu :

{(ce — ga) (bi —ja) — (ci — ka) (be —fa)}z

{(cebi — ceja — gabi + gaja) — (cibe — cifa — kableafa)}z

{ cebi — ceja — gabi + gaja — cibe + cifa + kalkeafa}z
{—ca(ej—if)—ga(bi—ja) + ka (be —fa) } z

{—c (ej —if) — g (bi—ja) + k (be —fa) } z

{ —cej + cif— gbi + gja + kbe —kfa} z

(cif + agj + bek ) — ( cej + afk + bgi) z ... (dikalikan min (-)), menjadi
(afk + bgi + cej) — ( cfi + agj + bek ) z

Kemudian mengalikan ruas yang kanan, yakni :

(de — ha) (bi - ja) - (di —la) (be- fa) (mod m)

(debi — deja — habi + haja) — (dibe — difa — labafa) (mod m)
(debi — deja — habi + haja — dibe + difa + labafa)l (mod m)

(— dej — hbi + hja + dif + Ibe — laf) (mod m)

(ahj + dif + bel) — (afl + beh dej) (mod m).....(dikalikan min (-)), menjadi
(afl + beh dej) — (ahj + dif + bel) (mod m)

Sehingga

(afk + bgi + cej ) — ( cfi + agj + bek) Z (afl + beh dej) — (ahj + dif + bel) (mod m)

Karenall = (afk + bgi + cej ) — ( cfi + agj + bek), maka
Az = (‘bgl + chj + dfk) — ( bhk + cfl + dgj ) (mod m)

DenganA (invers dariA mod m) diperoleh :

A. A z= A(bgl+ chj+ dfk) — (bhk + cfl + dgj ) (mod m)
z = A( bgl + chj + dfk) — ( bhk + cfl + dgj ) (mod m)

A terbukti
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Contoh :
> Tidak Punya penyelesaian

Tentukan penyelesaian dari sistem kongruensi aetiga kongruensi tiga
variabel berikut :

2X + 3y + 2z= 3 (mod 7)

2x + 3y +2z= 5 (mod 7)

3x+2y+ z=7 (mod7)

Pada contoh diatas sistem kongruensi tersebut pdaka penyelesaian, karena

sebagaimana syargt: e
e f g
Yakni, e = 2 = E
23 <2
> Punya tak hingga banyak selesaian

Tentukan penyelesaian dari sistem kongruensi aetiga kongruensi tiga
variabel berikut :

3x + 4y + 6z= 3 (mod 7)

2x + 4y + 3z= 3 (mod 7)

3x+2y+ z=7 (mod7)
Pada contoh diatas sistem kongruensi tersebut pdaka penyelesaian, karena

c d

sebagaimana syargt;t b % _
e f g i

Yakni, §¢£’¢
2 4

wlo
wlw



>

Punya Satu Penyelesaian

contoh : tentukan penyelesaian dari sistem komgiuelengan

kongruensi tiga variabel berikut :

Terlebih dahulu periksa apakah punya tepat satsain sebagaimana syarat

2x + 3y + 2z= 3 (mod 7)
2x+ y+ z=5(mod7)

3x+2y+ z=7 (mod 7)

Kemudian menentukan determinan sehingga punya sepaselesaian

53

tiga

2 3 22 3
mencariA={2 1 12 1(=2+9+8-6-4-6=3(mod7),(3,7)=1
3 2 13 2
2x + 3y + 2z= 3 (mod 7)............ (2)
2x+ y+ z=5(mod7).......... (2)
3Xx+2y+ z=7(mod7).......... 3)

(2) 2x + 3y + 2z= 3 (mod 7)

(2) 2x+ y+ z=5(mod7) _

2y + z=-2(Mod 7)...cccnneen. 4

-2y-2

z (mod 7)

z=-y—1(mod 7)
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(2 2Xx+ y+ zES(mod?] XI 6x + 3y + 3215 (mod 7)

(©)) 3x+2y+ z=7(mod7)] X 6x + 4y + 22 14 (mod 7) _

-y + z= 1(mod7)......(5)

Kemudian subtitusikan = -y — 1 (mod 7) ke persamaan (5) sehingga

-y + (-y-1)=1(mod7)
-2y-1 =1 (mod7)
-2y =2 (mod?7)

y =-1(mod7)

y = 6 (mod7)

untuk mengetahui nilai z maka nilai y disubtitusike persamaan (5), sehingga
z=-y—1 (mod 7)

= -6-1 (mod 7)

z -7 (mod 7)atau = 0 (mod 7)
kemudian subtitusikan ke salah satu persamaare(®)gga diperoleh :
2x+ y+ z=5(mod7)
2x+ 6 + 0= 5(mod 7)
2xX + 6 5(mod 7)
2x = -1 (mod)

Karena 4 adalah invers dari 2 modulo 7, yang dipér

dari 7 x ...?...= 1 (mod 7), maka kedua ruas diali&alikan dengan 4

sehingga diperoleh :
4.2x= 4 (-1) (mod 7)
X=-4 (mod 7)

x =3 (mod 7)
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selanjutnya untuk mengetahui dan mengecek keberaeapelesaian tersebut
dengan mensubtitusikan kembali ke sistem lineat aglzagai berikut :

2x + 3y + 2z= 2.3 + 3.6 + 2.0824 (mod 7)=3 (mod 7)

2x+ y+ z=23+1.6+1.012 (mod 7)=5 (mod 7)

3x+2y+ z=3.3+2.6+1.021 (mod 7)=7 (mod 7)

3.1.2. Menyelesaikan sistem kongruens linier tiga kongruensi tiga variabel
dengan Invers Matriks.
Salah satu metode penyelesaian sistem kongruemsj jain adalah
dengan metode invers matriks.
Invers matriks A modulo m, dapat digunakan untwnyelesaikan sistem

yang berbentuk A.X& B (mod m), dengan syarat (det A,m) =1 yang bedastiA

# 0. pada bentuk tersebut kedua ruas dapat dikatikaganA , diperoleh :

A(A.X)= A.B (modm)
(A.LA)X = A.B (modm)
X = A.B(modm)

Sehingga dapat ditentukan selesaian x dalam behtu& (mod m).
Diberikan bentuk umum :

ex + fy + gz= h (mod m)

ax + by + cz= d (mod m)

iX +jy + kz = I (mod m)

untuk a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,kill Z dengan m > 0, jikeAfm) = 1
sistem kongruensi diatas mempunyai penyelesaiarggo@akan invers matriks

dengan ketentuan sebagai berikut :
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X Q O

a b clab
Dimanadet (A)3e f gle f |=((afk+bgi+ cej)—(cfi+ agj+ bek)
i) Kkl

a1
det(A)

Adj(A) dengan syarat :
1.  det(A)=0OatayA =0,
maka A tidak punya Invers sehingga x tidak purgrayglesaian, karen%= 00

2. det(A)#0atauA # 0,

Maka dapat dibalik dan mempunyai invers, sesuaetaa

det (A = ﬁ(A) det (A)2£0

dalam pembuktian menggunakan invers matriks imghah yang kami gunakan
dalam menentukan invers yakni menggunakan opeaaisi @lementer.
A7 =E, ...E,E,l,

Yakni A™ dapat diperoleh dengan mengalikan dari sebeldhbkiturut-turut
dengan matriks Elementer, EE,, ...E, .
Misal dalam bentuk umum :

ax + by + cz= d (mod m)

ex + fy + gz= h (mod m)

iX +jy + kz = I (mod m)
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Dapat ditulis dalam bentuk :

b
f

o 0 D

C)(X
g||ly|=|h|(modm)
i j)\z
A X B
b
Misal A = f

S 0o
o ~» O
— O O

c 1
g||,AC=Ildimanal=0
i 0

dan C = invers matriks A.

Selanjutnya untuk mendapatkan Matriks C maka

a b cy1 00 1 0 Or s t

e f g0 1 O]|menggunakan operasibariselemendd 1 Ou v w

h i jJ)Oo 0 1 0 0 1x vy z

Invers

(1C)
Dari operasi diatas maka dapat diketahui bahwa=AC = Matriks
invers

r s t
A=ju v w
Xy z

Dan dengan rumus :A.A.x=A".B

x = A™". B maka dapat dicari variabel-variabel x-nya

jadi,

r s t)(x X + sy+tz
X=|Uu Vv W||Yy|=|ux+vy+wz

Xy z)l\z XX+ yy+ zz
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Contoh :
Tentukan sistem kongruensi linear berikut melaiatode invers matriks?
2X + 3y + 2z= 3 (mod 7)
2x+ y+ z=5(mod7)
3x+2y+ z=7 (mod7)
Penyelesaian :
2x + 3y + 2z= 3 (mod 7)
2x+ y+ z=5(mod7)
3x+2y+ z=7 (mod7)
Deteminan pada kongruensi tersebut det £#A), maka punya invers dan bisa

diselesaikan, kemudian langkah selanjutnya dapaintlik dalam matriks :

2 3 2||x 3 2 3 2
2 1 1||y|=|5|(mod7)dengan mengalikan Al2 1 1
3 2 1}z 7 3 21
1 00
AC=1,dimanal30 1 0| dan C =invers matriks A
0 01

Selanjutnya untuk mendapatkan matriks C maka :

2 32100 8 12 84 0 O

4b=12 1 10 1 O|(mod7)=(2 1 10 1 Of(mod7)
3 210 01 3 2 10 0 1
151400

=12 1 120 1 0| (mod7)
321001



151400 1 5 1|4 00
b,-2b,=[2 1 10 1 0| (mod7)=|0 -9 -1-8 1 0|(mod7)
321001 3 2 1/0 01

15 14 0 0
=0 5 66 1 0|(mod?7)
3 210 0 1

(3]

14 0 O 1 5 1|14 00
66 1 0O|(mod7)=|0 15 1818 3 O0|(mod 7)
110 0 1 3 2 1|10 01

3b,

]l
w O Bk
N o1

1514 00
=0 1 44 3 0|(mod?7)
3210 0 1

1514 00 1 5 1|4 00
b,-30,=(0 1 4[4 3 0|(mod7)=|0 1 4|4 3 0|(mod7)
3210 0 1 0 -13 -2-12 0 1

1514 0O
=0 1 44 3 0|(mod7)
015201

5 14 0 O 1514 0 O
4/4 O/(mod7)=|0 1 44 3 O0f(mod7)
1 52 01 0 0 1-2 -3 1

s
|
o
N
]l
o O k-
[
w

1 514 00
=0 1 44 3 0|{(mod?7)
0 0 15 4 1

1514 0O 1 0 -19-16 -15 0
b-5b,=({0 1 44 3 0|(mod7)=(0 1 4| 4 3 0|(mod?7)
0 0 15 4 1 00 1|5 4 1
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1 0 2560
=10 1 44 3 0|(mod7)
0 0 15 4 1

025 6 0 10 0-5 -2 -2
44 3 0|(mod7)=1[0 1 44 3 0 |(mod7)
0 15 4 1 0015 4 1

b,—2b, =

o O B
[EY

1 0 02 5 5
=|0 1 44 3 0|{(mod7)
0 0 15 4 1

0 02 5 5 1 0 0 2 A O
4/4 O|(mod7)=({0 1 0|-16 -13 -4|(mod 7)
0 15 4 1 0 0 15 4 1

(=3
N
|
N
=)
n
o O
-
w

1002 55
=0 1 05 1 3|(mod?7)
0015 4 1

Invers

Dari operasi diatas dapat diketahui bahwa A C = invers matriks

2 55
A=|5 1 3| dandenganrumusAAX=A"B
541
X = A™.B maka dapat dicari variabel-variabelnya
2 5 5|3 23+55+57 66
X=|5 1 3||5/=|53+15+37| = |41|(mod 7),
5 4 1||7 53+ 45+ 17 42
X 3

Maka|y| = |6 |(mod 7)
z 7
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Jadi ini menunjukkan bahwa selesaian dari sistemghensi tersebut diatas
adalah :

x =3 (mod 7), y=6 (mod 7), z=0 (mod 7)

3.2. Menyelesaikan sisitem kongruens linier Empat Kongruensi Empat
Variabel

Pada penyelesaian sistem kongruensi linier empaigrkensi empat
variabel tidaklah berbeda dengan penyelesaian kaogrdinier tiga kongruensi
tiga variabel sebagaimana telah dituliskan di pdraban sebelumnya, sedangkan
penyelesaian sistem kongruensi dengan empat kamgjrampat variabel sebagai
berikut :

aw + bx + cy + d=e (mod m)

fw + gx + hy + iz = j (mod m)

kw + Ix + my + nZo0 (mod m)

pw + gx + ry + sz= t (mod m)

Untuk a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,I,m,n,0,p,q,r,s,t denga > 0, jika A,m) =1

a b c dla b c
f h
DimanaA=| . . g (_a f 9
i) ki) ok
m n o pm n o

= ((afkp + bglm + chin + dejp— (dgjm + ahkn + belo + cfip)), maka sistem

kongruensi linier tersebut mempunyai tepat satesséhn modulo m.
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3.2.1. Menyelesaikan sistem kongruens linier Empat kongruensi Empat
variabel dengan Eliminasi-Subtitusi.

Menyelesaikan kongruensi linier dengan empat kagguempat variabel
langkah pertama yang harus dilakukan adalah mekemtudet-nya, dan
menentukan syarat apakah sistem kongruensi tersedoipunyai penyelesaian,
menentukan eliminasi , kemudian salah satu variaé&l eliminasi disubtitusikan
pada salah satu sistem kongruensi linier (salalh dati soal). Setelah masing-
masing variabel mempunyai nilai, maka dapat ditemuinversnya. Untuk lebih
jelasnya akan diberikan dibawah ini :

Diberikan kongruensi dengan bentuk umum :

aw + bx + cy + d=e (mod m)

fw + gx + hy + iz = ] (mod m)

kw + IX + my + nZ0 (mod m)

pw + gx + ry + sz= t (mod m)

Untuk a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n,0,p,q,r,s,t denga > 0, jika A,m) =1
sistem kongruensi diatas mempunyai penyelesaiamgaterketentuan sebagai

berikut :

a).Tak Punya penyelesaian

dengan syarat :

a_ b _c_d a_ b _c _d f g _h_i
—=—=—=— atau —=—=—-=— atau —===—=—
f g h i p g r s a b ¢ d
E:E:E:Q atau i:g:E:I_ atau l:gzﬂzl
Kk I m n P q r s k I m n
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0| &

ol x

n|c

el<

k_...l

b). Punya tak hingga banyak selesaian

dengan syarat

o|E

@© | x

Elo

x| ©

~ | O

w|c

c). Punya Satu Penyelesaian

dengan syarat

h_Chm

L\
S a b

2S¢
r
ALF

£—#—

a_b

% ¢2 atau — #—
P 9

C
h7 i
c
m

Qo o
H )
© |~ ©]|x

a,r,.s
k | m

f

atau p z

atay Kzl m,n
P g r S

21
d

Elo
—lQa

x| ®
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Kemudian menentukan modulonya

a b c¢c dla b c
f h f
DimanaA=| . . g <.a ) g
i) ki) k
m n o pm n o

= ((afkp + bglm + chin + dejd — (dgjm + ahkn + belo + cfip)), maka sistem
kongruensi linier tersebut mempunyai tepat satessédn modulo m.

Contoh : tentukan penyelesaian dari sistem kongiuempat kongruensi
empat variabel berikut ini :

3w + X + 2y + 2z= 4 (mod 5)

w +2x + 3y + z= 4 (mod 5)

2w + X +3y +z=5 (mod 5)

3w+ 2x + y + 22=2 (mod 5)

Jawab :

Dari contoh di atas sistem kongruensi tersebutase®ngan syarat

§¢E¢E¢Q atau 37:97:37:9 atau i¢§¢ﬂ¢'_
f g h i p g r s a b c d
E¢9¢£¢ﬂ atau iig;th;tl atau l¢§¢ﬂ¢L
k | m n p q r s Kk | m n
E;z:l—ar:m;tﬂ atau 5;tl—;tm;tE atau Lz3zlz3
a b c d p q r s f k I m
5;z:l—;tm;r:_E atau P#9225 gqau Pz921 43
f g h i a b c d k I m n

Maka Punya Satu Penyelesaian
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Kemudian menentukan determinannya sehingga memetarhiFPBnya

adalah 1 sehingga punya satu selesaian :

312 231 2
A=l 2 3 11 2 3
213 121 3
32123 21

=36+9+8+2-18-18-1-16 =2(mod 55)2,1
Berarti tepat satu selesaian.

Selanjutnya dengan langkah berikut :

3w + X + 2y + 2z= 4 (mod 5)...........eeee (1)
W +2X+3y+2z=4(modb5)................. (2)
2w+ X +3y +z=5(mMod 5).......eeeeeennnn. 3
3w+ 2x+ y+2z=2 (Mod 5)....eevveveeennnn. (4)

Mengeleminasi pers. (1) dengan pers. (2) sebagdube
3w+ X + 2y + 27= 4(mod5)|} x1 3w+ x+2y+ 224 (mod 5)
w +2Xx+ 3y +2z=4 (mod5

XB 3w +6x +9y + 3212 (mod 5) _

-5x-7y—-27z=-8 (mod 5)

-5x—-7y— 2 (mod 5)......... (5)

Selanjutnya mengeleminasi pers.(3) dengan pers. (4)
2W + X + 3y +2z= 5(mod5[xI 6w + 2x + 9y + 3z 15 (mod 5)
3w+ 2x + y+22=2 (mod 5

X2 6w+ 3x +2y +42 4 (modb5) -

-X+7y—-2z=11 (mod 5)

-X+7y—-z= 1(mod5).......... (6)
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Kemudian mengeliminasi pers.(1) dengan pers. (3)

3w+x+2y+2254(modjixI 6w +2x +4y +4z 8 (mod 5)

x8 6w+ 3x +9y +3z 15 (mod5) -

2w+ x +3y +2z=5 (mod
-7 (mod 5)

-X-by+z

-x-5y+z =3 (modb5).......... (7

Dan mengeliminasi pers.(2) dengan pers.(4)
w +2x+3y+ZE4(mod5[xT 3w+ 6x +9y + 3z 12 (mod 5)
5

x13w+2x + y +22 2 (modb5) -

3w+ 2x + y + 2z=2 (mod
4x + 8y + z= 10 (mod 5)

4x+8y+z = 0(mod 5).......... (8)

Selanjutnya mengeliminasi pers.(5) dengan (6)

-5x —=7y—z =2 (mod 5)

-Xx+7y—z= 1(mod>5) +

3(mMod 5)...ccceeiiiiiiiiiiiiee. (9)

-6 X -2z
Kemudian mengeliminasi pers.(7) dengan (8)

-X -5y +2z= 3 (mod 5') xi -8x - 40y + 8z 24 (mod 5)

Xp 20x +40y+52 0 (mod5) +

4x + 8y + z=2 (mod 5
12x +13 £ 24 (mod 5)

12x +13z = 4 (mod 5).......... (10)

Dan langkah terakhir adalah mengeliminasi persi¢dgan pers.(10)

-6x- 2z= 3(mod 5) x2 -12x -4Z= 6 (mod 5)
12x + 13z 4 (mod 5) +

12x + 13z=4 (mod 5) x
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9 = 10 (mod 5)
4z= 0 (mod5)
z= 0(modb5) .......... (1)
setelah diketahui nilai dari suatu z maka langkadlargutnya adalah
mensubtitusikan ke suatu persamaan.
Subtitusikan nilai z pers.(11) ke pers.(10).
12x +13z= 4 (mod 5)
12x + 13 .0= 4 (mod 5)
12x= 4 (mod 5)
2x = 4 (mod 5)

X = 2 (mod5).............. (12)

selanjutnya subtitusikan pers.(11),(12) ke pers.(7)
-x-5y+z = 3 (mod 5)
-2-5y+0 =3 (mod 5)
-5y =5 (mod 5)
y = -1(mod 5) atau
y =4 (modDb5).......ceueee. (13)
dan selanjutnya subtitusikan pers.(11),(12),(13)ées.(2)
w + 2X + 3y + z= 4 (mod 5)
W +2.2+3.4+6& 4 (mod 5)
w + 16= 4 (mod 5)
VE - 12 (mod 5)

w = 3 (mod 5)
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jadi, w= 3 (mod5), x= 2 (mod 5),
y =4 (modb5),z= 0(mod5)
selanjutnya untuk mengetahui dan mengecek kebernagagelesaian tersebut
dengan mensubtitusikan kembali ke sistem lineat aglzagai berikut :
3W+ X+ 2y +2z= 3.3+ 2 +2.4+2.&19= 4(mod 5)
W +2x+3y+z= 3 +22+3.4 + 0=19= 4(mod 5)
2W+ X +3y +z= 2.3+ 2+ 3.4+ 0=20=5 (mod 5)

3w+ 2x+ y+2z=3.3+22+ 4+ 2.&E17=2 (mod 5)

3.2.2. Menyelesaikan sistem kongruens linier Empat kongruensi Empat
variabel dengan I nvers matriks.
Menyelesaikan sistem kongruensi dengan menggunakars matriks
dengan empat kongruensi empat variabel,pada intimyapir sama dengan
menyelesaikan tiga kongruensi tiga variabel yakenyelesaikan sistem yang

berbentuk A.X= B (mod m), dengan syarat (det A,m) =1 yang bedstiA # 0.

pada bentuk tersebut kedua ruas dapat dikalikagaieA , diperoleh :

A(A.X) = A.B(modm)
(A.A)X = A.B(modm)
X = A.B(modm)

Sehingga dapat ditentukan selesaian x dalam behtu’ (mod m).
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Misal dalam bentuk umum :
aw + bx + cy + d=e (mod m)
fw + gx + hy + iz = j (mod m)
kw + IX + my + nZ0 (mod m)
pw + gx + ry + sz= t (mod m)
Untuk a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n,0,p,q,r,s,t denga > 0

Dapat ditulis dalam bentuk :

a c dfw) (e
¢ AV :
JX:J(modm)
k I m nj||ly| |o
p g r s)lz t
A X B
1 0 0 0
a b c d

. 1f g hj \ ¥ _0100
MlsalA—k | rnrl,AC—IdlmanaI—O 0 1 0
p g r s O 0 0 1

dan C = invers matriks A.

Selanjutnya untuk mendapatkan Matriks C maka

a b c dy1 00O
f g h jjo1 0O o :
menggunakan operasi baris elementer sehingga
k I mnj0O 0O 1 0
p qgr s)O0O01
1 000K L M N
. .1/01 000 P Q R
menjadi
0010ST U V
0 001 X Y [Z

(IIC)
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Dari operasi diatas maka dapat diketahui bahwa=AC = Matriks

invers
K L M N
O P R
A= Q
S T U V
W X Y Z

Dan dengan rumus :A.A.x=A".B

x = A™. B maka dapat dicari variabel-variabel x-nya

jadi,

K L M N)(w Kw+ Lx + My + Nz
= O P Q R||x]|_|Ow+Px+Qy+Rz

S T U V||y| | SwrTx+Uy+Vz

W X Y Z z Ww+ Xx+Yy+ Zz

Contoh :

Tentukan sistem kongruensi linear berikut melaietode invers matriks?
3w + x + 2y + 2z= 4 (mod 5)
w +2x + 3y + z= 4 (mod 5)
2w +x + 3y +2z=5 (mod 5)
3w+ 2x + y + 22=2 (mod 5)
Penyelesaian:
3w + X + 2y + 2z= 4 (mod 5)
w +2Xx + 3y + z= 4 (mod 5)
2w + x +3y +2z=5 (mod 5)

3w+ 2x + y + 22=2 (mod 5)
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Dari kongruensi diatas, determinannya tidak sanmgale nol, det (A} 0 maka
sistem tersebut mempunyai invers dan bisa dis&ksaemudian dapat dibuat

dan dibentuk dalam matriks :

312 2/|w| |4 3122
1 2 3 1||x|_|4 12 31
= (mod 5) dengan mengalikan A|=
2 1 3 1||y| |5 2131
3 21 2||z] |2 3212

AC =1, dimana | dan C adalah invers matriks

o O O B
o O+ O
o »r O O
= O O O

Selanjutnya untuk mendapatkan matriks C maka :

Dalam menentukan invers matriks kali ini kami mdmcanengabaikan suatu
modulo 5, karena dengan menggunakan modulo karai gakup mudah dalam
proses penyelesaiannya, apakah tanpa menggunakhionmasilnya akan sama ?

Seperti proses dibawabh ini :

31221000 10 -111 0 -1 0
1 2 3101 00 12 3 101 0 O
b, —b,= =
21310010 21 3 100 1 0
32120001 321 200 0 1
10 -111 0 -10 10 -11/1 0 -10
b_:1231010030240—1110
2 21 3 10 0 1 O 21 3 1/0 0 1 O
32 1 200 0 1 32 1 20 0 01
10 -11/1 0 -1 0 10 -1 1|1 0 -1 0
b3—2b1=0240—1110:>024 0[-1 1 1 0
b,-3, (2 1 3 1/0 0 1 0 01 5 -1-2 0 3 0
32 1 200 0 1 02 4 -1-30 3 1
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-1 -1101
6 2 2 3| [-1-3 3 2
-1 -1 1)1 3 -3 2
2 1 4 5|5 3 -3 -4
6 2 2 3| |12 8 -12 -6
2 1 -2 -1]

Dari operasi diatas dapat diketahui bahwa A C = invers matriks

3122
1 2 31
A= dan dengan rumus AAX=A".B
2131
3212
X = A™.B maka dapat dicari variabel-variabelnya
13 S8 2|14 -4 -12 +15+4 3 3
-INS =3 2 | (4 A (S5 ) £3 2
X = = = = (mOd 5),
5 3 -3 -4||5 20 +12 -15 -8 9 4
12 6 -12 -6||2 48 +24 -60 -12 0 0
w 3
X 2
Mak = (mod 5)
y 4
z 0

Jadi ini menunjukkan bahwa selesaian dari sistemgkensi tersebut di atas
adalah :

z =3 (mod 5),x=2 (mod 5), y=4 (mod 5), z=0 (mod 5)
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3.3. Kajian Adil mengenai hasil selesaian suatu kongruensi

~ g E
| el

A3
(N

30D AAS 505 SRl ol N EL 2 G ey

T

TS Ub

\\ ot

"Hai manusia, apakah yang telah memperdayakan k&gerbuat durhaka)
terhadap Tuhanmu Yang Maha Pemurah. Yang telah iptakan kamu lalu
menyempurnakan kejadianmu dan menjadikan (susunbohimu seimbang,
dalam bentuk apa saja yang Dia kehendaki, Dia memydubuhmu.”

Dalam ayat tersebtadala berarti "membuat seimbang.” disitu
diinformasikan kepada manusia bahwa tubuh mantisi@ecara keseluruhan
disusun menurut prinsip-prinsip keseimbangan. Dengainsip-prinsip itu
manusia mencapai susunan yang sempurna. Keseinmbalageat digambarkan
dengan susunan dan sistem tubuh manusia yang seib@bang. Dengan
demikian, salah satu dimensi keadilan adalah kdseigan.

Pengertian keseimbangan atau seimbang itu tergapatdalam katal-

gisthas al-mustaqinContoh ini diberikan oleh Al-Qur’'an surah al-Iér57:35 :

- zZ 2: 2 /,E/)J,., _ ‘fc’ N ko L L. ' ,:“’ < o 20, {,5/

"Dan sempurnakanlah takaran apabila kamu menakam dimbanglah dengan
neraca yang benar. ltulah yang lebih utama (bagichan lebih baik akibatnya. ”
Keadilan dalam ayat itu, digambarkan dengan casmgpmenimbang,
misalnya menimbang emas dan perak. Cara menimbamng sempurna adalah
jika orang menimbang dengan ukuran yang benan g&iimbang antara yang di

sebelah kiri dan di sebelah kanan. Karena itu, éamgbkeadilan adalah gambar
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dewi yang sedang menimbang dengan menutup matgagg, menggambarkan
ketidakberpihakkan kepada salah satu diantara gigegtimbangkan.

Sedangkan jika dikaitkan dengan hasil penyelesaistem kongruensi
linier, maka penentuan variabel merupakan salah sebab suatu persamaan
tersebut menjadi sama, dengan kata lain antarakiatan kanan menghasilkan
hasil yang sama atau seimbang.

2x + 3y + 2z= 3 (mod 7)

2x+ y+ z=5(mod7)

3x+2y+ z=7(mod7)

Pada contoh sistem kongruensi linier dengan tigeahel seperti contoh
diatas, menunjukkan bahwa ruas kanan dan kiri @#baieh tanda kongruen, ini
tanda bahwa sisi kanan dan sisi kiri mempunyairagsgang sama, tetapi dalam
sistem kongruensi tersebut bahwa sisi kiri, yanditiedari 2x + 3y + 2z, 2x + 'y
+ z,3x + 2y + z adalah membutuhkan suatu pesg&n sehingga hasilnya
sama atau seimbang dengan ruas kanan. Maka sppddipembahasan diatas
penyelesaian sistem kongruensi tersebut menggunakatu metode, yakni
Eliminasi-Subtitusi dan Invers matriks. Dari proggmnyelesaian tersebut nilai
variabel didapat

x =3 (mod 7)

y = 6(mod?7)

z =0 (mod 7), kemudian hasil dari penentuan varitedisubtitusikan

kepada sistem kongruensi linier
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2x + 3y + 2z= 2.3+ 3.6 + 2.6824 (mod 7)=3 (mod 7)
2x+ y+ z=23+1.6+1.6E12 (mod 7)=5 (mod 7)
3x+2y+ z=33+2.6+1.021 (mod 7)=7 (mod 7)
Setelah disubtitusikan maka dari masing-masing rkias dan kanan

menjadi sama/ seimbang.



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kessmpulan

Berdasarkan pada pembahasan BAB 111, maka penulis dapat menarik suatu
kesmpulan bahwa dalan menyelesaikan suatu kongruensi linier ternyata
menggunakan metode eliminasi-subtitus maupun metode invers matriks sangat
sesua dan tepat serta menghasilkan hasil yang akurat, apalagi ketika membahas
suatu kongruensi yang mempunyai banyak variabel, dan hasil dari kedua metode
tersebut adalah sama. Ini menunjukkan bahwa suatu sistem kongruensi linier
dengan 3 kongruensi 3 variabel maupun 4 kongruens 4 variabel mempunyai tepat
satu selesaian.
4.2. Saran

Dari penulisan skripsi ini tentunya masih jauh dari sempurna, kekurangan
serta kelemahan penulis menjadi salah satu penyebab ketidaksempurnaan
penelitian dan juga berpengaruh terhadap hasil penyusunan skripsi ini, oleh
karenanya penulis mengharapkan saran-saran serta kritik yang membangun dari
para pembaca sekalian untuk dapat menutupi kelemahan dan kekurangan yang
terdapat dalam tulisan ini yang penulis sendiri tidak mengetahuinya. Disamping
itu penulis menyarankan agar para pembaca dapat mengembangkan tulisan ini
pada variabel 5 dan seterusnya, terlebih-lebih didalam menyelesaikan sistem
kongruensi linier dapat menggunakan metode-metode yang lain atau
menggunakan suatu pemograman sehingga hasil yang dicapai lebih efisen dan

praktis.
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