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ABSTRAK

Ahfalinisa’i. 2008. Penyelesaian Persamaan Pell dengan Menggunakan
Algoritma PQa dan Metode Matriks . Skripsi Jurusan Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam NKed®&IN)
Malang. Pembimbing: Drs. H. Turmudi, M.Si dan MuwhiAbidin,
M.Ag

Kata kunci : Persamaan Pell, Algoritma PQa dan Metode Matriks

Persamaan Diophantine merupakan persamaan polghomang
mensyaratkan selesaiannya berupa bilangan buletam@aan Diophantine dibagi
menjadi dua, yaitu persamaan Diophantine linier am linier. Persamaan yang
berbentuk’* - Dy® =N merupakan bagian dari persamaan Diophantine non
linier dengan diberikan koefisidd bilangan bulat positif bukan kuadrat sempurna
dan konstantd\ berupa bilangan bulat. Variabeldany adalah selesaian dari
persamaan tersebut. Persamaan ini disebut dengsanmean Pell. Menyelesaikan
persamaan Pell dapat dilakukan dengan berbagaidmeletode Brahmagupta
dan pecahan berulang telah digunakan untuk memhzdraamaan Pell dengan
konstanta N =+1 pada skripsi sebelumnya. Kesempatan kali ini penul
perkenalkan penyelesaian persamaan Pell yang lakogh— Dy® = +4 dengan
menggunakan algoritma PQa dan metode matriks.

1. Menyelesaikan persamaan Pe&fl - Dy® =+4 dengan algoritma PQa dapat
dilakukan dengan beberapa langkah sebagai berikut:
a. Menentukan apakalD = 0(mod4), D =1(mod4), danD =2 atau 3 (mod 4)

b. Menentukan nilai darg;, P; danQ; dengan rumus:

ey
aiz(P‘J'T*/B),izo,F}z@_lQi_l—R_l,izldanQizD B izt

i i-1
c. Menentukan nilak; dany; dengani = Odengan rumus:
X =aX., X, dany, =ay. +V.,

d. Mensubtitusi nilaix dany ke dalam persamaan Pelk’ - Dy =+ uhtuk
mengetahui apakahdany merupakan solusi dari persamaan Rélt Dy? = 4
ataux® - Dy’ = -4

2. Menyelesaikan persamaan Pgfl- Dy’ =+ déngan metode matriks dapat

dilakukan dengan rumus-rumus sebagai berikut:

a.Untuk persamaan PeX’ - Dy? = ,4naka(x,,y,)= (;‘11 , 2\2”_1) n=1

b.Untuk persamaan Pellx’?-Dy?=- ,4 maka(xzm, y2n+1) = (u;”nﬂ %)

n=0

Vi
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1.1. Latar Belakang

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pemggtayang banyak
sekali manfaatnya. Demikian juga perkembangan pengetahuan dan teknologi
yang sangat pesat saat ini tidak lepas dari pezalma dmu matematika. Telah
diketahui bahwa banyak ahli matematika mencoba efemnsikan matematika
sebagai ilmu tentang bilangan dan ruang, ilmu teptBesaran, ilmu tentang
bentuk dan lain sebagainya. Definisi yang ada segau®enar, berdasar sudut
pandang tertentu. Ciri khas dari ilmu matematikagydak dimiliki pengetahuan
lain adalah (1) merupakan abstraksi dari duniaayyé) menggunakan bahasa
simbol, dan (3) menganut pola pikir deduktif.

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep tentaatematika,
meskipun alam semesta tercipta sebelum matematileda. Allah menciptakan
alam semesta serta segala isinya menurut ukuragn gamrmat dan teliti, dengan
perhitungan yang benar serta dengan rumus-rumugetaamaan yang rapi. Hal
ini menunjukkan bahwa Allah SWT Maha MatematislaAlMaha Cepat dan
Maha Teliti dalam masalah hitung-menghitung. Pékhatfirman Allah dalam
surat Al-Furgan ayat dua:

Z 3

/\/ e 1 %’ P
(D) @S s05dad ¢ [ Je= 315
g

Artinya: ...dan Dia telah menciptakan segala sesudan dia menetapkan
ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya.



Perhatikan juga firman Allah dalam surat Maryamt&@/
- (oL xy e T T o2 D0

Artinya: Maka janganlah kamu tergesa-gesa memamadiksa terhadap mereka,
Karena Sesungguhnya Kami hanya menghitung datan@nayasiksaan)
untuk mereka dengan perhitungan yang teliti.

Dalam dunia Islam matematika banyak dijumpai dataasalahfaraidh,
begitu juga dalam kitab suci Al Qur'an. Banyak ayahg di dalamnya memuat
tentang bilangan menyebutkan bahwa terdapat sebad§abilangan berbeda.
Dari 38 bilangan tersebut, 30 bilangan merupak#mban asli dan 8 bilangan
merupakan pecahan (rasional) (Abdusysyakir, 2008).1

Salah satu contoh ayat Al Qur'an yang secara &rsienjelaskan tentang

bilangan dapat dijumpai dalam surat Al-A’raf aydR1

G’:/’/ — ’9?“ w o i |: ﬂ:f 1’ /‘/O/ZT///:/,/@_‘TL% y - 4 L,:”‘//
AL,J" ) ;f\ﬁ)%ﬁﬂ%jé\u © e w9 v\-;j)
~

-
3

- 2870 2 L s g 4 s 2 £ & 4 BT ING BRI
Odadl Jome a5 N5 oy (038 3 (651 g 0m a5y (ouse )

@)

JIAS
Sem?

Artinya: Dan telah Kami janjikan kepada Musa (mensn Taurat) sesudah
berlalu waktu tiga puluh malam, dan Kami sempurmajkanlah malam
itu dengan sepuluh (malam lagi), Maka sempurnalaktw yang Telah
ditentukan Tuhannya empat puluh malam. dan Berkatsa kepada
saudaranya yaitu Harun: "Gantikanlah aku dalam (nmapin) kaumku,
dan perbaikilah, dan janganlah kamu mengikuti jataang-orang yang
membuat kerusakan".

Abdusysyakir (2006: 58) mengemukakan bahwa setet@mgetahui

bahwa Al Qui an berbicara mengenai bilangan, maka makna yangtdap



ditangkap adalah bahwa orang muslim harus mendgtaigan, karena tanpa
mengenal bilangan, seorang muslim tidak akan memialAh Qur’ an dengan
baik ketika membaca ayat-ayat yang berkaitan tgritdangan tersebut.

Dari segi wilayah kajian, Matematika berawal daramg lingkup yang
sederhana, yang hanya menelaah tentang bilangamudag, namun sekarang
Matematika sudah berkembang dengan menelaah hajlamg membutuhkan
daya pikir dan imajinasi tingkat tinggi (Abdusysya2007:6).

liImu Matematika sangatlah luas, salah satunya mkjapetentang Teori
Bilangan. Teori Bilangan merupakan dasar dari il@atematika khusus yang
mempelajari tentang bilangan bulat (Niven, dkk, 129 Dalam teori bilangan
juga dipelajari suatu persamaan Dhiophantine yargyupakan persamaan
polinomial (dengam peubah) yang mensyaratkan selesaiannya berupsyila
bulat.

Persamaan Dhiophantine dibagi menjadi dua ada Yiaegr dan non
linear tergantung pangkat variabelnya. Dilihat denyaknya variabel persamaan
Diophantine ada yang dua, tiga, sampaivariabel. Diantara persamaan
Diophantine tersebut ada persaman Diophantine rlimngan dua peubah,
persamaan Dhiophantine linier dengan tiga peubahpdgsisamaan Diophantine
non linear termasuk di dalamnya terdapat persarRafn

Persamaan Diophantine memiliki bentuk umum

ax, tax,+..+a, X, +a,x,=b, Dberlaku untuk setiap nON dan
a,,a,,a,,...,a,,b0Z. Dengan a,,a,,a,,...,.a, merupakan koefisien bilangan

bulat, x,X,,X%,...,x, menyatakan variabel dab adalah konstanta, dengan

n



selesaiannya mensyaratkan bilangan bulat, jikealalya dua, maka disebut
persamaan Diophantine linier dua peubah, jika betieya tiga disebut persamaan
Diophantine linier tiga peubah dan lain sebagainya.

Persamaan Diophantine kuadrat dua dengan dua gbhriamiliki bentuk
umum ax’ +by® =cdengan a,b,cdZ. Selain itu juga terdapat persamaan
Diophantine dengan dua peubah yang mempunyai bemukn x> - Dy = N,
untukD koefisien berupa bilangan bulat positif ddnkonstanta berupa bilangan
bulat.

Stark (1970: 149) memberikan contoh suatu persarBagrhantine yang
berbentuk x> —dy? = 1, x* —-dy’ =-1 denganx dany adalah variabel tidak
diketahui menyebut persamaan tersebut dengan Pamsarmell-Fermat atau
hanya Persamaan Pell. Sehingga dapat didefinisikahwa persamaan
x> -Dy? =N dengan diberikan bilangan bulBt danN sertax dany adalah
variabel tak diketahui, disebut sebagai persama#ir{¥ven, dkk, 1991: 351).

Penyelesaian persamaan Pell- Dy? = N dapat dicari dengan berbagai
metode. Pada pembahasan sebelumnya untuk persaRelardengan nilai
N =+1 telah diteliti oleh Ainun Jariah dan Ismiatul Hiedm Persamaan tersebut
diselesaiakan dengan metode Brahmagupta dan me®edahan Berulang.
Kesempatan kali ini penulis mencoba memperkenafienyelesaian persamaan
Pell dengan menggunakan suatu algoritma yang disgdngan algoritma PQa
dan dengan menggunakan metode matriks.

Robertson (2004: 4) menyebut algoritma PQa sebgmaiung dari

beberapa metode penyelesaian persamaan Pell. tAdgorini menghitung



++/D

ekspansi dari pecahan berulang dari bentuk kuérdaatonalpo—, untuk Py,
0

Qo, danD berupa bilangan bulat tertentu.
Sesuai dengan uraian di atas, maka penulis temiatick membahas dan

mencoba mengembangkan lebih lanjut pembahasan ngentenyelesaian
persamaan Pell khususnya persamaan Pell berbextukDy® =+4 dengan

menggunakan algoritma PQa dan metode matriks agdr inudah untuk mencari
selesaiannya. Sesuai dengan latar belakang dpatagis memberi judul skripsi
ini dengan  “PENYELESAIAN PERSAMAAN PELL DENGAN

MENGGUNAKAN ALGORITMA PQa DAN METODE MATRIKS”.

1.2. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas dapat ditamkusan masalah yang
akan dibahas dalam skripsi ini yaitu bagaimana casayelesaikan persamaan

Pell dengan menggunakan algoritma PQa dan dengan metadés.

1.3. Tujuan Penelitian
Adapun tujuan dari penulisan skripsi ini adalah ukntmengetahui
bagaimana cara menyelesaikan persamaan Pell demgaggunakan algoritma

PQa dan dengan metode matriks.



1.4. Batasan Masalah

Agar penulisan skripsi ini tetap terfokus pada pahasan, maka penulis

membatasi masalah pada penyelesaian persamaapeRmhtukx® — Dy® = +4

dengan konstantdl = +4 dan koefisieD bukan kuadrat sempurna.

1.5. Manfaat Penelitian

1.

Bagi penulis

Menambah wawasan dan ilmu pengetahuan tentang roaragkaji dan
membandingkan penyelesaian permasalahan yang ddem ddatematika
tentang konsep persamaan Diophantine, khususnssarpaan Pell.

Bagi Jurusan Matematika

Memberikan sedikit sumbangsih yang berupa bahaarkdpn pengembangan
matematika murni, sehingga selain dapat menggunakan Matematika
dalam aplikasinya yang nyata juga dapat mengemlandiiu matematika

itu sendiri.
Sebagai bahan referensi bahwa penyelesaian pensaReix” — Dy” =+ 4

dapat diselesaikan dengan mudah dengan mengguég@ntma PQa dan

dengan metode matriks.

1.6. Metode Penelitian

Metode merupakan cara utama yang akan ditempubk unenemukan

jawaban dari suatu permasalahan. Metode penelitaarg digunakan dalam



penulisan skripsi ini adalah metode penelitian f&aj Kepustakaan” atau

“Literature Study”. Pembahasan pada skripsi ini dilakukan dengan:

1. Mengumpulkan dan mempelajari literatur yang berbpku-buku makalah,
dokumentasi, notulen, catatan harian, internet ldamlain yang berkaitan
dengan masalah penelitian yang akan digunakan dafenyelesaikan

persamaan Pell. Adapun literatur utama yang pemuirakan berupa jurnal

yang berjudul Solving the generalized Pell equatiof — Dy® = N " karya

John P. Robertson datie Pell Equation x* - Dy® = +4" karya Ahmet
Tekcan.

2. Menentukan pokok permasalahan dari literatur utd®aipa cara mencari
selesaian dari persamaan Pell- Dy? =+ ddngan menggunakan algoritma

PQa dan metode matriks.

3. Data pada pembahasan skripsi ini berupa contolehosdal persamaan Pell
x> - Dy? = 4.
4. Cara menyelesaikan persamaan Peif - Dy® =+4 dengan menggunakan

algoritma PQa dilakukan dengan langkah-langkahgsetmerikut:

a. Menentukan apakab: = 0(mod4) ,D =1(mod4) dan D =2atau3(mod 4)

b. Menentukan nilai darg, , P; danQ; dengan rumus:

c. Menentukan nilaix, dany, dengani = Odengan rumus:

X =aX,+tX,dany =ay_+y_,



d. Mensubtitusi nilaix dany ke dalam persamaan PeX’ - Dy® = +4 untuk
mengetahui apakalx dan y merupakan solusi dari persamaan Pell

x*> - Dy? =4 ataux® - Dy® = -4.

5. Cara menyelesaikan persamaan Pell dengan metod&ssatbagai berikut:

v Yi %

n

u Dy, \"(1
a. Untuk persamaan Pei’ - Dy® =4, maka( ”j :(Xl ylj (OJ dengan

(xn,yn):(%, 2Vn”_lj, untukn > 1

u D 2n+l 1
b. Untuk persamaan Peff — Dy® = - ,maka( 2‘“} = [Xl le [ j
V2n+l y1 Xl 0

dengan(X,,.;, Yonu ) = (% %} ,untukn= 0,

6. Analisis data berupa pembuktian apakah variabelar ¢ dari selesaian
persamaan Pelk® - Dy” = +4 akan bernilai sama jika diselesaikan dengan

menggunakan algoritma PQa maupun dengan metodiéksngdng diterapkan

pada contoh-contoh soal pembahasan.

1.7. Sistematika Pembahasan
Agar dalam penulisan dan pembahasan skripsi ini sisterdah mudah
untuk dipahami, maka pembahasannya disusun memjagiat bab sebagai
berikut:
BAB 1 : Pendahuluan, yang berisi latar belakangnusan masalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitianipdaepenelitian,

dan sistematika pembahasan.



BAB Il : Kajian pustaka, yang berisi teori-teoyang mendukung terhadap
rumusan masalah penelitian.

BAB Ill : Pembahasan, yang berisi ulasan tentgagaban dari rumusan
masalah.

BAB IV : Penutup, berisi kesimpulan dan saran4sara



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1. Himpunan Bilangan

Himpunan adalah kumpulan objek-objek yang terdsfidiengan jelas.

Objek-objek yang termasuk dalam suatu himpunanbdisansur atau anggota

himpunan. Beberapa himpunan yang sering ditemuabhdbagai berikut:

1.

Bilangan Asli,N
Himpunan bilangan asli atau bilangan bulat pogitiiotasikan dengam.
Berikut adalah himpunan bilangan asli:
{12,3,...}
(Abdussakir, 2006: 2)
Bilangan BulatZ
Bilangan bulat termasuk bilangan Real
...,—3,—2’— ]-.0,]12,3,
Bilangan bulat dinotasikan deng@ndapat dituliskan sebagai berikut:
7 :{...,_2,_ 1,0,]_2,...}
(Lipschutz, 1981: 30)
Bilangan Rasional)
Bilangan rasional termasuk bilangan real dapatlisit@n sebagai rasio dari

dua bilangan bulat. Bilangan rasional dinotasikanganQ.

Q:{x/x:ap, dimanapOZ,qUZ }
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masing-masing bilangan bulat termasuk bilanganonasi sebagai contoh:
5= l;’ Dengan demikiaZ subset darQ.

(Lipschutz, 1981: 30)

. Bilangan IrrasionalQ)’

Himpunan bilangan real yang tidak dapat dinyatalsebagai% dengan

a,bdZ danb#0 disebut himpunan bilangan irrasional. Bilan,\/§,

dan+/8 adalah contoh bilangan irrasional.
(Abdussakir, 2006: 2)

Bilangan bulat memiliki sifat-sifat sebagai berikut

. Sifat tertutup terhadap operasi penjumlahan dakagan.

Oa,blzZ , maka:

Ada dengan tungga +b [ Z

Ada dengan tunggadxb( Z

. Sifat komutatif terhadap operasi penjumlahan dakgban

Oa,blZ , maka:

atb=b+a

axb=bxa

. Sifat assosiatif penjumlahan dan perkalian

Oa,b,cdZ, maka:

at+t(bb+c)=(@+b)+c

ax(bxc)=(axb)xc

11



4. Sifat distributif kiri dan kanan perkalian terhadaenjumlahan
Oa,b,c0Z, maka:
ax(b+c)=axb+axc
(@a+b)xc=axc+bxc
5. Ketunggalan invers penjumlahan
OalZ, ada elemenr-allZ dinamakan invers penjumlahan dauri
6. Ada elemen identitas penjumlahan
OadZ, ada elemef dalamZ sehingga:
a+t0=0+a =a,
0 dinamakan elemen identitas penjumlahan.
7. Ada elemen identitas perkalian
OadZ, ada dengan tunggal elemen 1 dalasehingga:
axl=1xa=a,
1 dinamakan elemen identitas perkalian.
8. Perkalian dengan noljaZ , maka:

Oxa=ax0=0

2.2. Keterbagian
Algoritma pembagian atau sering disebut algoritmelili menyatakan
bahwa jika suatu bilangan bulat dibagi oleh bilangalat lain, maka ada hasil

dan sisanya.

12



Definisi: Jikam,nbilangan-bilangan bulat dam # 0, makam membagi (habis)
(ditulisnjn) jika dan hanya jikan = k m untuk suatu bilangan bulkat
(Sukirman, 2005: 15)
Sebagai contoh2[8, (-6)[24, 5(-15) dan(-4)|(-12).
Jikam | n, maka kita katakan bahwa pembagi atau faktor dami ataun adalah

kelipatan darm. Untuk menyatakan bahwatidak membagn ditulis m)/ n.
Definisi: Misalkana danb adalah bilangan-bilangan bulat yang tidak noltdak
persekutuan terbesar (FPB) dardanb adalahc ditulis (a,b) = c jika

dan hanya jika(i) ¢ >0, (i) cda danclb dan {ii) jika dja dand|b
Maka dc.

(Sukirman, 2005: 16)

Sebagai contoh: (24,9) =3

2.3. Pecahan Berulang

2.3.1. Pecahan Berulang Berhingfanite)

Ekspansi pecahan berulang ddfi ataui dari bilangan rasional dan
ul

bilangan bulaty sebagai hasil bagi dapat dituliskan dengan:

Uy 1
== +
o 0, a,

13



Contoh : Selesaikan pecahan berul%%g!

L I ataug—; = ( 2,3,7>

3+=
-

Penyelesaiang—1 =2+

2.3.2. Pecahan Berulang Tak Hing(afinite)

Bentuk polynomial dari ekspansi pecahan berulangadalituliskan
dengan jelas. Seperti biaﬁ,;ai,---,an ,2a0J menunjukkan periode infinit dari

pecahan berulang

a, +

a1+

(Laughlin, 1999: 3)

Jadi pada bilangan bulat, suatu ekspansi dari pechbérulang diberikan dengan

JD =[a0;a1,a2,---,a2,a1,2a0] dan periode dara ,a,, -+, a,,a,,2a, ditulis dengan

m.

Contoh: Selesaikan pecahan berulang ddr !

Penyelesaian:\/4_1: 6+/41-6= 1
J41-6
1 J41+6 _10++/41-4 _2+J4_1—4
Ja1-6 5 5 5
25 1
=2+— \ =2+
5(J41+4) Ja1+4

5
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\/4_1+4:10+\/4_1—6:2+\/4_1—6:2+ 5

> S S 5(x/4_1+6)
1
=2+
J41+6
JA1+6=12+/41-6=12+ 2+
J41+6
5
Jadi nilai dariv/41=6+ 11
2+
1
2+ 1
12+
41+6
5

atau/41= | 62212
Perhitungan secara numerik termasuk dalam menantyt@cahan

berulang dapat menjadi cukup panjang. Jkaadalah bentuk kuadrat irrasional,

maka dapat diselesaikan dengané, = (m'+\/a) q0|(d - mj) sehingga
0
didapatkan :
+4d d-m?
aﬁ[m‘) } m ey My, g
Ao 4o
_|m+yd = -
== m, =a,g, ~m, g, = 0o +a,(m -m,)
1
L +d .
a4 :[ma—} m=a,0,-M,, G =0,+a(m,-m)ix1
i-1

(Niven, dkk, 1991: 358)
Dalam hal ini diberikam, m danqg bilangan bulatd bilangan bulat bukan kuadrat

sempurna.
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Contoh: Selesaikan pecahan berulang ég\-H;/E !

Penyelesffalian%jL\/z_9 :1+5+@_5: 6+@_5:3+ 1
2 2 2 J29+5

2

Dari perhitungan diperolela, = ,3engan demikian dapat dicari

29-5% _29-25_4
=3[2-1=5dangq, = = =—=2.
m G 5 5 5

Jadia, = 3 m =3 dang, = 2

2.4. Kekongruenan

Definisi: Jikam suatu bilangan bulat positif, makakongruen dengah modulo
m (ditulis a = b (modm)) bila dan hanya bilen membagi(a - b).Jikam
tidak membagia - b) maka dikatakan bahwa tidak kongruen dengan
b modulom (ditulis a z b (modm)).

(Sukirman, 2005: 20)

Definisi tersebut dapat ditulis bahwa hanya jika O makarﬂ(a - b bila dan

hanya bilaa = b (modm).
Teorema: a=b(mod m) bila dan hanya bila ada bilangan bukasehingga
a=mk+Db.
(Sukirman, 2005: 20)
Bukti: Jikaa danm bilangan-bilangan bulat positif dam> 0, menurut algoritma
pembagian, maka dapat dinyatakan sebagai berikut:

a=mc+r dengan O<r <m.
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Ini berarti bahwaa—-r =mc, yaitu a=r(mod m). KarenaO<r <m,
maka adam buah pilihan untuk, yaitu 0123:--,(m-1). Jadi setiap
bilangan bulat akan kongruen moduio dengan tepat satu di antara
01,23---,(m-1).

Contoh :

26=4(mod 11) sama artinya deng26=11[2+4.

38=3(mod 5) sama artinya deng&8=5(7+ 3.

Kekongruenan modulo suatu bilangan bulat positiélad suatu relasi
antara bilangan-bilangan bulat. Dapat ditunjukkahvima relasi kekongruenan itu
merupakan relasi ekuivalensi. Dapat diingat bahwatus relasi disebut relasi
equivalensi jika relasi itu memiliki sifat refleksifat simetris dan sifat transitif.

Sukirman (2005: 21) mengungkapkan bahwa jikaa, bdan c adalah
bilangan-bilangan bulat denganpositif, maka:

() a=a(modm), sifat refleksi
(i) Jika a=b(modm) makab = a (modm), sifat simetris
(i) Jikaa=b(modm) danb = c(modm) makaa = c(modm) sifat transitif
Kita buktikan tiap-tiap sifat itu!
(i) Karenaa-a=0=0m makaa =a(modm)
(i) Karena a=b(mod m) maka b—a=km untuk suatu bilangan bult
sehingga —b = -km yang berarti bahwa = a (modm).

(i) a=b(modm) berartia-b = km untuk suatu bilangan bulkt
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b =c(modm) berartib-c =hm untuk suatu bilangan bulat Ruas-ruas
pada kedua persamaan dijumlahkan, sehingga dipesotec = (k— h)m

yang berarti bahwa = c(modm).
Karena relasi =" (kekongruenan) pada himpunan bilangan bulat
memenuhi tiga sifat tersebut, maka relasi kekongangpada himpunan tersebut

merupakan relasi ekuivalen.

2.5. Persamaan Diophantine
2.6.1. Sejarah Persamaan Diophantine

Diophantus adalah seorang ahli matematika yangupgtidddan terakhir
dari zaman Yunani. Dialah ahli matematika yanggre# kali melakukan operasi

seperti (x-1)(x-2) tanpa referensi secara geometri. Identitas seperti

(x+ y)2 =x*+2xy+y’ juga dibuktikannya secara aljabar. Diophantus juga
menyelesaikan persamaan-persamaan simultan darrapeb&aryanya dalam
Teori Bilangan sangat dikagumi oleh para cendekiamatematika sampai saat
ini, oleh sebab itu Diophantus sering disebut seifagpak Aljabar.

Selama abad 14-16 tidak ada kemajuan yang dicagaidari Diophantus
maupun Fermat yang juga ahli matematika. Untuknpatiaya Fermat tertarik
dengan bahasan yang timbul setelah Diophantus neamibaku milik Bachet
edisi 1621. Buku tersebut mengingatkannya kembalntang pekerjaan
Diophantus. Dengan topik modern dari Fermat ini anakalisis Diophantine

telah dimulai (Harold, 1970: 145).
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Dalam matematika, persamaan Diophantine adalahabkelpersamaan
polynomial yang memberikan variabel-variabel tettetlengan selesaian berupa
bilangan bulat. Permasalahan dari persamaan Ditipeaadalah persamaan yang
memiliki sedikit variabel yang tidak diketahui dameliputi cara menentukan

bilangan bulat dengan benar dari seluruh persamiisalkan a,,a,,:-,a

n

adalah bilangan bulat, dan semuanya bukanx@gx,,---, x, menyatakan variabel

dan c adalah konstanta maka bentuk umum persamaan Dibphadapat
dituliskan dengan

ax +a,x, +---+aXx, =c

(Niven, dkk, 1991: 219)

2.6.2. Macam-macam Persamaan Diophantine

Persamaan Diophantine dibagi menjadi dua, yaitegmeaan Diophantine
Linier dan Non Linier.
1. Persamaan Diophantine Linier

Persamaan Diophantine Linier dengan dua varialréeléuk ax+by = ¢
dimanaa, b, cadalah bilangan bulat dan selesaian dari persamagaitu x dany
juga bilangan bulat. Jika = b = ¢ = 0 maka sepasang bilangan bulag y)
merupakan solusi daax+by=c. Jikaa = b = 0danc# 0 makaax+by=c
tidak ada selesaiannya (Niven, dkk, 1991: 212).

Persamaan Diophantine linier yang memiliki varialkstha disebut
persamaan Diophantine linier dua peubah, jika batieya tiga disebut persamaan

Diophantine tiga peubah dan seterusnya.

19



2. Persamaan Diophantine Non Linier (kuadratis)

Persamaan Diophantine non linier merupakan persanidaephantine
yang variabelnya berpangkat lebih dari satu. M&aa,,---,a,, n bilangan bulat,
kemudian ditentukan bentuk polynomi&lx,,---,x, dengan variabek,,---,X,
yang diberikan oleh f(x,-, %) =ax +---+ax’, maka f(x,,%)=n
disebut persamaan Diophantine kuadrat.

Beberapa dari persamaan Diophantine non linier tda@aupa persamaan
Pythagorasx® + y* = z* dengan nilak, ydanz bilangan bulat positif. Pythagoras
menggambarkan solusi untuk sisi paling kecil daerspmaan Pythagoras
diberikan x = 2a+1, untuk sisi yang lebih besar diberikare 2a® + 2a, dan sisi
miringnya diberikanz = y + XDickson, 1971: 165). Selain persamaan Pythagoras
juga terdapat bentuk lain dari persamaan Diophantinon liniear
yaitux®> - Dy® = N..

Fermat adalah seorang pemula yang mengawali pesérahzersamaan
Diophantine modern. Fermat menghabiskan waktu-wsigu untuk

merealisasikan apa yang telah dilibatkannya dalamnyelesaikan suatu

persamaan. Fermat pernah ditantang ahli matematiggris Wallis untuk
menyelesaikan persamaan Fermat-P&fl—dy? =1dan Wallis memberikan
penyelesaianx =1 dan y =0. Selesaian trivial tersebut sekarang biasa disebut
dengan persamaan Pell.

Zuckerman (1991: 351) menyatakan bahwa Persamadax®edy’ = N

dengan diberikan koefisien berupa bilangan bdidén konstant&l serta variabel
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x dany adalah variabel yang tidak diketahui menyebut grae=an ini sebagai

persamaan Pell. Jika nildinegatif, maka maka persamaan tersebut mempunyai
solusi yang terbatas. Jika nithiberupa kuadrat sempurna, katakhs a®, maka
persamaan dapat dibentuk menjdei- ay)(x +ay)= N dan persamaan tersebut
juga mempunyan solusi yang terbatas. Pada pembakkspsi ini penulis akan

memberikan contoh persamaan Pell yang berbextukDy?® = +4.

2.6. Algoritma PQa
2.6.1. Definisi Algoritma

Kata algoritma mungkin bukan sesuatu yang asirginiffa. Penemunya
adalah seorang ahli matematika dari Uzbekistan y@ergama Abu Abdullah
Muhammad Ibn Musa Al-Khawarizmi (770-840). Di dalalunia literatur barat
Al-Khawarizmi lebih terkenal dengan sebutan AlgorizPanggilan inilah yang
kemudian dipakai untuk menyebut konsep algorithmgyditemukannya. Dalam
bahasa Indonesia, kemudian disebut sebagai algo(Bukrisno, 2005: 19-20).

Wahyudi (2004: 9) mengatakan bahwa algoritma ada&liuah strategi
yang mengandalkan kemampuan berpikir secara lagiskunemecahkan suatu
masalah. Dalam algoritma, dimulai dengan berpii@ gang kita miliki (kekuatan
dan kelemahan), selanjutnya diatur langkah (alkgdy dujuan atau sasaran yang
diharapkan dapat terwujud.
2.6.2. Algoritma PQa

Algoritma PQa adalah jantung dari beberapa metodaygiesaian

persamaan Pell. Algoritma ini menghitung ekspaesahan berulang dari bentuk
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P +J/D L .
kuadrat wrasmnalT dengan diberikan bilangan bulgf,Q,, D tertentu .

0

(Roberson, 2004: 4)
Misalkan P,,Q,,D adalah bilangan bulat positif deng&y #0, D >0

berupa koefisien bukan berupa kuadrat sempurna,Rfea D (mod Q,), maka
diberikan :
y,=1dany_, =0
X, =-PB, danx_, =Q,

Adapun langkah penyelesaian selanjutnya dapantditan dengan
mencari nilaig, P;, Q;, % dany; sebagai berikut:

{Pﬁ\/ﬁ
a =

}, untuki= 0

P =a_Q._ —P_, untuki>1
D-P? :
Q = —, untuki =1

i-1

dan untuki = 1Imaka diperoleh :

X =aX X,

Yi=aYi1tYi,

Kunci utama dari algoritma ini adalah hasil baghgadiperoleh dari ekspansi

P, +D
Q

0

pecahan berulang, = dapat ditulis dengafe,,a,,a,,--) yaitu:
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P, +4/D _ 1

a, +

QO a1+ 1

1
a,+—

a, adalah hasil bagi parsial dafj, demikian juga untuk = 0, maka himpunan

é = R+vD dengané, adalah hasil bagi yang lengkap darke-.

Faktor-faktor yang perlu diperhatikan dalam mens&lean persamaan

Pell dengan algoritma PQa adalah memahami hubuagtara x> - Dy’ = N

denganx, dany, adalah solusi dari persamaan Pell yang dicari.
Penting sekali untuk menentukan cara mencapai pesajan akhir dari

periode pertama. Setelah menentulrdan Q,, kemudian menentukan apakah

P +v/D — . . 8 .
tereduksi, misal, periode paling kecil daii, kemudian menentukan

periode paling kecil darj >i, denganP =P, danQ, =Q; dengan demikiap

akan menandai awal dari periode ke-2 gidnadalah akhir dari periode pertama.

Selanjutnya penyelesaian persamaan Pell dapat i dicengan

menggunakan hasil bagi dei, Q dana; sebagai berikut:
P =P, ,untuki =123---,| denganl =2i

Q =Q._ , untuki = 012,---,I denganl =2i + 1

a =a_,untuki=123---,| - 1denganl =2i + 1

Kemudian,

a =2a, jika B, =0danQ, = 1
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a =2a,-1jika B, =1 danQ, =2
ketentuan ini diberikan untul®, Q dan & dengani =1dan dari sini untuk

penyelesaian selanjutnya dapat dicari.

2.7. Matriks

Definisi: Sebuah matriks adalah susunan segi empat sikuekkubilangan-
bilangan. Bilangan-bilangan dalam susunan tersdmgmakan entri
dalam matriks.

Contoh 2.7.1 : Susunan berikut adalah matriks

1 2 -J2 me
1
3 0/|210-3 4 =G [4]
2 3
Y 0 00

Seperti yang ditunjukkan oleh contoh-contoh ini,kenaikuran matriks-matriks
bermacam-macam besarnya. Ukuran matriks dijelask@angan menyatakan
banyaknya baris (garis horizontal) dan banyaknyarkqdengan vertikal) yang
terdapat dalam matriks tersebut. Matriks pertamdandacontoh di atas
mempunyai 3 baris dan 2 kolom sehingga ukurannyadahd3 kali 2 (yang
dituliskan 3 x 2). Angka pertama selalu menunjukkanyaknya baris dan angka
kedua menunjukkan banyaknya kolom. Jadi, matriksbgenya dalam contoh 1

berturut-turut mempunyai ukuran 1 x4, 3 x 3, 2 @ddn 1 x 1.
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JikaB digunakan untuk menyatakan sebuah matriks, maka digunakan

b untuk entrinya dalam barisdan kolomj. Jadi matrikm x nyang umum dapat

dituliskan sebagai:

b, by, ...y,
b, b, ..b

B = 21 M22 2n atau[b”. men
| Dy B22) .0,

(Anton, 1987: 23)

Definisi: Jika A danB adalah sebarang dua matriks yang ukurannya saaia@ m
jumlah A+B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan
bersama-sama entri yang bersesuaian dalam keduésmegrsebut.

Matriks-matriks yang ukurannya berbeda tidak dagambahkan.

(Anton, 1987: 23)

Contoh 2.7.2 : Tinjaulah matriks-matriks

2 1 03 -43 5 1
11
A=|-10 24| B=| 22 0-1| C=
2 2
4 -2 70 32 -45
Penyelesaian :
-2 454

A+B=|1 223

7 035

SedangkanA + C dan B + C tidak didefinisikan.
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Definisi: Jika A adalah matriksn x rdanB adalah matriks x n, maka hasil kali
AB adalah matriksn x nyang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut.
Untuk mencari entri dalam barisdan kolomj dari AB, pilihlah barisi
dari matriksA dan kolomj dari matriksB. Kalikanlah entri-entri yang
bersesuaian dari baris dan kolom tersebut bersama-slan kemudian
tambahkanlah hasil kali yang dihasilkan.
(Anton, 1987: 23)

Contoh 2.7.3: Tinjaulah matriks-matriks

4 14 3
124
A= B=/0-131
260
2 A B 2

Penyelesaian: Karen& adalah matriks 2 x 3 daB adalah matriks 3 x 4, maka
hasil kali AB adalah matriks 2 x 4. Untuk menentukan, misalnya,
entri dalam baris 2 dan kolom 3 d#B, dapat dikalikan dengan

entri-entri yang bersesuaian bersama-sama dan miata hasil

kali.
4 143

124 LI
0-131]=

260 | || ||26|| |
2 752

(204)+ (6(3)+ (0[5) = 26
Perhitungan-perhitungan untuk hasil kali selepghadalah:

(L14) + (210) + (412) =12
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U1 - (212) + (417) = 27
(L[4) + (2[3) + (415) = 30
(214) + (610) + (0[2) =8
211) - (611)+(0[7) =4
(213)+ (6[1) + (0[2) =12

: 12 27 30 13
Jadi AB ={ }

8 -4 26 12

2.8. Kajian Tentang Teori Bilangan dalam Al Qur'an

Persamaan Diophantine yang dibagi menjadi dua yagusamaan
diophantine linier dan non linier termasuk di datg@ persamaan Pell merupakan
bagian dari kajian ilmu matematika tentang tedirigan. Dalam teori bilangan
banyak ditemui konsep tentang himpunan, bilanganogierasi bilangan, pecahan
dan lain sebagainya.

Pada bagian ini, akan dibahas keterkaitan antatandain dalam
matematika dengan Al Qur'an yang merupakan kita wmat Islam, diantaranya
sebagai berikut:

1. Konsep Himpunan dalam Al Qur'an

Dalam Al Qur'an himpunan, relasi himpunan dan ogief@mpunan,

cukup banyak dibicarakan. Sebagai contoh, perhafikenan Allah SWT dalam

surat Al Faatir ayat 1:
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Artinya: Segala puji bagi Allah pencipta langit ddsumi, yang menjadikan
malaikat sebagai utusan-utusan (untuk mengurus dggb macam
urusan) yang mempunyai sayap, masing-masing (adg)ydua, tiga
dan empat. Allah menambahkan pada ciptaan-Nya apagy
dikehendaki-Nya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa ategala
sesuatu.

Surat Al Faatir ayat 1 tersebut menjelaskan tentaegelompok,
segolongan atau sekumpulan makhluk yang disebuaika&ldan sekelompok
malaikat tersebut terdapat kelompok malaikat yamgnpunyai dua sayap, atau

empat sayap jika Allah SWT menghendaki. Selain ayaitas perhatikan juga

firman Allah dalam surat An-Nuur ayat 45:

Artinya: Dan Allah telah menciptakan semua jenig/&e dari air, maka sebagian
dari hewan itu ada yang berjalan di atas perutnya debagian berjalan
dengan dua kaki sedang sebagian (yang lain) bemjalangan empat
kaki. Allah menciptakan apa yang dikehendaki-Ngauagguhnya Allah
Maha Kuasa atas segala seuatu.
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Surat An-Nuur ayat 45 ini membicarakan tentang sgluan makhluk
yang disebut hewan. Diantara sekelompok hewanhetrssla yang berjalan di
atas perutnya (tanpa kaki), sebagian berjalan dedga kaki atau empat kaki
sesuai dengan yang dikehendaki Allah SWT.

Berdasarkan kedua ayat di atas dapat diketahuidahdalam Al Qur'an
ternyata juga terdapat konsep matematika terutasra ynembahas tentang
himpunan, yaitu sekumpulan objek-objek yang tenigfidengan jelas. Ketika
umat Islam membaca Al Quran maka pada surat Aélatt juga akan dijumpai
bahwa manusia terbagi menjadi tiga kelompok, yéijukelompok yang diberi
nikmat oleh Allah, (2) kelompok yang dimurkai d&) kelompok yang sesat.

Abdusysyakir (2007: 110) mengemukakan bahwa jikalpearaan dari
makna surat Al Fatehah dikaitkan dengan konsegsire@n operasi himpunan,
maka kelompok yang diberi nikmat akan saling Igfoiggoint) dengan kelompok

yang dimurkai dan sesat.

2. Konsep Bilangan Dalam Al Qur'an

Seperti yang telah dijelaskan pada bab pendahubhmimva dalam
Al Qur'an disebutkan sebanyak 38 bilangan berb&dai 38 bilangan tersebut,
30 adalah bilangan asli dan 8 adalah bilangan pecafetigapuluh bilangan asli

berbeda dalam dalam Al Quran dinyatakan sebagéiie
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Tabel 2.1. Bilangan-bilangan Asliada Al Qur'an

No. | Bilangar No. | Bilangar

1 1 16 40

2 2 17 50

3 3 18 60

4 4 19 70

5 5 20 80

6 6 21 99

7 7 22 10C

8 8 23 20C

9 9 24 300
10 10 25 1000
11 11 26 2000
12 12 27 3000
13 19 28 500(
14 20 29 5000(
15 30 30 100000

Total 147 total | 161999
147+161999

(Sumber: Irawan, Abdussakir, #arisumastuti, 2005: 57)

Kedelapan bilangan pecahan berbeda dalam Al Qegaagai berikut:

Tabel 2.2 Pecahan-pecahan Berbeda dalam Al Qur'a

No. | Bilangan| Banyak Penyebutan
N - 3
3
2N 1 5
2
3. 1 3
3
2. | % 2
4
5. 1 1
5
6. 1 3
6
7. 1 1
8
8. L 1
10
Total Penyebutan 19

(Sumber: Irawan, Abdussakir, darsimastuti, 2005: 58-59)
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Berkaitan dengan relasi bilangan bahwa relasi mt@mbandingkan suatu
bilangan biasanya dilakukan pada sepasang bilanigsmgan aturan tertentu.

Perhatikan firman Allah SWT dalam surat Ash Shedifgt 147.
(T Sosdup sl Jlans
Artinya: Dan Kami utus dia kepada seratus ribu ayatau lebih.

Abdusysyakir (2006: 59) menyatakan bahwa pada Q347 tersebut dijelaskan
bahwa nabi Yunus diutus kepada umat yang jumlali®@00 orang atau lebih.
Secara matematika, jika umat nabi Yunus sebaryakng, maka sama dengan
100000 atax lebih dari 100000. Ada dua relasi bilangan dalagn33: 137, yaitu
relasi "sama dengan” dan relasi "lebih dari”. Relaama dengan” dan “lebih
dari” masing-masing ditulis "=" dan ">". Dua relasi dikenal dengan relasi
urutan prder relationg. Dengan demikian, kalimatsama dengan 100000 atau x
lebih dari 100000 dapat ditulis dengan:

X =100000 ataw > 100000.

Adanya bilangan dan relasi bilangan belum lengKké tidak dapat
melakukan suatu aksi pada pasangan bilangan yaegkidin dan melakukan aksi
pada pasangan bilangan biasanya disebut operasia€)lyang paling sederhana
adalah operasi hitung dasar bilangan dan ternyd#adAl Qur'an juga berbicara
tentang operasi hitung dasar bilangan diantaranya:

a. Operasi Penjumlahan
b. Operasi Pengurangan

c. Operasi Pembagian
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Sebagai contoh perhatikan firman Allah dalam séra€ahfi: 25 yang berbunyi:
s e g e s T AR
(2 G23Te313505 e 8L Gl Aga s 31525

Artinya: Dan mereka tinggal dalam gua mereka tigaus tahun dan ditambah

sembilan tahun (lagi).

Konsep matematika yang disebutkan dalam ayat tersedalah operasi
penjumlahan, yaitu 300 + 9. Jadi makna yang terdirbalik ayat tersebut adalah
bahwa setiap muslim perlu memahami tentang bilardgm operasi bilangan.
Tanpa mengenal bilangan, seorang muslim tidak akamahami Al Qur an

dengan baik ketika membaca ayat-ayat yang berkegtdaang bilangan tersebut.
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BAB llI

PEMBAHASAN

3.1. Penyelesaian Persamaan Pell dengan Algoritma PQa

Bentuk umum persamaan Pell yang dibahas dalamsskmipadalah:

x? - Dy? = +4

dengan diberikan koefisie berupa bilangan bulat positif bukan kuadrat
sempurna. Variabet dany adalah penyelesaian dari persamaan Pell tersebut.
Untuk mencari nilak dany pada pembahasan skripsi ini akan diselesaikan denga
menggunakan algoritma PQa dan metode matriks.

Algoritma PQa adalah metode penyelesaian persaPelagang bermula

dari menghitung ekspansi pecahan berulang berbekiukdrat irrasional

_R+JD
aO_

0

, dengan diberikan bilangan bul& Q, danD tertentu dengan

Q, # 0,D >0 bukan kuadrat sempurna. Selanjutnya ditetapkan:
X, =-R, danx_, =Q,
y,=1dany, =0
(Tekcan, 2007: 4)
Jika diketahui persamaan Pefl - Dy? =+ memiliki nilai D = 0(mod4), maka
menurut algoritma PQa ditetapk&) =0 danQ, = 2, jika D =1(mod4)
ditetapkanP, =1 danQ, =2 dan jika diketahuD =2 atau 3(mod4) akan

ditetapkanP, = 0danQ, = 1 (Tekcan, 2007: 10)
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Menyelesaikan persamaan Pek’ —Dy” =+4 dengan menggunakan

Algoritma PQa diperlukan langkah-langkah pengergeatragai berikut :

1. Menentukan apakabh:

a. D =0(mod4)
Jika diketahui persamaan Pefl - Dy = +4 memiliki nilai D yang kongruen
dengan O modulo 4, maka menurut ketentuan darirAiga PQa ditetapkan
P,=0 dan Q, = 2 Pertimbangan modulo 4 menunjukkan bahwa solusi
persamaan Pell tersebut akan memiliki nilgang selalu genap.

b. D=1(mod4)
Jika diketahui persamaan Pefl - Dy = +4 memiliki nilai D yang kongruen
dengan 1 modulo 4, maka menurut ketentuan darirfiga PQa ditetapkan
P, =1dan Q, = 2 . Pertimbangan modulo 4 menunjukkan bahwa solusi
persamaan Pell tersebut akan memiliki nilai, ygika x genap maky juga
genap dan sebaliknya jikeganjil makay juga ganijil.

c. D=2atau 3 (mod 4)
Jika diketahui persamaan Pefl - Dy? = +4 memiliki nilai D yang kongruen
dengan 2 atau 3 modulo 4, maka menurut ketentuanAdgoritma PQa
ditetapkanP, = 0dan Q, = 1 Pertimbangan modulo 4 menunjukkan bahwa
solusi persamaan Pell tersebut akan memiliki widany sama-sama genap.

2. Menentukan nilai darg,, P; danQ; dengan rumus:

R +VD)

a. a =—, untuki =20
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b. P=2a_,Q_ —P_,untuki>1

2

C. Qi:D i , untuki 21

i-1

3. Menentukan nilaix; dan y; dengani = 0 dengan rumus:
X =ax,+tX_,dany =ay_ +VY._,.

4. Mensubtitusi nilaix dany ke dalam persamaan Pelk* - Dy® = +4 untuk
mengetahui apakathdany merupakan solusi dari persamaan Pell positif atau
negatif.

Permasalahan yang sering muncul dari persamaanxPellDy’® = +4,
yaitu ketika diketahui :

1. Saat nilai D kongruen dengan 0 modulpDt= O(mod4) )

Apabila diketahui dari Persamaan Pefl— Dy® = +4 memiliki koefisien

D yang kongruen dengan 0 modulo 4, maka dengan rmmeaggn algoritma PQa

akan diperoleh:

a. Nilai koefisienD dari soal akan bernilai tetap.

b. R, =0

c.Q=2

d. x,=0danx_, = 2

e.y,=1ldany, =0

+
Untuk | = 0, dimanal adalah panjang dari periode pecahan berulg%g@,

0

makaa, =2a, (Robertson, 2004: 10).
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Untuk lebih memahami uraian di atas, perhatikamah soal berikut:
Contoh 3.1.1:Selesaikan persamaan Pell-20y* = +4 !
Penyelesaian:Menyelesaikan persamaan Pg&fl - 20y = +4 dari contoh 3.1.1

dapat dilakukan dengan langkah-langkah sebagdiuieri

1. Menentukan kekongruenan koefisi€n (mod4) dari persamaan
Pell x* —20y? = +4.
Dari contoh 3.1.1. diketahui bahwa persamaan Pell
x> -20y®* =+4 memiliki nilai D=0(mod4), maka dengan
menggunakan Algoritma PQa diperoleh:
a. D=20

b. Po=0

d. x,=0danx, =2
e. y,=1ldany =0
2. Menentukan nilai darg,, P danQ

Setelah diketahui nildD, P, danQo, maka untuk = O diperoleha,

sebagai berikut:

_PR+V/D
aO_
Q,
:0+@

2
_4++20-4
2
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1

J20+4
2

=2+

Dari perhitungan diperoleh nilea, =2. Untuk | 20, dimanal

adalah panjang dari periode pecahan berulgn%Z@, maka

diperoleh a, =2a,=2[2 = 4. Jadi 4 adalah akhir dari periode
pecahan berulang di atas dan untuk selanjutnya dala a---a,

akan bernilai sama yaitu 4.
Berikutnya, untuki =1, maka diperoleh nilai darP; dan Q

sebagai berikut:

I::‘1 =a‘oQo _Po
=2[2-0
=4

2
gr=25
Q
_20-4?
2
_20-6
—2

=2

Untuk i = 1 maka diperolela, sebagai berikut:

_R+/D
)
_4+420
2
_4+4+420-4
2
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1

J20+4

2
Jadi diperoleh nilag; = 4.

=4+

. Menentukan nilai darix dany;
Berikutnya untuk mencari selesaian dari niai dany; dengan

i=0 dan 1, maka diperoleh penyelesaiafx,,y, dan
(X, y,) berturut-turut sebagai berikut:

Xy = agX_, + X,
=2[2+0
=4+0
=4

Xl = aCI.XO + X—l
=4@+2
=16+2
=18

Yo =@ YatYo
=2[(0+1

=1

Vi =aYoty,
=40+0
=4

Dari perhitungan di atas diperoleh selesaian aa#liyx, = 4 dan

Y, =1.
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4. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell
x> —20y® =+4 untuk mengetahui apakak dany merupakan
solusi dari persamaan Pell positif atau negatif.

Setelah diperolehx, = 4dan y, =1 selanjutnya nilai (4,1)

disubtitusikan ke persamaan Pellx”* —20y* =+  4untuk

membuktikan apakah (4,1) merupakan selesaian passarRell

tersebut atau bukan, sehingga diperoleh:

x5 —20yZ = 4% -2000°
=16-20[1
=16-20
=—4

Dari hasil subtitusi ternyata diketahui bahwa (4rrupakan
selesaian dari persamaan Pg&fl—20y® =-4. Selanjutnya nilai
X, =18 dan y, =4 juga disubtitusikan ke persamaan Pell
x> —20y” =+4 untuk membuktikan apakah (18,4) merupakan
selesaian atau bukan, sehingga diperoleh:
x2 = 20y? =18% - 20[2?

=324-20016

=324-320

=4
Dari perhitungan di atas ternyata juga diperolehwza (18,4)

merupakan selesaian dari persamaan Relt 20y> = . Ddngan

demikian  dapat disimpulkan bahwa persamaan Pell
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x> -20y* =+4 baik yang bernilai positif maupun negatif
keduanya sama-sama memiliki selesaian dengan xilaelalu
genap. Jika perhitungan dilanjutkan denga0---3, maka akan
diperoleh selesaian dari persamaan Pé€ll-20y® =+4 dalam
bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.1. Solusi Persamaan Béll- 20y* = +4

i P Q a X; yi | X —20y7
2 \ - - 0 1 0
1 - 5 - 2 0 4

0 0 2 2 4 1 4

1 4 2 4 18 4 4

2 4 2 4 76 17 %
3 4 2 4 | 32z |72 4

Contoh 3.1.2 :Selesaikan persamaan Pgfl—68y* = +4!

Penyelesaian Menyelesaikan persamaan Pgfl - 68y* = +4 dari contoh 3.1.2
dapat dilakukan dengan langkah-langkah sebagaiuieri
1. Menentukan kekongruenan koefisied dengan (mod 4)dari
persamaan Pel’> -68y° =+ .4
Dari contoh 3.1.2 diketahui bahwa persamaan Pell
x> -68y” =+4 memiliki nilai D =0(mod4), maka dengan

menggunakan algoritma PQa diperoleh:

a. D=68
b P():O
c. Q=2
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d. x,=0danx, =2
e. y,=ldany, =0
2. Menentukan nilai dara,, P danQ,

Setelah diketahui nildd, P, danQo, maka untuk = O diperoleh

a, sebagai berikut:

_R+JD
a'O_
Q
_0++/68

2
_8++/20-8
2
i

J68+8
2
Dari perhitungan diperoleh nilai dara, = .4Untuk | = O,

=4+

dimanal adalah panjang dari periode pecahan beru?até@,

maka diperoleha, =2a,=2[4 = 8. Jadi 8 adalah akhir dari
periode pecahan berulang tersebut dan untuk sétgajuilai dari
a,---a, akan bernilai sama yaitu 8.

Selanjutnya untuk = 1, maka diperoleh nilai daf®; dan Q;

sebagai berikut:

P.=a,Q, - R
=4[(2-0
-8
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Untuk i = 1 maka diperolela, sebagai berikut:

_R+J/D
7 R
_8+./68
-2
_8+8+4/68-8
o B L
1
68+4
2
Jadi diperoleh nilag, =8.

=8+

. Menentukan nilai dar; dany;
Berikutnya untuk mencari selesaian daridany; dengani = 0

dan 1, maka diperoleh penyelesaianx,,y, Xan
(%, y,) berturut-turut sebagai berikut:

Xo =Xy X,
=4[2+0

=8
Xp =X X,

=8[B+2
= 64+2
=66
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Yo=Yty
=4[0+1

Yi=aYotYa
=801+0
=8

Dari perhitungan diperoleh selesaian awal yaity=8 dan
Yo =1.

. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell
x> —68y” = +4 untuk mengetahui apakah dany merupakan
solusi dari persamaan Pell positif atau negatif.

Setelah diperolehx, = 8dan y, = 1 selanjutnya nilai (8,1)
disubtitusikan ke dalam persamaar® -68y® =+4 untuk

membuktikan apakah (8,1) merupakan selesaian pagsam
tersebut atau bukan sehingga diperoleh:
x; —68y; =8> -6801°

=64-68[1

=64-68

=-4

Dari hasil subtitusi ternyata diketahui bahwa (8m¢rupakan
selesaian dari persamaan Pelf -68y° =- . &elanjutnya

X =66 dan y, =8 juga disubtitusikan ke persamaan Pell

x* - 68y’ = +4 sehingga diperoleh:
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x2 - 68y2 = 66 — 68(8)>

= 4356- 6864

= 4356- 4352

=4
Dari hasil perhitungan di atas ternyata juga dilgrobahwa
(66,8) merupakan selesaian dari persamaan Pel68y* = 4.
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa persamagh P
x> -68y? =+4 baik yang bernilai positif maupun negatif
keduanya sama-sama memiliki selesaian dengan xilaiang
selalu genap. Jika perhitungan dilanjutkan dengarO---3,
maka akan diperoleh penyelesaian dari persamaan Pel

x* —68y” = +4 dalam bentuk tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.2. Solusi Persamaan Pé€ll- 68y* = +4

[ Pi Qi a; Xi Yi x> — 68y’
-2 - - - 0 1 0
-1 - - - 2 0 4

0 0 2 4 4 1 -4

1 8 2 8 18 8 4

2 8 2 8 76 65 -4

3 8 2 8 322 528 4

2. Saat nilai D kongruen dengan 1 modulp=1(mod4) )

Apabila diketahui dari persamaan P&fl - Dy” =+ n#emiliki koefisien

D yang kongruen dengan 0 modulo 4, maka dengan meaggn algoritma PQa

diperoleh:
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a. Nilai koefisien D dari persamaan akan bernilai tetap.
b. Po =1
c. Q=2

d. x,=-1ldanx, =2
e. y,=1ldany, =0

. . . . P. +/D
Untuk | > 0 dimanal adalah panjang periode dari pecahan beruraﬁh%—

0
makaa, =2a, - 1(Robertson, 2004: 10).
Untuk lebih memahami uraian di atas, perhatikamta@h soal berikut:

Contoh 3.1.3 :Selesaikan persamaan Pell-13y* =+ 14

Penyelesaian Menyelesaikan persamaan Pefl—13y? =+ ddri contoh 3.1.3
dapat dilakukan dengan langkah-langkah sebagdiuteri
1. Menentukan kekongruenan koefisieD dengan (mod4) dari
persamaan Pel* —13y* = +4.
Dari contoh 3.1.3 diketahui bahwa persamaan Pell
x> -13y® =+4 memiliki nilai D =1(mod4), maka dengan

menggunakan algoritma PQa diperoleh:

a. b=13
b. P():l
c. Q=2
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2. Menentukan nilai dara,,P, danQ
Setelah diketahui nild), Py danQo, maka untuk = 0 diperoleha,

sebagai berikut:

_R+JD
aO_
Q

_1+413
2
_1+3+413-3

Dari perhitungan diperoleh nilai daaj, = . ®Intuk| =0, dimana

| adalah panjang dari periode pecahan bertllgpgl—s, maka

diperoleh a, =2a, - 1=2[2-1 = 3. Jadi 3 adalah akhir dari
periode pecahan berulang dan untuk selanjutngadfalri a, ---a,

akan bernilai sama yaitu 3.
Selanjutnya untuki = 1 maka diperoleh nilai dari P; dan Q
sebagai berikut:
P.=2,Q, P
=2[2-1

=4-1
=3
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_13-P’
Qo
13-3°

Q

Untuk i = 1, maka diperolela, sebagai berikut:

_R+JD
Al
_3+413
J 2
_3+3+413-3
- 2
1

JV13+3

2

=3+

Jadi diperoleh nilag, = 3
. Menentukan nilai darix; dany;
Berikutnya untuk mencari selesaian dadany; dengan = 0 dan
1, maka diperoleh penyelesaiéx,,y, dan (x;,y, )berturut-turut
sebagai berikut:
Xy = @yX4 + X,
=22+(-)
=4-1
=3
X, =X, + X

=303B+2
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=9+2
=11

Yo =aYatY,
=2[0+1
=21

Yi=aYotY,
=303B+1
=10

Dari hasil perhitungan di atas diperoleh selesaiaal yaitux, = 3
dany, =1

. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell
x> -13y” =+4 untuk mengetahui apakak dany merupakan

solusi dari persamaan Pell positif atau negatif.

Setelah diperolehx, = 3dan y, =1 selanjutnya nilai (3,1)

disubtitusikan ke dalam persamaamx® -13y® =+4 untuk

membuktikan apakah (3,1) merupakan selesaian dasamaan
Pell tersebut atau bukan, sehingga diperoleh:
x; —13y; =3 -1301°
=9-13(1
=9-13
=-4
Dari hasil subtitusi ternyata diketahui bahwa (3rhgrupakan

selesaian dari persamaan Pell-13y* = - . Sklanjutnyax, = 11

48



dan y, =3 juga disubtitusikan ke persamaan Pell-13y” = +4
sehingga diperoleh:
X7 =13y} =11° -13[8°

=121-13[9

=121-117

=4
Dari hasil perhitungan di atas ternyata juga difgdrdahwa (11,3)
merupakan penyeselesaian dari persamaan @Pe#13y® =4.
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa persamaeih P
x?-13y? =+4 baik yang bernilai positif maupun negatif
keduanya sama-sama memiliki penyelesaian Yikenap maka
juga genap dan sebaliknya jika x ganjil makaiga ganjil. Jika
perhitungan dilanjutkan untuk =0---3 maka akan diperoleh
penyelesaian dari persamaan Pefl-13y®? =+4 dalam bentuk

tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1.3. Solusi Persamaan Bél-13y? = +4

i Pi Q E Xi Yi | x*-13y?
-2 - - - -1 1 0
-1 - - - 2 0 4

0 1 2 2 3 1 -4

1 3 2 3 11 3 4

2 3 2 3 36 10 -4

3 3 2 3 119 33 4
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Contoh 3.1.4 :Selesaikan persamaan Pril—29y* = +4 |

Penyelesaian Menyelesaikan persamaan Pfl - 29y* = +4 dari contoh 3.1.4
dapat dilakukan dengan langkah-langkah sebagdiuieri
1. Menentukan kekongruenan koefisieD dengan (mod4) dari
persamaan Pel® —29y* = +4 .
Dari contoh 3.1.4 diketahui bahwa persamaan Pell
x> -29y* =+4 memiliki nilai D =1(mod4), maka dengan

menggunakan algoritma PQa diperoleh:

a. b=29
b. P():l
c. Q=2

d. x,=-1danx, =2
e. y,=1ldany, =0
2. Menentukan nilai darg, P danQ,

Setelah diketahui nilaD, Py danQp, maka untuk = O diperoleh

a, sebagai berikut:

_R+vD

2N Q
_1+4/29
2
_1+5+413-5

2
1

J29+5
2

=3+
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Dari perhitungan diperoleh nilai daai, = 3. Untuk | 20, dimana

| adalah panjang dari periode pecahan berdletp?‘/z_—g, maka

diperoleh a, =2a, - 1=2[(3-1 = 5. Jadi 5 adalah akhir dari
pecahan berulang dan untuk selanjutnya nilai dari-a, akan

bernilai sama yaitu 5.

Selanjutnya untuk = 1, maka diperoleh nilai daf; dan Q
sebagai berikut:

R=a,0-FK

=32-1

=5

_29-F’

2
_29-5°

Q

Untuk i = 1, maka diperolela, sebagai berikut:

_R+JD
Y
_5+4/29
2
_5+5+4/13-5
B 2
1

J29+5
2
Jadi diperoleh nilag, =5.

=5+
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3. Menentukan nilai darix, dany;
Berikutnya untuk mencari selesaian daridany; dengani = 0,
maka diperoleh penyelesaidr,,y, dan (x,y,) berturut-turut
sebagai berikut:
Xo = 8pXy X,
=3R2+(-)
=6-1
=5
X =Xy Xy
=5B+2
=25+2
=27

Yo = @Y1t Yo,
=3M0+1
=1
Yi=aY,tY,
=501+0
=5

Dari perhitungan di atas diperoleh selesaian aadliyx, = 5 dan
Y, =1.
4. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell

x> —29y® =+4 untuk mengetahui apakak dany merupakan

solusi dari persamaan Pell positif atau negatif.
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Setelah diperolehx, =5 dan y, =1, selanjutnya nilai (5,1)

disubtitusikan ke persamaaxf —29y” = +4 untuk membuktikan
apakah (5,1) merupakan selesaian persamaan tees@bubukan,
sehingga diperoleh:
x; =29y =5% -2901°

=25-29[1

=25-19

=—4

Dari hasil subtitusi ternyata diketahui bahwa (5rhgrupakan
selesaian dari persamaan Pel’ —29y” =-4. Selanjutnya

X, =27 dan y, =5 juga disubtitusikan ke persamaan Pell
x? —29y? = +4 sehingga diperoleh:
X2 = 29y2 = 27% - 29(5)>

=729-725

=4
Dari hasil perhitungan di atas ternyata juga dijgdrdvahwa (27,5)
merupakan selesaian dari persamaan ®el 29y = . Ddngan
demikian dapat disimpulkan bahwa persamaan Pell
x> -29y* =+4 baik yang bernilai positif maupun negatif
keduanya sama-sama memiliki selesaian filgenap maka juga
genap dan sebaliknya jika ganjil makay juga ganjil. Jika

perhitungan dilanjutkan dengan=0---3 maka akan diperoleh
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solusi dari persamaan Pel* —29y” =+4 dalam bentuk tabel

sebagai berikut:

Tabel 3.1.4. Solusi Persamaan Pé€ll-29y* = +4

i Pi Q 3 X yi | X 29y
2 - - i 1 1 0
1 - i - 2 0 4

0 1 2 3 5 1 -4

1 g 2 5 27 5 4

2 9 2 5 140 26 -4

3 5 2 5 727 135 4

3. Saat nilai D kongruen dengan 2 atau 3 mod@bD # 2 atau3(mod4))

Apabila diketahui dari persamaan PersamaanPell Dy* = +4 memiliki
koefisien D yang kongruen dengan 2 atau 3 modulo 4, maka denga
menggunakan algoritma PQa diperoleh:

a. Nilai koefisienD dari persamaan akan bernilai tetap.
b. Po=0

c. Q=1

d. x,=0danx, =2

e. y,=2dany, =0

Untuk | = 0, dimanal adalah panjang dari periode pecahan berulang

P, +4/D

0

, makaa, =2a, (Robertson, 2004: 10).

Untuk lebih memahami uraian di atas, perhatikartao soal berikut:

Contoh 3.1.5 :Selesaikan persamaan Pefl-10y? =+ |4
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Penyelesaian :Menyelesaikan persamaan Pefl —10y* = +4 dari 3.1.5 dapat

dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut:
1. Menentukan kekongruenan koefisidd dengan (mod4) dari

persamaan Pel® —10y® = +4.
Dari contoh 3.1.5 diketahui bahwa persamaan Pell
x? -10y? =+4 memiliki nilai D=2 (mod4) , maka dengan
menggunakan algoritma PQa diperoleh:
a. D=10

b. Po=0

d. x,=0danx, =2
e. y,=2dany, =0
2. Menentukan nilai darg;, P, danQ,
Setelah diketahui nildd, P, danQo, maka untuk = 0 diperoleha,

sebagai berikut:

_R+/D
aO_
Qo
_0+410
1

=10

=3+4/10-3

1
J10+3

=3+
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Dari perhitungan diperoleh nilai daai, = 3. Untuk | 20, dimana

| adalah panjang dari periode pecahan beru(};aélio, maka

diperoleha, =2[a, =2[3= 6 Jadi 6 adalah akhir dari pecahan
berulang tersebut dan untuk selanjutnya nilai @ari-a, akan

bernilai sama yaitu 6.

Selanjutnya untuk = 1 maka diperoleh nilai darP;, dan Q
sebagai berikut:

R=a,0-FK

=30-0

=3

_10-PF’

Qo
_10-3°

Q

Untuk i = 1, maka diperolefa, sebagai berikut:

_R+JD
al_—
Q
:3+¢E
1

=3+3+410-3
1

JV10+3

Jadi diperoleh nilag, =6

=6+
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3. Menentukan nilai dar dany;
Berikutnya untuk mencari selesaian darmany; dengan = 0 dan
1, maka diperoleh penyelesaiéx,,y, dan (x;,Y,) berturut-turut
sebagai berikut:
Xo = 8pXy X,
=3[2+0
=6+0
=6
X =Xy Xy
=6[6+2
=36+2
=38
Yo = @Y1ty
=3M0+2
=2
Yi=aYo Yy,
=6[2+0
=12

Dari perhitungan di atas diperoleh selesaian aa#liyx, = 6 dan
Yo =2.
4. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell

x> —68y® =+4 untuk mengetahui apakak dany merupakan

solusi dari persamaan Pell positif atau negatif.
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Setelah diperolehx, =6 dan y, =2, selanjutnya nilai (6,2)

disubtitusikan ke persamaaxt —10y® =+4 untuk membuktikan

apakah (6,2) merupakan selesaian persamaan tees@bubukan,

sehingga diperoleh:

x2 =10yZ = 62 —102°
=36-1002
=36-40

=4
Dari hasil subtitusi ternyata diketahui bahwa (6r8grupakan

selesaian dari persamaan P€ll-10y” = -4, Selanjutnyax, = 38
dan y, =12 juga disubtitusikan ke persamaan Pell-10y* = +4
sehingga diperoleh:
xZ —10y? =38 -10012°

=1444-100144

=1444-1440

=4
Dari hasil perhitungan di atas ternyata juga difgrobahwa
(38,12) merupakan penyelesaian dari persamaan Pell
x> -10y* =4. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa
persamaan Pelk® -10y® = +4 baik yang bernilai positif maupun
negatif keduanya sama-sama memiliki penyelesaiagatenilaix

dany keduanya sama-sama genap. Jika perhitungan dkanjut

dengani =1--- 3 maka dapat dibuat tabel solusi sebagai berikut:
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Tabel 3.1.5 Solusi Persamaan Péll-10y? = +4

i Pi Qi a Xi Yi x? —10y;
-2 - - - 0 2 0
-1 - - - 2 0 4

0 0 1 3 6 2 -4

1 3 1 6 38 12 4

2 3 1 6 234 74 -4

3 3 1 6 1442 456 4

Contoh 3.1.6 Selesaikan persamaan Pefl-27y* = +4!

Penyelesaian Menyelesaikan persamaan Pg&fl - 27y = +4 dari contoh 3.1.6
dapat dilakukan dengan langkah-langkah sebagdiuieri
1. Menentukan kekongruenan koefisieb dari persamaan Pell
x> =27y* =+4
Dari contoh 3.1.6 diketahui bahwa persamaanxell27y? = +4

memiliki nilai D =3(mod4), maka dengan menggunakan

algoritma PQa diperoleh:

a. b=27

d. x,=0danx =2
e. y,=2dany, =0
2. Menentukan nilai darg,, P danQ,

Setelah diketahui nildd, P, danQo, maka untuk = 0 diperoleha;

sebagai berikut:
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_R,+V/D
a‘O_
Q,
:0+\/§
1
= /27

=5+4/27-5
1

J27+5
2

=5+

Dari perhitungan diperoleh nilai daaj, = .®ntuk| =20, dimana

| adalah panjang dari periode pecahan benﬁat%ﬁ, maka

diperoleha, =2[a, =2[5= 10

Selanjutnya untuk = 1 maka diperoleh nilaa, sebagai berikut:

_5+427
2
_5+5+4/27-5
- 2
J27-5
2
1

J27+5

Jadi diperoleh nilag, =5.

&

=5+

=5+

Untuk i = 2 diperoletP; danQ; sebagai berikut:

I:)1:3‘0Qo_|:)0
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_27-PF?
Q

_27-5%°

1

=27-25

Q

=2

Untuk i = 2 maka diperoleh nilaa, sebagai berikut:

_ 5+4/27
az— 1
=5+5+4/27-5

=10++/27-5
1

J27+5

2
Dari perhitungan diperolela, =10. Jadi a, =10 adalah panjang

=10+

periode pecahan berulang tersebut.
. Menentukan nilai darx; dany;

Berikutnya untuk mencari selesaian dardany; dengan = 0 dan

1, maka diperoleh penyelesaiéx,,y, dan (x,,y, )berturut-turut
sebagai berikut:

Xy = @X, + X,
=5[2+0
=10

Xl :a:LXO +X—1
=500+2
=52
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Yo =Y, tYo,
=5[0+2

Yi=aYo Y
=5[2+0
=10

Dari hasil perhitungan di atas diperoleh selesaaaval yaitu
X, =10 dany, = 2

. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell
x* —68y? =+4 untuk mengetahui apakak dany merupakan
solusi dari persamaan Pell positif atau negatif.

Setelah diperolehx, =10 dan y, =2, selanjutnya nilai (10,2)

disubtitusikan ke dalam persamaam® -27y® =+4 untuk

membuktikan apakah (10,2) merupakan selesaian rmpaesa Pell

tersebut atau bukan, sehingga diperoleh:
X2 =27y2 =10% - 27(2)?

=100-2714

=100-108

=-8
Dari perhitungan di atas diketahui bahwa (10,2aKignemenuhi

persamaan. Jadi (10.2) bukan selesaian dari peasankall

x® -27y? =-4. Selanjutnya untukx, =52 dan y, =10 juga
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disubtitusikan ke persamaan Pelk’ -27y* =+4 sehingga
diperoleh:
X2 - 27y? =52% - 27(10)?

=2704-27[100

=2704-2700

=4
Dari hasil perhitungan ternyata diperoleh bahwa ,1BR
merupakan selesaian dari persamaan Relt27y® = . Dehgan
demikian  dapat disimpulkan bahwa persamaan Pell
x> —27y* =+4 hanya memiliki selesaian untuk yang bernilai

positif saja dengan nilak dany sama-sama genap, sedangkan
persamaan Pell negatif tidak memiliki penyelesaiahka
perhitungan dilanjutkan dengan=1---3, maka dapat dibuat tabel

solusi sebagai berikut:

Tabel 3.1.6 Solusi Persamaan Péll-27y? =+ 4

[ Pi Qi a Xi Yi X2 —27y¢
-2 - - - 0 2 0
-1 - - - 2 0 4

0 0 1 5 10 2 -8

1 5 2 5 52 10 4

2 5 1 10 530 102 -8

3 5 2 5 2702 520 4
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3.2. Penyelesaian Persamaan Pell dengan Metode Mg
Menyelesaikan persamaan PeX® - Dy® =+4, selain menggunakan

Algoritma PQa ternyata juga dapat diselesaikan a@engenggunakan metode
matriks. Caranya, jika solusi awalnya (solusi pbsgrkecilnya) telah diketahui,

maka untuk solusi ke-berikutnya dapat dicari dengan rumus-rumus yargy ad
pada metode tersebut. Jadi menyelesaikan persafedlax’ — Dy” = +4 dengan

metode matriks bertujuan untuk mencari selesaian Hari x, dany, setelah
selesaian awalnya diketahui.

Untuk menentukan selesaian dari persamaan Pelademgtode matriks,
harus diketahui persamaannya terlebih dahulu. Paelabahasan ini telah

diketahui bahwa bentuk umum persamaan Pell pogitify digunakan adalah
x> - Dy® =4. Untuk mencari selesaian kedari persamaan tersebut, misalkan

diketahui selesaian awalnya,, y;) , maka jika(x,, y,) dibentuk ke dalam matriks

akan menghasilkan matriks berordo 2 x 1 y{l%(ﬂ]] n = 1. Jadi matriks solusi

Yi

n

untuk mencari selesaian ke-darix, dany, yaitu (X"J Susunan matriks solusi

D 1
[le dibentuk dari matriks( . le [ jz(XlJ dengan catatan bahwa matriks
Yi o % )\0) n

D
(;(1 x)lllJ invertible (dapat diiniverskan). Dari uraian di atas dap&bdstruksi
1

selesaian persamaan Pgfl- Dy® = 4 sebagai berikut:

Untuk selesaian awalnya diketahui:
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D 1

[le | VA ( J:(“lj, (3.2.1)

yl yl Xl 0 V1

Untuk n = 2 akan diperolehu, danv, sebagai berikut:

M 2EHEA
) M %) n 2% Y, 12

Selanjutnya, u, dan Vv, disubtitusikan ke dalam persamaan Pell
2 2 _ 8 A

X; — Dy; = 4menjadi:

uz -Dv; = (x2 + Dy?) ~D(2xy,)’ (3:2.3)

X2 +2Dx2y? +(Dy?)- 4D(xy, )’

2
2

2

() ~2Dxyz +(oyzf
= (x* - pyzf

=42
Pada perhitungan persamaan (3.2.3) tidak diperoletesmieg — Dv; = 4, maka

untuk mendapatkan selesaian, persamaan (3.2.3) tidvasi dengan 4 sehingga

diperoleh:
u; ~Dv; _ (¢ =Dy;)* _4° _,
4 4 O

Dari perhitungan tersebut, selanjutnya dapat diperlah

x2:u—22 danyzzv—zz,n:Z.

2 2
dengan demikian:x; — Dy} = (U_ZZJ - D(V—sz _4

Jadi diketahui bahwa nilap dany, adalah selesaian.
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Berikutnya untukn = 3 penyelesaian dapat ditentukan dengan perhitungan:

{Xan( X Dle {XzJ _(a% Dylyzj
Y3 Yo X )\ Y Vi% Y,

ﬁ+Dﬁ
_[ TS

u, Vs
22 4y 2
Y1 > X >

x (¢ + Dy?) . Dy(2x,)

2 2
y.0¢ +Dy?) | %(2xy)

2 2
=%
V3

(3.2.4)

Selanjutnyay; danvs disubtitusikan ke persamaan Pgfl- DyZ = 4, diperoleh:

-DV2 = (% + Dy?f - D(2xy,)

{xl(Xf +Dy?)+ Dy1(2xlyl)j2 . D( 3, + Dy2)+ x1(2x1y1))2
2 2

_ (%€ + Dy2)f +2(x ¢ + Dy2)( Dy, (2x,3)) + (Dys(2xy,))
4

D( (¢ + Dy? ) + 2{3, ¢ + Dy J0s (2x.) (><1(2><1y1))2J

4

x2f +2Dx2y2 +(Dy2 ) +4Dx2y2 (%2 + Dy? )+ 4Dy}

4
_D(yf(xf)%zoxfyf+(Dyf)2+4xfyf(xf+Dyf)+4xfyf}

4
_ X +2xy; + DXy, +4Dx'y; + 4Dy, + 4D*Xy;
4
_ D(Xfyf +4DXy; + DPy; +4x'y} + DXy} +4Xfny
4
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_ X +9DCy) +6Dx'y; —4x'y; — 2Dy, — D’y —4Dx'y;

4
_4D*XCy; —4Dx'y;
4
_ % —3Dx'y; +3D°¢y; - D°y;
4
_[¢-py?f
4
43
"4

Dari perhitungan di atas supaya diperoleh nilai- Dv =4 maka persamaan

tersebut harus dibagi dengan, 16enjadi:

w-Dv; _(¢+Dy?)f 4

42 42 42 :4'

Dari perhitungan tersebut, selanjutnya dapat diphroilai:

u
x3=2—§ dany, =

V3
o

n=3.

2 2
Dengan demikianx? — Dy; = (?j - D(%} =4
Jadi diketahui bahwax; dan y; merupakan solusi dari persamaan Pell
x? — Dy? = +4 dan seterusnya perhitungan dapat dilanjutkan siamtpd hingga.
Dari ke-3 pola selesaian persamaan di atas degpatplilkan bahwa:

Untuk selesaian awal saat 1 diperoleh:

@ ) (;1 DXTJ @HU (3.2.6)

Untuk n = 2 diperoleh:

D D
[xl le[le:[xl leHxl Dle[lﬂ (3.2.7)
o %)W) W %[l % A0
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5 %0
i % )\0
_[xzj
\Z
Untuk n = 3 diperoleh:
(xl Dle(xzjz X Dle (xi DylﬂlJ (3.2.8)
Y, %)\ y, X i % )\0
13 206
o % /)\0
Y3
Maka selanjutnya untuk= 4 diperkirakan akan diperoleh:
(xl Dle(ng: X Dle {xl Dylﬂlj (3.2.9)
Yo %)\ Ys y, X i X 0
;206
i % )\0
_X4J
Y4
Demikian juga untuk = 5 diperoleh:
D D Dy, (1
I Ib
o X% )\ M X% )i\ % )0
e
i % )0
_xsj
Ys

Dan seterusnya sampaitak hingga banyaknya. Dari pola persamaan (3.2.6-

3.2.10) dapat disimpulkan sebagai berikut:
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u V.
Xz_Ez )/2:32
x3:u743 dan y3:VT:

u \Y)
X4:§4 y4_§4

_Us Vs
%" 16 ¥s =16

_un _Vn
Xn_2n—1 yn_2n—1

Dengan demikian, dari uraian di atas diketahui lwtuk mencari solusi ke-

dari x, dany, pada persamaan Peif - Dy® = 4 dapat diperoleh rumus:

(u"j :(Xl Dle [lj dengan nilai
Vn yl Xl O

un —_— Vn
o1 dany, = F )

Xn:

Dalam hal iniu, adalah selesaian kedari variabek danv, adalah suku ke-dari
variabely.

Adapun cara menyelesaikan persamaan Pell denganksnatibagi
menjadi dua yaitu:
1. Penyelesaian Persamaan Pel®> - Dy* = 4
Teorema 3.2.1 Misal (x,, y,) adalah solusi dari persamaan P&fl — Dy’ = 4.

Misalkan:

D n
(““J =(X1 ylj ﬁ untukn = 1 (3.2.11)
v, Yy, X 0
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maka solusi ke dari persamaan Pelk® —Dy* =4 adalah

(Xn, Yn) dengan:

un Vn
(X0 ¥n) = ( i 2"‘1J (3.2.12)

(Tekcan, 2006: 364 )
Bukti Teorema 3.2.1 :
Teorema 3.2.1 dibuktikan dengan induksi padéintukn = 1, maka dari

persamaan (3.2.11) diperoleh:
o
i) o % A0
)
Y1
Jadi diperolelu,,v,) = (x,,y, )Karena(x,,y, solusi darix,> —Dy,”> = 4
maka (X, Y,) merupakan solusi dari persamaan (3.2.11). Selaigutn

dengan asumsi bahwa persamaan PBé€l- Dy’ =4 dipenuhi untuk

(X1, Y,y Yaitu:

uz, —DV?

Xy —Dyp, = 24 =4 (3.2.13)

Sekarang akan ditunjukkan bahwa persamaan Re# Dy =4 juga

dipenuhi untuk (x,,y, ) Dari persamaan (3.2.11) perhitungan dapat

ditunjukkan dengan:

) 2
Vn yl Xl O
L) 6
yl Xl yl Xl O
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_ { Dle(qu
yl Xl Vn—l
— (X:Lun—l + Dylvn—lJ

ViU T XV
oleh karena itu:

u?> -Dv?
2 2 _ Yn n
X, — Dy, 9212
) 5 (3.2.15)
(Xlun—l + Dylvn-l) T D(ylun—l + X1Vn—1)
22n—2
_ X Upy +2%U,,Dy,u,, + D?yrve,
v 22n-2
_ D(y7u2, + 2y, X, , + DXAZ,)
22n—2
_x(uz, -pv2,)-Dy?(uZ, - Dv2,)
- 22n-2
_ (¢ -pyJuz, -pv2,)
22n—2
— (ur?—l - Dvr?—l)
- 92n-2
=92 urf—l — va—l)
22n—2
ur%—l . Dvr?—l
22n—4

Dengan menggunakan persamaan (3.2.13) dapat diketahhwa

u,,> —Dv,,* =4[@2** =22 Dengan demikian dapat disimpulkan

bahwa:
u?-Dv?
_ (Xlun—l + Dylvn—l)2 - D(ylun—l + X1Vn—1)2
- 22n-2
_ XUpy +2%U,,Dy,u,, + D?yrve,
- 92n-2
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D(yl n -1 +2yl n-: lxlvn -1 + szl2 r?l)
22n 2

_x(uz, -pv2,)-Dy?(uZ, - Dv2,)
22n—2

( —Dy; Ju )( > Dvﬁ—l)

22n—2

Dari perhitungan diperoleh bahwa ternyata terbbktiwa (x,,y, )juga

merupakan selesaian dari persamaan ®ell Dy? = 4 hinggan berubah-
ubah, akan diperoleh selesaian berupa bilangan datapersamaan Pell
-Dy’ =4,
Untuk mengaplikasikan rumus di atas, perhatikaniatosoal berikut:
Contoh 3.2.1:Cari selesaiar(xn,yn) dari persamaan Pel* -13y* = dengan
menggunakan metode matriks untuk 1---3!
PenyelesaianDari Tabel 3.1.3 diketahui bahwa persamaan Pet13y* = 4
memiliki solusi awalx; = 11 dany; = 3. Untuk mencari selesaian

ke yaitu x, dany, selanjutnya dapat digunakan metode matriks.

Dari Teorema 3.2.1 diperoleh rumus sebagai berikut:

u, Vv, u,)_(*x Dy,)(1
, d = 1
(Xyr ¥0) = (2”‘1 2n-1j engar{vnj [yl X, J(Oj

maka untukn = 2 akan diperoleh:
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()6 )
(576

& e ko

_(121+117 429+429)1
33+33 117+121 )0

_ (238 858\1
166 2380

(238
66

Dari perhitungan di atas diperolety, = 238 danv, = 66 sehingga

dapat dicarix, dany, berturut-turut sebagai berikut:

u 238
X, = 222_1 = 7 =119
V. 66
=gy =

Jadi untukn = 2 diperoleh selesaiarx, =119 dan y, =33.

Selanjutnya untuk = 3 diperoleh:

)G
(i i’fﬂ@

_[(238 858)11 39)|1

B _(66 238}(3 11)}{0}

_ (2618+2574 928+9438 (1

\726+714 2574+ 2618](0)

_ (5192 18720\(1
1440 5192 J(oj
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(5192
“\1440
Dari perhitungan diperolelu; = 5192 darv; =1440 sehingga dapat

dicari x, dany, berturut-turut sebagai berikut:

u; _5192_ 5192

X =g =y =, =1298

v, 1440 1440
y3 - 23—1 \ 22 - 4

=360

Jadi untukn = 3 diperoleh solusix,= 1298 dany,= 360.

Dari semua hasil perhitungan dengan menggunakarodeet
matriks ternyata diperoleh penyelesaian dari peasamPell
x> -13y”? =4 untuk n=1.--3 hasilnya sama dengan penyelesaian
dengan menggunakan algoritma PQa yaitu:
(11, 3)
(119, 33)
(1298, 360)

2. Penyelesaian Persamaan Pel’ — Dy? = -4

Pada uraian sebelumnya persamaan ®e#t Dy* =4 memiliki selesaian

V, . : .
X, = ;’11 dany, :2Tn’1’ selanjutnya untuk memperoleh selesaian dari peraa

Pell x* - Dy? = -4 dapat dicari dengan perhitungan sebagai berikut:
Misalkan x; dany; adalah selesaian awal, maka benar baleva Dyf == . 4
Selanjutnya dari persamaan (3.2.3) di atas, jikagmaanx? — Dy = 4diganti

denganx? - Dy? = -4, maka untukn = 2 diperoleh:
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X; - Dy; :(Xlz_Dylz)z (_4)2 =4,

4 4

Karena x; -Dy; #-4, makax, dany, bukan selesaian persamaan Pell

x* - Dy® = -4. Selanjutnyax? - Dy? = - 4digunakan pada persamaan (3.2.3),

maka untukn = 3 diperoleh:

2_D2 _43
X§-Dy§=(xl 42y1)3 =(42) ==

Dari perhitungan diperoleh nilag danys; adalah selesaian dari persamaan Pell
x> - Dy* = —4.

Untuk n = 4 diperoleh:
X; —Dy; = (Xlz — Dy12)4 = 4 =4

4 4
Karena x; -Dy, #-4, maka x, dan y, bukan selesaian persamaan Pell

x? - Dy? = —4. Selanjutnya untuki = %kan diperoleh:

Dari beberapa uraian di atas dapat disimpulkanwhabolusi untuk

persamaan Pelk’ - Dy® = -4 diperoleh pada saa-nya ganjil sehingga dapat

dirumuskan dengan:

X =4 Y1 =V;
u V.

X, =—2 dan y, =3
4 4
u V,

Xs = - Ys = =S
16 16
_ Unu _ Vonu

X2n+1 - Zgn dan y2n+l - 22,1
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Jadi untuk persamaan Peaft — Dy? = -4 diperoleh selesaian:
D 2n+l 1
)5 2571 g
V2r1+1 yl Xl O

— u2n+1 — V2n+l
X2n+1 - 2 n dan y2n+l P

2 22n '

Teorema 3.2.2:Misal (x,, y,) adalah solusi persamaan Pefl- Dy” = -4 dan

u Dy 2n+1 1
( 2””} = (Xl 1} ( J ,unukn=0 (3.2.17)
V2n+1 yl Xl 0

maka solusi lain dari persamaan Pefl - Dy’ =-4 adalah

(X2n+L y2n+l) dengan :

(X2n+11 y2n+1) = (uzzg;:l 1%) ’ UntUk n=0 (3218)

(Tekcan, 2006: 367)
Bukti: Teorema 3.2.2. dapat ditunjukkan dengan cara ganta seperti teorema
3.2.1. dengan induksi pada. Untuk n = 1 dari persamaan (3.2.1)

diperoleh:

) o))

A y, X% MO \

Jadi diperoleh (u;,v;) =(x,y,). Karena (x,Yy,) selesaian dari
x* - Dy® = -4, maka(x,,y,) merupakan solusi. Selanjutnya diasumsikan

bahwa persamaan Pel’ - Dy? = -4 juga dipenuhi untukx,, ,, ¥, ;)

sehingga diperoleh:
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u?  —DVZ_
X1 = DYz = 2 L (3.2.19)

24n—4

2 2
(5 (%)

2 2
- l'12n+l DV2n+l

24n
-4
Akan dibuktikan juga berlaku untuf,, ,,Y,.,) dari persamaan (3.2.17)

sehingga diperoleh:
[uz””j:(xl Dyljznﬂ(lj (3.2.20)
Vo Y, % 0
(% Dy, \"(x Dy,\"'(1
B Vi % j {yl X (OJ
(% Dy, Y% Dy, | x*
__(yl B J(yl ) J_ yzn_lJ
x2 + Dy? 2DxY, (um_lj
2y, % +Dy;

(6 + Dy 0 + 2Dx1y1v2n_1J
2X1y1u2n—1 + (Xl2 + Dy12 )\/Zn—l

V2n—1

Dengan mensubtitusikan nilai:

{u2n+lJ :((Xl2 + Dylz)JZn—l + 2DX1 y1V2n—1

ke persamaan (3.2.19) diperoleh:
2X1ylu2n—l + (X:I.2 + Dyl2 )VZn—l J

V2n+l

Uz, —DV;.,
(X22n+l - Dygnﬂ) :% (3221)
_ (0 + Dy?)us s + 205 V0 ) ~ DX YiUses + O + DY2,, )
24n

- ((Xl2 + Dylz)zugn—l + 2(X12 + Dylz)u2n—1 '2DxlylV2n—1 + 22 DZX:I.2 y].2V22n—l)
24n
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_ D( 2° X12y12u22n—1 + 2(2lelu2n—1)(X12 + Dylz)VZn—l + (X12 + Dylz)VZZn—lJ

24n
- (X12 + Dy12)2V22n_1 + 4(X12 + Dylz)UZn—lelylVZn—l + 4D2X12 y12V22n—1
24n
_ 4'DX:I.2 y:l.zugn—l B 4D()(1y1uZn—1)(X:|.2 + Dyl2 )V2n—1 B D(Xl2 + Dyl2 )V22n—1
24n
_(6¢ +Dy2)?u,, ~DOE + Dy V3 )+ (4D 2y 2E, , ~4Dx v, )
24n
+ (X12 + Dy12)2(u22n_l + Dvgn—l)_ (4DX12 ylz)(uzzn—l - DV22n—l)
24n
_ (% +2Dx?y? + Dy - 4Dx?y?JuZ,, -DVZ )
24n
4 2,,2 4 2 2
2 (Xl —-2Dx;y; — Dy, )(Uzn—1 B DV2n—1)
- 24n
by (X:I.2 + Dylz)z(ugn—l L Dvgn—l)
~ 24n
42 (u§n—l N DV§n—1)
- 24n
- — (ugn—l B DV§n_1)
24n—4

Karena——(uzz"‘1 _ DVS“‘l)

nd = -4 maka:

uz ,—DvZ _, =2%[2*"* =2*% Selanjutnya diperoleh:

uz ., —Dvi,
(X22n+1 - DY22n+1) = %l‘
2 2
_ (0 + DY)y s + 2D%,YiV0s | ~ D25 Yallyrs + (€ + Dy? )V, )
24n
_ (¢ + Dy?)2uz,, +20¢ + Dy?)u,, 4 2D%, YV, s + 22DPxEy2VE )
24n
_ D(22Xfyfu;-l + 22X, Y1 Uy 1 )(XC + DY)V, + (X + Dyf)vzzn-lj
24n
_ O +Dy7)*Uzy s + 406 + DY; )y, s DX YiVyo s + 4D X YiV;
24n
_ 4DX12 y12u22n—l B 4D(lelU2n_l)(X12 + Dy12 Wona ~ D(X12 + Dy12 )V22n—l
24n
_(0¢ +Dy»)2uZ , - DO + Dy2)V2, )+ (4DB2yAVE | - 4Dxy2ul )
24n

78



06+ DY)y, DV, )~ @Dy, DV )

24!’1
_(x*+2Dx?y? + Dy; - 4Dx?y2 fu2, , - DV2, )
24n
4 2.,2 aY 2 2
_ (Xl B 2DX1 y: — Dyl )(UZn—l - Dv2n—1)
- 24n
— (Xlz + Dylz)z(ugn—l B Dvgn—l)
- 24n
B (24 )24n—2
__@)@")
=4

Dari hasil perhitungan di atas terbukti bah{sm, ,,y,.,) merupakan

selesaian dari persamaan Pedf - Dy* =—-4 hingga n berubah-ubah, akan

diperoleh solusi yang berupa bilangan bulat darsgne@aan Pell tersebut.

Untuk lebih memahami uraian di atas, perhatikantatorsoal sebagai

berikut:
Contoh soal 3.2.2 :Cari selesaian persamaan Pedf -13y* =-4 dengan

menggunakan metode matriks untuk 1---2!

Penyelesaian :
Dari Tabel 3.1.3 diketahui bahwa persamaan Re#13y* = -4 memiliki solusi

awal yaitux; = 3dany; = 1. Untuk mencari selesaian kedengan
n=1.--2, maka dapat digunakan metode matriks dari Teorema

3.2.2 sebagai berikut:

U,,, V. u x Dy, )" (1
(X2n+1, y2n+1) :( 222:1 ’ 222:1-1} dengar{vznﬂj - {yl Xy 1J (OJ
2n+1 1
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Karena (3,1) adalah selesaian awal, maka umtult diperoleh:
(UMHJ_(&. DmJﬂH(lj

V2El}+l yl Xl 0

u) (3 13)(1

v,) 1 3)lo

(YR
-y
S

(4

Dari perhitungan diperoleluz = 144 danvsz = 40 sehingga dapat

dicari x, dany, berturut-turut sebagai berikut:

u 144
X2m+1:2_23m :T =36
v, 40
y2EI1+l=2_23E|1 :7:10

Jadi untukn = 1 diperoleh selesaiax, = 36 dany, = 10.

Selanjutnya untuk = 2 diperoleh:
u;) (3 13)°(1
v.) 1 3)lo
3 133 13\°(1
1 3)13)l0
(144 520\(22 78)1
140 144)6 22)0
6288 226721
1744 6288 )\ 0

_ 628?

1744
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Dari perhitungan untuk = 2 diperoleh us = 6288 darnvs = 1744

selanjutnya dapat dicax, dan y. berturut-turut sebagai berikut:

v = 62488 _6288_ .,
2 16
1744 1744
= =="""=109
Ys 2° 16

Dari hasil perhitungan untuk = 2 akan diperolelx,= 393 dan

y.= 109.

Dapat disimpulkan bahwa dari hasil perhitungan maernteorema

3.2.2 dengan menggunakan metode matriks ternygéadiperoleh

solusi dari persamaan Pelk* -13y* =-4 untuk n=1.--2

hasilnya sama dengan penyelesaian dengan menggunaka

algoritma PQa yaitu:

(36,10) dan (393,109)

Mencari selesaian persamaan Pel*-Dy”=+ Maik dengan

menggunakan Algoritma PQa maupun metode matrika akaeroleh selesaian

yang sama, hanya saja untuk mencari selesaian #ari persamaan Pell

x*> - Dy® = +4 akan lebih mudah jika menggunakan metode mataks ylengan

mencari selesaian awalnya lebih dahulu dengan ngemadan algoritma PQa.

3.3. Implementasi Persamaan Pell dalam Agama Islam

Telah diuraikan pada bab terdahulu bahwa persafakmiengan bentuk

umum x> - Dy® = N, diberikan koefisierD berupa bilangan bulat positif bukan

kuadrat sempurna dan konstaNtéerupa bilangan bulat. Variabebany adalah

81



penyelesaian dari persamaan Pell tersebut. Adaptsamaan Pell yang dibahas
dalam skripsi ini berbentuk® - Dy? = 4.

Banyak metode yang digunakan untuk menyelesaikasapman Pell,
tetapi pada skripsi ini penulis mencoba menyelesailpersamaan  Pell
x* - Dy® =+4 dengan menggunakan algoritma PQa dan metode maBikk
menggunakan algoritma PQa maupun dengan metodeksnatilam mencari
solusi persamaan Pell tersebut ternyata diperlukamus-rumus dan langkah-
langkah penyelesaian.

Pada zaman Rasulullah SAW sebenarnya ilmu mateantgikitama yang
berhubungan dengan persamaan telah berkembangpuedidak serumit atau
sekomplek persamaan sekarang (contohnya persareiprivieski demikian, jika
dianalogikan dengan Al Qur'an, maka dapat ditemahwa seolah-olah ada
beberapa kandungan ayat Al Qur'an yang berisi ngntamus-rumus persamaan
dalam matematika. Hal inilah yang menunjukkan bahdah SWT Maha

Matematis. Perhatikan QS Al-An‘am ayat 160:

Ao
- < ~fes o~ LG )} iof/‘?/ s7d 4 //9,; o~ _
\I(,_AJLG.LAYJ wb;l?w) Ll o b ildbile
= 27 = 2

Artinya: Barangsiapa membawa amal yang baik, maka baginghala) sepuluh
kali lipat amalnya, dan barangsiapa yang membawebpatan jahat,
maka dia tidak diberi pembalasan melainkan seimbaagngan
kejahatannya, sedang mereka sedikitpun tidak dyan(dirugikan).

Al Qur'an surat Al-An'am ayat 160 di atas mengksaskahwa Allah SWT

menggunakan rumus persamaan dalam matematika omtmentukan balasan
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perbuatan kebaikan dan kejahatan. Amal kebaikardapat pahala 10 kali amal
kebaikan tersebut, dan amal kejahatan mendapasdmath kali amal kejahatan
tersebut. Uraian tersebut secara matematis dapéskian dengan:
y =10x, untuk amal kebaikan dan
y = x, untuk amal kejahatan
Jadi variabelx menyatakan amal dayn menyatakan nilai balasan yang
diperoleh. Selain dari Al Qur'an surat Al-An‘amatit60 di atas perhatikan juga

Al Qur'an surat Al Bagarah ayat 261 berikut:

- -
&

R S A e P Ca I R I I
s .

LN

Artinya: Perumpamaan (nafkah yang dikeluarkan olerang-orang yang
menafkahkan hartanya di jalan Allah adalah serupenghn sebutir
benih yang menumbuhkan tujuh bulir, pada tiap-tapir seratus biji.
Allah melipat gandakan (ganjaran) bagi siapa yan@g Rehendaki dan
Allah Maha luas (karunia-Nya) lagi Maha Mengetahui.

Pengertian menafkahkan harta di jalan Allah melifhglanja untuk
kepentingan jihad, pembangunan perguruan, rumait, ssaha penyelidikan
ilmiah dan lain-lain. Pada QS Al-Bagarah ayat 26dmpak bahwa Allah
menggunakan rumus matematika untuk umat-Nya yang m&nafkahkan
hartanya di jalan Allah. Pahala menafkahkan hadalah tujuh ratus kali.
Kalimat tersebut jika ditransfer ke dalam bahastéematika akan diperoleh rmus

sebagai berikut:
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Untuk satu bulir benih menumbuhkan pahalanya sangah tujuh bulir, maka:

1 butir =7 bulir
dan untuk tiap bulir benih menumbuhkan seratus roigika:

1 bulir = 100 biji, jadi 7 bulir =7[100= 700 biji
Jadi dalam matematka pahala untuk orang yang menedk hartanya di jalan
Allah dapat dirumuskan dengary = 700x.
Denganx menyatakan nilai nafkah dan menyatakan banyaknya pahala yang
diperoleh.

Dalam hadis Nabi juga dibicarakan bahwa dalam nag@hken pahala
sholat berjamaah Allah juga menggunakan rumus aeuatematis yaitu:

y = 27X

Denganx adalah pahala sholat sendiri daadalah pahala sholat berjamaabh.

Dalam terjemahan kitab Bulughul Maram karangan Afith Ibnu Hajar
Al-Agsalani disebutkan bahwa Rosulullah bersabda:

ie Gad 13 30a} s O o gadl O b 50 T dgte & )y ek i) e e
ade it {32 53 (0 ey el N1 5 s [ye Jib |
Artinya : Dari Abdullah bin Umar bahwasannya Radladb SAW bersabda:
"Sholat berjamaah lebih utama daripada sholat secsgndirian dengan
dua puluh tujuh tingkatan " (Muttafaqg'alaih).

Pada masa Nabi, ilmu matematika tentang persafPeamemang belum

dibahas secara terperinci seperti sekarang ininA&tapi ilmu matematika telah

banyak dikembangkan dan dikaji oleh beberapa cemdaek muslim pada masa
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sahabat, seperti: ahli matematika dari Uzbekisi@mgybernama Abu Abdullah
Muhammad Ibn Musa Al-Khwarizmi (770-840), Al Tusirdsebagainya.

Sebagai mahasiswa Islam terutama dari jurusan nasitem sudah
selayaknya kita berusaha untuk mengembangkan ilatenratika dan mengkaiji
bagaimana memanfaatkan ilmu tersebut untuk kepmgamirumat Islam, yaitu
untuk membantu menangani masalah-masalah yang adm dslam, terutama
masalah yang berkaitan dengan hitung-menghitungreapasalah faraidh, zakat
dan lain sebagainya. Disamping itu, dari beberapen pada bab pembahasan di
atas, pelajaran yang dapat diambil dari filosofité®g penyelesaian persamaan
Pell yaitu hendaknya dalam melakukan suatu perbubtak tidak dilakukan
dengan tergesa-gesa. Sebaliknya perbuatan teeutebih baik jika dilakukan
dengan langkah-langkah dan perencanaan yang matapat dan terstruktur
supaya apa yang diharapkan dan dicita-citakan dapedpai secara maksimal.
Adapun sikap tergesa-gesa dan perencanaan yangigkumsatang dapat

menimbulkan penyesalan dikemudian hari. Sepertiikketmenyelesaikan
persamaan Pelk? - Dy® = +4 diperlukan langkah-langkah penyelesaian yang

terstruktur sehingga akan diperoleh seleszidany yang benar.

Hal ini sesuai dengan firman Allah dalam surat Namyayat 84 berbunyi:
=z 2 < &
- (o xy e T T o2 D0

Artinya: Maka janganlah kamu tergesa-gesa memanadiksa terhadap mereka,
karena Sesungguhnya Kami hanya menghitung datan@payasiksaan)
untuk mereka dengan perhitungan yang teliti.
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Ayat tersebut menunjukkan bahwa dalam menetapkanage Allah
Maha teliti. Allah memperhitungkan suatu amal pathn dengan perhitungan
yang teliti dan benar. Hal ini menunjukkan bahwdalAljuga mempergunakan
matematika. Dengan demikian, jika di bumi ini althaui matematika, maka Allah
adalah Ahlinya, Yang Maha mengetahui, Dialah aldtamatika yang serba bisa.
. Jika Allah Tuhan sekalian makhluk saja menyukaiematika lalu mengapa kita
tidak berusaha untuk menyukai matematika dan mexjgplya, sebab pada

hakikatnya sumber dari segala ilmu itu adalah gakuni berasal dari Allah SWT.
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BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

1.

Menyelesaikan persamaan Pafl -Dy” =+ déngan algoritma PQa dapat

dilakukan dengan beberapa langkah sebagai berikut:
Menentukan apakah:

1) D =0(mod4)

2) D =1(mod4)

3) D=2 atau 3 (mod 4)

Menentukan nilai darg, , P, danQ; dengan rumus:

(R ++D)

1) a =——7* untuki=0

2) P=a_,Q_—-P_,untuki=1

_p2
3) Qi:D R , untuki =1

i-1

Menentukan nilak; dan y; dengani = Odengan rumus:

X =ax_,+X_,dany, =ay_ +V._,

Mensubtitusi nilaix dany ke dalam persamaan Pelk® - Dy® = +4 untuk
mengetahui apakalx dan y merupakan solusi dari persamaan Pell
x> —Dy? =4 ataux® - Dy® = -4,

Menyelesaikan persamaan P&fl - Dy? = +4 dengan metode matriks dapat
dilakukan dengan rumus-rumus sebagai berikut:

Untuk persamaan PeX’ - Dy® = dépat dicari dengan rumus:
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un Xl Dyl " 1 . u V
= sehin Xy Yo )= —=,—= |, untukn>1.
(an (yl X j (OJ 902l ¥,) (ZH ZHJ

b. Untuk persamaan PeX’ - Dy? = —4dapat dicari dengan rumus:

2n+1
u2n+l Xl Dyl 1 2 u2 +1 V2 +1
= sehingga (Xons1) Yoney ) = | ——,—= |, untuk
(V2n+1] (yl Xl j (OJ gg ( Ay y2 l) ( 2n 2”

n=0.

4.2. Saran

Banyak metode yang dapat digunakan untuk meny&lsgiersamaan
Pell. Bila metode Brahmagupta, pecahan berulargpritha PQa dan metode
matriks telah digunakan pada peneliti sebelumnyakamuntuk penelitian
selanjutnya penulis sarankan untuk mengkaji pesgéd@ persamaan Pell

x> - Dy? = N dengan metode lain.
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