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ABSTRAK  

 

Ahfalinisa’i. 2008. Penyelesaian Persamaan Pell dengan Menggunakan 
Algoritma PQa dan Metode Matriks . Skripsi Jurusan Matematika 
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri (UIN) 
Malang. Pembimbing: Drs. H. Turmudi, M.Si dan Munirul Abidin, 
M.Ag 

 

Kata kunci : Persamaan Pell, Algoritma PQa dan Metode Matriks. 
 
 Persamaan Diophantine merupakan persamaan polynomial yang 
mensyaratkan selesaiannya berupa bilangan bulat. Persamaan Diophantine dibagi 
menjadi dua, yaitu persamaan Diophantine linier dan non linier. Persamaan yang 
berbentuk NDyx =− 22  merupakan bagian dari persamaan Diophantine non 
linier dengan diberikan koefisien D bilangan bulat positif bukan kuadrat sempurna 
dan  konstanta N berupa bilangan bulat. Variabel x dan y adalah selesaian dari 
persamaan tersebut. Persamaan ini disebut dengan persamaan Pell. Menyelesaikan 
persamaan Pell dapat dilakukan dengan berbagai metode. Metode Brahmagupta 
dan pecahan berulang telah digunakan untuk membahas persamaan Pell dengan 
konstanta 1±=N  pada skripsi sebelumnya. Kesempatan kali ini penulis 
perkenalkan penyelesaian persamaan Pell yang berbentuk 422 ±=− Dyx  dengan 
menggunakan algoritma PQa dan metode matriks.  
1. Menyelesaikan persamaan Pell 422 ±=− Dyx  dengan algoritma PQa dapat 
dilakukan dengan beberapa langkah sebagai berikut: 
a. Menentukan apakah: )4(mod0≡D , )4(mod1≡D ,  dan ≡D 2 atau 3 (mod 4) 

b. Menentukan nilai dari ia , Pi dan Qi dengan rumus: 

     
( )

i

i
i Q

DP
a

+
= , 0≥i , 111 −−− −= iiii PQaP , 1≥i  dan 

1

2

−

−
=

i

i
i Q

PD
Q , 1≥i  

c. Menentukan nilai xi dan yi dengan 0≥i  dengan rumus: 

21 −− += iiii xxax  dan 21 −− += iiii yyay  

d. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell  422 ±=− Dyx  untuk 

mengetahui apakah x dan y merupakan solusi dari persamaan Pell 422 =− Dyx  

atau 422 −=− Dyx . 

2. Menyelesaikan persamaan Pell 422 ±=− Dyx  dengan metode matriks dapat 
dilakukan dengan rumus-rumus sebagai berikut:  

a. Untuk persamaan Pell 422 =− Dyx , maka ( ) 






= −− 11 2
,

2
,

n
n

n
n

nn

vu
yx , 1≥n   

b. Untuk persamaan Pell 422 −=− Dyx , maka( ) 






= ++
++ n

n
n
n

nn

vu
yx

2
,

2
, 1212

1212 , 

0≥n  
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BAB I 
PENDAHULUAN 

 

1.1.  Latar Belakang 

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan yang banyak 

sekali manfaatnya. Demikian juga perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi 

yang sangat pesat saat ini tidak lepas dari peran serta ilmu matematika. Telah 

diketahui bahwa banyak ahli matematika mencoba mendefinisikan matematika 

sebagai ilmu tentang bilangan dan ruang, ilmu tentang besaran, ilmu tentang 

bentuk dan lain sebagainya. Definisi yang ada semuanya benar, berdasar sudut 

pandang tertentu. Ciri khas dari ilmu matematika yang tidak dimiliki pengetahuan 

lain adalah (1) merupakan abstraksi dari dunia nyata, (2) menggunakan bahasa 

simbol, dan (3) menganut pola pikir deduktif. 

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep tentang matematika, 

meskipun alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Allah menciptakan 

alam semesta serta segala isinya menurut ukuran yang cermat dan teliti, dengan 

perhitungan yang benar serta dengan rumus-rumus dan persamaan yang rapi. Hal 

ini menunjukkan  bahwa Allah SWT Maha Matematis, Allah Maha Cepat dan 

Maha Teliti dalam masalah hitung-menghitung. Perhatikan firman Allah dalam  

surat Al-Furqan ayat dua: 

t, n=yzuρ  ¨≅à2 & óx« … çνu‘ £‰ s)sù #\�ƒ Ï‰ ø)s? ∩⊄∪    

Artinya: ...dan Dia telah menciptakan segala sesuatu dan dia menetapkan 
ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya. 
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Perhatikan juga firman Allah dalam surat Maryam ayat 84: 

Ÿξ sù ö≅ yf÷ès? öΝÎγ ø‹n=tæ ( $yϑ‾Ρ Î) ‘‰ ãè tΡ öΝ ßγs9 #t‰ tã ∩∇⊆∪        

Artinya:  Maka janganlah kamu tergesa-gesa memintakan siksa terhadap mereka, 
Karena Sesungguhnya Kami hanya menghitung datangnya (hari siksaan) 
untuk mereka dengan perhitungan yang teliti. 

 

Dalam dunia Islam matematika banyak dijumpai dalam masalah faraidh, 

begitu juga dalam kitab suci Al Qur’an. Banyak ayat yang di dalamnya memuat 

tentang bilangan menyebutkan bahwa terdapat sebanyak 38 bilangan berbeda. 

Dari 38 bilangan tersebut, 30 bilangan merupakan bilangan asli dan 8 bilangan 

merupakan pecahan (rasional) (Abdusysyakir, 2007: 116).  

Salah satu contoh ayat Al Qur’an yang secara tersirat menjelaskan tentang 

bilangan dapat dijumpai dalam surat Al-A’raf ayat 142: 

 $ tΡô‰ tã≡uρ uρ 4y›θ ãΒ šÏW≈n=rO \'s#ø‹s9 $yγ≈uΖ ôϑyϑ ø? r& uρ 9�ô³yè Î/ §ΝtGsù àM≈s)‹ÏΒ ÿÏµ În/ u‘ š∅ŠÏèt/ ö‘r& \' s# ø‹s9 4 
tΑ$ s% uρ 4y›θ ãΒ ÏµŠÅz L{ šχρã�≈yδ Í_ø� è=÷z$# ’Îû ’ ÍΓöθ s% ôxÎ=ô¹ r& uρ Ÿω uρ ôì Î6−G s? Ÿ≅‹Î6 y™ tÏ‰Å¡ ø� ßϑø9 $# 

∩⊇⊆⊄∪   

 

Artinya: Dan telah Kami janjikan kepada Musa (memberikan Taurat) sesudah 
berlalu waktu tiga puluh malam, dan Kami sempurnakan jumlah malam 
itu dengan sepuluh (malam lagi), Maka sempurnalah waktu yang Telah 
ditentukan Tuhannya empat puluh malam. dan Berkata Musa kepada 
saudaranya yaitu Harun: "Gantikanlah aku dalam (memimpin) kaumku, 
dan perbaikilah, dan janganlah kamu mengikuti jalan orang-orang yang 
membuat kerusakan". 

 
Abdusysyakir (2006: 58) mengemukakan bahwa setelah mengetahui 

bahwa Al Qur’an berbicara mengenai bilangan, maka makna yang dapat 
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ditangkap adalah bahwa orang muslim harus mengenal bilangan, karena tanpa 

mengenal bilangan, seorang muslim tidak akan memahami Al Qur’an dengan 

baik ketika membaca ayat-ayat yang berkaitan tentang bilangan tersebut. 

Dari segi wilayah kajian, Matematika berawal dari ruang lingkup yang 

sederhana, yang hanya menelaah tentang bilangan dan ruang, namun sekarang 

Matematika sudah berkembang dengan menelaah hal-hal yang membutuhkan 

daya pikir dan imajinasi tingkat tinggi (Abdusysyakir, 2007:6). 

Ilmu Matematika sangatlah luas, salah satunya mempelajari tentang Teori 

Bilangan. Teori Bilangan merupakan dasar dari ilmu Matematika  khusus yang 

mempelajari tentang bilangan bulat (Niven, dkk, 1991:1). Dalam teori bilangan 

juga dipelajari suatu persamaan Dhiophantine yang merupakan persamaan 

polinomial (dengan n peubah) yang mensyaratkan selesaiannya berupa bilangan 

bulat. 

Persamaan Dhiophantine dibagi menjadi dua ada yang linear dan non 

linear tergantung pangkat variabelnya. Dilihat dari banyaknya variabel persamaan 

Diophantine ada yang dua, tiga, sampai n variabel. Diantara persamaan 

Diophantine tersebut ada persaman Diophantine linear dengan dua peubah, 

persamaan Dhiophantine linier dengan tiga peubah dan persamaan Diophantine 

non linear termasuk di dalamnya terdapat persamaan Pell. 

Persamaan Diophantine memiliki bentuk umum 

bxaxaxaxa nnnn =++++ −− 112211 ... , berlaku untuk setiap Nn∈  dan 

Zbaaaa n ∈,,...,,, 321 . Dengan  naaaa ,...,,, 321  merupakan koefisien bilangan 

bulat, nxxxx ,...,,, 321  menyatakan variabel dan b adalah konstanta, dengan 
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selesaiannya mensyaratkan bilangan bulat, jika variabelnya dua, maka disebut 

persamaan Diophantine linier dua peubah, jika variabelnya tiga disebut persamaan 

Diophantine linier tiga peubah dan lain sebagainya. 

Persamaan Diophantine kuadrat dua dengan dua variabel memiliki bentuk 

umum cbyax =+ 22 dengan Zcba ∈,, . Selain itu juga terdapat persamaan 

Diophantine dengan dua peubah yang mempunyai bentuk umum NDyx =− 22 , 

untuk D  koefisien berupa bilangan bulat positif dan N  konstanta berupa bilangan 

bulat. 

Stark (1970: 149) memberikan contoh suatu persamaan Diophantine yang 

berbentuk ,122 =− dyx  122 −=− dyx  dengan x dan y adalah variabel tidak 

diketahui menyebut persamaan tersebut dengan Persamaan Pell-Fermat atau 

hanya Persamaan Pell. Sehingga dapat didefinisikan bahwa persamaan 

NDyx =− 22  dengan diberikan bilangan bulat D dan N serta x dan y adalah 

variabel tak diketahui, disebut sebagai persamaan Pell (Niven, dkk, 1991: 351). 

Penyelesaian persamaan Pell NDyx =− 22  dapat dicari dengan berbagai 

metode. Pada pembahasan sebelumnya untuk persamaan Pell dengan nilai  

1±=N  telah diteliti oleh Ainun Jariah dan Ismiatul Husniah. Persamaan tersebut  

diselesaiakan dengan metode Brahmagupta dan metode Pecahan Berulang. 

Kesempatan kali ini penulis mencoba memperkenalkan penyelesaian persamaan 

Pell dengan menggunakan suatu algoritma yang disebut dengan algoritma PQa 

dan dengan menggunakan metode matriks. 

Robertson (2004: 4) menyebut algoritma PQa sebagai jantung dari 

beberapa metode penyelesaian persamaan Pell. Algoritma ini menghitung 
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ekspansi dari pecahan berulang dari bentuk kuadrat irrasional 
0

0

Q

DP +
, untuk P0, 

Q0, dan D  berupa bilangan bulat tertentu. 

Sesuai dengan uraian di atas, maka penulis tertarik untuk membahas dan 

mencoba mengembangkan lebih lanjut pembahasan tentang penyelesaian 

persamaan Pell khususnya persamaan Pell berbentuk 422 ±=− Dyx  dengan 

menggunakan algoritma PQa dan metode matriks agar lebih mudah untuk mencari 

selesaiannya. Sesuai dengan latar belakang di atas penulis memberi judul skripsi 

ini dengan “PENYELESAIAN PERSAMAAN PELL DENGAN 

MENGGUNAKAN ALGORITMA PQa DAN METODE MATRIKS”. 

 

1.2. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas dapat ditarik rumusan masalah yang 

akan dibahas dalam skripsi ini yaitu bagaimana cara menyelesaikan  persamaan  

Pell  dengan menggunakan algoritma PQa dan dengan metode matriks. 

 

1.3. Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan dari penulisan skripsi ini adalah untuk mengetahui 

bagaimana cara menyelesaikan persamaan Pell  dengan menggunakan algoritma 

PQa dan dengan metode matriks. 
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1.4. Batasan Masalah 

Agar penulisan skripsi ini tetap terfokus pada pembahasan, maka penulis 

membatasi masalah pada penyelesaian persamaan Pell berbentuk 422 ±=− Dyx  

dengan konstanta 4±=N  dan koefisien D  bukan kuadrat sempurna. 

 

1.5. Manfaat Penelitian 

1. Bagi penulis 

Menambah wawasan dan ilmu pengetahuan tentang cara mengkaji dan 

membandingkan penyelesaian permasalahan yang ada dalam Matematika 

tentang konsep persamaan Diophantine, khususnya  persamaan Pell. 

2. Bagi Jurusan Matematika 

a. Memberikan sedikit sumbangsih yang berupa bahan kajian dan pengembangan 

matematika murni, sehingga selain dapat menggunakan teori Matematika 

dalam aplikasinya yang nyata juga dapat mengembangkan ilmu matematika 

itu sendiri. 

b. Sebagai bahan referensi bahwa penyelesaian persamaan Pell 422 ±=− Dyx  

dapat diselesaikan dengan mudah dengan menggunakan algoritma PQa dan 

dengan metode matriks. 

 

1.6. Metode Penelitian 

Metode merupakan cara utama yang akan ditempuh untuk menemukan 

jawaban dari suatu permasalahan. Metode penelitian yang digunakan dalam 
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penulisan skripsi ini adalah metode penelitian “Kajian Kepustakaan” atau 

“Literature Study”. Pembahasan pada skripsi ini dilakukan dengan: 

1. Mengumpulkan dan mempelajari literatur yang berupa buku-buku makalah, 

dokumentasi, notulen, catatan harian, internet dan lain-lain yang berkaitan 

dengan masalah penelitian yang akan digunakan dalam menyelesaikan 

persamaan Pell. Adapun literatur utama yang penulis gunakan berupa jurnal 

yang berjudul "Solving the generalized Pell equation NDyx =− 22 " karya 

John P. Robertson dan "The Pell Equation  422 ±=− Dyx " karya Ahmet 

Tekcan. 

2. Menentukan pokok permasalahan dari literatur utama berupa cara mencari 

selesaian dari persamaan Pell 422 ±=− Dyx  dengan menggunakan algoritma 

PQa dan metode matriks. 

3. Data pada pembahasan skripsi ini berupa contoh-contoh soal persamaan Pell 

422 ±=− Dyx .  

4. Cara menyelesaikan persamaan Pell  422 ±=− Dyx  dengan menggunakan 

algoritma PQa dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

a. Menentukan apakah: )4(mod0≡D , )4(mod1≡D  dan ≡D 2atau3(mod 4) 

b. Menentukan nilai dari ia , Pi dan Qi dengan rumus: 

( )
i

i
i Q

DP
a

+
= , 0≥i , 111 −−− −= iiii PQaP , 1≥i  dan 

1

2

−

−
=

i

i
i Q

PD
Q , 1≥i  

c. Menentukan nilai ix  dan iy  dengan 0≥i  dengan rumus: 

21 −− += iiii xxax  dan 21 −− += iiii yyay  
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d. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell  422 ±=− Dyx  untuk 

mengetahui apakah x dan y merupakan solusi dari persamaan Pell 

422 =− Dyx  atau 422 −=− Dyx . 

5. Cara menyelesaikan persamaan Pell dengan metode matriks sebagai berikut: 

a. Untuk persamaan Pell 422 =− Dyx , maka 















=









0

1

1

1

1

1

n

n

n

x

Dy

y

x

v

u
dengan  

( ) 






= −− 11 2
,

2
,

n
n

n
n

nn

vu
yx , untuk 1≥n . 

b. Untuk persamaan Pell 422 −=− Dyx , maka  















=








+

+

+

0

1
12

1

1

1

1

12

12

n

n

n

x

Dy

y

x

v

u
 

dengan ( ) 






= ++
++ n

n
n
n

nn

vu
yx

2
,

2
, 1212

1212 , untuk 0≥n . 

6. Analisis data berupa pembuktian apakah variabel x dan y dari selesaian 

persamaan Pell 422 ±=− Dyx  akan bernilai sama jika diselesaikan dengan 

menggunakan algoritma PQa maupun dengan metode matriks yang diterapkan 

pada contoh-contoh soal pembahasan. 

 

1.7. Sistematika Pembahasan  

Agar dalam penulisan dan pembahasan skripsi ini sistematis dan mudah 

untuk dipahami, maka pembahasannya disusun menjadi empat bab sebagai 

berikut: 

BAB I : Pendahuluan, yang berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, 

dan sistematika pembahasan. 
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BAB II  :  Kajian pustaka, yang berisi teori-teori yang mendukung terhadap 

rumusan masalah penelitian. 

BAB III  :  Pembahasan, yang berisi ulasan tentang jawaban dari rumusan 

masalah. 

BAB IV :  Penutup, berisi kesimpulan dan saran-saran. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1. Himpunan Bilangan 

Himpunan adalah kumpulan objek-objek yang terdefinisi dengan jelas. 

Objek-objek yang termasuk dalam suatu himpunan disebut unsur atau anggota 

himpunan. Beberapa himpunan yang sering ditemui adalah sebagai berikut: 

1. Bilangan Asli, N 

Himpunan bilangan asli atau bilangan bulat positif dinotasikan dengan N. 

Berikut adalah himpunan bilangan asli: 

                       { }L,3,2,1  

                    (Abdussakir, 2006: 2) 

2. Bilangan Bulat, Z 

Bilangan bulat termasuk bilangan Real  

   LL ,3,2,1,0,1,2,3, −−−  

Bilangan bulat dinotasikan dengan Z, dapat dituliskan sebagai berikut: 

            { }LL ,2,1,0,1,2, −−=Z  

         (Lipschutz, 1981: 30) 

3. Bilangan Rasional, Q 

Bilangan rasional termasuk bilangan real dapat dituliskan sebagai rasio dari 

dua bilangan bulat. Bilangan rasional dinotasikan dengan Q. 

   
q

p
xxQ == /{ , dimana }, ZqZp ∈∈  
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masing-masing bilangan bulat termasuk bilangan rasional, sebagai contoh: 

1

5
5 = . Dengan demikian Z subset dari Q.  

         (Lipschutz, 1981: 30) 

4. Bilangan Irrasional, Q’ 

Himpunan bilangan real yang tidak dapat dinyatakan sebagai 
b

a
 dengan 

Zba ∈,  dan 0≠b  disebut himpunan bilangan irrasional. Bilangan ,3,2  

dan 8  adalah contoh bilangan irrasional. 

         (Abdussakir, 2006: 2) 

Bilangan bulat memiliki sifat-sifat sebagai berikut: 

1. Sifat tertutup terhadap operasi penjumlahan dan perkalian. 

∀ Zba ∈,  , maka: 

Ada dengan tunggal Zba ∈+  

Ada dengan tunggal Zaxb∈  

2. Sifat komutatif terhadap operasi penjumlahan dan perkalian 

∀ Zba ∈,  , maka: 

abba +=+  

a x b = b x a  

3. Sifat assosiatif penjumlahan dan perkalian 

Zcba ∈∀ ,, , maka: 

a + (b + c) = (a + b) + c 

a x (b x c) = (a x b) x c 
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4. Sifat distributif  kiri dan kanan perkalian terhadap penjumlahan 

Zcba ∈∀ ,, , maka: 

a x (b + c) = a x b + a x c 

(a + b) x c = a x c + b x c 

5. Ketunggalan invers penjumlahan 

Za∈∀ , ada elemen Za∈−  dinamakan invers penjumlahan dari  a. 

6. Ada elemen identitas penjumlahan  

Za∈∀ , ada elemen 0 dalam Z sehingga: 

a + 0 = 0 + a  = a, 

0 dinamakan elemen identitas penjumlahan. 

7. Ada elemen identitas perkalian 

Za∈∀ , ada dengan tunggal elemen 1 dalam Z sehingga: 

a x 1 = 1 x a = a, 

1 dinamakan elemen identitas perkalian. 

8. Perkalian dengan nol, Za∈∀ , maka: 

000 == axxa  

 

2.2. Keterbagian 

Algoritma pembagian atau sering disebut algoritma Euclid menyatakan 

bahwa jika suatu bilangan bulat dibagi oleh bilangan bulat lain, maka ada hasil 

dan sisanya. 
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Definisi: Jika m,n bilangan-bilangan bulat dan 0≠m , maka m membagi (habis) n 

(ditulis nm ) jika dan hanya jika  n = k m, untuk suatu bilangan bulat k  

 (Sukirman, 2005: 15) 

Sebagai contoh: ,82  ,24)6(−  )15(5 −  dan ).12()4( −−  

Jika m n, maka kita katakan bahwa m pembagi atau faktor dari n, atau n adalah 

kelipatan dari m. Untuk menyatakan bahwa m tidak membagi n ditulis m n. 

Definisi: Misalkan a dan b adalah bilangan-bilangan bulat yang tidak nol, faktor 

persekutuan terbesar (FPB) dari a dan b adalah c ditulis (a,b) = c jika 

dan hanya jika: )(i 0>c ,  )(ii  ac  dan bc  dan (iii ) jika ad  dan bd  

Maka cd . 

         (Sukirman, 2005: 16) 

Sebagai contoh: (24,9) = 3  

 

2.3. Pecahan Berulang 

2.3.1. Pecahan Berulang Berhingga (finite) 

Ekspansi pecahan berulang dari 0ξ  atau 
1

0

u

u
 dari bilangan rasional dan 

bilangan bulat ai sebagai hasil bagi dapat dituliskan dengan: 

  

j
j a

a

a
u

u

1
1

1

1

0
1

0
0

+
+

+==

−

M

ξ  
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Contoh  :  Selesaikan pecahan berulang 
22

51
 ! 

Penyelesaian: 

7

1
3

1
2

22

51

+
+=  atau 7,3,2

22

51 =  

2.3.2. Pecahan Berulang Tak Hingga (infinite) 

Bentuk polynomial dari ekspansi pecahan berulang dapat dituliskan 

dengan jelas. Seperti  biasa [ ]010 2,,,; aaaa nL  menunjukkan periode infinit dari 

pecahan berulang 

  

O

O
O

+
+

+
+

+
+

−

1
0

1

1

0

1
2

1

1
1

a
a

a
a

a
a

n

n

 

             (Laughlin, 1999: 3) 

Jadi pada bilangan bulat, suatu ekspansi dari pecahan berulang diberikan dengan 

[ ]012210 2,,,,,; aaaaaaD L=  dan periode dari 01221 2,,,,, aaaaa L  ditulis dengan 

m. 

Contoh: Selesaikan pecahan berulang dari 41 ! 

Penyelesaian:  

641

1
1

641641

−

=−+=  

    

( )
5

441

1
2

4415

25
2

5

441
2

5

44110

5

641

641

1

+
+=

+
+=

−+=−+=+=
−
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  ( )

641

1
2

6415

5
2

5

641
2

5

64110

5

441

+
+=

+
+=−+=−+=+

 

  

5

641

1
1264112641

+
+=−+=+  

Jadi nilai dari 

5

641

1
12

1
2

1
2

1
641

+
+

+
+

+=  

atau [ ]12,2,2;641 =  

Perhitungan secara numerik termasuk dalam menentukan pecahan 

berulang dapat menjadi cukup panjang. Jika 0ξ  adalah bentuk kuadrat irrasional, 

maka dapat diselesaikan dengan  
( )

0

0
0 q

dm +
=ξ , ( )2

00 mdq −  sehingga 

didapatkan : 

,
0

0
0











 +
=

q

dm
a       ,0001 mqam −=      

   0

2
1

1 q

md
q

−
=  

,
1

1
1











 +
=

q

dm
a       ,1112 mqam −=         ( )21102 mmaqq −+=  

,
1

1
1











 +
=

−

−
−

i

i
i q

dm
a          ,111 −−− −= iiii mqam       ( ) 1,112 ≥−+= −−− immaqq iiiii  

               (Niven, dkk, 1991: 358) 

Dalam hal ini diberikan a, m dan q bilangan bulat, d  bilangan bulat bukan kuadrat 

sempurna. 
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Contoh: Selesaikan pecahan berulang dari 
2

291+
 ! 

Penyelesaian: 

2

529

1
3

2

5296

2

52951

2

291

+
+=−+=−++=+

   

Dari perhitungan diperoleh 30 =a , dengan demikian dapat dicari  

51231 =−⋅=m  dan 2
2

4

2

2529

2

529 2

1 ==−=−=q . 

Jadi 30 =a , 31 =m  dan 21 =q . 

 

2.4. Kekongruenan 

Definisi: Jika m suatu bilangan bulat positif, maka a kongruen dengan b modulo 

m (ditulis ba ≡ (mod m)) bila dan hanya bila m membagi (a - b). Jika m 

tidak membagi (a - b) maka dikatakan bahwa  a tidak kongruen dengan 

b modulo m (ditulis ba ≡ (mod m)). 

 (Sukirman, 2005: 20) 

Definisi tersebut dapat ditulis bahwa hanya jika m > 0 maka m (a -  b) bila dan 

hanya bila ba ≡ (mod m). 

Teorema: ba ≡ (mod m) bila dan hanya bila ada bilangan bulat k sehingga 

bmka += . 

         (Sukirman, 2005: 20) 

Bukti: Jika a dan m bilangan-bilangan bulat positif dan m > 0, menurut algoritma 

pembagian, maka a dapat dinyatakan sebagai berikut: 

rmqa +=  dengan  mr <≤0 . 
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Ini berarti bahwa mqra =− , yaitu ra ≡ (mod m). Karena mr <≤0 , 

maka ada m buah pilihan untuk r, yaitu )1(,,3,2,1,0 −mL . Jadi setiap 

bilangan bulat akan kongruen modulo m dengan tepat satu di antara 

)1(,,3,2,1,0 −mL . 

Contoh : 

426 ≡ (mod 11) sama artinya dengan 421126 +⋅= . 

338≡ (mod 5) sama artinya dengan 37538 +⋅= . 

Kekongruenan modulo suatu bilangan bulat positif adalah suatu relasi 

antara bilangan-bilangan bulat. Dapat ditunjukkan bahwa relasi kekongruenan itu 

merupakan relasi ekuivalensi. Dapat diingat bahwa suatu relasi disebut relasi 

equivalensi jika relasi itu memiliki sifat refleksi, sifat simetris dan sifat transitif. 

Sukirman (2005: 21) mengungkapkan bahwa jika m, a, b dan c adalah 

bilangan-bilangan bulat dengan m positif, maka: 

(i) aa ≡ (mod m), sifat refleksi 

(ii)  Jika ba ≡ (mod m) maka ab ≡ (mod m), sifat simetris 

(iii)  Jika ba ≡ (mod m) dan cb ≡ (mod m) maka ca ≡ (mod m) sifat transitif 

Kita buktikan tiap-tiap sifat itu! 

(i) Karena ,00 maa ==− maka aa ≡ (mod m) 

(ii)  Karena ba ≡ (mod m) maka kmab =−  untuk suatu bilangan bulat k, 

sehingga kmba −=−   yang berarti bahwa ab ≡ (mod m). 

(iii)  ba ≡ (mod m) berarti kmba =−  untuk suatu bilangan bulat k.  
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cb ≡ (mod m) berarti hmcb =−  untuk suatu bilangan bulat h. Ruas-ruas 

pada kedua persamaan dijumlahkan, sehingga diperoleh ( )mhkca −=−  

yang berarti bahwa ca ≡ (mod m). 

Karena relasi ”≡ ” (kekongruenan) pada himpunan bilangan bulat 

memenuhi tiga sifat tersebut, maka relasi kekongruenan pada himpunan tersebut 

merupakan relasi ekuivalen.  

        

2.5. Persamaan Diophantine 

2.6.1. Sejarah Persamaan Diophantine 

Diophantus adalah seorang ahli matematika yang produktif dan terakhir 

dari zaman Yunani. Dialah ahli matematika yang pertama kali melakukan operasi 

seperti ( )( )21 −− xx  tanpa referensi secara geometri. Identitas seperti 

( ) 222 2 yxyxyx ++=+  juga dibuktikannya secara aljabar. Diophantus juga 

menyelesaikan persamaan-persamaan simultan dan beberapa karyanya dalam 

Teori Bilangan sangat dikagumi oleh para cendekiawan matematika sampai saat 

ini, oleh sebab itu Diophantus sering disebut sebagai Bapak Aljabar. 

Selama abad 14-16 tidak ada kemajuan yang dicapai baik dari Diophantus 

maupun Fermat yang juga ahli matematika. Untuk selanjutnya Fermat tertarik 

dengan bahasan yang timbul setelah Diophantus membaca buku milik Bachet 

edisi 1621. Buku tersebut mengingatkannya kembali tentang pekerjaan 

Diophantus. Dengan topik modern dari Fermat ini maka analisis Diophantine 

telah dimulai (Harold, 1970: 145). 
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Dalam matematika, persamaan Diophantine adalah sebuah persamaan 

polynomial yang memberikan variabel-variabel tertentu dengan selesaian berupa 

bilangan bulat. Permasalahan dari persamaan Diophantine adalah persamaan yang 

memiliki sedikit variabel yang tidak diketahui dan meliputi cara menentukan 

bilangan bulat dengan benar dari seluruh persamaan. Misalkan naaa ,,, 21 L  

adalah bilangan bulat, dan semuanya bukan nol, nxxx ,,, 21 L  menyatakan variabel 

dan c adalah konstanta maka bentuk umum persamaan Diophantine dapat 

dituliskan dengan  

 cxaxaxa nn =+++ L2211     

         (Niven, dkk, 1991: 219) 

2.6.2. Macam-macam Persamaan Diophantine 

Persamaan Diophantine dibagi menjadi dua, yaitu persamaan Diophantine 

Linier dan Non Linier. 

1. Persamaan Diophantine Linier 

Persamaan Diophantine Linier dengan dua variabel berbentuk cbyax =+  

dimana a, b, c adalah bilangan bulat dan selesaian dari persamaan ini yaitu x dan y 

juga bilangan bulat. Jika a = b = c = 0 maka sepasang bilangan bulat ),( yx  

merupakan solusi dari cbyax =+ . Jika a = b = 0 dan 0≠c  maka cbyax =+  

tidak ada selesaiannya (Niven, dkk, 1991: 212). 

Persamaan Diophantine linier yang memiliki variabel dua disebut 

persamaan Diophantine linier dua peubah, jika variabelnya tiga disebut persamaan 

Diophantine tiga peubah dan seterusnya. 
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2. Persamaan Diophantine Non Linier (kuadratis) 

Persamaan Diophantine non linier merupakan persamaan Diophantine 

yang variabelnya berpangkat lebih dari satu. Misal ,,,, 21 kaaa L  n bilangan bulat, 

kemudian ditentukan bentuk polynomial ),,( 1 kxxf L  dengan variabel kxx ,,1 L   

yang diberikan oleh 22
111 ),,( kkk xaxaxxf ++= LL , maka nxxf k =),,( 1 L  

disebut persamaan Diophantine kuadrat. 

Beberapa dari persamaan Diophantine non linier dapat berupa persamaan 

Pythagoras 222 zyx =+  dengan nilai x, y dan z bilangan bulat positif. Pythagoras 

menggambarkan solusi untuk sisi paling kecil dari persamaan Pythagoras 

diberikan 12 += ax , untuk sisi yang lebih besar diberikan aay 22 2 += , dan sisi 

miringnya diberikan 1+= yz  (Dickson, 1971: 165). Selain persamaan Pythagoras 

juga terdapat bentuk lain dari persamaan Diophantine non liniear 

yaitu NDyx =− 22 .  

Fermat adalah seorang pemula yang mengawali pembahasan persamaan 

Diophantine modern. Fermat menghabiskan waktu-waktunya untuk 

merealisasikan apa yang telah dilibatkannya dalam menyelesaikan suatu 

persamaan. Fermat pernah ditantang ahli matematika Inggris Wallis untuk 

menyelesaikan persamaan Fermat-Pell 122 =− dyx dan Wallis memberikan 

penyelesaian 1=x  dan 0=y . Selesaian trivial tersebut sekarang biasa disebut 

dengan persamaan Pell.  

Zuckerman (1991: 351) menyatakan bahwa Persamaan Pell Ndyx =− 22  

dengan diberikan koefisien berupa bilangan bulat d dan konstanta N serta variabel 
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x dan y adalah variabel yang tidak diketahui menyebut persamaan ini sebagai 

persamaan Pell. Jika nilai d negatif, maka maka persamaan tersebut mempunyai 

solusi yang terbatas. Jika nilai d  berupa kuadrat sempurna, katakan 2ad = , maka 

persamaan dapat dibentuk menjadi ( )( ) Nayxayx =+−  dan persamaan tersebut 

juga mempunyan solusi yang terbatas. Pada pembahasan skripsi ini penulis akan 

memberikan contoh persamaan Pell yang berbentuk 422 ±=− Dyx . 

 

2.6. Algoritma PQa 

2.6.1. Definisi Algoritma 

Kata algoritma mungkin bukan sesuatu yang asing ditelinga. Penemunya 

adalah seorang ahli matematika dari Uzbekistan yang bernama Abu Abdullah 

Muhammad Ibn Musa Al-Khawarizmi (770-840). Di dalam dunia literatur barat 

Al-Khawarizmi lebih terkenal dengan sebutan Algorizm. Panggilan inilah yang 

kemudian dipakai untuk menyebut konsep algorithm yang ditemukannya. Dalam 

bahasa Indonesia, kemudian disebut sebagai algoritma (Sukrisno, 2005: 19-20). 

Wahyudi (2004: 9) mengatakan bahwa algoritma adalah sebuah strategi 

yang mengandalkan kemampuan berpikir secara logis untuk memecahkan suatu 

masalah. Dalam algoritma, dimulai dengan berpikir apa yang kita miliki (kekuatan 

dan kelemahan), selanjutnya diatur langkah (aksi) agar tujuan atau sasaran yang 

diharapkan dapat terwujud. 

2.6.2. Algoritma PQa 

Algoritma PQa adalah jantung dari beberapa metode penyelesaian 

persamaan Pell. Algoritma ini  menghitung ekspansi pecahan berulang dari bentuk 
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kuadrat irrasional 
0

0

Q

DP +
 dengan diberikan bilangan bulat DQP ,, 00  tertentu . 

    (Roberson, 2004: 4) 

Misalkan DQP ,, 00  adalah bilangan bulat positif dengan 00 ≠Q , 0>D   

berupa koefisien bukan berupa kuadrat sempurna, dan DP ≡2
0 (mod 0Q ), maka 

diberikan :  

12 =−y  dan 01 =−y   

02 Px −=−  dan 01 Qx =−  

  Adapun langkah penyelesaian selanjutnya dapat ditentukan dengan 

mencari nilai  ai, Pi , Qi
 , xi  dan  yi sebagai berikut: 











 +
=

i

i
i Q

DP
a , untuk 0≥i  

111 −−− −= iiii PQaP , untuk 1≥i    

1

2

−

−
=

i

i
i Q

PD
Q , untuk 1≥i  

dan untuk 1≥i  maka diperoleh : 

21 −− += iiii xxax   

21 −− += iiii yyay   

Kunci utama dari algoritma ini adalah hasil bagi yang diperoleh dari ekspansi 

pecahan berulang 
0

0
0 Q

DP +
=ξ  dapat ditulis dengan L,,, 210 aaa  yaitu: 
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K

1
1

1

2

1

0
0

0

+
+

+=
+

a
a

a
Q

DP
  

ia  adalah hasil bagi parsial dari 0ξ , demikian juga untuk 0≥i , maka himpunan 

i

i
i Q

DP +
=ξ  dengan iξ  adalah hasil bagi yang lengkap dari ξ  ke-i.  

Faktor-faktor yang perlu diperhatikan dalam menyelesaikan persamaan 

Pell dengan algoritma PQa adalah memahami hubungan antara NDyx ii =− 22  

dengan ix  dan iy  adalah solusi dari persamaan Pell yang dicari.  

Penting sekali untuk menentukan cara mencapai penyelesaian akhir dari 

periode pertama. Setelah menentukan iP  dan iQ , kemudian menentukan apakah 

i

i

Q

DP +
 tereduksi, misal ri  periode paling kecil dari i, kemudian menentukan 

periode paling kecil dari rij >  dengan ji PP
r

=  dan ji QQ
r

=  dengan demikian j 

akan menandai awal dari periode ke-2 dan  j-1 adalah akhir dari periode pertama. 

Selanjutnya penyelesaian persamaan Pell dapat dicari dengan 

menggunakan hasil bagi dari iP , iQ  dan ai sebagai berikut: 

ili PP −+= 1 , untuk li ,,3,2,1 L=  dengan il 2=  

ili QQ −= , untuk li ,,2,1,0 L=  dengan 12 += il  

ili aa −= , untuk 1,,3,2,1 −= li L  dengan 12 += il  

Kemudian, 

02aal =  jika 00 =P  dan 10 =Q  
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12 0 −= aal  jika 10 =P  dan 20 =Q  

ketentuan ini diberikan untuk iP , iQ  dan ai dengan 1=i dan dari sini untuk 

penyelesaian selanjutnya dapat dicari. 

  

2.7. Matriks 

Definisi: Sebuah matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-

bilangan. Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri 

dalam matriks. 

Contoh 2.7.1 : Susunan berikut adalah matriks 























− 41

03

21

  






 − 3012   






















−

000

0
2

1
3

2 eπ

  








3

1
  [ ]4  

Seperti yang ditunjukkan oleh contoh-contoh ini, maka ukuran matriks-matriks 

bermacam-macam besarnya. Ukuran matriks dijelaskan dengan menyatakan 

banyaknya baris (garis horizontal) dan banyaknya kolom (dengan vertikal) yang 

terdapat dalam matriks tersebut. Matriks pertama dalam contoh di atas 

mempunyai 3 baris dan 2 kolom sehingga ukurannya adalah 3 kali 2 (yang 

dituliskan 3 x 2). Angka pertama selalu menunjukkan banyaknya baris dan angka 

kedua menunjukkan banyaknya kolom. Jadi, matriks selebihnya dalam contoh 1 

berturut-turut mempunyai ukuran 1 x 4, 3 x 3, 2 x 1, dan 1 x 1. 
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 Jika B digunakan untuk menyatakan sebuah matriks, maka akan digunakan 

bij untuk entrinya dalam baris i dan kolom j. Jadi matrik m x n yang umum dapat 

dituliskan sebagai:  

 B =  

























mnmm

n

n

bbb

bbb

bbb

K

MMM

K

K

21

22221

11211

 atau [ ]
mxnijb  

       (Anton, 1987: 23) 

Definisi: Jika A dan B adalah sebarang dua matriks yang ukurannya sama, maka 

jumlah A+B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan 

bersama-sama entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. 

Matriks-matriks yang ukurannya berbeda tidak dapat ditambahkan. 

              (Anton, 1987: 23) 

Contoh 2.7.2 : Tinjaulah matriks-matriks 

  A = 























−

−

0724

4201

3012

   B = 























−

−

−

5423

1022

1534

   C = 

















22

11
 

Penyelesaian :  

  A + B = 





















−

5307

3221

4542

 

Sedangkan  A + C  dan  B + C  tidak didefinisikan. 
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Definisi: Jika A adalah matriks m x r dan B adalah matriks r x n, maka hasil kali 

AB adalah matriks m x n yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut. 

Untuk mencari entri dalam baris i dan kolom j dari AB, pilihlah baris i 

dari matriks A dan kolom j dari matriks B. Kalikanlah entri-entri yang 

bersesuaian dari baris dan kolom tersebut bersama-sama dan kemudian 

tambahkanlah hasil kali yang dihasilkan. 

               (Anton, 1987: 23) 

Contoh 2.7.3: Tinjaulah matriks-matriks 

 A = 

















062

421
  B = 























−

2572

1310

3414

 

Penyelesaian: Karena A adalah matriks 2 x 3 dan B adalah matriks 3 x 4, maka 

hasil kali AB adalah matriks 2 x 4. Untuk menentukan, misalnya, 

entri dalam baris 2 dan kolom 3 dari AB, dapat dikalikan dengan 

entri-entri yang bersesuaian  bersama-sama dan menambah hasil 

kali. 

  

















062

421
    























−

2572

1310

3414

 =    

  26)50()36()42( =⋅+⋅+⋅  

  Perhitungan-perhitungan untuk hasil kali selebihnya adalah: 

  12)24()02()41( =⋅+⋅+⋅  

26 
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  27)74()12()11( =⋅+⋅−⋅  

  30)54()32()41( =⋅+⋅+⋅  

  8)20()06()42( =⋅+⋅+⋅  

  4)70()16()12( −=⋅+⋅−⋅  

  12)20()16()32( =⋅+⋅+⋅  

  Jadi  AB  = 








− 122648

13302712
 

 

2.8. Kajian Tentang Teori Bilangan dalam Al Qur’an 

Persamaan Diophantine yang dibagi menjadi dua yaitu persamaan 

diophantine linier dan non linier termasuk di dalamnya persamaan Pell merupakan 

bagian dari kajian ilmu matematika tentang teori bilangan. Dalam teori bilangan 

banyak ditemui konsep tentang himpunan, bilangan dan operasi bilangan, pecahan 

dan lain sebagainya. 

Pada bagian ini, akan dibahas keterkaitan antara bilangan dalam 

matematika dengan Al Qur’an yang merupakan kitab suci umat Islam, diantaranya 

sebagai berikut: 

1. Konsep Himpunan dalam Al Qur’an 

Dalam Al Qur’an himpunan, relasi himpunan dan operasi himpunan, 

cukup banyak dibicarakan. Sebagai contoh, perhatikan firman Allah SWT dalam 

surat Al Faatir  ayat 1: 
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ß‰ôϑ pt ø: $# ¬! Ì�ÏÛ$sù ÏN≡ uθ≈yϑ ¡¡9 $# ÇÚ ö‘ F{$#uρ È≅ Ïã%ỳ Ïπs3 Í×‾≈ n=yϑ ø9$# ¸ξß™ â‘ þ’ Í<'ρé& 7πysÏΖ ô_r& 4‘oΨ ÷V̈Β 

y]≈n=èO uρ yì≈t/ â‘uρ 4 ß‰ƒÌ“tƒ ’ Îû È,ù=sƒ ø: $# $tΒ â !$t± o„ 4 ¨βÎ) ©! $# 4’ n? tã Èe≅ä. & óx« Ö�ƒ Ï‰ s% ∩⊇∪   

  

Artinya: Segala puji bagi Allah pencipta langit dan bumi, yang menjadikan 
malaikat sebagai utusan-utusan (untuk mengurus berbagai macam 
urusan) yang mempunyai sayap, masing-masing (ada yang) dua, tiga 
dan empat. Allah menambahkan pada ciptaan-Nya apa yang 
dikehendaki-Nya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas segala 
sesuatu. 

 
 

Surat Al Faatir ayat 1 tersebut menjelaskan tentang sekelompok, 

segolongan atau sekumpulan makhluk yang disebut malaikat dan sekelompok 

malaikat tersebut terdapat kelompok malaikat yang mempunyai dua sayap, atau 

empat sayap jika Allah SWT menghendaki. Selain ayat di atas perhatikan juga 

firman Allah dalam surat An-Nuur ayat 45: 

 

ª! $#uρ t,n=y{ ¨≅ ä. 7π−/!# yŠ ÏiΒ & !$ ¨Β ( Νåκ÷] Ïϑ sù ̈Β Å ốϑ tƒ 4’ n?tã ÏµÏΖ ôÜt/ Νåκ÷] ÏΒ uρ ̈Β Å ốϑ tƒ 4’ n?tã 

È÷, s#ô_ Í‘ Νåκ ÷] ÏΒuρ ̈Β Å ốϑtƒ #’ n?tã 8ì t/ ö‘r& 4 ß, è=øƒ s† ª! $# $ tΒ â !$ t± o„ 4 ¨βÎ) ©!$# 4’ n? tã Èe≅à2 & óx« Ö�ƒ Ï‰s% 

∩⊆∈∪   

  
Artinya: Dan Allah telah menciptakan semua jenis hewan dari air, maka sebagian 

dari hewan itu ada yang berjalan di atas perutnya dan sebagian berjalan 
dengan dua kaki sedang sebagian (yang lain) berjalan dengan empat 
kaki. Allah menciptakan apa yang dikehendaki-Nya, sesungguhnya Allah 
Maha Kuasa atas segala seuatu. 
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Surat An-Nuur ayat 45 ini membicarakan tentang sekumpulan makhluk 

yang disebut hewan. Diantara sekelompok hewan tersebut ada yang berjalan di 

atas perutnya (tanpa kaki), sebagian berjalan dengan dua kaki atau empat kaki 

sesuai dengan yang dikehendaki Allah SWT.  

Berdasarkan kedua ayat di atas dapat diketahui bahwa di dalam Al Qur’an 

ternyata juga terdapat konsep matematika terutama yang membahas tentang 

himpunan, yaitu sekumpulan objek-objek yang terdefinisi dengan jelas. Ketika 

umat Islam membaca Al Qur’an maka pada surat Al Fatehah juga akan dijumpai 

bahwa manusia terbagi menjadi tiga kelompok, yaitu (1) kelompok yang diberi 

nikmat oleh Allah, (2) kelompok yang dimurkai dan (3) kelompok yang sesat.  

Abdusysyakir (2007: 110) mengemukakan bahwa jika pembicaraan dari 

makna surat Al Fatehah dikaitkan dengan konsep relasi dan operasi himpunan, 

maka kelompok yang diberi nikmat akan saling lepas (disjoint) dengan kelompok 

yang dimurkai dan sesat. 

 

2. Konsep Bilangan Dalam Al Qur’an 

Seperti yang telah dijelaskan pada bab pendahuluan bahwa dalam            

Al Qur’an disebutkan sebanyak 38 bilangan berbeda. Dari 38 bilangan tersebut, 

30 adalah bilangan asli dan 8 adalah bilangan pecahan. Ketigapuluh bilangan asli 

berbeda dalam dalam Al Qur’an dinyatakan sebagai berikut: 
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               Tabel 2.1. Bilangan-bilangan Asli dalam Al Qur’an 

No. Bilangan  No. Bilangan 
1 1 16 40 
2 2 17 50 
3 3 18 60 
4 4 19 70 
5 5 20 80 
6 6 21 99 
7 7 22 100 
8 8 23 200 
9 9 24 300 
10 10 25 1000 
11 11 26 2000 
12 12 27 3000 
13 19 28 5000 
14 20 29 50000 
15 30 30 100000 

Total 147 total 161999 
147+161999 

                  (Sumber: Irawan, Abdussakir, dan Kusumastuti, 2005: 57) 

Kedelapan bilangan pecahan berbeda dalam Al Qur’an sebagai berikut: 

  Tabel 2.2  Pecahan-pecahan Berbeda dalam Al Qur’an 

No. Bilangan Banyak Penyebutan 

1. 
3

2
 3 

2. 
2

1
 5 

3. 
3

1
 3 

4. 
4

1
 2 

5. 
5

1
 1 

6. 
6

1
 3 

7. 
8

1
 1 

8. 
10

1
 1 

Total Penyebutan              19 
                (Sumber: Irawan, Abdussakir, dan Kusumastuti, 2005: 58-59) 
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 Berkaitan dengan relasi bilangan bahwa relasi atau membandingkan suatu 

bilangan biasanya dilakukan pada sepasang bilangan dengan aturan tertentu. 

Perhatikan firman Allah SWT dalam surat Ash Shaffat ayat 147. 

çµ≈oΨ ù=y™ö‘ r& uρ 4’ n<Î) Ïπs@($ÏΒ A#ø9 r& ÷ρr& šχρß‰ƒÌ“ tƒ ∩⊇⊆∠∪   

Artinya: Dan Kami utus dia kepada seratus ribu orang atau lebih. 

 

Abdusysyakir (2006: 59) menyatakan bahwa pada QS 37: 147 tersebut dijelaskan 

bahwa nabi Yunus diutus kepada umat yang jumlahnya 100000 orang atau lebih. 

Secara matematika, jika umat nabi Yunus sebanyak x orang, maka x sama dengan 

100000 atau x lebih dari 100000. Ada dua relasi bilangan dalam QS 37: 137, yaitu 

relasi ”sama dengan” dan relasi ”lebih dari”. Relasi ”sama dengan” dan ”lebih 

dari” masing-masing ditulis "=" dan ">". Dua relasi ini dikenal dengan relasi 

urutan (order relations). Dengan demikian, kalimat x sama dengan 100000 atau x 

lebih dari 100000 dapat ditulis dengan: 

   x = 100000  atau  x > 100000. 

 Adanya bilangan dan relasi bilangan belum lengkap, jika tidak dapat 

melakukan suatu aksi pada pasangan bilangan yang diberikan dan melakukan aksi  

pada pasangan bilangan biasanya disebut operasi. Operasi yang paling sederhana 

adalah operasi hitung dasar bilangan dan ternyata dalam Al Qur’an juga berbicara 

tentang operasi hitung dasar bilangan diantaranya: 

a. Operasi Penjumlahan 

b. Operasi Pengurangan 

c. Operasi Pembagian 
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Sebagai contoh perhatikan firman Allah dalam surat Al Kahfi: 25 yang berbunyi: 

(#θ èWÎ6 s9 uρ ’ Îû óΟ ÎγÏ�ôγ x. y]≈ n=rO 7π s@($ÏΒ šÏΖÅ™ (#ρßŠ#yŠ ø— $#uρ $ Yèó¡ Î@ ∩⊄∈∪   

Artinya: Dan mereka tinggal dalam gua mereka tiga ratus tahun dan ditambah 
sembilan tahun (lagi). 

 
Konsep matematika yang disebutkan dalam ayat tersebut adalah operasi 

penjumlahan, yaitu 300 + 9. Jadi makna yang tersirat di balik ayat tersebut adalah 

bahwa setiap muslim perlu memahami tentang bilangan dan operasi bilangan. 

Tanpa mengenal bilangan, seorang muslim tidak akan memahami Al Qur’an 

dengan baik ketika membaca ayat-ayat yang berkaitan tentang bilangan tersebut. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1.  Penyelesaian Persamaan Pell dengan Algoritma PQa 

Bentuk umum persamaan Pell yang dibahas dalam skripsi ini adalah: 

       422 ±=− Dyx   

dengan diberikan koefisien D berupa bilangan bulat positif bukan kuadrat 

sempurna. Variabel x dan y adalah penyelesaian dari persamaan Pell tersebut. 

Untuk mencari nilai x dan y pada pembahasan skripsi ini akan diselesaikan dengan 

menggunakan algoritma PQa dan metode matriks. 

Algoritma PQa adalah metode penyelesaian persamaan Pell yang bermula 

dari menghitung ekspansi pecahan berulang berbentuk kuadrat irrasional 

0

0
0 Q

DP
a

+
= , dengan diberikan bilangan bulat ,0P  0Q  dan D tertentu dengan 

0,00 >≠ DQ  bukan kuadrat sempurna. Selanjutnya ditetapkan: 

02 Px −=−  dan 01 Qx =−  

12 =−y dan 01 =−y   

                 (Tekcan, 2007: 4) 

 Jika diketahui persamaan Pell 422 ±=− Dyx  memiliki nilai )4(mod0≡D , maka 

menurut algoritma PQa ditetapkan 00 =P  dan 20 =Q , jika )4(mod1≡D  

ditetapkan 10 =P  dan 20 =Q  dan jika diketahui ≡D 2 atau 3 )4(mod  akan 

ditetapkan 00 =P  dan 10 =Q .         (Tekcan, 2007: 10)  
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Menyelesaikan persamaan Pell 422 ±=− Dyx  dengan menggunakan 

Algoritma PQa diperlukan langkah-langkah pengerjaan sebagai berikut : 

1. Menentukan apakah: 

a. )4(mod0≡D  

Jika diketahui persamaan Pell 422 ±=− Dyx  memiliki nilai D yang kongruen 

dengan 0 modulo 4, maka menurut ketentuan dari Algoritma PQa ditetapkan  

00 =P  dan 20 =Q . Pertimbangan modulo 4 menunjukkan bahwa solusi 

persamaan Pell tersebut akan memiliki nilai x yang selalu genap. 

b. )4(mod1≡D  

Jika diketahui persamaan Pell 422 ±=− Dyx  memiliki nilai D yang kongruen 

dengan 1 modulo 4, maka menurut ketentuan dari Algoritma PQa ditetapkan  

10 =P dan 20 =Q  . Pertimbangan modulo 4 menunjukkan bahwa solusi 

persamaan Pell tersebut akan memiliki nilai, yaitu jika x genap maka y juga 

genap dan sebaliknya jika x ganjil maka y juga ganjil.  

c. ≡D 2 atau 3 (mod 4) 

Jika diketahui persamaan Pell 422 ±=− Dyx  memiliki nilai D yang kongruen 

dengan 2 atau 3 modulo 4, maka menurut ketentuan dari Algoritma PQa 

ditetapkan 00 =P  dan 10 =Q . Pertimbangan modulo 4 menunjukkan bahwa 

solusi persamaan Pell tersebut akan memiliki nilai x dan y sama-sama genap.  

2. Menentukan nilai dari ia , Pi dan Qi dengan rumus:  

a. 
( )

i

i
i Q

DP
a

+
= , untuk 0≥i  
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b. 111 −−− −= iiii PQaP , untuk 1≥i  

c. 
1

2

−

−
=

i

i
i Q

PD
Q , untuk 1≥i  

3. Menentukan nilai  xi dan  yi  dengan 0≥i  dengan rumus: 

21 −− += iiii xxax  dan 21 −− += iiii yyay . 

4. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell  422 ±=− Dyx  untuk 

mengetahui apakah x dan y merupakan solusi dari persamaan Pell positif atau 

negatif. 

Permasalahan yang sering muncul dari persamaan Pell 422 ±=− Dyx , 

yaitu ketika diketahui :  

1.  Saat nilai D kongruen dengan 0 modulo 4 ( )4(mod0≡D ) 

Apabila diketahui dari Persamaan Pell 422 ±=− Dyx  memiliki koefisien 

D yang kongruen dengan 0 modulo 4, maka dengan menggunakan algoritma PQa 

akan diperoleh: 

a. Nilai koefisien D dari soal akan bernilai tetap. 

b. 00 =P  

c. Q0 = 2 

d. 02 =−x  dan 21 =−x  

e. 12 =−y  dan 01 =−y  

Untuk 0≥l ,  dimana l adalah panjang dari periode pecahan berulang 
0

0

Q

DP +
, 

maka 02aal =  (Robertson, 2004: 10).                          
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 Untuk lebih memahami uraian di atas,  perhatikan contoh soal berikut: 

Contoh 3.1.1: Selesaikan persamaan Pell 420 22 ±=− yx  ! 

Penyelesaian: Menyelesaikan persamaan Pell 420 22 ±=− yx  dari contoh 3.1.1 

dapat dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Menentukan kekongruenan koefisien D )4(mod  dari persamaan 

Pell 420 22 ±=− yx . 

Dari contoh 3.1.1. diketahui bahwa persamaan Pell   

420 22 ±=− yx  memiliki nilai )4(mod0≡D , maka dengan 

menggunakan Algoritma PQa diperoleh: 

a. D = 20 

b. P0 = 0 

c. Q0 = 2 

d. 02 =−x dan 21 =−x  

e. 12 =−y dan 01 =−y  

2. Menentukan nilai dari ia , iP  dan Qi  

Setelah diketahui nilai D, P0 dan Q0, maka untuk i = 0 diperoleh ia  

sebagai berikut:   

0

0
0 Q

DP
a

+
=   

2

200+=  

  
2

4204 −+=  
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2
420

1
2

+
+=  

 
Dari perhitungan diperoleh nilai 20 =a . Untuk 0≥l ,  dimana l 

adalah panjang dari periode pecahan berulang 
2

200+
, maka 

diperoleh 02aal = 22 ⋅=  = 4. Jadi 4 adalah  akhir dari periode 

pecahan berulang di atas dan untuk selanjutnya nilai dari naa L1  

akan bernilai sama yaitu 4. 

Berikutnya, untuk 1=i , maka diperoleh nilai dari Pi dan Qi  

sebagai berikut: 

0001 PQaP −=  

                    022 −⋅=  

                  4=  

    
0

2
1

1

20

Q

P
Q

−=  

    
2

420 2−=  

    
2

620−=  

    2=  
 
    Untuk  i = 1 maka diperoleh ia  sebagai berikut: 

  
1

1
1 Q

DP
a

+
=  

2

204 +=  

2

42044 −++=  
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2
420

1
4

+
+=  

Jadi diperoleh nilai a1 = 4. 

3. Menentukan nilai dari  xi  dan yi 

Berikutnya untuk mencari selesaian dari nilai xi  dan yi dengan  

0=i  dan 1, maka diperoleh penyelesaian ),( 00 yx  dan  

),( 11 yx berturut-turut sebagai berikut:   

2100 −− += xxax  

022 +⋅=  

04 +=  

4=  

1011 −+= xxax  

244 +⋅=  

216+=  

18=  
 

2100 −− += yyay  

     102 +⋅=  

1=  

1011 −+= yyay  

014 +⋅=  

4=  
 
Dari perhitungan di atas diperoleh selesaian awal yaitu 40 =x  dan 

10 =y . 
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4. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell  

420 22 ±=− yx  untuk mengetahui apakah x dan y merupakan 

solusi dari persamaan Pell positif atau negatif. 

Setelah diperoleh 40 =x  dan 10 =y , selanjutnya nilai (4,1) 

disubtitusikan ke persamaan Pell 420 22 ±=− yx  untuk 

membuktikan apakah (4,1) merupakan selesaian persamaan Pell 

tersebut atau bukan, sehingga diperoleh: 

222
0

2
0 120420 ⋅−=− yx  

12016 ⋅−=  

2016−=  

4−=  

Dari hasil subtitusi ternyata diketahui bahwa (4,1) merupakan 

selesaian dari persamaan Pell 420 22 −=− yx . Selanjutnya nilai 

181 =x  dan 41 =y  juga disubtitusikan ke persamaan Pell 

420 22 ±=− yx  untuk membuktikan apakah (18,4) merupakan 

selesaian atau bukan, sehingga diperoleh:  

222
1

2
1 4201820 ⋅−=− yx     

1620324 ⋅−=     

320324−=   

4=  

Dari perhitungan di atas ternyata juga diperoleh bahwa (18,4) 

merupakan selesaian dari persamaan Pell 420 22 =− yx . Dengan 

demikian dapat disimpulkan bahwa persamaan Pell 
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420 22 ±=− yx  baik yang bernilai positif maupun negatif 

keduanya sama-sama memiliki selesaian dengan nilai x selalu 

genap.  Jika perhitungan dilanjutkan dengan 30L=i , maka akan 

diperoleh selesaian dari persamaan Pell 420 22 ±=− yx  dalam 

bentuk tabel sebagai berikut:   

Tabel 3.1.1.  Solusi Persamaan Pell 420 22 ±=− yx  

i Pi Qi ai xi yi 
22 20 ii yx −  

-2 - - - 0 1  0 
-1 - - - 2 0  4 
 0 0 2 2 4 1 -4 
 1 4 2 4 18 4  4 
 2 4 2 4 76 17 -4 
 3 4 2 4 322 72  4 

    

Contoh 3.1.2 : Selesaikan persamaan Pell 468 22 ±=− yx ! 

Penyelesaian  : Menyelesaikan persamaan Pell 468 22 ±=− yx  dari contoh 3.1.2 

dapat dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Menentukan kekongruenan koefisien D dengan )4(mod dari 

persamaan Pell 468 22 ±=− yx . 

Dari contoh 3.1.2 diketahui bahwa persamaan Pell   

468 22 ±=− yx  memiliki nilai )4(mod0≡D , maka dengan 

menggunakan algoritma PQa diperoleh: 

a. D = 68 

b. P0 = 0 

c. Q0 = 2 
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d. 02 =−x dan 21 =−x  

e. 12 =−y dan 01 =−y  

2. Menentukan nilai dari ii Pa ,  dan iQ  

 Setelah diketahui nilai D, P0 dan Q0, maka  untuk i = 0 diperoleh 

ia  sebagai berikut:   

0

0
0 Q

DP
a

+
=  

  
2

680+=  

  
2

8208 −+=  

  

2
868

1
4

+
+=  

Dari perhitungan diperoleh nilai dari 40 =a . Untuk 0≥l , 

dimana l adalah panjang dari periode pecahan berulang
2

680+
, 

maka diperoleh 02aal = 42 ⋅=  = 8. Jadi 8 adalah  akhir dari 

periode pecahan berulang tersebut dan untuk selanjutnya nilai dari  

naa L1  akan bernilai sama yaitu 8. 

Selanjutnya untuk i = 1, maka diperoleh nilai dari Pi dan Qi 

sebagai berikut: 

     0001 PQaP −=  

      024 −⋅=  

         8=  
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0

2
1

1

68

Q

P
Q

−
=  

    
2

868 2−=  

    
2

6468−=  

2=  
 

    Untuk  i = 1 maka diperoleh ia  sebagai berikut: 

 

 
1

1
1 Q

DP
a

+
=  

 
2

688+=  

 
2

86888 −++=  

 

2
468

1
8 ++=  

  Jadi diperoleh nilai 81 =a . 
 

3. Menentukan nilai dari xi  dan yi 

Berikutnya untuk mencari selesaian dari xi  dan yi dengan i = 0 

dan 1, maka diperoleh penyelesaian ),( 00 yx  dan  

),( 11 yx berturut-turut sebagai berikut: 

 2100 −− += xxax  

 024 +⋅=  

 8=  

 1011 −+= xxax  

 288 +⋅=  

 264+=  

 66=  
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 2100 −− += yyay  

 104 +⋅=  

 1=  

 1011 −+= yyay  

 018 +⋅=  

 8=  
 
Dari perhitungan diperoleh selesaian awal yaitu 80 =x  dan 

10 =y . 

4. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell  

468 22 ±=− yx  untuk mengetahui apakah x dan y merupakan 

solusi dari persamaan Pell positif atau negatif. 

Setelah diperoleh 80 =x  dan 10 =y , selanjutnya nilai (8,1) 

disubtitusikan ke dalam persamaan 468 22 ±=− yx  untuk   

membuktikan apakah (8,1) merupakan selesaian persamaan 

tersebut atau bukan sehingga diperoleh: 

 222
0

2
0 168868 ⋅−=− yx  

16864 ⋅−=  

6864−=  

4−=  

Dari hasil subtitusi ternyata diketahui bahwa (8,1) merupakan 

selesaian dari persamaan Pell 468 22 −=− yx . Selanjutnya 

661 =x  dan 81 =y  juga disubtitusikan ke persamaan Pell 

468 22 ±=− yx  sehingga diperoleh:  
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 222
1

2
1 )8(686668 −=− yx     

 64684356 ⋅−=   

 43524356−=    

 4=   

 
Dari hasil perhitungan di atas ternyata juga diperoleh bahwa 

(66,8) merupakan selesaian dari persamaan Pell 468 22 =− yx . 

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa persamaan Pell 

468 22 ±=− yx  baik yang bernilai positif maupun negatif 

keduanya sama-sama memiliki selesaian dengan nilai x  yang 

selalu genap.  Jika perhitungan dilanjutkan dengan 30L=i , 

maka akan diperoleh penyelesaian dari persamaan Pell 

468 22 ±=− yx  dalam bentuk tabel sebagai berikut:   

Tabel 3.1.2. Solusi Persamaan Pell 468 22 ±=− yx  

i   Pi Qi ai xi yi 
22 68 ii yx −  

-2 - - - 0 1  0 
-1 - - - 2 0  4 
 0 0 2 4 4 1 -4 
 1 8 2 8 18 8  4 
 2 8 2 8 76 65 -4 
 3 8 2 8 322 528  4 

 

2. Saat nilai D kongruen dengan 1 modulo 4 ( )4(mod1≡D ) 

Apabila diketahui dari persamaan Pell 422 ±=− Dyx  memiliki koefisien 

D yang kongruen dengan 0 modulo 4, maka dengan menggunakan algoritma PQa 

diperoleh: 
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a. Nilai koefisien  D dari persamaan akan bernilai tetap. 

b. P0 = 1 

c. Q0 = 2 

d. 12 −=−x  dan 21 =−x  

e. 12 =−y  dan 01 =−y  

Untuk l > 0 dimana l adalah panjang periode dari pecahan berulang 
0

0

Q

DP +
  

maka 12 0 −= aal  (Robertson, 2004: 10). 

 Untuk lebih memahami uraian di atas,  perhatikan contoh soal berikut: 

Contoh 3.1.3 : Selesaikan persamaan Pell 413 22 ±=− yx  ! 

Penyelesaian : Menyelesaikan persamaan Pell 413 22 ±=− yx  dari contoh 3.1.3 

dapat dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Menentukan kekongruenan koefisien D dengan )4(mod dari 

persamaan Pell 413 22 ±=− yx . 

Dari contoh 3.1.3 diketahui bahwa persamaan Pell   

413 22 ±=− yx  memiliki nilai )4(mod1≡D , maka dengan 

menggunakan algoritma PQa diperoleh: 

a. D = 13 

b. P0 = 1 

c. Q0 = 2 

d. 12 −=−x  dan 21 =−x  

e. 12 =−y  dan 01 =−y  
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2. Menentukan nilai dari ii Pa ,  dan iQ  

Setelah diketahui nilai D, P0 dan Q0, maka untuk i = 0 diperoleh ia  

sebagai berikut:      

0

0
0 Q

DP
a

+
=   

2

131+=  

2

31331 −++=  

2

313

1
2

+
+=   

 
Dari perhitungan diperoleh nilai dari 20 =a . Untuk 0≥l ,  dimana 

l adalah panjang dari periode pecahan berulang
2

131+
, maka 

diperoleh 12 0 −= aal 122 −⋅=  = 3. Jadi 3 adalah  akhir dari 

periode pecahan berulang  dan untuk selanjutnya nilai dari naa L1  

akan bernilai sama yaitu 3. 

Selanjutnya untuk 1=i , maka diperoleh nilai dari  Pi dan Qi 

sebagai berikut: 

    0001 PQaP −=  

      122 −⋅=   

             14 −=  

                 3=  
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0

2
1

1

13

Q

P
Q

−
=   

    
2

313 2−=  

            
2

913−=  

   2=   
 

Untuk 1=i , maka diperoleh ia  sebagai berikut: 

1

1
1 Q

DP
a

+
=  

2

133+=  

2

31333 −++=  

2

313

1
3

+
+=  

 
Jadi diperoleh nilai 31 =a . 

3. Menentukan nilai dari  xi  dan yi 

Berikutnya untuk mencari selesaian dari xi dan yi dengan i = 0 dan 

1, maka diperoleh penyelesaian ),( 00 yx  dan  ),( 11 yx berturut-turut 

sebagai berikut: 

2100 −− += xxax  

)1(22 −+⋅=  

14 −=  

3=     
                   

1011 −+= xxax  

233 +⋅=  
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29 +=  

11=  
 

2100 −− += yyay  

102 +⋅=  

21=  

1011 −+= yyay  

133 +⋅=  

10=  
 
Dari hasil perhitungan di atas diperoleh selesaian awal yaitu 30 =x  

dan 10 =y .  

4. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell  

413 22 ±=− yx  untuk mengetahui apakah x dan y merupakan 

solusi dari persamaan Pell positif atau negatif. 

Setelah diperoleh 30 =x  dan 10 =y , selanjutnya nilai (3,1) 

disubtitusikan ke dalam persamaan 413 22 ±=− yx  untuk 

membuktikan apakah (3,1) merupakan selesaian dari persamaan 

Pell tersebut atau bukan, sehingga diperoleh:                

 222
0

2
0 113313 ⋅−=− yx  

1139 ⋅−=  

139−=  

4−=  

Dari hasil subtitusi ternyata diketahui bahwa (3,1) merupakan 

selesaian dari persamaan Pell 413 22 −=− yx . Selanjutnya 111 =x  
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dan 31 =y  juga disubtitusikan ke persamaan Pell 413 22 ±=− yx  

sehingga diperoleh: 

  222
1

2
1 3131113 ⋅−=− yx        

913121 ⋅−=  

117121−=  

4=   

 
Dari hasil perhitungan di atas ternyata juga diperoleh bahwa (11,3) 

merupakan penyeselesaian dari persamaan Pell 413 22 =− yx . 

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa persamaan Pell 

413 22 ±=− yx  baik yang bernilai positif maupun negatif 

keduanya sama-sama memiliki penyelesaian jika x genap maka y 

juga genap dan sebaliknya jika x ganjil maka y juga ganjil.  Jika 

perhitungan dilanjutkan untuk 30L=i  maka akan diperoleh 

penyelesaian dari persamaan Pell 413 22 ±=− yx  dalam bentuk 

tabel sebagai berikut:   

 Tabel 3.1.3. Solusi Persamaan Pell 413 22 ±=− yx  

i Pi Qi ai xi yi 
22 13 ii yx −  

-2 - - - -1 1  0 
-1 - - - 2 0  4 
 0 1 2 2 3 1 -4 
 1 3 2 3 11 3  4 
 2 3 2 3 36 10 -4 
 3 3 2 3 119 33  4 
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Contoh 3.1.4 : Selesaikan persamaan Pell 429 22 ±=− yx  ! 

Penyelesaian : Menyelesaikan persamaan Pell 429 22 ±=− yx  dari contoh 3.1.4 

dapat dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Menentukan kekongruenan koefisien D dengan )4(mod dari 

persamaan Pell 429 22 ±=− yx  . 

Dari contoh 3.1.4 diketahui bahwa persamaan Pell   

429 22 ±=− yx  memiliki nilai )4(mod1≡D , maka dengan 

menggunakan algoritma PQa diperoleh: 

a. D = 29 

b. P0 = 1 

c. Q0 = 2 

d. 12 −=−x  dan 21 =−x  

e. 12 =−y  dan 01 =−y  

2. Menentukan nilai dari ,ia  iP  dan iQ  

Setelah diketahui nilai D, P0  dan Q0, maka untuk i = 0 diperoleh 

ia  sebagai berikut: 

0

0
0 Q

DP
a

+
=   

2

291+=  

2

51351 −++=  

2

529

1
3

+
+=  
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Dari perhitungan diperoleh nilai dari 30 =a . Untuk 0≥l ,  dimana 

l adalah panjang dari periode pecahan berulang
2

291+
, maka 

diperoleh 12 0 −= aal 132 −⋅=  = 5. Jadi 5 adalah  akhir dari 

pecahan berulang  dan untuk selanjutnya nilai dari naa .1L  akan 

bernilai sama yaitu 5.  

Selanjutnya untuk i = 1, maka diperoleh nilai dari Pi  dan Qi  

sebagai berikut: 

    0001 PQaP −=  

    12.3 −=  

5=  
 

2

29 2
1

1

P
Q

−=  

    
2

529 2−=  

2

2529−=  

2=  
 
Untuk  i =  1, maka diperoleh ia  sebagai berikut: 

1

1
1 Q

DP
a

+=  

2

295+=  

2

51355 −++=  

2

529

1
5

+
+=  

Jadi diperoleh nilai 51 =a . 
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3. Menentukan nilai dari  xi  dan yi 

Berikutnya untuk mencari selesaian dari xi dan yi dengan i =  0, 

maka  diperoleh penyelesaian ),( 00 yx  dan  ),( 11 yx  berturut-turut 

sebagai berikut: 

    2100 −− += xxax   

)1(23 −+⋅=  

16−=  

5=  

 1011 −+= xxax  

255 +⋅=  

225+=  

27=  
 

2100 −− += yyay ,  

103 +⋅=  

1=  

1011 −+= yyay  

015 +⋅=  

5=   
 
Dari perhitungan di atas diperoleh selesaian awal yaitu 50 =x  dan 

10 =y .  

4. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell  

429 22 ±=− yx  untuk mengetahui apakah x dan y merupakan 

solusi dari persamaan Pell positif atau negatif. 
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Setelah diperoleh 50 =x  dan 10 =y , selanjutnya nilai (5,1) 

disubtitusikan ke persamaan 429 22 ±=− yx  untuk membuktikan 

apakah (5,1) merupakan selesaian persamaan tersebut atau bukan, 

sehingga diperoleh:      

222
0

2
0 129529 ⋅−=− yx  

12925 ⋅−=  

1925−=  

4−=  

Dari hasil subtitusi ternyata diketahui bahwa (5,1) merupakan 

selesaian dari persamaan Pell 429 22 −=− yx . Selanjutnya 

271 =x  dan 51 =y  juga disubtitusikan ke persamaan Pell 

429 22 ±=− yx  sehingga diperoleh: 

  222
1

2
1 )5(292729 −=− yx  

  725729−=  

  4=  

 
Dari hasil perhitungan di atas ternyata juga diperoleh bahwa (27,5) 

merupakan selesaian dari persamaan Pell 429 22 =− yx . Dengan 

demikian dapat disimpulkan bahwa persamaan Pell 

429 22 ±=− yx  baik yang bernilai positif maupun negatif 

keduanya sama-sama memiliki selesaian jika x genap maka y juga 

genap dan sebaliknya jika x ganjil maka y juga ganjil.  Jika 

perhitungan dilanjutkan dengan 30L=i  maka akan diperoleh 
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solusi dari persamaan Pell 429 22 ±=− yx  dalam bentuk tabel 

sebagai berikut:   

 Tabel 3.1.4. Solusi Persamaan Pell 429 22 ±=− yx  

i Pi Qi ai xi yi 
22 29 ii yx −  

-2 - - - -1 1  0 
-1 - - - 2 0  4 
 0 1 2 3 5 1 -4 
 1 5 2 5 27 5  4 
 2 5 2 5 140 26 -4 
 3 5 2 5 727 135  4 

 

3. Saat nilai D kongruen dengan 2 atau 3 modulo 4( 2≡D atau )4(mod3 ) 

Apabila diketahui dari persamaan Persamaan Pell 422 ±=− Dyx  memiliki 

koefisien D yang kongruen dengan 2 atau 3 modulo 4, maka dengan 

menggunakan algoritma PQa diperoleh:  

a. Nilai koefisien D dari persamaan akan bernilai tetap. 

b. P0 = 0 

c. Q0 =1  

d. 02 =−x  dan 21 =−x  

e. 22 =−y  dan 01 =−y  

Untuk 0≥l ,  dimana l adalah panjang dari periode pecahan berulang 

0

0

Q

DP +
, maka 02aal =  (Robertson, 2004: 10).      

 Untuk lebih memahami uraian di atas, perhatikan contoh soal berikut: 

Contoh 3.1.5  : Selesaikan persamaan Pell 410 22 ±=− yx  ! 
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Penyelesaian : Menyelesaikan persamaan Pell 410 22 ±=− yx  dari 3.1.5 dapat 

dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Menentukan kekongruenan koefisien D dengan )4(mod  dari 

persamaan Pell 410 22 ±=− yx .  

Dari contoh 3.1.5 diketahui bahwa persamaan Pell   

410 22 ±=− yx  memiliki nilai 2≡D )4(mod , maka dengan 

menggunakan algoritma PQa diperoleh: 

a. D = 10 

b. P0 = 0 

c. Q0 = 1 

d. 02 =−x  dan 21 =−x  

e. 22 =−y  dan 01 =−y  

2. Menentukan nilai dari ii Pa ,  dan iQ     

Setelah diketahui nilai D, P0 dan Q0, maka untuk i = 0 diperoleh ia  

sebagai berikut: 

0

0
0 Q

DP
a

+
=  

1

100+=  

10=  

3103 −+=  

310

1
3

+
+=  

 



 

 56

Dari perhitungan diperoleh nilai dari 30 =a . Untuk 0≥l ,  dimana 

l adalah panjang dari periode pecahan berulang
1

100+
, maka 

diperoleh 6322 0 =⋅=⋅= aal . Jadi 6 adalah  akhir dari pecahan 

berulang  tersebut dan untuk selanjutnya nilai dari naa .1L  akan 

bernilai sama yaitu 6.  

Selanjutnya untuk i = 1 maka diperoleh nilai dari Pi  dan Qi 

sebagai berikut: 

0001 PQaP −=  

013 −⋅=  

3=  
 

0

2
1

1

10

Q

P
Q

−
=  

1

310 2−=  

910−=  

1=  
 
Untuk  i = 1, maka diperoleh ia  sebagai berikut: 

1

1
1 Q

DP
a

+=  

1

103+=  

31033 −++=  

310

1
6

+
+=  

 
Jadi diperoleh nilai 61 =a  
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3. Menentukan nilai dari xi dan yi 

Berikutnya untuk mencari selesaian dari xi dan yi dengan i = 0 dan 

1, maka diperoleh penyelesaian ),( 00 yx  dan  ),( 11 yx berturut-turut 

sebagai berikut: 

2100 −− += xxax  

023 +⋅=  

06 +=  

6=  

1011 −+= xxax  

266 +⋅=  

236+=  

38=  
 

2100 −− += yyay  

203 +⋅=  

2=  

1011 −+= yyay  

026 +⋅=  

12=  
 
Dari perhitungan di atas diperoleh selesaian awal yaitu 60 =x  dan 

20 =y .  

4. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell  

468 22 ±=− yx  untuk mengetahui apakah x dan y merupakan 

solusi dari persamaan Pell positif atau negatif. 



 

 58

Setelah diperoleh 60 =x  dan 20 =y , selanjutnya nilai (6,2) 

disubtitusikan ke persamaan 410 22 ±=− yx  untuk membuktikan 

apakah (6,2) merupakan selesaian persamaan tersebut atau bukan, 

sehingga diperoleh:      

222
0

2
0 210610 ⋅−=− yx  

   41036 ⋅−=  

   4036−=  

   4=  
Dari hasil subtitusi ternyata diketahui bahwa (6,2) merupakan 

selesaian dari persamaan Pell 410 22 −=− yx . Selanjutnya 381 =x  

dan 121 =y  juga disubtitusikan ke persamaan Pell 410 22 ±=− yx  

sehingga diperoleh: 

222
1

2
1 12103810 ⋅−=− yx  

144101444 ⋅−=  

14401444−=  

4=  

 
Dari hasil perhitungan di atas ternyata juga diperoleh bahwa 

(38,12) merupakan penyelesaian dari persamaan Pell 

410 22 =− yx .  Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa 

persamaan Pell 410 22 ±=− yx  baik yang bernilai positif maupun 

negatif keduanya sama-sama memiliki penyelesaian dengan nilai x 

dan y keduanya sama-sama genap. Jika perhitungan dilanjutkan 

dengan 31L=i , maka dapat dibuat tabel solusi sebagai berikut: 
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Tabel 3.1.5  Solusi Persamaan Pell 410 22 ±=− yx  

i Pi Qi ai xi yi 
22 10 ii yx −  

-2 - - - 0 2  0 
-1 - - - 2 0  4 
 0 0 1 3 6 2 -4 
 1 3 1 6 38 12  4 
 2 3 1 6 234 74 -4 
 3 3 1 6 1442 456  4 

 

Contoh 3.1.6 :Selesaikan persamaan Pell 427 22 ±=− yx ! 

Penyelesaian :Menyelesaikan persamaan Pell 427 22 ±=− yx  dari contoh 3.1.6 

dapat dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Menentukan kekongruenan koefisien D dari persamaan Pell 

427 22 ±=− yx   

Dari contoh 3.1.6 diketahui bahwa persamaan Pell 427 22 ±=− yx  

memiliki nilai )4(mod3≡D , maka dengan menggunakan 

algoritma PQa diperoleh: 

a. D = 27 

b. P0 = 0 

c. Q0 = 1 

d. 02 =−x  dan 21 =−x  

e. 22 =−y  dan 01 =−y   

2. Menentukan nilai dari ii Pa ,  dan iQ    

Setelah diketahui nilai D, P0 dan Q0, maka untuk i = 0 diperoleh ia  

sebagai berikut: 
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0

0
0 Q

DP
a

+
=  

     
1

270 +=  

27=  

5275 −+=  

2
527

1
5

+
+=  

 
Dari perhitungan diperoleh nilai dari 50 =a . Untuk 0≥l ,  dimana 

l adalah panjang dari periode pecahan berulang
1

270+
, maka 

diperoleh 10522 0 =⋅=⋅= aal . 

Selanjutnya untuk  i = 1 maka diperoleh nilai ia sebagai berikut: 

2

275
1

+=a  

2

52755 −++=  

2

527
5

−+=  

527

1
5

+
+=  

 
Jadi diperoleh nilai 51 =a . 

Untuk  i = 2 diperoleh Pi dan Qi sebagai berikut: 

0001 PQaP −=  

015 −⋅=  

5=  
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0

2
1

1

27

Q

P
Q

−
=  

1

527 2−=  

2527−=  

2=  
 
Untuk  i = 2 maka diperoleh nilai ia sebagai berikut: 

1

275
2

+=a  

52755 −++=  

52710 −+=  

2

527

1
10

+
+=  

Dari perhitungan diperoleh 102 =a . Jadi 102 =a  adalah panjang 

periode pecahan berulang tersebut.  

3. Menentukan nilai dari xi dan yi 

Berikutnya untuk mencari selesaian dari xi dan yi dengan i = 0 dan 

1, maka diperoleh penyelesaian ),( 00 yx  dan  ),( 11 yx berturut-turut 

sebagai berikut: 

2100 −− += xxax  

025 +⋅=  

10=  

1011 −+= xxax  

2105 +⋅=  

52=  
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2100 −− += yyay  

205 +⋅=  

2=  

1011 −+= yyay  

025 +⋅=  

10=  
 
Dari hasil perhitungan di atas diperoleh selesaian awal yaitu 

100 =x  dan 20 =y . 

4. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell  

468 22 ±=− yx  untuk mengetahui apakah x dan y merupakan 

solusi dari persamaan Pell positif atau negatif. 

Setelah diperoleh 100 =x  dan 20 =y , selanjutnya nilai (10,2) 

disubtitusikan ke dalam persamaan 427 22 ±=− yx  untuk 

membuktikan apakah (10,2) merupakan selesaian persamaan Pell 

tersebut atau bukan, sehingga diperoleh:      

222
0

2
0 )2(271027 −=− yx  

427100 ⋅−=  

108100−=  

8−=  

Dari perhitungan di atas diketahui bahwa (10,2) tidak memenuhi 

persamaan. Jadi (10.2) bukan selesaian dari persamaan Pell 

427 22 −=− yx . Selanjutnya untuk 521 =x  dan 101 =y  juga 
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disubtitusikan ke persamaan Pell 427 22 ±=− yx  sehingga 

diperoleh: 

222
1

2
1 )10(275227 −=− yx  

100272704 ⋅−=  

27002704−=  

4=  

 
Dari hasil perhitungan ternyata diperoleh bahwa (52,10) 

merupakan selesaian dari persamaan Pell 427 22 =− yx . Dengan 

demikian dapat disimpulkan bahwa persamaan Pell 

427 22 ±=− yx  hanya memiliki selesaian untuk yang bernilai 

positif saja dengan nilai x dan y sama-sama genap, sedangkan 

persamaan Pell negatif tidak memiliki penyelesaian. Jika 

perhitungan dilanjutkan dengan 31L=i , maka dapat dibuat tabel 

solusi sebagai berikut: 

Tabel 3.1.6  Solusi Persamaan Pell 427 22 ±=− yx  

i Pi Qi ai xi yi  
22 27 ii yx −  

-2 - - - 0 2  0 
-1 - - - 2 0  4 
 0 0 1 5 10 2 -8 
 1 5 2 5 52 10  4 
 2 5 1 10 530 102 -8 
 3 5 2 5 2702 520  4 
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3.2. Penyelesaian Persamaan Pell dengan Metode Matriks 

 Menyelesaikan persamaan Pell 422 ±=− Dyx , selain menggunakan 

Algoritma PQa ternyata juga dapat diselesaikan dengan menggunakan metode 

matriks. Caranya, jika solusi awalnya (solusi positif terkecilnya) telah diketahui, 

maka untuk solusi ke-n berikutnya dapat dicari dengan rumus-rumus yang ada 

pada metode tersebut. Jadi menyelesaikan persamaan Pell 422 ±=− Dyx  dengan 

metode matriks bertujuan untuk mencari selesaian ke-n dari xn dan yn setelah 

selesaian awalnya diketahui.  

Untuk menentukan selesaian dari persamaan Pell dengan metode matriks, 

harus diketahui persamaannya terlebih dahulu. Pada pembahasan ini telah 

diketahui bahwa bentuk umum persamaan Pell positif yang digunakan adalah 

422 =− Dyx . Untuk mencari selesaian ke-n dari persamaan tersebut, misalkan 

diketahui selesaian awalnya ),( 11 yx , maka jika ),( 11 yx dibentuk ke dalam matriks 

akan menghasilkan matriks berordo 2 x 1 yaitu 








1

1

y

x
, n = 1. Jadi matriks solusi 

untuk mencari selesaian ke-n  dari xn dan yn yaitu 








n

n

y

x
. Susunan matriks solusi 










1

1

y

x
dibentuk dari matriks: 











11

11

xy

Dyx









0

1
= 









1

1

y

x
 dengan catatan bahwa matriks 












11

11

xy

Dyx
 invertible (dapat diiniverskan). Dari uraian di atas dapat dikonstruksi 

selesaian persamaan Pell 422 =− Dyx  sebagai berikut:  

Untuk selesaian awalnya diketahui: 
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








1

1

y

x
 = 











11

11

xy

Dyx









0

1
= 









1

1

v

u
,        (3.2.1) 

Untuk n = 2 akan diperoleh  u2 dan v2 sebagai berikut: 










2

2

y

x
= 











11

11

xy

Dyx









1

1

y

x
= 









 +

11

2
1

2
1

2 yx

Dyx
= 









2

2

v

u
      (3.2.2) 

Selanjutnya, u2 dan v2 disubtitusikan ke dalam persamaan Pell 

42
2

2
2 =− Dyx menjadi: 

( ) ( )2
11

22
1

2
1

2
2

2
2 2 yxDDyxDvu −+=−        (3.2.3) 

     ( ) ( ) ( )2
11

2
1

2
1

2
1

22
1 42 yxDDyyDxx −++=  

     ( ) ( )22
1

2
1

2
1

22
1 2 DyyDxx +−=  

    ( )22
1

2
1 Dyx −=  

     24=  

Pada perhitungan persamaan (3.2.3) tidak diperoleh selesaian 42
2

2
2 =− Dvu , maka 

untuk mendapatkan selesaian, persamaan (3.2.3) harus dibagi dengan 4 sehingga 

diperoleh:  

4
4

4

4

)(

4

222
1

2
1

2
2

2
2 ==−=− DyxDvu

.  

Dari perhitungan tersebut, selanjutnya dapat diperoleh nilai: 

2
2

2

u
x =  dan 

2
2

2

v
y = , n = 2 . 

dengan demikian:  =− 2
2

2
2 Dyx 4

22

2

2

2

2 =






−






 v
D

u
 

Jadi diketahui bahwa nilai x2 dan y2 adalah selesaian. 
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Berikutnya untuk n = 3 penyelesaian dapat ditentukan dengan perhitungan: 










3

3

y

x
= 











11

11

xy

Dyx









+
+

=








2221

2121

2

2

yxxy

yDyxx

y

x
      (3.2.4) 

          
















+

+
=

22

22
2

1
2

1

2
1

2
1

v
x

u
y

v
Dy

u
x

 

        

( ) ( )

( ) ( )


















++

++

=

2
2

2

2
2

2
111

2
1

2
11

111
2
1

2
11

yxxDyxy

yxDyDyxx

 

        







=

3

3

v

u
 

Selanjutnya, u3 dan v3 disubtitusikan ke persamaan Pell 42
3

2
3 =− Dyx , diperoleh: 

( ) ( )2
11

22
1

2
1

2
3

2
3 2 yxDDyxDvu −+=−                              (3.2.5)       

   
( ) ( ) ( ) ( ) 2

111
2
1

2
11

2

111
2
1

2
11

2
2

2
2








 ++−






 ++= yxxDyxy
D

yxDyDyxx
 

   
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

4
222 2

111111
2
1

2
11

22
1

2
11 yxDyyxDyDyxxDyxx ++++=  

   
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )













 ++++−
4

222 2
111111

2
1

2
11

22
1

2
11 yxxyxxDyxyDyxy

D  

   
( ) ( ) ( )

4

442 4
1

2
1

22
1

2
1

2
1

2
1

22
1

2
1

2
1

22
1

2
1 yxDDyxyDxDyyDxxx +++++

=  

   
( ) ( ) ( )













 +++++−
4

442 2
1

4
1

2
1

2
1

2
1

2
1

22
1

2
1

2
1

22
1

2
1 yxDyxyxDyyDxxy

D  

   
4

4442 4
1

2
1

24
1

2
1

22
1

4
1

4
1

2
1

22
1

4
1

6
1 yxDyxDyDxyxDyxx +++++=  

   






 +++++
−

4

444 2
1

4
1

4
1

2
1

2
1

4
1

6
1

24
1

2
1

22
1

4
1 yxyDxyxyDyxDyx

D  
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4

42469 2
1

4
1

6
1

34
1

2
1

22
1

4
1

2
1

4
1

4
1

2
1

26
1 yDxyDyxDyxyDxyxDx −−−−++=  

   
4

44 2
1

4
1

4
1

2
1

2 yDxyxD −−  

   
4
33 6

1
34

1
2
1

22
1

4
1

6
1 yDyxDyDxx −+−=        

   
( )

4

32
1

2
1 Dyx −=  

   =
4
43

         

Dari perhitungan di atas supaya diperoleh nilai 42
3

2
3 =− Dvu  maka persamaan 

tersebut harus dibagi dengan 16 , menjadi:  

( )
2

32
1

2
1

2

2
3

2
3

44

DyxDvu +
=

−
 

2

3

4
4=  4= . 

Dari perhitungan tersebut, selanjutnya dapat diperoleh nilai: 

2
3

3 2

u
x =  dan 

2
3

3 2

v
y = ,  n = 3. 

Dengan demikian: =− 2
3

2
3 Dyx 4

22

2

2
3

2

2
3 =







−






 v
D

u
 

Jadi diketahui bahwa x3 dan y3 merupakan solusi dari persamaan Pell 

422 ±=− Dyx  dan seterusnya perhitungan dapat dilanjutkan sampai n tak hingga.  

Dari ke-3 pola selesaian persamaan di atas dapat disimpulkan bahwa: 

Untuk selesaian awal saat n = 1 diperoleh: 

 








1

1

y

x
 = 











11

11

xy

Dyx









0

1
= 





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

1

1

v

u
      (3.2.6) 

Untuk n = 2 diperoleh: 







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xy

Dyx
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





1

1

y

x
= 











11

11
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Dyx









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
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

0
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     (3.2.7) 
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     




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

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
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xy
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
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y

x
 

Untuk n = 3 diperoleh: 








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xy

Dyx
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Maka selanjutnya untuk n = 4 diperkirakan akan diperoleh: 




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xy
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Demikian juga untuk n = 5 diperoleh: 
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Dan seterusnya sampai n tak hingga banyaknya. Dari pola persamaan (3.2.6-

3.2.10) dapat disimpulkan sebagai berikut: 
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Dengan demikian, dari uraian di atas diketahui bahwa untuk mencari solusi ke-n 

dari nx  dan ny  pada persamaan Pell 422 =− Dyx  dapat diperoleh rumus: 


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 dengan nilai 

 12 −= n
n

n

u
x  dan 12 −= n

n
n

v
y . 

Dalam hal ini un adalah selesaian ke-n dari variabel x dan vn  adalah suku ke-n dari 

variabel y.  

Adapun cara menyelesaikan persamaan Pell dengan matriks dibagi 

menjadi dua yaitu: 

1. Penyelesaian Persamaan Pell 422 =− Dyx   

Teorema 3.2.1 : Misal ),( 11 yx adalah solusi dari persamaan Pell  422 =− Dyx . 

Misalkan:  
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, untuk 1≥n               (3.2.11) 
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 maka  solusi ke-n dari persamaan Pell 422 =− Dyx  adalah       

(xn, yn) dengan:  








= −− 11 2
,

2
),(

n
n

n
n

nn

vu
yx                (3.2.12) 

         (Tekcan, 2006: 364 ) 

Bukti Teorema 3.2.1 : 

 Teorema 3.2.1 dibuktikan dengan induksi pada n. Untuk n = 1, maka dari 

persamaan (3.2.11) diperoleh: 

 
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         



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


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x
 

Jadi diperoleh ),(),( 1111 yxvu = . Karena ),( 11 yx solusi dari 42
1

2
1 =− Dyx  

maka ),( 11 yx merupakan solusi dari persamaan (3.2.11). Selanjutnya 

dengan asumsi bahwa persamaan Pell 422 =− Dyx  dipenuhi untuk 

),( 11 −− nn yx  yaitu: 

 4
2 42

2
1

2
12

1
2

1 =
−

=− −
−−

−− n
nn

nn

Dvu
Dyx                (3.2.13) 

Sekarang akan ditunjukkan bahwa persamaan Pell 422 =− Dyx  juga 

dipenuhi untuk ),( nn yx . Dari persamaan (3.2.11) perhitungan dapat 

ditunjukkan dengan: 
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                     
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            (3.2.15) 
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Dengan menggunakan persamaan (3.2.13) dapat diketahui bahwa 

22422
1

2
1 224 −−

−− =⋅=− nn
nn Dvu . Dengan demikian dapat disimpulkan 

bahwa: 
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22

2 −

−
=−

n
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    = 4 

Dari perhitungan diperoleh bahwa ternyata terbukti bahwa ),( nn yx  juga 

merupakan selesaian dari persamaan Pell 422 =− Dyx  hingga n berubah-

ubah, akan diperoleh selesaian berupa bilangan bulat dari persamaan Pell 

422 =− Dyx . 

Untuk mengaplikasikan rumus di atas,  perhatikan contoh soal berikut: 

Contoh 3.2.1: Cari selesaian ( )nn yx ,  dari persamaan Pell 413 22 =− yx  dengan 

menggunakan metode matriks untuk 31L=n ! 

Penyelesaian: Dari Tabel 3.1.3 diketahui bahwa persamaan Pell 413 22 =− yx   

memiliki solusi awal x1 = 11 dan y1 = 3. Untuk mencari selesaian 

ke-n yaitu xn dan yn selanjutnya dapat digunakan metode matriks. 

Dari Teorema 3.2.1 diperoleh rumus sebagai berikut: 

  ( ) 






= −− 11 2
,

2
,

n
n

n
n

nn

vu
yx  dengan 
















=









0

1

1

1

1

1

n

n

n

x

Dy

y

x

v

u
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maka untuk n = 2   akan diperoleh:   
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Dari perhitungan di atas diperoleh  u2 = 238 dan v2 = 66 sehingga 

dapat dicari 2x  dan 2y  berturut-turut sebagai berikut: 

12
2

2 2 −= u
x

2

238= 119=    

12
2

2 2 −= v
y

2

66=   33=  

Jadi untuk n = 2 diperoleh selesaian 1192 =x  dan 332 =y . 

Selanjutnya untuk n = 3 diperoleh: 
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







=

1440

5192
 

Dari perhitungan diperoleh  u3 = 5192 dan v3 =1440 sehingga dapat 

dicari 3x  dan 3y  berturut-turut sebagai berikut: 

13
3

3 2 −=
u

x
22

5192=
4

5192= 1298=  

13
3

3 2 −=
v

y
22

1440=
4

1440= 360=  

Jadi untuk n = 3 diperoleh solusi  3x = 1298 dan 3y = 360. 

Dari semua hasil perhitungan dengan menggunakan metode 

matriks ternyata diperoleh penyelesaian dari persamaan Pell 

413 22 =− yx  untuk 31L=n  hasilnya sama dengan penyelesaian 

dengan menggunakan algoritma PQa yaitu: 

   (11, 3) 

            (119, 33) 

          (1298, 360) 

2. Penyelesaian Persamaan Pell 422 −=− Dyx  

Pada uraian sebelumnya persamaan Pell 422 =− Dyx  memiliki selesaian 

12 −=
n
n

n

u
x  dan 

12 −=
n
n

n

v
y , selanjutnya untuk memperoleh selesaian dari persamaan 

Pell 422 −=− Dyx  dapat dicari dengan perhitungan sebagai berikut: 

Misalkan x1 dan y1 adalah selesaian awal, maka benar bahwa 42
1

2
1 −=− Dyx . 

Selanjutnya dari persamaan (3.2.3) di atas, jika persamaan 42
1

2
1 =− Dyx  diganti 

dengan 42
1

2
1 −=− Dyx , maka  untuk  n = 2 diperoleh: 
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2
2

2
2 Dyx − ( )

4

22
1

2
1 Dyx −= ( )

4

4 2−=  4= . 

Karena 2
2

2
2 Dyx − ≠ -4, maka x2 dan y2 bukan selesaian  persamaan Pell 

422 −=− Dyx . Selanjutnya 42
1

2
1 −=− Dyx  digunakan pada persamaan (3.2.3), 

maka untuk n = 3 diperoleh: 

2
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2
3 Dyx − ( )

2
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2
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4
Dyx −=   

( )
2

3

4

4−= 4−=  

 
Dari perhitungan diperoleh nilai x3 dan y3 adalah selesaian  dari persamaan Pell 

422 −=− Dyx .  

Untuk n = 4 diperoleh:  

2
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Karena 2
4

2
4 Dyx − ≠ -4, maka 4x  dan 4y  bukan selesaian  persamaan Pell 

422 −=− Dyx . Selanjutnya untuk 5=n  akan diperoleh: 

2
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 Dari beberapa uraian di atas dapat disimpulkan bahwa solusi untuk 

persamaan Pell 422 −=− Dyx  diperoleh pada saat n-nya ganjil sehingga dapat 

dirumuskan dengan: 

16

4

5
5

3
3

11

u
x

u
x

ux

=

=

=

        dan         

16

4

5
5

3
3

11

v
y

v
y

vy

=

=

=

 

     M                                    M  

n
n

n

u
x

2
12

12 2
+

+ =  dan     
n

n
n

v
y

2
12

12 2
+

+ =  



 

 76

Jadi untuk persamaan Pell 422 −=− Dyx  diperoleh selesaian: 
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Teorema 3.2.2: Misal ),( 11 yx adalah solusi persamaan Pell 422 −=− Dyx  dan 
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, unuk 0≥n              (3.2.17) 

maka solusi lain dari persamaan Pell 422 −=− Dyx  adalah 

(x2n+1, y2n+1) dengan:  

   ( ) 






= ++
++ n

n
n

n
nn

vu
yx

2
12

2
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1212 2
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2
, , untuk 0≥n              (3.2.18) 

           (Tekcan, 2006: 367) 

Bukti:  Teorema 3.2.2. dapat ditunjukkan dengan cara yang sama seperti teorema 

3.2.1. dengan induksi pada n. Untuk n = 1 dari persamaan (3.2.1) 

diperoleh: 
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Jadi diperoleh ),(),( 1111 yxvu = . Karena ),( 11 yx  selesaian dari 

422 −=− Dyx , maka ),( 11 yx  merupakan solusi. Selanjutnya diasumsikan 

bahwa persamaan Pell 422 −=− Dyx  juga dipenuhi untuk ( )1212 , −− nn yx  

sehingga diperoleh:  
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Akan dibuktikan juga berlaku untuk ( )1212 , −− nn yx  dari persamaan (3.2.17) 

sehingga diperoleh:     
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Dengan mensubtitusikan nilai: 
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ke persamaan (3.2.19) diperoleh: 
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Dari hasil perhitungan di atas terbukti bahwa ( )1212 , −− nn yx  merupakan 

selesaian dari persamaan Pell 422 −=− Dyx  hingga n berubah-ubah, akan 

diperoleh solusi yang berupa bilangan bulat dari persamaan Pell tersebut. 

Untuk lebih memahami uraian di atas, perhatikan contoh soal sebagai 

berikut: 

Contoh soal 3.2.2 : Cari selesaian persamaan Pell 413 22 −=− yx  dengan 

menggunakan metode matriks untuk 21L=n ! 

Penyelesaian : 

Dari Tabel 3.1.3 diketahui bahwa persamaan Pell 413 22 −=− yx  memiliki solusi 

awal yaitu x1 = 3 dan y1 = 1. Untuk mencari selesaian ke-n dengan 

21L=n , maka dapat digunakan metode matriks dari Teorema 

3.2.2 sebagai berikut: 
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Karena (3,1) adalah selesaian awal, maka untuk n = 1 diperoleh: 
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Dari perhitungan diperoleh  u3 = 144 dan v3 = 40 sehingga dapat 

dicari 3x  dan 3y  berturut-turut sebagai berikut: 
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Jadi untuk n = 1 diperoleh selesaian 3x  = 36 dan 3y  = 10. 

Selanjutnya untuk n = 2 diperoleh: 
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Dari perhitungan untuk n = 2 diperoleh  u5 = 6288 dan v5 = 1744 

selanjutnya dapat dicari 5x  dan 5y  berturut-turut sebagai berikut: 

45 2

6288=x
16

6288= 393=  

45 2

1744=y
16

1744= 109=  

Dari hasil perhitungan untuk n = 2 akan diperoleh 5x = 393 dan 

5y = 109. 

Dapat disimpulkan bahwa dari hasil perhitungan menurut Teorema 

3.2.2 dengan menggunakan metode matriks ternyata juga diperoleh 

solusi dari persamaan Pell 413 22 −=− yx  untuk 21L=n  

hasilnya sama dengan penyelesaian dengan menggunakan 

algoritma PQa yaitu: 

      (36,10) dan (393,109)  

 Mencari selesaian persamaan Pell 422 ±=− Dyx  baik dengan 

menggunakan Algoritma PQa maupun metode matriks akan diperoleh selesaian 

yang sama, hanya saja untuk mencari selesaian ke-n dari persamaan Pell 

422 ±=− Dyx  akan lebih mudah jika menggunakan metode matriks yaitu dengan 

mencari selesaian awalnya lebih dahulu dengan mennggunakan algoritma PQa. 

 

3.3. Implementasi Persamaan Pell dalam Agama Islam 

Telah diuraikan pada bab terdahulu bahwa persamaan Pell dengan bentuk 

umum NDyx =− 22 , diberikan koefisien D berupa bilangan bulat positif bukan 

kuadrat sempurna dan konstanta N berupa bilangan bulat. Variabel x dan y adalah 
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penyelesaian dari persamaan Pell tersebut. Adapun persamaan Pell yang dibahas 

dalam skripsi ini berbentuk 422 ±=− Dyx . 

Banyak metode yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan Pell, 

tetapi pada skripsi ini penulis mencoba menyelesaikan persamaan  Pell 

422 ±=− Dyx  dengan menggunakan algoritma PQa dan metode matriks. Baik 

menggunakan algoritma PQa maupun dengan metode matriks dalam mencari 

solusi persamaan Pell tersebut ternyata diperlukan rumus-rumus dan langkah-

langkah penyelesaian.  

Pada zaman Rasulullah SAW sebenarnya ilmu matematika terutama yang 

berhubungan dengan persamaan telah berkembang meskipun tidak serumit atau 

sekomplek persamaan sekarang (contohnya persamaan Pell). Meski demikian, jika 

dianalogikan dengan Al Qur'an, maka dapat ditemui bahwa seolah-olah ada 

beberapa kandungan ayat Al Qur'an yang berisi tentang rumus-rumus persamaan 

dalam matematika. Hal inilah yang menunjukkan bahwa Allah SWT Maha 

Matematis. Perhatikan QS Al-An'am ayat 160: 

tΒ u !% ỳ Ïπ uΖ|¡ pt ø:$$Î/ … ã& s#sù ç�ô³tã $ yγÏ9$ sWøΒr& ( tΒuρ u !% ỳ Ïπy∞ ÍhŠ ¡¡9$$Î/ Ÿξsù #“t“ øgä† āω Î) $ yγn= ÷WÏΒ öΝèδuρ Ÿω 

tβθ ßϑn= ôàãƒ ∩⊇∉⊃∪   

  
Artinya: Barangsiapa membawa amal yang baik, maka baginya (pahala) sepuluh 

kali lipat amalnya, dan barangsiapa yang membawa perbuatan jahat, 
maka dia tidak diberi pembalasan melainkan seimbang dengan 
kejahatannya, sedang mereka sedikitpun tidak dianiaya (dirugikan). 

 

Al Qur'an surat Al-An'am ayat 160 di atas mengkiaskan bahwa Allah SWT 

menggunakan rumus persamaan dalam matematika untuk menentukan balasan 
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perbuatan kebaikan dan kejahatan. Amal kebaikan mendapat pahala 10 kali amal 

kebaikan tersebut, dan amal kejahatan mendapat balasan 1 kali amal kejahatan 

tersebut. Uraian tersebut secara matematis dapat dituliskan dengan: 

xy 10= , untuk amal kebaikan dan  

xy = , untuk amal kejahatan 

 Jadi variabel x menyatakan amal dan y menyatakan nilai balasan yang 

diperoleh. Selain dari  Al Qur'an surat Al-An'am ayat 160 di atas perhatikan juga 

Al Qur'an surat Al Baqarah ayat 261 berikut: 

ã≅ sẄΒ tÏ%©!$# tβθ à)Ï�Ζãƒ óΟßγ s9≡ uθ øΒ r& ’Îû È≅‹Î6y™ «!$# È≅sVyϑ x. >π¬6ym ôM tFu;/Ρr& yìö7y™ Ÿ≅ Î/$ uΖy™ ’ Îû Èe≅ä. 

7' s#ç7 /Ψ ß™ èπ s@($ ÏiΒ 7π ¬6ym 3 ª!$#uρ ß# Ïè≈ŸÒãƒ yϑ Ï9 â !$t± o„ 3 ª! $# uρ ìì Å™≡ uρ íΟŠ Î=tæ ∩⊄∉⊇∪   

  

Artinya: Perumpamaan (nafkah yang dikeluarkan oleh) orang-orang yang 
menafkahkan hartanya di jalan Allah adalah serupa dengan sebutir 
benih yang menumbuhkan tujuh bulir, pada tiap-tiap bulir seratus biji. 
Allah melipat gandakan (ganjaran) bagi siapa yang Dia kehendaki dan 
Allah Maha luas (karunia-Nya) lagi Maha Mengetahui. 

 

Pengertian menafkahkan harta di jalan Allah meliputi belanja untuk 

kepentingan jihad, pembangunan perguruan, rumah sakit, usaha penyelidikan 

ilmiah dan lain-lain. Pada QS Al-Baqarah ayat 261 nampak bahwa Allah 

menggunakan rumus matematika untuk umat-Nya yang mau menafkahkan 

hartanya di jalan Allah.  Pahala menafkahkan harta adalah tujuh ratus kali. 

Kalimat tersebut jika ditransfer ke dalam bahasa matematika akan diperoleh rmus 

sebagai berikut: 
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Untuk satu bulir benih menumbuhkan pahalanya sama dengan tujuh bulir, maka: 

1 butir  = 7 bulir 

dan untuk tiap bulir benih menumbuhkan seratus biji, maka: 

1 bulir = 100 biji,  jadi  7 bulir = 1007 ⋅ = 700 biji 

Jadi dalam matematka pahala untuk orang yang menafkahkan hartanya di jalan 

Allah dapat dirumuskan dengan   xy 700= . 

Dengan x menyatakan nilai nafkah dan y menyatakan banyaknya pahala yang 

diperoleh. 

Dalam hadis Nabi juga dibicarakan bahwa dalam menetapkan pahala 

sholat berjamaah Allah juga menggunakan rumus secara matematis yaitu: 

  xy 27=  

Dengan x adalah pahala sholat sendiri dan y adalah pahala sholat berjamaah.  

Dalam terjemahan kitab Bulughul Maram karangan Al Hafizh Ibnu Hajar 

Al-Aqsalani disebutkan bahwa Rosulullah bersabda: 


 ا ِ�ْ�َ� ْ�َ� �ِِِْ� �ُ

 َ�ِ�رَ َ�َُ �َ�ْ�ُ

َ)ْ' ا ةٌ ً$َ"{:  لَ ��ََ. م.ص ا
 لَ �ُ� رَ نَ� أَ �،ََ� �َ)ِ  

  .�?<ـِ> -ّ;.9ٌ}  ً(7َ رَ دَ 5َْ� 4ْ�ِِ� وَ 1َ�ْ2ِ�ِِ 0/.ََاْ' ةِ $َ" ْ�ِ- ُ,َ+ْ* أ 

  

Artinya : Dari Abdullah bin Umar bahwasannya Rasulullah SAW bersabda: 
"Sholat berjamaah lebih utama daripada sholat secara sendirian dengan 
dua puluh tujuh tingkatan " (Muttafaq'alaih). 

       
   
 Pada masa Nabi, ilmu matematika tentang persamaan Pell memang belum 

dibahas secara terperinci seperti sekarang ini. Akan tetapi ilmu matematika telah 

banyak dikembangkan dan dikaji oleh beberapa cendekiawan muslim pada masa 
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sahabat, seperti: ahli matematika dari Uzbekistan yang bernama Abu Abdullah 

Muhammad Ibn Musa Al-Khwarizmi (770-840), Al Tusi dan sebagainya.  

Sebagai mahasiswa Islam terutama dari jurusan matematika, sudah 

selayaknya kita berusaha untuk mengembangkan ilmu matematika dan mengkaji 

bagaimana memanfaatkan ilmu tersebut untuk kepentingan umat Islam, yaitu 

untuk membantu menangani masalah-masalah yang ada dalam Islam, terutama 

masalah yang berkaitan dengan hitung-menghitung seperti masalah faraidh, zakat 

dan lain sebagainya. Disamping itu, dari beberapa uraian pada bab pembahasan di 

atas, pelajaran yang dapat diambil dari filosofi tentang penyelesaian persamaan 

Pell yaitu hendaknya dalam melakukan suatu perbuatan baik tidak dilakukan 

dengan tergesa-gesa. Sebaliknya perbuatan tersebut akan lebih baik jika dilakukan 

dengan langkah-langkah dan perencanaan yang matang, tepat dan terstruktur 

supaya apa yang diharapkan dan dicita-citakan dapat tercapai secara maksimal. 

Adapun sikap tergesa-gesa dan perencanaan yang kurang matang dapat 

menimbulkan penyesalan dikemudian hari. Seperti ketika menyelesaikan 

persamaan Pell 422 ±=− Dyx  diperlukan langkah-langkah penyelesaian yang 

terstruktur sehingga akan diperoleh selesaian x dan y yang benar. 

Hal ini sesuai dengan firman Allah dalam surat Maryam ayat 84 berbunyi: 

Ÿξ sù ö≅ yf÷ès? öΝÎγ ø‹n=tæ ( $yϑ‾Ρ Î) ‘‰ ãè tΡ öΝ ßγs9 #t‰ tã ∩∇⊆∪        

Artinya:  Maka janganlah kamu tergesa-gesa memintakan siksa terhadap mereka, 
karena Sesungguhnya Kami hanya menghitung datangnya (hari siksaan) 
untuk mereka dengan perhitungan yang teliti. 
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Ayat tersebut menunjukkan bahwa dalam menetapkan sesuatu, Allah 

Maha teliti. Allah memperhitungkan suatu amal perbuatan dengan perhitungan 

yang teliti dan benar. Hal ini menunjukkan bahwa Allah juga mempergunakan 

matematika. Dengan demikian, jika di bumi ini ada ilmu matematika, maka Allah 

adalah Ahlinya, Yang Maha mengetahui, Dialah ahli matematika yang serba bisa. 

. Jika Allah Tuhan sekalian makhluk saja menyukai matematika lalu mengapa kita 

tidak berusaha untuk menyukai matematika dan mempelajarinya, sebab pada 

hakikatnya sumber dari segala ilmu itu  adalah satu yakni berasal dari Allah SWT. 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1. Kesimpulan 

1. Menyelesaikan persamaan Pell 422 ±=− Dyx  dengan algoritma PQa dapat 

dilakukan dengan beberapa langkah sebagai berikut: 

a. Menentukan apakah: 

1) )4(mod0≡D  

2) )4(mod1≡D  

3) ≡D 2 atau 3 (mod 4)  

b. Menentukan nilai dari ia , Pi dan Qi dengan rumus: 

1) 
( )

i

i
i Q

DP
a

+
= , untuk 0≥i  

2) 111 −−− −= iiii PQaP , untuk 1≥i  

3) 
1

2

−

−
=

i

i
i Q

PD
Q , untuk 1≥i  

c. Menentukan nilai xi dan  yi dengan 0≥i  dengan rumus: 

21 −− += iiii xxax  dan 21 −− += iiii yyay  

d. Mensubtitusi nilai x dan y ke dalam persamaan Pell  422 ±=− Dyx  untuk 

mengetahui apakah x dan y merupakan solusi dari persamaan Pell 

422 =− Dyx  atau 422 −=− Dyx . 

2. Menyelesaikan persamaan Pell 422 ±=− Dyx  dengan metode matriks dapat 

dilakukan dengan rumus-rumus sebagai berikut:  

a. Untuk persamaan Pell 422 =− Dyx dapat dicari dengan rumus: 
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b. Untuk persamaan Pell 422 −=− Dyx dapat dicari dengan rumus: 

















=








+

+

+

0

1
12

1

1

1

1

12

12

n

n

n

x

Dy

y

x

v

u
 sehingga ( ) 


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nn
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2
,

2
, 1212

1212 , untuk 

0≥n  . 

 

4.2. Saran  

Banyak metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan 

Pell. Bila metode Brahmagupta, pecahan berulang, algoritma PQa dan metode 

matriks telah digunakan pada peneliti sebelumnya, maka untuk penelitian 

selanjutnya penulis sarankan untuk mengkaji penyelesaian persamaan Pell 

NDyx =− 22  dengan metode lain. 
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