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ABSTRAK

Nada, Bahrin. 2008.  Menentukan Pelabelan Total Sisi Ajaib dan Konstanta Ajaib 
Terkecil pada Graf Sikel, Lintasan dan Star. Skripsi, Jurusan Matematika 
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri (UIN) Malang.
Pembimbing:  Drs. H. Turmudi, M.Si

Munirul Abidin, M.Ag

        
Kata Kunci: Pelabelan Total Sisi Ajaib (EMT), Konstanta Ajaib Terkecil, Graf Sikel (Cn), Graf 

Lintasan (Pn) dan Graf Star (K(1,n)).

Pelabelan total sisi ajaib pada graf G(p,q) adalah fungsi f yang bersifat
satu-satu dan pada dari V(G)E(G) ke himpunan bilangan bulat  qp ,...,2,1
dengan sifat setiap sisi xy pada graf G yang diberikan berlaku

kyfxyfxf  )()()( , untuk suatu konstanta k dan konstanta k disebut 
konstanta ajaib dari G. Konstanta ajaib terkecil adalah nilai minimum dari semua 
k dimana k merupakan konstanta ajaib dari graf super ajaib. Lebih lanjut f adalah 
pelabelan super ajaib dari graf G jika },...,2,1{))(( pGVf  . Dan suatu graf 
dikatakan ajaib jika terdapat pelabelan ajaib pada graf tersebut. 

Pada skripsi dibahas pelabelan total sisi ajaib dan konstanta ajaib terkecil 
pada graf sikel (Cn), graf lintasan (Pn) dan graf star (K(1,n)). Berdasarkan 
pembahasan skripsi ini bahwa setiap graf sikel nC dengan n bilangan asli ganjil 

dan 3n  adalah total sisi ajaib dengan konstanta ajaib terkecil 
2

35 


n
k , setiap 

graf lintasan nP  dengan n bilangan asli genap adalah total sisi ajaib dengan 

konstanta ajaib terkecil 
2

25 


n
k  dan setiap graf lintasan nP   dengan n bilangan 

asli ganjil adalah total sisi ajaib dengan konstanta ajaib terkecil 
2

35 


n
k  dan 

setiap graf star ),1( nK  dengan n bilangan asli adalah total sisi ajaib, dengan 

konstanta ajaib terkecil 42  nk
Pembahasan mengenai pelabelan total sisi ajaib dan konstanta ajaib 

terkecil ini masih terbuka bagi peneliti lain untuk melanjutkan pada jenis-jenis 
graf yang lain seperti graf tangga, graf pohon, graf buku dan lain sebagainya dan 
juga dapat melanjutkan untuk mencari nilai konstanta ajaib terbesar (maksimum) 
pada graf-graf tersebut.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pendidikan merupakan suatu upaya transformasi nilai dan pengembangan 

potensi manusia yang berlangsung secara formal maupun yang informal karena 

pendidikan juga berfungsi untuk mengembangkan potensi manusia untuk dirinya 

sendiri. Dari berbagai teori pendidikan yang dihasilkan oleh pakar ilmu 

pendidikan, telah disepakati bahwa pendidikan harus disampaikan. Dengan 

demikian, pendidikan adalah suatu peristiwa penyampaian atau proses 

transformasi. Al Qur’an menegaskan hal yang serupa ketika menyampaikan 

materinya kepada penerimanya, yaitu Nabi Muhammad SAW sebagaimana yang 

terdapat dalam surat Al Maidah (5) ayat 67:

                               

                      

Artinya: ”Hai Rasul, sampaikanlah apa yang disampaikan kepadamu dari 
Tuhanmu. Dan jika tidak kamu kerjakan (apa yang diperintahkan itu, 
berarti) kamu tidak menyampaikan amanat-Nya. Allah memelihara 
kamu dari (gangguan) manusia. Sesungguhnya Allah tidak memberi 
petunjuk kepada orang yang kafir”. (QS. Al Maidah: 67 )

Pendidikan erat kaitannya dengan ilmu pengetahuan (science) karena 

mempunyai ciri khas yang nyata yang tidak dapat diingkari. Berbicara tentang 

ilmu pengetahuan, Al Qur’an telah memberikan kepada manusia kunci ilmu 

pengetahuan. Adapun hubungan antara Al Qur’an dan ilmu pengetahuan 

1



hendaknya diletakkan pada proporsi yang lebih tepat, yaitu sesuai dengan 

kemurnian dan kesucian Al Qur’an dan sesuai pula dengan logika ilmu 

pengetahuan itu sendiri.

Salah satu ilmu pengetahuan tersebut adalah ilmu matematika karena

matematika juga merupakan salah satu cabang ilmu yang mendasari berbagai 

macam ilmu yang lain, sehingga dalam menghadapi berbagai macam fenomena 

yang semakin kompleks maka matematika penting untuk dipelajari. Dalam 

kehidupan sehari-hari banyak permasalahan yang memerlukan pemecahan. Sering 

dengan bantuan matematika permasalahan tersebut menjadi lebih mudah 

dipahami, lebih mudah dipecahkan, atau bahkan dapat ditunjukkan bahwa suatu 

persoalan tidak mempunyai penyelesaian. Untuk keperluan tersebut perlu dicari 

pokok permasalahannya dan kemudian dibuat rumusan atau model 

matematikanya.

Diantara cabang matematika yang banyak manfaatnya untuk kehidupan 

sehari-hari adalah teori graf. Teori graf merupakan salah satu cabang dari ilmu 

matematika yang menurut definisinya adalah himpunan yang tidak kosong yang 

memuat elemen-elemen yang disebut titik, dan suatu daftar pasangan tidak terurut 

elemen itu yang disebut sisi. Banyak rumus dalam teori graf termotivasi oleh 

keadaan nyata. Dari permasalahan yang timbul pada masalah kehidupan sehari-

hari timbul ide untuk menemukan rumus matematikanya, tentu saja dengan 

dibebaskan dari arti dan makna sehari-hari. Teori graf sudah dipelajari sejak lama, 

secara formal muncul pertama (yang banyak diketahui orang) pada tahun 1736, 

yakni pada tulisan Euler mengenai penyelesaian masalah Jembatan Konigsberg. 
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Oleh karena itu, teori graf merupakan salah satu pokok bahasan yang 

memiliki banyak terapan praktis hingga saat ini. Graf digunakan untuk 

merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut. 

Dengan model teori graf yang tepat, suatu permasalahan menjadi lebih jelas, 

sehingga mudah untuk dianalisa. Permasalahan yang dirumuskan dengan teori 

graf dibuat sederhana, yaitu diambil aspek-aspek yang diperlukan dan dibuang 

aspek-aspek lainnya. Representasi visual dari graf adalah dengan menyatakan 

objek sebagai titik, sedangkan hubungan antara objek dinyatakan dengan garis. 

Dalam Al Qur’an elemen-elemen pada graf yaitu titik dan sisi meliputi Pencipta 

(Allah) dan hamba-hamba-Nya, sedangkan sisi atau garis yang menghubungkan 

elemen-elemen tersebut adalah bagaimana hubungan antara Allah dengan 

hambanya dan juga hubungan sesama hamba yang terjalin, Hablun min Allah wa 

Hablun min An-Nas. 

Gambar 1.1 Hubungan antara Allah dengan Hamba-Nya serta Sesama Hamba

Hal ini dikuatkan oleh firman Allah dalam Al Qur’an surat Ali Imran ayat 

112 yaitu:

•

•••

Allah

Manusia
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Artinya: ”Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika 
mereka berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) 
dengan manusia, dan mereka kembali mendapat kemurkaan dari Allah 
dan mereka diliputi kerendahan. Yang demikian itu, karena mereka kafir 
kepada ayat-ayat Allah dan membunuh para nabi tanpa alasan yang 
benar. Yang demikian itu, disebabkan mereka durhaka dan melampaui 
batas”. (QS. Ali Imran: 112)

Aplikasi dari teori graf ini sangat luas dan dipakai dalam berbagai disiplin 

ilmu maupun dalam kehidupan sehari-hari. Penggunaan graf di berbagai bidang 

tersebut digunakan untuk memodelkan persoalan. Teori ini juga sangat berguna 

untuk mengembangkan model-model yang terstruktur dalam berbagai situasi. 

Dalam implementasinya teori ini banyak digunakan antara lain di dalam bidang 

kelistrikan, kimia organik, ilmu komputer. Bahkan dewasa ini teori graf

digunakan secara besar-besaran dalam bidang ekologi, geografi, antropologi, 

genetika, fisika, elektronika, pemrosesan informasi, arsitektur, dan desain. Selain 

itu juga, teori ini banyak dimanfaatkan secara praktis dalam bidang industri.

Dalam teori graf terdapat cabang ilmu yang dinamakan pewarnaan. 

Terdapat beberapa macam pewarnaan dalam graf, salah satunya adalah pewarnaan 

titik. Pewarnaan titik k untuk suatu graf G  merupakan penunjukan k warna pada 

titik-titik di graf G sedemikian sehingga titik-titik yang berdekatan mendapat 

warna berbeda. Pewarnaan yang lain adalah pewarnaan sisi. Pewarnaan sisi k

untuk graf G merupakan pemberian k warna pada sisi-sisi di graf G. Sedemikian 
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sehingga, setiap sisi yang bertemu pada suatu titik yang sama mendapatkan warna 

yang berbeda. Masalah pewarnaan ini erat kaitannya dengan masalah pewarnaan 

peta, yaitu masalah menentukan banyak warna minimum yang diperlukan untuk 

mewarnai peta sehingga dua daerah yang bertetangga mempunyai warna 

berlainan.

Berawal dari pembahasan tentang pewarnaan, hal ini dilanjutkan dengan 

ditemukannya pelabelan. Pelabelan graf adalah suatu pemberian nilai pada titik 

atau sisi dari graf atau keduanya sehingga memenuhi kondisi tertentu. Berbagai 

macam pelabelan graf dikaji dan berkembang, baik konsep itu muncul untuk 

keperluan aplikasi maupun teoritis. Aplikasi pelabelan graf dapat dijumpai dalam 

berbagai bidang diantaranya dekomposisi graf, kriptografi, kristalografi x-ray, 

teori koding (coding theory), radar, disain sirkuit dan disain jaringan komunikasi.

Lebih jauh lagi, dalam pelabelan terdapat cabang ilmu yang bernama 

Pelabelan Ajaib. Pelabelan ini dikenalkan oleh Sedlacek dalam Joseph A. Gallian 

(2005:56) pada tahun 1963, teori tentang pelabelan ini termotivasi  oleh teori 

tentang persegi ajaib (magic squares) dalam teori bilangan. Sedlacek 

mendefinisikan graf ajaib sebagai graf yang mempunyai pelabelan sisi dengan 

range adalah bilangan real, sehingga jumlah dari label sisi-sisinya yang terkait 

dengan satu titik adalah konstan, untuk sebarang titik. Kotzig dan Rosa dalam W. 

D. Wallis dkk (2000:3) telah mendefinisikan pelabelan ajaib pada tahun 1970. 

Istilah pelabelan ajaib mereka gunakan untuk menyatakan pelabelan Total Sisi 

Ajaib (Edge Magic Total (EMT) Labeling), dan ini akan digunakan pada 

pembahasan selanjutnya pada skripsi ini.
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Salah satu manfaat pelabelan EMT adalah dalam mengatur penempatan 

pasukan militer. Suatu graf menggambarkan suatu wilayah yang harus dilindungi, 

dengan himpunan sisi menggambarkan jalan yang menghubungkan pos-pos 

penjagaan dan suatu kawasan atau wilayah digambarkan dengan himpunan titik. 

Dan untuk mengamankan suatu wilayah dibutuhkan pasukan penjaga yang 

ditempatkan di jalan-jalan dan di pos penjagaan. Dengan sejumlah pasukan 

tertentu dimaksudkan untuk mencapai kondisi keamanan yang maksimal. Dan  

menggunakan graf ajaib bisa diatur sedemikian rupa sehingga jumlah pasukan 

yang melindungi suatu kawasan dapat dimaksimalkan dengan total pasukan di 

seluruh wilayah diminimalkan. 

Banyak sekali teori tentang pelabelan EMT pada berbagai bentuk graf 

yang telah dipelajari. Berdasarkan teori tentang pelabelan EMT maka penulis 

ingin mempelajari pelabelan EMT pada graf sikel dengan jumlah jeruji ganjil. 

Akan tetapi, untuk graf lintasan dan graf star penulis mencoba untuk mengkaji 

dengan jumlah jeruji kedua-duanya, yaitu ganjil dan genap. Disamping melakukan 

pelabelan EMT, pelabelan EMT juga berfungsi untuk mencari nilai konstanta ajaib 

terkecil dari graf-graf tersebut diatas. Adapun masalah yang mendasar dari 

pelabelan EMT ini adalah kita mencari nilai-nilai dari pelabelan pada setiap graf  

dan setelah nilai-nilai dari pelabelannya diketahui maka langkah selanjutnya yaitu 

mencari nilai konstanta ajaib dan konstanta ajaib terkecilnya pada graf tersebut.
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Berdasarkan uraian tersebut dalam penelitian ini penulis akan mengkaji 

tentang graf yang diaplikasikan pada pelabelan, dengan mengambil judul skripsi

“Menentukan Pelabelan Total Sisi Ajaib dan Konstanta Ajaib Terkecil pada 

Graf Sikel, Lintasan dan Star“.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang diatas, maka rumusan masalah dalam 

penelitian skripsi ini adalah:

1. Bagaimana pelabelan total sisi ajaib pada graf sikel, lintasan dan star?

2. Bagaimana konstanta ajaib terkecil dari pelabelan total sisi ajaib pada graf 

sikel, lintasan dan star?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang telah dikemukakan sebelumnya maka 

tujuan penelitian skripsi ini adalah:

1. Menjelaskan pelabelan total sisi ajaib pada sikel, lintasan dan star.

2. Mengetahui konstanta ajaib terkecil dari pelabelan total sisi ajaib pada sikel, 

lintasan dan star.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat, khususnya kepada 

penulis dan umumnya kepada semua pembaca baik secara teoritis maupun secara 

praktis. 
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1. Bagi penulis, hasil penelitian ini sebagai tambahan informasi dan wawasan 

pengetahuan mengenai cara menetukan pelabelan total sisi ajaib dan konstanta 

ajaib terkecil pada graf sikel, lintasan dan star yang juga merupakan sebuah 

bentuk partisipasi aktif untuk memberikan kontribusi pemikiran dalam 

mengembangkan keilmuan matematika.

2. Bagi pembaca, penelitian ini diharapkan mampu menjadi sebuah wahana 

untuk menambah wawasan dan khasanah keilmuannya maupun sebagai bahan 

rujukan untuk melakukan penelitian lebih lanjut.

1.5 Metode Penelitian

Jenis dari penelitian ini adalah deskriptif kualitatif dan penelitian ini 

merupakan sebuah penelitian kepustakaan (library research) dengan melakukan 

penelitian untuk memperoleh data-data dan informasi dengan menggunakan 

teknik dokumenter, artinya data-data sumber penelitian dikumpulkan dari 

dokumen-dokumen, baik yang berupa buku, artikel, jurnal, majalah, maupun 

karya ilmiah lainnya yang berkaitan dengan topik atau permasalahan yang diteliti.

Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini adalah 

sebagai berikut:

1. Mencari, mempelajari dan menelaah sumber-sumber informasi yang 

berhubungan dengan topik yang diteliti.

2. Memberikan deskripsi dan pembahasan lebih lanjut terhadap hasil penelitian 

untuk memberikan jawaban atas rumusan masalah yang telah dikemukakan.
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3. Mencoba melakukan pelabelan pada beberapa contoh graf sikel, lintasan dan 

star.

4. Melalui beberapa contoh tersebut, akhirnya dicari pola tertentu.

5. Pola yang didapatkan masih dapat dianggap sebagai dugaan (konjektur).

6. Konjektur yang dihasilkan kemudian dibuktikan dengan terlebih dahulu 

merumuskan konjekturnya sebagai suatu teorema yang dilengkapi dengan 

bukti-bukti.

7. Setelah ditemukan pola pelabelannya dengan membuktikan teorema kemudian 

mencari nilai konstanta ajaib terkecil pada graf sikel, lintasan dan star.

8. Memberikan kesimpulan akhir dari hasil penelitian.

1.6 Sistematika Pembahasan

Agar pembahasan dalam penelitian ini dapat dilakukan secara sistematis, 

maka sistematika penulisannya disusun dengan kerangka sebagai berikut:

BAB I: PENDAHULUAN

Bab ini merupakan bab pengantar yang terdiri dari latar belakang, 

rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode 

penelitian, dan sistematika pembahasan.

BAB II: KAJIAN PUSTAKA

Bab ini berisi tentang studi teoritis dari berbagai literatur dan 

sumber-sumber yang relevan dengan masalah yang diteliti. Bab ini 

membahas tentang graf, graf sikel, graf lintasan, graf star, 
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pelabelan, pelabelan total sisi ajaib (EMT) dan konstanta ajaib 

terkecil.

BAB III: HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini memaparkan hasil penelitian dan pembahasannya tentang 

cara menetukan pelabelan EMT dan konstanta ajaib terkecil pada 

graf sikel, lintasan dan star yang disertai dengan contoh.

BAB IV: PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan dan saran.
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BAB II

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf

2.1.1 Definisi Graf

Secara Matematis, graf didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 1

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak 

kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E

adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik 

berbeda di V yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan 

dengan V(G) dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G). Sedangkan 

banyaknya unsur di V disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G)

dan banyaknya unsur di E disebut ukuran dari G dan dilambangkan 

dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan 

ukuran dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan q (Chartrand dan 

Lesniak, 1986:4).

Definisi 2

Suatu graf terdiri dari suatu himpunan tak kosong yang masing-masing 

unsurnya disebut titik (vertex) dan suatu himpunan pasangan tak 

berurutan dari titik-titik tersebut yang disebut sisi (edge) (Purwanto, 

1997:5).
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Misalkan G adalah suatu graf. Himpunan titik di graf G dinyatakan 

sebagai  nivGV i  1:)( dengan iv disebut titik atau vertex dan himpunan sisi 

di graf G dinyatakan sebagai  )(),(v:v)( jj GVvGVvGE kk   dengan vjvk

disebut sisi atau edge, sisi juga dapat dinotasikan dengan ei. Graf G dapat 

dinyatakan dengan     GEGVG ,  (Baskoro, 2007:7). 

Contoh :

Gambar 2.1 Contoh Graf G

Graf G pada Gambar 2.1 dapat dinyatakan sebagai     GEGVG , . Graf

G mempunyai 4 titik sehingga order G adalah p = 4 dan mempunyai 5 sisi 

sehingga ukuran graf G adalah q = 5 dengan

   dcbaGV ,,,

   cdbcacadabGE ,,,, .

Dapat juga ditulis dengan

   dcbaGV ,,,

},,,,{)( 54321 eeeeeGE 

Jika banyaknya titik dan banyaknya sisi di G terhingga maka G disebut 

graf terhingga. Jika graf G hanya terdiri dari satu titik maka graf G disebut graf 

a

d c

b

G
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trivial. Jika graf G hanya terdiri dari himpunan titik tanpa himpunan sisi maka 

graf G disebut graf kosong (graph Null).

Contoh :

Gambar 2.2 Contoh Graf Trivial dan Null

Pada Gambar 2.2 graf G1 dapat dinyatakan sebagai     111 , GEGVG  , 

dengan    dcbaGV ,,,1  ,    cdbcacadabGE ,,,,1  . Karena G2 hanya terdiri 

dari himpunan satu titik maka graf G2 disebut graf trivial. Dan karena 

    333 , GEGVG   dengan  dcbaGV ,,,)( 3   dan  )( 3GE  maka G3 disebut 

graf kosong (graph Null).

2.1.2 Adjacent dan Incident

Definisi 3

Misalkan v dan w adalah titik-titik dari suatu graf. Jika v dan w 

dihubungkan oleh suatu sisi vw, maka v dan w disebut terhubung langsung 

(adjacent). Lebih lanjut, v dan w dikatakan terkait (incident) dengan vw, 

vw dikatakan terkait (incident) dengan v dan w, dan titik v dan w disebut 

titik ujung dari vw (Wilson dan Watkins, 1990:31).


e

 
f           g
      
      h

G2 G3G1

a

d c

b
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Gambar 2.3 Graf Adjacent dan Incident

Dari Gambar 2.3 titik v dan vw serta vw dan w adalah incident (terkait

langsung) dan titik v dan w adalah adjacent (terhubung langsung).

Dua sisi atau lebih yang menghubungkan satu pasang titik disebut sisi 

rangkap (multiple edges). Suatu sisi yang titik ujungnya sama disebut loop

(Purwanto, 1997:5).

Contoh :

Gambar 2.4 Contoh Graf dengan Sisi rangkap dan Loop

Pada graf G pada Gambar 2.4 terdapat sisi rangkap ab, dan terdapat loop aa.

Graf tanpa sisi rangkap dan tanpa loop disebut graf sederhana (simple 

graph) (Purwanto, 1997:5).

Contoh :

Gambar 2.5 Contoh Graf Sederhana

v w

vw

G

a

b c
G

a

b c
G1

a

b c
G2

a

b c
G3

a

b c
G4
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Pada Gambar 2.5 graf G1 merupakan graf sederhana, G2 bukan merupakan 

graf sederhana karena terdapat loop aa, G3 bukan merupakan graf sederhana 

karena terdapat sisi rangkap ab, G4 bukan merupakan graf sederhana karena 

terdapat loop aa dan sisi rangkap ab. Dan untuk selanjutnya pada skripsi ini hanya 

akan dibahas graf sederhana.

2.1.3 Derajat Titik

Definisi 4

Derajat suatu titik v di G, dinyatakan dengan d(v), adalah banyak sisi di G

yang terkait dengan v. Derajat minimum dan derajat maksimum titik-titik 

di G berturut-turut dinyatakan dengan )(G dan )(G (Purwanto, 1997:7).

Contoh :

Gambar 2.6 Graf Derajat Titik

Untuk graf G pada Gambar 2.6 d(a) = 3, d(b) =2, d(c) = 2, dan d(d)=1 sedangkan 

1)( G  dan 3)(  G .

Graf yang semua titiknya berderajat sama disebut graf beraturan (regular 

graph). Suatu graf dikatakan beraturan-r (r-regular) jika semua titiknya berderajat 

r (Purwanto, 1997:8).

a

b c
G

d
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Contoh :

Gambar 2.7 Graf Derajat-r.

Graf G1 pada Gambar 2.7 merupakan graf beraturan-1, dan graf G2  

merupakan graf beraturan-3.

2.1.4 Graf Terhubung

Definisi 5

Sebuah jalan (walk) u-v di graf G adalah barisan berhingga (tak kosong) W

: u = u0, e1, u1, e2, . . ., un-1, en, un = v  yang berselang seling antara titik dan 

sisi, yang dimulai dari titik u dan diakhiri dengan titik v, dengan iii uue 1

untuk i = 1, 2, . . ., n adalah sisi di G. u0 disebut titik awal, un disebut titik 

akhir, u1, u2, ..., un-1 disebut titik internal, dan n menyatakan panjang dari 

W  (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).

Definisi 6

Jalan u-v disebut terbuka atau tertutup jika vu   atau vu   (Chartrand 

dan Lesniak, 1986:26).

Definisi 7

Jalan u-v yang semua sisinya berbeda disebut trail u-v (Chartrand dan 

Lesniak, 1986:26).

G1

u v

a

b c

d

G2
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Definisi 8

Jalan u-v yang semua sisi dan titiknya berbeda disebut path (lintasan) u-v. 

Dengan demikian, semua lintasan adalah trail (Chartrand dan Lesniak, 

1986:26).

Definisi 9

Suatu titik u yang membentuk lintasan (path) u-u disebut jalan trivial 

(Chartrand dan Lesniak, 1986:26).

Definisi 10

Suatu jalan tertutup (closed trail) yang tak-trivial pada Graf G disebut 

Sirkuit G. (Chartrand dan Lesniak, 1986:28). 

Definisi 11

Sirkuit v1, e1, v2, e2, v3, . . ., vn-1, en-1, en, vn, v1 dengan 3n dan vi berbeda 

untuk setiap i disebut Sikel (cycle) (Chartrand dan Lesniak, 1986:28).

Contoh:

Gambar 2.8. Jalan, Lintasan, Trail, dan Sikel

Dari Gambar 2.8. 1245631 ,,,,,, vvvvvvv  disebut jalan tertutup dengan 

panjang 6 dan 21345631 ,,,,,,, vvvvvvvv  disebut jalan terbuka dengan panjang 7. 

2345631 ,,,,,, vvvvvvv  adalah trail tetapi bukan lintasan, sedangkan

245631 ,,,,, vvvvvv disebut sebagai path (lintasan) dan 1321 ,,, vvvv  adalah sikel.

1v

2v
5v4v

3v 6v

1e

2e

3e
4e

5e

7e

6e
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Definisi 12

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Maka titik u dan v dapat 

dikatakan terhubung (connected), jika terdapat lintasan u – v di G. 

Sedangkan suatu graf G dapat dikatakan terhubung (connected), jika untuk 

setiap titik u dan v di G terhubung (Chartrand dan Lesniak, 1986:28).

Contoh:

     

                

Gambar 2.9 Graf Terhubung (connected)

2.1.5 Graf Komplit, Bipartisi dan Bipartisi Komplit

Definisi 13

Graf komplit (complete graph) adalah graf sederhana dengan setiap pasang 

titik yang berbeda dihubungkan oleh satu sisi. Graf komplit dengan n titik 

dinyatakan dengan Kn (Chartrand dan Lesniak, 1986:9 dan Purwanto, 

1997:21).

Contoh:

      G1     G2          G3   G4

Gambar 2.10 Graf Komplit

v1 v2

v3 v4

G
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Pada Gambar 2.10 graf G1 merupakan graf komplit K1, graf G2 merupakan 

graf komplit K2, graf G3 merupakan graf komplit K3, dan graf G4 merupakan graf 

komplit K4.

Definisi 14

Graf bipartisi (bipartite graph) adalah graf yang himpunan titiknya dapat 

dipisahkan menjadi dua himpunan tak kosong X dan Y, sehingga masing-

masing sisi di graf tersebut menghubungkan satu titik di X dan satu titik di 

Y, X dan Y disebut himpunan partisi (Purwanto, 1997:21).

Contoh :

Gambar 2. 11 Graf Bipartisi.

Graf G pada Gambar 2.11 merupakan graf bipartisi dengan himpunan 

partisi  cbaX ,, dan  fedY ,, .

Definisi 15

Graf bipartisi komplit (complete bipartite graph) adalah graf bipartisi 

dengan himpunan-himpunan partisi X dan Y sehingga masing-masing titik 

di X dihubungkan dengan masing-masing titik di Y oleh tepat satu sisi, jika 

mX   dan nY   maka graf bipartisi tersebut dinyatakan dengan K(m,n). 

(Purwanto, 1997:22).

fed

cba

G
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Contoh :

Gambar 2.12 Graf Bipartisi Komplit

Graf G1 pada Gambar 2.12 merupakan graf bipartisi komplit K(3,3) dengan 

himpunan partisi  cbaX ,, dan  fedY ,, . Dan graph G2 merupakan graf 

bipartisi komplit K(1,3) atau graf star dengan titik pusatnya adalah a.

2.2 Graf Sikel

Sikel adalah jalan tertutup dengan barisan titik yang berbeda. Dengan kata 

lain, sikel adalah lintasan tertutup, sikel dengan panjang n dapat juga ditulis 

dengan n-sikel.

Definisi 16

Graf sikel adalah graf yang terdiri dari satu sikel (sikel tunggal). Graf sikel 

dengan n titik dinotasikan dengan nC  (Wilson dan Watkins, 1990:37).

Definisi 17

Graf Sikel (Cycle Graf) nC  ialah graf terhubung beraturan 2 yang 

mempunyai n titik (n 3 ) dan n sisi (Chartrand dan Lesniak, 1986:28).

fed

cba

G1 G2

a

dcb
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Contoh graf sikel:

Gambar 2. 13 Graf Sikel

2.3 Graf Lintasan

Lintasan adalah suatu jalan yang tidak mengulang titik.

Definisi 18

Graf  path adalah graf yang terdiri dari satu lintasan (path tunggal). Graf 

path (lintasan) dengan n titik dinotasikan dengan nP  (Wilson dan 

Watkins, 1990:37).

Contoh graf lintasan:

Gambar 2.14 Graf lintasan

2.4 Graf Star

Definisi 19

Graf star adalah graf bipartit komplit yang berbentuk K(1,n).

P2 P3 P4

a

e

d c

b

C5

3C

a

bc

4C
c

a b

d
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Contoh graf star:

Gambar 2.15 Contoh Graf Star

2.5 Pelabelan 

Definisi 20 

Pelabelan pada sebuah graf adalah pemetaan yang memetakan unsur-

unsur pada suatu graf ke bilangan-bilangan (biasanya ke bilangan bulat 

positif atau bilangan bulat non-negatif) (W. D. Wallis dkk, 2000:2). 

Ditinjau dari domainnya, terdapat bermacam-macam pelabelan pada graf, 

antara lain adalah pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Pelabelan 

titik adalah pemetaan yang memetakan titik-titik pada suatu graf ke bilangan-

bilangan. Pelabelan sisi adalah pemetaan yang memetakan sisi-sisi pada suatu graf 

ke bilangan-bilangan. Sedangkan pelabelan total adalah pemetaan yang 

memetakan titik-titik dan sisi-sisi pada suatu graf ke bilangan-bilangan. Selain itu 

domain yang lain juga mungkin digunakan pada pelabelan pada graf. 

K(1,3)
K(1,4)
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Contoh 1:

Gambar 2.16 Contoh Penotasian Titik

Jika G1 pada Gambar 2.16 dilabeli dengan pelabelan sebagai berikut

}5,4,3,2,1{)(: 1 GVf

ivi  ; dengan i = 1, 2, 3, 4, 5

Maka diperoleh graf dengan pelabelan titik pada Gambar 2.17 berikut

Gambar 2.17 Pelabelan Titik

Contoh 2:

Gambar 2.18 Contoh Penotasian Sisi

G1

v2v1

v4

v3

v5

G2

e2

e1

e4e3

e5

e6 e7

e8

G1

21

4

3

5
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Jika G2 pada Gambar 2.18 dilabeli dengan pelabelan sebagai berikut

}8,7,6,5,4,3,2,1{)(: 2 GEg

iei  ; dengan i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8

Maka diperoleh graf dengan pelabelan sisi pada Gambar 2.19 berikut

Gambar 2.19 Pelabelan Sisi

Contoh 3:

Gambar 2.20 Contoh Ponotasian Total

Jika G3 pada Gambar 2.20 dilabeli dengan pelabelan sebagai berikut

}13,12,...,3,2,1{)()(: 33  GEGVg

ivi  ; dengan i = 1, 2, 3, 4, 5

5je j  ; dengan j = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8

G3

v2v1

v4

v3

v5

e2

e1

e4e3

e5

e6 e7

e8

G2

2

1

43
5

6 7
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Maka diperoleh graf dengan pelabelan total pada Gambar 2. 21 berikut

Gambar 2.21 Pelabelan Total

2.6  Pelabelan Total Sisi Ajaib (Edge Magic Total (EMT) Labeling)

Pelabelan ajaib dikenalkan oleh Sedlacek  dalam Joseph A. Gallian 

(2005:56) pada tahun 1963, teori tentang pelabelan ajaib ini termotivasi  oleh teori 

tentang persegi ajaib (magic squares) dalam teori bilangan. Pengenalan tentang 

pelabelan ajaib oleh Sedlacek tersebut diteruskan dengan dipelajarinya pelabelan 

ajaib secara lebih luas. Diantaranya adalah pengenalan tentang pelabelan ajaib sisi 

dan pelabelan ajaib titik. 

Lebih jauh lagi adalah dikenalkannya pelabelan total ajaib titik dan 

pelabelan total sisi ajaib (EMT). Pelabelan total ajaib titik, biasanya disebut 

hypermagic, merupakan pelabelan ajaib titik pada graf dengan pelabelan total. 

Pelabelan total ajaib sisi merupakan pelabelan ajaib sisi pada graf dengan 

pelabelan total (W. D. Wallis dkk, 2000:3).

Kotzig dan Rosa dalam W. D. Wallis (2000:3) telah mendefinisikan 

pelabelan ajaib yang menggunakan daerah asal berupa himpunan bilangan bulat 

berurutan  qp ,...,2,1   dan menggunakan pelabelan total pada tahun 1970. 
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Istilah pelabelan ajaib mereka gunakan untuk menyatakan pelabelan total sisi 

ajaib (EMT), dan ini akan digunakan pada pembahasan selanjutnya pada skripsi 

ini.

Definisi 21

Pelabelan ajaib pada graf G ),( qp  adalah fungsi f yang bersifat satu-satu 

dan pada dari )()( GEGV   ke himpunan bilangan bulat  qp ,...,2,1

dengan sifat setiap sisi xy pada graf G yang diberikan berlaku 

kyfxyfxf  )()()( , untuk suatu konstanta k , 

dengan )()()( yfxyfxf   disebut jumlah sisi dari xy dan konstanta k disebut 

konstanta ajaib dari G. Suatu graf dikatakan ajaib jika terdapat pelabelan ajaib 

pada graf tersebut (W. D. Wallis dkk, 2000:3).

2.7 Konstanta Ajaib Terkecil

Definisi 22

Konstanta ajaib adalah bilangan yang menunjukkan setiap dua titik yang 

berhubungan (adjacent) dan satu sisi yang terkait (incident) adalah harus 

sama.

Definisi 23

Konstanta ajaib terkecil adalah nilai minimum dari semua k dimana 

k merupakan konstanta ajaib dari graf super ajaib (V. Swaminathan, 

2006:1625).
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2.8 Kajian Graf dan Pelabelan  dalam Al Qur’an

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam Al 

Qur’an, salah satunya adalah matematika. Konsep dari disiplin ilmu matematika 

serta berbagai cabangnya yang ada dalam Al Qur’an di antaranya adalah masalah 

logika, pemodelan, statistik, teori graf, teori tentang grup dan lain-lain. Teori graf 

yang merupakan salah satu cabang dari matematika tersebut menurut definisinya 

adalah himpunan yang tidak kosong yang memuat elemen-elemen yang disebut 

titik, dan suatu daftar pasangan tidak terurut elemen itu yang disebut sisi. Hal ini 

dikuatkan oleh firman Allah dalam Al Qur’an surat Al Hujurat ayat 10 bahwa 

dalam ayat tersebut disebutkan bahwa umat manusia yang beriman itu bersaudara. 

Sehingga mereka harus menjalin hubungan yang baik, rukun antara sesama umat. 

Ayat tersebut yaitu:

                         

Artinya: ”Orang-orang beriman itu sesungguhnya bersaudara. Sebab itu 
damaikanlah (perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu itu dan 
takutlah terhadap Allah, supaya kamu mendapat rahmat” (Q. S. Al-
Hujurat: 10).

Sehingga dengan demikian, hal ini menunjukkan adanya suatu hubungan 

atau keterkaitan antara titik yang satu dengan titik yang lain. Jika dikaitkan 

dengan kehidupan nyata, maka banyaknya titik yang terhubung dalam suatu graf 

dapat diasumsikan sebagai banyaknya kejadian tertentu, yang selanjutnya 

kejadian-kejadian tersebut memiliki keterkaitan dengan titik lainnya yang 

merupakan kejadian sesudahnya. Apabila di aplikasikan pada bentuk graf, maka 

kita dapat menggambarkannya seperti berikut ini:
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Gambar 2.22 Hubungan antara Mukmin yang Bersaudara

Pada visualisasi gambar di atas merupakan bentuk dari graf sikel dengan 

jumlah titik adalah 3, diamana antara ketiganya saling berhubungan dan siklis 

dengan v1 adalah orang beriman 1, v2 adalah orang beriman 2 dan v3 adalah orang 

beriman 3 yang jika salah satu dari mereka terputus maka kita hsrus 

mendamaikannya (memperbaiki hubungan diantara mereka).

Manusia merupakan salah satu makhluk atau ciptaan Allah yang sempurna 

karena mereka diberi nafsu, akal dan indera-indera yang dapat dimanfaatkan oleh 

manusia. Interaksi-interaksi yang terjadi pun sangat beragam walaupun pada 

akhirnya akan kembali pada yang mencipta mereka. Dalam kehidupan sehari-hari 

manusia sering lupa akan percipta-Nya dan sering kali tidak melaksanakan 

perintah-Nya dan tidak meninggalkan larangan-Nya. Padahal Allah telah 

memperingatkan manusia dengan firman-Nya bahwa manusia harus berada pada 

jalan yang benar yakni menjalankan perintah-Nya dan menjauhi larangan-Nya. 

Dalam Al Qur’an surat al-An’  am  ayat 153 dijelaskan bahwa:

                           

          

Artinya: “Dan bahwa (yang Kami perintahkan ini) adalah jalanKu yang lurus, 
maka ikutilah dia, dan janganlah kamu mengikuti jalan-jalan (yang 
lain)[152], karena jalan-jalan  itu mencerai beraikan kamu dari jalan-

v1

v2 v3
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Nya. Yang demikian itu diperintahkan Allah agar kamu bertakwa”. 
(QS. Al An’am: 153)

  Sehingga dengan demikian, hal ini menunjukkan adanya suatu hubungan 

atau keterkaitan antara titik yang satu dengan titik yang lain. Jika dikaitkan 

dengan kehidupan nyata, maka banyaknya titik yang terhubung dalam suatu graf 

dapat diasumsikan sebagai banyaknya kejadian tertentu, yang selanjutnya 

kejadian-kejadian tersebut memiliki keterkaitan dengan titik lainnya yang 

merupakan kejadian sesudahnya.

Dalam kehidupan nyata, misalnya hubungan Allah dan makhluk ciptaan-

Nya dimana elemen-elemen yang dimaksud meliputi Pencipta (Allah) dan 

makhluk-makhluk ciptaan-Nya, sedangkan sisi atau garis yang menghubungkan 

elemen-elemen tersebut adalah bagaimana hubungan antara Allah dengan 

makhluk-makhluk ciptaan-Nya dan juga hubungan yang terjalin, yaitu Hablun 

min Allah, Hablun min An-Nas wa Hablun min ‘Alam.

Gambar 2. 23 Hubungan antara Allah dengan Makhluk Hidup Ciptaan-Nya

Dari bentuk Gambar 2.23 di atas bisa dikatakan bahwa hubungan Allah 

dan makhluk ciptaan-Nya merupakan salah satu contoh dari bentuk graf star )3,1(K

dengan nilai 3n dan titik 1v  adalah Allah yang merupakan titik pusat dan titik 

Allah

Manusia

HewanTunbuhan
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332 ,, vvv  berturut-turut adalah manusia, tumbuhan dan hewan yang merupakan 

makhluk ciptaan Allah

Representasi yang lain dari suatu graf adalah shalat. Shalat mempunyai 

kedudukan yang amat penting dalam Islam dan merupakan pondasi yang kokoh 

bagi tegaknya agama Islam. Ibadah shalat dalam Islam sangat penting, sehingga 

shalat harus dilakukan pada waktunya, dimanapun, dan bagaimanapun keadaan 

seorang muslim yang mukalaf. Dalam kaitannya dengan peribadatan sholat, Allah 

SWT. berfirman:

                        

                            

Artinya: “Maka apabila kamu telah menyelesaikan shalat(mu), ingatlah Allah di 
waktu berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbaring. Kemudian 
apabila kamu telah merasa aman. Maka dirikanlah shalat itu 
(sebagaimana biasa). Sesungguhnya shalat itu adalah fardhu yang 
ditentukan waktunya atas orang-orang yang beriman” (Q.S. An-Nisaa’: 
103).

Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa waktu-waktu sholat telah ditentukan 

waktunya dan telah menjadi suatu ketetapan, baik itu sholat fardhu maupun sholat 

sunnah. Sholat lima waktu yang diwajibkan dalam sehari (isya’, subuh, dhuhur, 

ashar dan maghrib) merupakan sholat yang wajib ditunaikan dan tidak boleh 

ditinggalkan. Waktu pelaksanaan antara satu waktu sholat fardhu berbeda dengan 

empat waktu sholat yang lain dan telah ditetapkan oleh Allah SWT. Akan tetapi,

kelima waktu sholat tersebut saling mengikat dan tidak diperbolehkan hanya 

melaksanakan satu sholat saja.

30



Gambar 2. 24 Representasi Graf terhadap Waktu-waktu Shalat

Dari bentuk Gambar 2.24 di atas bahwa hubungan sholat merupakan salah 

satu contoh dari bentuk graf sikel 5C dengan nilai 5n dengan pelabelan 

berturut-turut adalah 4321 ,,, vvvv  dan 5v yaitu Sholat Isya’, Subuh, Dhuhur, 

Ashar dan Maghrib.

Adapun hubungan waktu sholat tersebut dengan teori graf adalah bahwa 

waktu-waktu sholat tersebut merupakan suatu himpunan yang terdiri dari waktu 

sholat fardhu (isya’, subuh, dhuhur, ashar dan maghrib) dan waktu sholat sunnah

sebagai ekspresi dari himpunan titik dalam graf. Sedangkan keterikatan antara 

kelima sholat fardhu tersebut yang tidak dapat ditinggalkan salah satunya dalam 

menunaikannya dan sholat sunnah sebagai pelengkap sholat fardhu merupakan 

ekspresi dari garis atau sisi yang menghubungkan titik-titik dalam graf.

Suatu graf memilki titik dan sisi artinya dalam graf tersebut terdapat dua 

titik yang memiliki satu sisi atau lebih dari satu sisi yang memiliki hubungan dan 

integritas yang cukup signifikan yang dijelaskan pada sebuah Al Qur’an surat Al 

Baqarah ayat 158:

Shubuh

Dzuhur Ashar

Maghrib

Isya’
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Artinya: ”Sesungguhnya Shafaa dan Marwa adalah sebahagian dari syi'ar Allah. 
Maka barangsiapa yang beribadah haji ke Baitullah atau berumrah, 
Maka tidak ada dosa baginya mengerjakan sa'i antara keduanya. dan 
barangsiapa yang mengerjakan suatu kebajikan dengan kerelaan hati.
Maka Sesungguhnya Allah Maha Mensyukuri kebaikan lagi Maha 
Mengetahui”. (Qs. Al-Baqarah: 158)

Dalam sebuah hadist dijelaskan bahwa Rasulullah  SAW. bersabda, yang 

artinya: ”Diwajibkan atas kamu melakukan sa’i maka hendklah kamu lakukan (H. 

R. Ahmad)”.

Terkait dengan kejadian diatas, maka kejadian tersebut dapat 

direpresentasikan pada graf dengan mempunyai jumlah 2 titik 2 dan 1 sisi.

Gambar 2. 25 Representasi Graf terhadap ibadah Sa’i

Dari bentuk Gambar 2.25 di atas merupakan salah satu contoh dari bentuk 

graf path 2P  dengan nilai 2n dimana pelabelannya berturut-turut adalah 1v  dan 

2v  yaitu perjalanan Sa’i antara Shafaa dan Marwa sedangkan sisinya adalah 

menggambarkan Sa’i.

Dari uraian-uraian diatas tidak menutup kemungkinan banyak konsep 

matematika khusunya teori graf yang masih belum dikaji dan terungkap melalui 

pendekatan Al Qur’an. Seperti yang telah diuraikan sebelumnya, bahwa suatu graf 

memiliki dua unsur pokok, yaitu titik dan sisi. Titi-titik dalam suatu graf akan 

saling terhubung dengan adanya suatu garis yang dinamakan sisi. Dengan 

Shafaa Marwa
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demikian, hal ini menunjukkan adanya suatu hubungan keterkaitan antara titik 

yang satu dengan titik yang lain.

Berbicara tentang pemberian label sesuai dengan aturan yang ada, hal ini 

menunjukkan bahwa suatu pelabelan dalam graf telah memiliki ukuran label 

tertentu sehingga bisa dikatakan pelabelan tersebut mempunyai pelabelan total sisi 

ajaib (EMT). Jika direlevansikan dengan kajian Al Qur’an adalah sejajar dengan 

ayat yang menyebutkan bahwa segala sesuatu yang ada didunia ini diciptakan oleh 

Allah SWT. sesuai dengan kadar dan ukuran yang ditatnya dengan sedemikian 

rapi. Sebagaimana yang tertuang dalam surat  Al-Qamar ayat 49:

            

Artinya: “Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran“. (Qs. 
Al-Qamar: 49 )

Berkenaan dengan ayat diatas Abdusysyakir (2007: 80) mengatakan 

bahwa semua yang ada di alam ini ada ukurannya, hitungannya, rumusnya  dan 

ada persamaannya. Namun, rumus-rumus yang ada sekarang bukan diciptakan 

manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya menemukan dan 

menyimbolkan dalam bahasa matematika.

Begitu pula dalam hal ini, suatu graf bisa terlabeli dengan pelabelan total

sisi ajaib (EMT) karena sudah memiliki ukuran yang sempurna dengan cara dan 

aturan yang dibuat oleh manusia secara sistematis. Dari sinilah Al Qur’an 

mengajak kepada setiap pembacanya untuk membahas dan mengkaji suatu ilmu 

untuk memperluas khasanah keilmuannya.
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Penemuan sekaligus pembuktian rumus-rumus yang digunakan dalam 

pelabelan pada graf yang berkaitan dengan pemberian label pada titiknya, yaitu 

bertujuan untuk menemukan pola tertentu agar lebih mudah dipahami dan lebih 

mudah untuk mencarinya. Setelah mengetahui dengan jelas hasil dari pembahasan 

diatas yang intinya adalah menemukan rumus untuk pola pelabelan EMT pada 

graf sikel, lintasan dan star serta menentukan konstanta ajaibnya, dan konstanta 

ajaib terkecilnya.

Hal utama yang dapat dijadikan sebagai refleksi dari semuanya, yakni 

ternyata setelah banyak mempelajari matematika yang merupakan ilmu hitung-

menghitung serta banyak mengetahui mengenai masalah yang terdapat dalam 

matematika yang dapat direlevansikan dalam agama islam sesuai dengan konsep-

konsep yang ada dalam Al Qur’an, maka akan dapat menambah keyakinan diri 

akan kebesaran Allah SWT selaku Sang Pencipta yang serba Maha, yang salah 

satunya adalah Maha Matematisi (Abdusysyakir, 2007:83).

Hal ini sesuai dalam Al Qur’an surat Al-Baqarah ayat 202:

                 

Artnya: “Mereka Itulah orang-orang yang mendapat bahagian daripada yang 
mereka usahakan; dan Allah sangat cepat perhitungan-Nya“. (Qs. Al-
Baqarah: 202).
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BAB III

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas bagaimana cara menentukan pelabelan total sisi 

ajaib (Edge Magic Total (EMT) Labeling) dan konstanta ajaib terkecil pada graf 

sikel, lintasan dan star. Pembahasan ini meliputi, yaitu:

1. Pada graf sikel nC  dengan banyak titik ganjil.

2. Pada graf lintasan nP  dengan banyak titik genap 

3. Pada graf lintasan nP  dengan banyak titik ganjil

4. Pada graf star ),1( nK , dengan banyak titik ganjil dan genap.

3.1 Menentukan Pelabelan Total Sisi Ajaib (EMT) dan Konstanta Ajaib 

Terkecil pada Graf Sikel

3.1.1 Pelabelan EMT pada Graf Sikel 3C

Untuk graf sikel 3C

Gambar 3.1. Penotasian pada Graf Sikel 3C

Gambar 3.2. Pelabelan pada Graf Sikel 3C
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Pada Gambar 3.2 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk 

G1 adalah 9 dan untuk G2 adalah 12. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai 

konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 9.

Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: 33 CECVf   ke himpunan bilangan bulat  6,5,4,3,2,1 , maka dapat 

dirumuskan sebagai berikut:

Gambar 3.3. Fungsi Bijektif Graf 1G

Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  32 vf

  23 vf

  5)( 211  vvfef

  4)( 322  vvfef

  6)( 133  vvfef

Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

 
2

1


x
vf x , 3,1x

Untuk indeks genap pada titik belum ditemukan pola karena datanya 

masih tunggal.

Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks tidak sama dengan 

3n , didapatkan pola sebagai berikut:

    132521 vvf

    232432 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

    xnvvf xx  21 , 2,1x

Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks sama dengan 3n

dapat dilihat hubungan

   32613 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

   nvvf n  21 , 3n

3.1.2 Pelabelan EMT pada Graf Sikel 5C

Untuk gambar graf sikel 5C

Gambar 3.4. Penotasian pada Graf Sikel 5C
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Gambar 3.5. Pelabelan pada Graf Sikel 5C

Pada Gambar 3.5 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk 

G1 adalah 14 dan untuk G2 adalah 19. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai 

konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 14.

Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: 55 CECVf   ke himpunan bilangan bulat  10,9,8,7,6,5,4,3,2,1 , maka dapat 

dirumuskan sebagai berikut:

Gambar 3.6. Fungsi Bijektif  Graf 1G
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Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  42 vf

  23 vf

  54 vf

  35 vf

  9)( 211  vvfef

  8)( 322  vvfef

  7)( 433  vvfef

  6)( 544  vvfef

  10)( 155  vvfef

Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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35
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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1


x
vf x , 5,3,1x

Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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xn
nvf x , 4,2x  dan 5n
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Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks tidak sama dengan 

5n , didapatkan pola sebagai berikut:

    152921 vvf

    252832 vvf

    352743 vvf

    452654 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

    xnvvf xx  21 , 4,3,2,1x

Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks sama dengan 5n

dapat dilihat hubungan

   521015 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

   nvvf n  21 , 5n

3.1.3 Pelabelan EMT pada Graf Sikel 7C

Untuk gambar graf sikel 7C

Gambar 3.7. Penotasian pada Graf Sikel 7C
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Gambar 3.8. Pelabelan pada Graf Sikel 7C

Pada Gambar 3.8 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk 

G1 adalah 19 dan untuk G2 adalah 26. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai 

konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 19.

Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: 77 CECVf   ke himpunan bilangan bulat  14,13,12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1 , 

maka dapat dirumuskan sebagai berikut:
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Gambar 3.9. Fungsi Bijektif  Graf 1G

Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  52 vf

  23 vf

  64 vf

  35 vf

  76 vf

  47 vf

  13)( 211  vvfef

  12)( 322  vvfef

  11)( 433  vvfef

  10)( 544  vvfef

  9)( 655  vvfef

  8)( 766  vvfef

  14)( 177  vvfef
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Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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vf x , 7,5,3,1x

Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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2

3 





xn
nvf x , 6,4,2x  dan 7n

Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks tidak sama dengan 

7n , didapatkan pola sebagai berikut:

    1721321 vvf

    2721232 vvf
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    3721143 vvf

    4721054 vvf

    572965 vvf

    672876 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

    xnvvf xx  21 , 6,5,4,3,2,1x

Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks sama dengan 7n

dapat dilihat hubungan

   721417 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

   nvvf n  21 , 5n

Dari uraian contoh di atas, maka diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema I:

Setiap graf sikel nC dengan n bilangan asli ganjil dan 3n  adalah total 

sisi ajaib dengan konstanta ajaib terkecil 
2

35 


n
k .

Bukti:

1. Akan dibuktikan graf sikel nC  dengan n bilangan asli ganjil dan 3n

adalah total sisi ajaib.

Misal:

Graf nC  mempunyai order np  , ukuran nq 
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Karena p = q, maka p + q =2n

dengan,

},...,,,{)( 321 nn vvvvCV  dan },...,,,{)( 11433221 vvvvvvvvvvCE nnnn  , 

dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.10. Graf Sikel nC

Definisikan fungsi f dari )()( nn CECV   ke  n2,...,3,2,1  dengan 

pengaitan sebagai berikut.
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  invvf ii  21 untuk 1,...,3,2,1  ni
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Maka akan dibuktikan: 

a. Untuk sisi  1ii vv  di Cn dengan ni 1  dan i ganjil diperoleh:

   

2

35

2

2)1(

2

3
2

2

1
)()( 11








 










 

 

n

in
nin

i
vfvvfvf iiii

b. Untuk sisi  1ii vv  di Cn dengan 11  ni  dan i genap diperoleh:
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nvfvvfvf iiii

c. Untuk sisi  1vvn  di Cn diperoleh:

 

2

35

1)2(
2

1
)()( 11









n

n
n

vfvvfvf nn

Jadi, terbukti Setiap graf sikel nC dengan n bilangan asli ganjil dan 

3n  adalah total sisi ajaib 

2. Akan dibuktikan bahwa
2

35 


n
k  adalah konstanta ajaib terkecil.

untuk 3C  diketahui 9k

untuk 5C  diketahui 14k

untuk 7C  diketahui 19k
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dari hasil tersebut diperoleh tabel sebagai berikut:

n k

3 9

5 14

7 19

Tabel 3.1. Banyak Titik dan Konstanta Ajaib Terkecil pada Graf Sikel

Sehingga dari tabel di atas dapat diperoleh hubungan sebagai 

berikut:

yy

yy

xx

xx








1

0

1

0

dengan:

145

93

11

00





yx

yx

kynx

Maka:

yy

yy

xx

xx








1

0

1

0

914

9

35

3






 kn

5

9

2

3 


 kn

182155  kn

2

18155 


n
k

2

35 


n
k
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Jadi, terbukti 
2

35 


n
k  adalah konstanta ajaib terkecil.

Dengan demikian, Setiap graf sikel nC dengan n bilangan asli ganjil dan 

3n adalah total sisi ajaib dengan konstanta ajaib terkecil 
2

35 


n
k .

3.2 Menentukan Pelabelan Total Sisi Ajaib (EMT) dan Konstanta Ajaib 

Terkecil pada Graf Lintasan dengan Banyak Titik Genap

3.2.1 Pelabelan EMT pada Graf Lintasan 2P

Untuk gambar graf lintasan 2P

Gambar 3.11. Penotasian pada Graf Lintasan 2P

Gambar 3.12. Pelabelan pada Graf Lintasan 2P

Pada Gambar 3.12 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya untuk G1 

dan G2 adalah sama, yaitu 6. Dari gambar di atas maka didapatkan konstanta ajaib 

terkecilnya juga 6.

Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: 22 PEPVf  ke himpunan bilangan bulat  3,2,1 , maka dapat dirumuskan

sebagai berikut:

G1 G2

1

3

2 3

1

2

v1 v2

e1
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Gambar 3.13. Fungsi Bijektif  Graf G1

Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  22 vf

  3)( 211  vvfef

Berdasarkan hasil tersebut di atas, maka belum didapatkan pola karena 

masing-masing data hanya satu.

3.2.2 Pelabelan EMT pada Graf Lintasan 4P

Untuk gambar graf lintasan 4P

Gambar 3.14. Penotasian pada Graf Lintasan 4P

Gambar 3.15. Pelabelan pada Graf lintasan 4P

Pada Gambar 3.15 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk 

G1 adalah 11 dan untuk G2 adalah 13. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai 

konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 11.

f

v1

v2

v1v2 

1

2

3

G1 G2

1 3 2 4

7 6 5

7 5 6 4

1 2 3

v1 v2 v3 v4

e1 e2 e3
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Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: 44 PEPVf   ke himpunan bilangan bulat  7,6,5,4,3,2,1 , maka dapat 

dirumuskan sebagai berikut:

Gambar 3.16. Fungsi Bijektif  Graf G1

Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  32 vf

  23 vf

  44 vf

  7)( 211  vvfef

  6)( 322  vvfef

  5)( 433  vvfef

Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

2

1
)(




x
vf x , 3,1x

Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:

 
2

24
32


vf

 
2

44
44


vf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

2
)(

xn
vf x


 , 4,2x  dan 4n

Untuk indeks sisi didapatkan pola sebagai berikut:

  1)42(721 vvf

  2)42(632 vvf

  3)42(543 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa indeks sisi diperoleh pola sebagai berikut:

xnvvf xx  2)( 1 , 3,2,1x  dan 4n

3.2.3 Pelabelan EMT pada Graf Lintasan 6P

Untuk gambar graf path 6P

Gambar 3.17. Penotasian pada Graf Lintasan 6P

v1 v2 v3 v4 v5 v6

e1 e2 e3 e4 e5
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Gambar 3.18. Pelabelan pada Graf Lintasan 6P

Pada Gambar 3.18 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk 

G1 adalah 16 dan untuk G2 adalah 20. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai 

konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 16.

Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: 66 PEPVf   ke himpunan bilangan bulat  11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1 , maka 

dapat dirumuskan sebagai berikut:

Gambar 3.19 Fungsi Bijektif  Graf 1G
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Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  42 vf

  23 vf

  54 vf

  35 vf

  66 vf

  11)( 211  vvfef

  10)( 322  vvfef

  9)( 433  vvfef

  8)( 544  vvfef

  7)( 655  vvfef

Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:

 
2

11
11


vf

 
2

13
23


vf

 
2

15
35


vf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

2

1
)(




x
vf x , 3,2,1x

Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:

 
2

26
42


vf

 
2

46
54


vf

 
2

66
66


vf
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

2
)(

xn
vf x


 , 6,4,2x  dan 6n

Untuk indeks sisi didapatkan pola sebagai berikut:

  1)62(1121 vvf

  2)62(1032 vvf

  3)62(943 vvf

  4)62(854 vvf

  5)62(765 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa indeks sisi diperoleh pola sebagai berikut:

  xnvvf xx  21 , 5,4,3,2,1x  dan 6n

Dari uraian contoh di atas, maka diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema II:

Setiap graf lintasan nP  dengan n bilangan asli genap adalah total sisi ajaib 

dengan konstanta ajaib terkecil 
2

25 


n
k .

Bukti:

1. Akan dibuktikan graf lintasan nP  dengan n bilangan asli genap adalah total 

sisi ajaib.

Misal:

Graf nP  mempunyai order np  , ukuran 1 nq

Maka 12)1(  nnnqp
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dengan,

},...,,,{)( 321 nn vvvvPV   dan }...,,,{)( 1433221 nnn vvvvvvvvPE 

Dapat di gambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.20 Graf Lintasan nP

Definisikan fungsi f  dari )()( nn PEPV   ke  12,...,3,2,1 n  dengan 

pengaitan sebagai berikut.
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 untuk i genap ni 1

  invvf ii  21 untuk 1,...,3,2,1  ni

Maka, 

a. Untuk sisi  1ii vv  di Pn dengan ni 1  dan i ganjil diperoleh:
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v1 v2 v3 v4 v5 v6 vn-1 vn
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b. Untuk sisi  1ii vv  di Pn dengan ni 1  dan i genap diperoleh:

   

2

25

2

2
2

2

1)1(
2

2
)()( 11













 







 

 

n

n
n

i
in

in
vfvvfvf iiii

Jadi terbukti setiap graf lintasan nP dengan n bilangan asli genap adalah

total sisi ajaib

2. Akan dibuktikan bahwa
2

25 


n
k  adalah konstanta ajaib terkecil.

untuk 2P  diketahui 6k

untuk 4P  diketahui 11k

untuk 6P  diketahui 16k

dari hasil tersebut diperoleh tabel berikut:

n k

2 6

4 11

6 16

Tabel 3.2. Banyak Titik dan Konstanta Ajaib Terkecil pada Graf Lintasan

Sehingga dari tabel di atas dapat diperoleh hubungan sebagai 

berikut:

yy

yy

xx

xx








1

0

1

0
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dengan, 

114

62

11

00





yx

yx

kynx

Maka:

yy

yy

xx

xx








1

0

1

0
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6

24

2
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2
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 kn

122105  kn

2

12105 


n
k

2

25 


n
k

Jadi, terbukti 
2

25 


n
k  adalah konstanta ajaib terkecil.

Dengan demikian, graf Pn dengan n bilangan asli genap adalah total sisi 

ajaib dengan konstanta ajaib terkecil
2

25 


n
k .
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3.3 Menentukan Pelabelan Total Sisi Ajaib (EMT) dan Konstanta Ajaib 

Terkecil pada Graf Lintasan dengan Banyak Titik Ganjil

3.3.1 Pelabelan EMT pada Graf Lintasan 3P

Untuk gambar graf lintasan 3P

Gambar 3.21. Penotasian pada Graf lintasan 3P

Gambar 3.22. Pelabelan pada Graf Lintasan 3P

Pada Gambar 3.22 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk 

G1 adalah 9 dan untuk G2 adalah 10. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai 

konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 9.

Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: 33 PEPVf   ke himpunan bilangan bulat  5,4,3,2,1 , maka dapat 

dirumuskan sebagai berikut:

1 3 2

5 4

4 5 3

1 2

G1 G2

v2 v3v1

e1 e2
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Gambar 3.23. Fungsi Bijektif  Graf 1G

Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  32 vf

  23 vf

  5)( 211  vvfef

  4)( 321  vvfef

Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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11
11


vf
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23


vf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

2

1
)(




x
vf x , 3,1x

Sedangkan untuk indeks genap belum dapat disimpulkan karena datanya 

hanya ada satu.

  32 vf

Untuk indeks sisi didapatkan pola sebagai berikut:

    132521 vvf

f
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v2
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v1v2

v2v3 

1
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4

5
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    232432 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa indeks sisi diperoleh pola sebagai berikut:

xnvvf xx  2)( 1 , 2,1x  dan 3n

3.3.2 Pelabelan EMT pada Graf Lintasan 5P

Untuk gambar graf Lintasan 5P

Gambar 3.24. Penotasian pada Graf Lintasan 5P

Gambar 3.25. Pelabelan pada Graf Lintasan 5P

Pada Gambar 3.25 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk 

G1 adalah 14 dan untuk G2 adalah 17. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai 

konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 14.

Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: 55 PEPVf   ke himpunan bilangan bulat  9,8,7,6,5,4,3,2,1 , maka dapat 

dirumuskan sebagai berikut:
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Gambar 3.26. Fungsi Bijektif  Graf 1G

Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  42 vf

  23 vf

  54 vf

  35 vf

  9)( 211  vvfef

  8)( 322  vvfef

  7)( 433  vvfef

  6)( 544  vvfef

Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

2

1
)(




x
vf x , 5,3,1x

Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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)12(5
542


vf

 
2

)14(5
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vf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

2

)1(
)(




xn
nvf x , 4,2x  dan 5n

Untuk indeks sisi didapatkan pola sebagai berikut:

    152921 vvf

    252832 vvf

    352743 vvf

    452654 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa indeks sisi diperoleh pola sebagai berikut:

xnvvf xx  2)( 1 , 4,3,2,1x  dan 5n

3.3.3 Pelabelan Total Sisi Ajaib pada Graf Lintasan 7P

Untuk gambar graf path 7P

Gambar 3.27. Penotasian pada Graf Path 7P

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7

e1 e2 e3 e4 e5 e6
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Gambar 3.28. Pelabelan pada Graf Lintasan 7P

Pada Gambar 3.28 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk 

G1 adalah 19 dan untuk G2 adalah 24. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai 

konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 19.

Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: 77 PEPVf   ke himpunan bilangan bulat  13,12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1 , 

maka dapat dirumuskan sebagai berikut:

8910111213

1 5 2 6 3 7 4

G1

654321

10 13 9 12 8 11 7

G2
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Gambar 3.29. Fungsi Bijektif  Graf 1G

Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  52 vf

  23 vf

  64 vf

  35 vf

  76 vf

  47 vf

  13)( 211  vvfef

  12)( 322  vvfef

  11)( 433  vvfef

  10)( 544  vvfef

  9)( 655  vvfef

  8)( 766  vvfef
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Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

2

1
)(




x
vf x , 7,5,3,1x

Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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vf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

2

)1(
)(




xn
nvf x , 6,4,2x  dan 7n

Untuk indeks sisi didapatkan pola sebagai berikut:

    1721321 vvf

    2721232 vvf

    3721143 vvf
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    4721054 vvf

    572965 vvf

    672876 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa indeks sisi diperoleh pola sebagai berikut:

  xnvvf xx  21 , 6,5,4,3,2,1x  dan 7n

Dari uraian contoh di atas, maka diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema III:

Setiap graf path nP   dengan n bilangan asli ganjil adalah total sisi ajaib 

dengan konstanta ajaib terkecil 
2

35 


n
k .

Bukti:

1. Akan dibuktikan graf lintasan nP  dengan n bilangan asli ganjil adalah total 

sisi ajaib.

Misal:

Graf nP  mempunyai order np  , ukuran 1 nq

Maka 12)1(  nnnqp

dengan,

},...,,,{)( 321 nn vvvvPV   dan }...,,,{)( 1433221 nnn vvvvvvvvPE 

Dapat di gambarkan sebagai berikut:
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Gambar 3.30 Graf Lintasan nP

Definisikan fungsi f dari )()( nn PEPV   ke  12,...,3,2,1 n  dengan 

pengaitan sebagai berikut.
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Maka, 

a. Untuk sisi  1ii vv  di Pn dengan ni 1  dan i ganjil diperoleh:
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b. Untuk sisi  1ii vv  di Pn dengan 11  ni  dan i genap diperoleh:
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Jadi terbukti setiap graf lintasan nP  dengan n bilangan asli genap adalah 

total sisi ajaib

2. Akan dibuktikan bahwa: 
2

35 


n
k  adalah konstanta ajaib terkecil.

untuk 3P  diketahui 9k

untuk 5P  diketahui 14k

untuk 7P  diketahui 19k

dari hasil tersebut diperoleh tabel berikut:

n k

3 9

5 14

7 19

Tabel 3.3. Banyak Titik dan Konstanta Ajaib Terkecil pada Graf Lintasan

Sehingga dari pola di atas dapat diperoleh hubungan sebagai 

berikut:

yy

yy

xx

xx








1

0

1

0
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dengan, 

145

93

11

00





yx

yx

kynx

Maka,

yy

yy

xx

xx
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0

914

9
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3 


 kn

182155  kn

2

18155 


n
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2

35 


n
k

Jadi, terbukti 
2

35 


n
k  adalah konstanta ajaib terkecil.

Dengan demikian, graf Pn dengan n bilangan asli ganjil adalah total sisi 

ajaib  dengan konstanta ajaib terkecil
2

35 


n
k .
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3.4 Menentukan Pelabelan Total Sisi Ajaib (EMT) dan Konstanta Ajaib 

Terkecil pada Graf Star

3.4.1 Pelabelan EMT pada Graf Star )1,1(K

Untuk gambar graf star )1,1(K

Gambar 3.31. Penotasian pada Graf Star )1,1(K

Gambar 3.32. Pelabelan pada Graf Star )1,1(K

Pada gambar 3.32 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu G1 , G2  

dan G3 adalah sama, yaitu 6. Dari gambar di atas maka didapatkan konstanta ajaib 

terkecilnya juga 6.

Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: )1.1()1.1( KEKVf   ke himpunan bilangan bulat  3,2,1 , maka dapat 

dirumuskan sebagai berikut:

1

2

3

2

1

3

3

2

1

G1 G2 G3

v1

v2

e1
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Gambar 3.33. Fungsi Bijektif Graf 1G

Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  22 vf

  3)( 211  vvfef

Berdasarkan hasil tersebut di atas, maka belum didapatkan pola karena 

masing-masing data hanya satu.

3.4.2 Pelabelan EMT pada Graf Star )2,1(K

Untuk gambar graf star )2,1(K

Gambar 3.34. Penotasian pada Graf Star )2,1(K

Gambar 3.35. Pelabelan EMT pada Graf Star )2,1(K
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3

1

G1 G3G2
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v1

v2

e2

e1
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Pada gambar 3.35 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk 

G1 adalah 8, untuk G2 adalah 9 dan untuk G3 adalah 10. Dari gambar di atas maka 

didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 8.

Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: )2.1()2.1( KEKVf   ke himpunan bilangan bulat  5,4,3,2,1 , maka dapat 

dirumuskan sebagai berikut:

Gambar 3.36. Fungsi Bijektif  Graf 1G

Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  22 vf

  33 vf

  5)( 211  vvfef

  4)( 312  vvfef

Berdasarkan hasil tersebut di atas, maka dapat ditemukan pola titik sebagai 

berikut:

  11 vf

  22 vf

  33 vf

  1)12(2521 vvf

  2)12(2431 vvf

f

v1

v2

v3

v1v2

v1v3

1

2

3

4

5
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

  xvf x  , 3,2,1x

  xnvvf x  )1(211 , 2,1x  dan 2n

3.4.3 Pelabelan EMT pada Graf Star )3,1(K

Untuk gambar graf star )3,1(K

Gambar 3.37. Penotasian pada Graf Star )3,1(K

Gambar 3.38. Pelabelan pada Graf Star )3,1(K

Pada gambar 3.38 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk 

G1 adalah 10, untuk G2 adalah 12 dan untuk G3 adalah 14. Dari gambar di atas 

maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 10.

v2

v1

v3 v4

2

6 5

7

1

3 4
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2 3

1
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5 4

1

6 5
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Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: )3,1()3,1( KEKVf   ke himpunan bilangan bulat  7,6,5,4,3,2,1 , maka dapat 

dirumuskan sebagai berikut:

Gambar 3.39. Fungsi Bijektif  Graf 1G

Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  22 vf

  33 vf

  44 vf

  7)( 211  vvfef

  6)( 312  vvfef

  5)( 413  vvfef

Berdasarkan hasil tersebut di atas, maka dapat ditemukan pola titik sebagai 

berikut:

  11 vf

  22 vf

  33 vf

  44 vf

  1)13(2721 vvf

  2)13(2631 vvf

  3)13(2541 vvf

f

v1

v2

v3

v4

v1v2

v1v3

v1v4
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2

3

4

5

6

7
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

  xvf x  , 4,3,2,1x

  xnvvf x  )1(211 , 3,2,1x  dan 3n

3.4.4 Pelabelan EMT pada Graf Star )4,1(K

Untuk gambar graf star )4,1(K

Gambar 3.40. Penotasian pada Graf Star )4,1(K

Gambar 3.41. Pelabelan EMT pada Graf Star )4,1(K

Pada Gambar 3.41 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk 

G1 adalah 12, untuk G2 adalah 15 dan untuk G3 adalah 18. Dari gambar di atas 

maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 12.
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Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

)()(: )4.1()4.1( KEKVf   ke himpunan bilangan bulat  9,8,7,6,5,4,3,2,1 , maka 

dapat di rumuskan sebagai berikut:

Gambar 3.42. Fungsi Bijektif  Graf 1G

Maka pada graf 1G fungsi f dapat dinyatakan bahwa:

  11 vf

  22 vf

  33 vf

  44 vf

  545 vf

  9)( 211  vvfef

  8)( 312  vvfef

  7)( 413  vvfef

  6)( 514  vvfef

Berdasarkan hasil tersebut di atas, maka dapat ditemukan pola titik sebagai 

berikut:

  11 vf   1)14(2921 vvf

f
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v1v4
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  22 vf

  33 vf

  44 vf

  55 vf

  2)14(2831 vvf

  3)14(2741 vvf

  4)14(2651 vvf

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:

  xvf x  , 5,4,3,2,1x

  xnvvf x  )1(211 , 4,3,2,1x  dan 4n

Dari uraian contoh di atas, maka diperoleh teorema sebagai berikut.

Teorema IV:

Setiap graf star ),1( nK dengan n bilangan asli adalah total sisi ajaib, dengan 

konstanta ajaib terkecil 42  nk

Bukti:

1. Akan dibuktikan graf star ),1( nK  dengan n bilangan asli adalah total sisi 

ajaib.

Misal:

Graf ),1( nK , mempunyai order 1 np , dengan ukuran nq  .

Maka 12)1(  nnnqp

dengan,

    nn vvvvKV ,...,,, 321,1  dan     nn vvvvvvvvKE 1413121,1 ,...,,,
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Dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.43. Graf Star ),1( nK

Definisikan fungsi f  dari )()( ),1(),1( nn KEKV   ke  12...,,3,2,1 n

dengan pengaitan sebagai berikut.

a.   11 vf

b.   11  ivf i ni 1

c.   invvf i  221 ni 1

Maka, untuk sisi  ivvf 1  di G diperoleh:

 

42

)22()1(1)()( 111



 

n

inivvfvfvf ii

Jadi terbukti setiap graf star ),1( nK  dengan n bilangan asli adalah total sisi 

ajaib.

2. Akan dibuktikan bahwa: 42  nk  adalah konstanta ajaib terkecil.

untuk )1,1(K  diketahui 6k

untuk )2,1(K  diketahui 8k

untuk )3,1(K  diketahui 10k

v2

v1

v3

v5

v4 v6

vn
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untuk )4,1(K  diketahui 12k

dari hasil tersebut diperoleh tabel berikut:

n k

1 6

2 8

3 10

4 12

Tabel 3.4. Banyak Titik dan Konstanta Ajaib Terkecil pada Graf Star

Sehingga dari tabel di atas dapat diperoleh hubungan sebagai 

berikut:

yy

yy

xx

xx








1

0

1

0

dengan, 

82

61

11

00





yx

yx

kynx

Maka,

yy

yy

xx

xx








1

0

1

0

68

6

12

1






 kn

2

6

1

1 


 kn

622  kn

622  nk

42  nk

79



Jadi, terbukti 42  nk  adalah konstanta ajaib terkecil.

Dengan demikian, graf ),1( nK  dengan n bilangan asli adalah total sisi 

ajaib dengan konstanta ajaib terkecil 42  nk .

80



BAB IV

PENUTUP

4. 1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan, maka dapat disimpulkan bahwa:

1. Setiap graf sikel nC dengan n bilangan asli ganjil dan 3n  adalah total 

sisi ajaib dengan pelabelan sebagai berikut:

},...,,,{)( 321 nn vvvvCV  dan },...,,,{)( 11433221 vvvvvvvvvvCE nnnn  ,

Definisikan fungsi f dari )()( nn CECV   ke  n2,...,3,2,1  dengan 

pengaitan sebagai berikut.

 
2

1


i
vf i untuk i ganjil ni 1

 
2

2

2

3 





in
nvf i untuk i genap ni 1

  invvf ii  21 untuk 1,...,3,2,1  ni

  nvvf n 21 

Dengan konstanta ajaib terkecil, yaitu:
2

35 


n
k .

2. Setiap graf lintasan nP  dengan n bilangan asli genap adalah total sisi ajaib 

dengan pelabelan sebagai berikut:

},...,,,{)( 321 nn vvvvPV   dan }...,,,{)( 1433221 nnn vvvvvvvvPE 

Definisikan fungsi f  dari )()( nn PEPV   ke  12,...,3,2,1 n  dengan 

pengaitan sebagai berikut.
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2

1


i
vf i untuk i ganjil ni 1

 
2

in
vf i


 untuk i genap ni 1

  invvf ii  21 untuk 1,...,3,2,1  ni

Dengan konstanta ajaib terkecil, yaitu: 
2

25 


n
k .

3. Setiap graf path nP   dengan n bilangan asli ganjil adalah total sisi ajaib 

dengan pelabelan sebagai berikut:

},...,,,{)( 321 nn vvvvPV   dan }...,,,{)( 1433221 nnn vvvvvvvvPE 

Definisikan fungsi f dari )()( nn PEPV   ke  12,...,3,2,1 n  dengan 

pengaitan sebagai berikut.

 
2

1


i
vf i untuk i ganjil ni 1

 
2

)1( 


in
nvf i untuk i genap ni 1

  invvf ii  21 untuk 1,...,3,2,1  ni

Dengan konstanta ajaib terkecil, yaitu: 
2

35 


n
k .

4. Setiap graf star ),1( nK  dengan n bilangan asli adalah total sisi ajaib dengan 

pelabelan sebagai berikut:

    nn vvvvKV ,...,,, 321,1  dan     nn vvvvvvvvKE 1413121,1 ,...,,,

Definisikan fungsi f  dari )()( ),1(),1( nn KEKV   ke  12...,,3,2,1 n

dengan pengaitan sebagai berikut.
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  11 vf

  11  ivf i ni 1

  invvf i  221 ni 1

Dengan konstanta ajaib terkecil, yaitu: 42  nk

4. 2 Saran 

Pembahasan mengenai pelabelan total sisi ajaib (EMT) dan konstanta ajiab 

terkecil ini masih terbuka bagi peneliti lain, yaitu:

a. Bagi peneliti selanjutnya untuk dapat melanjutkan penelitian ini pada 

jenis-jenis graf yang lain seperti graf tangga, graf pohon, graf buku dan 

lain sebagainya.

b. Bagi peneliti selanjutnya juga dapat menentukan untuk mencari nilai 

konstanta ajaib terbesar (maksimum) pada graf-graf tersebut.
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Pelabelan total sisi ajaib pada graf G(p,q) adalah fungsi f yang bersifat satu-satu dan pada dari V(G)(E(G) ke himpunan bilangan bulat 
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 dengan sifat setiap sisi xy pada graf G yang diberikan berlaku 

[image: image4.wmf]k


y


f


xy


f


x


f


=


+


+


)


(


)


(


)


(


, untuk suatu konstanta k dan konstanta k disebut konstanta ajaib dari G. Konstanta ajaib terkecil adalah nilai minimum dari semua k dimana k merupakan konstanta ajaib dari graf super ajaib. Lebih lanjut f adalah pelabelan super ajaib dari graf G jika 
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. Dan suatu graf dikatakan ajaib jika terdapat pelabelan ajaib pada graf tersebut. 


Pada skripsi dibahas pelabelan total sisi ajaib dan konstanta ajaib terkecil pada graf sikel (Cn), graf lintasan (Pn) dan graf star (K(1,n))

. Berdasarkan pembahasan skripsi ini bahwa setiap graf sikel 
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 adalah total sisi ajaib dengan konstanta ajaib terkecil 
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, setiap graf lintasan 
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 dengan n bilangan asli genap adalah total sisi ajaib dengan konstanta ajaib terkecil 
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  dengan n bilangan asli ganjil adalah total sisi ajaib dengan konstanta ajaib terkecil 
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 dengan n bilangan asli adalah total sisi ajaib, dengan konstanta ajaib terkecil 
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Pembahasan mengenai pelabelan total sisi ajaib dan konstanta ajaib terkecil ini masih terbuka bagi peneliti lain untuk melanjutkan pada jenis-jenis graf yang lain seperti graf tangga, graf pohon, graf buku dan lain sebagainya dan juga dapat melanjutkan untuk mencari nilai konstanta ajaib terbesar (maksimum) pada graf-graf tersebut.
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BAB I


PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang


Pendidikan merupakan suatu upaya transformasi nilai dan pengembangan potensi manusia yang berlangsung secara formal maupun yang informal karena pendidikan juga berfungsi untuk mengembangkan potensi manusia untuk dirinya sendiri. Dari berbagai teori pendidikan yang dihasilkan oleh pakar ilmu pendidikan, telah disepakati bahwa pendidikan harus disampaikan. Dengan demikian, pendidikan adalah suatu peristiwa penyampaian atau proses transformasi. Al Qur’an menegaskan hal yang serupa ketika menyampaikan materinya kepada penerimanya, yaitu Nabi Muhammad SAW sebagaimana yang terdapat dalam surat Al Maidah (5) ayat 67:


((((((((((( (((((((((( ((((((( (((( ((((((( (((((((( ((( ((((((( ( ((((( (((( (((((((( ((((( (((((((( (((((((((((( ( (((((( (((((((((( (((( (((((((( ( (((( (((( (( ((((((( (((((((((( (((((((((((((( (((( 

Artinya: ”Hai Rasul, sampaikanlah apa yang disampaikan kepadamu dari Tuhanmu. Dan jika tidak kamu kerjakan (apa yang diperintahkan itu, berarti) kamu tidak menyampaikan amanat-Nya. Allah memelihara kamu dari (gangguan) manusia. Sesungguhnya Allah tidak memberi petunjuk kepada orang yang kafir”. (QS. Al Maidah: 67 )
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Pendidikan erat kaitannya dengan ilmu pengetahuan (science) karena mempunyai ciri khas yang nyata yang tidak dapat diingkari. Berbicara tentang ilmu pengetahuan, Al Qur’an telah memberikan kepada manusia kunci ilmu pengetahuan. Adapun hubungan antara Al Qur’an dan ilmu pengetahuan hendaknya diletakkan pada proporsi yang lebih tepat, yaitu sesuai dengan kemurnian dan kesucian Al Qur’an dan sesuai pula dengan logika ilmu pengetahuan itu sendiri.
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Salah satu ilmu pengetahuan tersebut adalah ilmu matematika karena matematika juga merupakan salah satu cabang ilmu yang mendasari berbagai macam ilmu yang lain, sehingga dalam menghadapi berbagai macam fenomena yang semakin kompleks maka matematika penting untuk dipelajari. Dalam kehidupan sehari-hari banyak permasalahan yang memerlukan pemecahan. Sering dengan bantuan matematika permasalahan tersebut menjadi lebih mudah dipahami, lebih mudah dipecahkan, atau bahkan dapat ditunjukkan bahwa suatu persoalan tidak mempunyai penyelesaian. Untuk keperluan tersebut perlu dicari pokok permasalahannya dan kemudian dibuat rumusan atau model matematikanya.

Diantara cabang matematika yang banyak manfaatnya untuk kehidupan sehari-hari adalah teori graf. Teori graf merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika yang menurut definisinya adalah himpunan yang tidak kosong yang memuat elemen-elemen yang disebut titik, dan suatu daftar pasangan tidak terurut elemen itu yang disebut sisi. Banyak rumus dalam teori graf termotivasi oleh keadaan nyata. Dari permasalahan yang timbul pada masalah kehidupan sehari-hari timbul ide untuk menemukan rumus matematikanya, tentu saja dengan dibebaskan dari arti dan makna sehari-hari. Teori graf sudah dipelajari sejak lama, secara formal muncul pertama (yang banyak diketahui orang) pada tahun 1736, yakni pada tulisan Euler mengenai penyelesaian masalah Jembatan Konigsberg. 
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Oleh karena itu, teori graf merupakan salah satu pokok bahasan yang memiliki banyak terapan praktis hingga saat ini. Graf digunakan untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut. Dengan model teori graf yang tepat, suatu permasalahan menjadi lebih jelas, sehingga mudah untuk dianalisa. Permasalahan yang dirumuskan dengan teori graf dibuat sederhana, yaitu diambil aspek-aspek yang diperlukan dan dibuang aspek-aspek lainnya. Representasi visual dari graf adalah dengan menyatakan objek sebagai titik, sedangkan hubungan antara objek dinyatakan dengan garis.  Dalam Al Qur’an elemen-elemen pada graf yaitu titik dan sisi meliputi Pencipta (Allah) dan hamba-hamba-Nya, sedangkan sisi atau garis yang menghubungkan elemen-elemen tersebut adalah bagaimana hubungan antara Allah dengan hambanya dan juga hubungan sesama hamba yang terjalin, Hablun min Allah wa Hablun min An-Nas. 

Gambar 1.1 Hubungan antara Allah dengan Hamba-Nya serta Sesama Hamba

Hal ini dikuatkan oleh firman Allah dalam Al Qur’an surat Ali Imran ayat 112 yaitu:
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(((((((( (((((((((( (((((((((( (((((( ((( (((((((((( (((( (((((((( ((((( (((( (((((((( ((((( (((((((( ((((((((( (((((((( ((((( (((( (((((((((( (((((((((( (((((((((((((( ( ((((((( (((((((((( (((((((( ((((((((((( (((((((((( (((( ((((((((((((( (((((((((((((( (((((((( ((((( ( ((((((( ((((( ((((((( (((((((((( ((((((((((( ((((( 

Artinya: ”Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika mereka berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan manusia, dan mereka kembali mendapat kemurkaan dari Allah dan mereka diliputi kerendahan. Yang demikian itu, karena mereka kafir kepada ayat-ayat Allah dan membunuh para nabi tanpa alasan yang benar. Yang demikian itu, disebabkan mereka durhaka dan melampaui batas”. (QS. Ali Imran: 112)

Aplikasi dari teori graf ini sangat luas dan dipakai dalam berbagai disiplin ilmu maupun dalam kehidupan sehari-hari. Penggunaan graf di berbagai bidang tersebut digunakan untuk memodelkan persoalan. Teori ini juga sangat berguna untuk mengembangkan model-model yang terstruktur dalam berbagai situasi. Dalam implementasinya teori ini banyak digunakan antara lain di dalam bidang kelistrikan, kimia organik, ilmu komputer. Bahkan dewasa ini teori graf digunakan secara besar-besaran dalam bidang ekologi, geografi, antropologi, genetika, fisika, elektronika, pemrosesan informasi, arsitektur, dan desain. Selain itu juga, teori ini banyak dimanfaatkan secara praktis dalam bidang industri.


Dalam teori graf terdapat cabang ilmu yang dinamakan pewarnaan. Terdapat beberapa macam pewarnaan dalam graf, salah satunya adalah pewarnaan titik. Pewarnaan titik k untuk suatu graf G  merupakan penunjukan k warna pada titik-titik di graf G sedemikian sehingga titik-titik yang berdekatan mendapat warna berbeda. Pewarnaan yang lain adalah pewarnaan sisi. Pewarnaan sisi k untuk graf G merupakan pemberian k warna pada sisi-sisi di graf G. Sedemikian sehingga, setiap sisi yang bertemu pada suatu titik yang sama mendapatkan warna yang berbeda. Masalah pewarnaan ini erat kaitannya dengan masalah pewarnaan peta, yaitu masalah menentukan banyak warna minimum yang diperlukan untuk mewarnai peta sehingga dua daerah yang bertetangga mempunyai warna berlainan.


[image: image718.png]Berawal dari pembahasan tentang pewarnaan, hal ini dilanjutkan dengan ditemukannya pelabelan. Pelabelan graf adalah suatu pemberian nilai pada titik atau sisi dari graf atau keduanya sehingga memenuhi kondisi tertentu. Berbagai macam pelabelan graf dikaji dan berkembang, baik konsep itu muncul untuk keperluan aplikasi maupun teoritis. Aplikasi pelabelan graf dapat dijumpai dalam berbagai bidang diantaranya dekomposisi graf, kriptografi, kristalografi x-ray, teori koding (coding theory), radar, disain sirkuit dan disain jaringan komunikasi.

Lebih jauh lagi, dalam pelabelan terdapat cabang ilmu yang bernama Pelabelan Ajaib. Pelabelan ini dikenalkan oleh Sedlacek dalam Joseph A. Gallian (2005:56) pada tahun 1963, teori tentang pelabelan ini termotivasi  oleh teori tentang persegi ajaib (magic squares) dalam teori bilangan. Sedlacek mendefinisikan graf ajaib sebagai graf yang mempunyai pelabelan sisi dengan range adalah bilangan real, sehingga jumlah dari label sisi-sisinya yang terkait dengan satu titik adalah konstan, untuk sebarang titik. Kotzig dan Rosa dalam W. D. Wallis dkk (2000:3) telah mendefinisikan pelabelan ajaib pada tahun 1970. Istilah pelabelan ajaib mereka gunakan untuk menyatakan pelabelan Total Sisi Ajaib (Edge Magic Total (EMT) Labeling), dan ini akan digunakan pada pembahasan selanjutnya pada skripsi ini.


[image: image719.wmf]
Salah satu manfaat pelabelan EMT adalah dalam mengatur penempatan pasukan militer. Suatu graf menggambarkan suatu wilayah yang harus dilindungi, dengan himpunan sisi menggambarkan jalan yang menghubungkan pos-pos penjagaan dan suatu kawasan atau wilayah digambarkan dengan himpunan titik. Dan untuk mengamankan suatu wilayah dibutuhkan pasukan penjaga yang ditempatkan di jalan-jalan dan di pos penjagaan. Dengan sejumlah pasukan tertentu dimaksudkan untuk mencapai kondisi keamanan yang maksimal. Dan  menggunakan graf ajaib bisa diatur sedemikian rupa sehingga jumlah pasukan yang melindungi suatu kawasan dapat dimaksimalkan dengan total pasukan di seluruh wilayah diminimalkan. 


Banyak sekali teori tentang pelabelan EMT pada berbagai bentuk graf yang telah dipelajari. Berdasarkan teori tentang pelabelan EMT maka penulis ingin mempelajari pelabelan EMT pada graf sikel dengan jumlah jeruji ganjil. Akan tetapi, untuk graf lintasan dan graf star penulis mencoba untuk mengkaji dengan jumlah jeruji kedua-duanya, yaitu ganjil dan genap. Disamping melakukan pelabelan EMT, pelabelan EMT juga berfungsi untuk mencari nilai konstanta ajaib terkecil dari graf-graf tersebut diatas. Adapun masalah yang mendasar dari pelabelan EMT ini adalah kita mencari nilai-nilai dari pelabelan pada setiap graf  dan setelah nilai-nilai dari pelabelannya diketahui maka langkah selanjutnya yaitu mencari nilai konstanta ajaib dan konstanta ajaib terkecilnya pada graf tersebut.


Berdasarkan uraian tersebut dalam penelitian ini penulis akan mengkaji tentang graf yang diaplikasikan pada pelabelan, dengan mengambil judul skripsi “Menentukan Pelabelan Total Sisi Ajaib dan Konstanta Ajaib Terkecil pada Graf Sikel, Lintasan dan Star“.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang diatas, maka rumusan masalah dalam penelitian skripsi ini adalah:


1. Bagaimana pelabelan total sisi ajaib pada graf sikel, lintasan dan star?


2. Bagaimana konstanta ajaib terkecil dari pelabelan total sisi ajaib pada graf sikel, lintasan dan star?


1.3 Tujuan Penelitian 


Berdasarkan rumusan masalah yang telah dikemukakan sebelumnya maka tujuan penelitian skripsi ini adalah:

1. Menjelaskan pelabelan total sisi ajaib pada sikel, lintasan dan star.


2. Mengetahui konstanta ajaib terkecil dari pelabelan total sisi ajaib pada sikel, lintasan dan star.


1.4 Manfaat Penelitian


Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat, khususnya kepada penulis dan umumnya kepada semua pembaca baik secara teoritis maupun secara praktis. 


1. Bagi penulis, hasil penelitian ini sebagai tambahan informasi dan wawasan pengetahuan mengenai cara menetukan pelabelan total sisi ajaib dan konstanta ajaib terkecil pada graf sikel, lintasan dan star yang juga merupakan sebuah bentuk partisipasi aktif untuk memberikan kontribusi pemikiran dalam mengembangkan keilmuan matematika.

2. Bagi pembaca, penelitian ini diharapkan mampu menjadi sebuah wahana untuk menambah wawasan dan khasanah keilmuannya maupun sebagai bahan rujukan untuk melakukan penelitian lebih lanjut.

1.5 Metode Penelitian

Jenis dari penelitian ini adalah deskriptif kualitatif dan penelitian ini merupakan sebuah penelitian kepustakaan (library research) dengan melakukan penelitian untuk memperoleh data-data dan informasi dengan menggunakan teknik dokumenter, artinya data-data sumber penelitian dikumpulkan dari dokumen-dokumen, baik yang berupa buku, artikel, jurnal, majalah, maupun karya ilmiah lainnya yang berkaitan dengan topik atau permasalahan yang diteliti.

Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:


1. Mencari, mempelajari dan menelaah sumber-sumber informasi yang berhubungan dengan topik yang diteliti.


2. Memberikan deskripsi dan pembahasan lebih lanjut terhadap hasil penelitian untuk memberikan jawaban atas rumusan masalah yang telah dikemukakan.


3. Mencoba melakukan pelabelan pada beberapa contoh graf sikel, lintasan dan star.

4. Melalui beberapa contoh tersebut, akhirnya dicari pola tertentu.

5. Pola yang didapatkan masih dapat dianggap sebagai dugaan (konjektur).

6. Konjektur yang dihasilkan kemudian dibuktikan dengan terlebih dahulu merumuskan konjekturnya sebagai suatu teorema yang dilengkapi dengan bukti-bukti.


7. Setelah ditemukan pola pelabelannya dengan membuktikan teorema kemudian mencari nilai konstanta ajaib terkecil pada graf sikel, lintasan dan star.


8. Memberikan kesimpulan akhir dari hasil penelitian.

1.6 Sistematika Pembahasan

Agar pembahasan dalam penelitian ini dapat dilakukan secara sistematis, maka sistematika penulisannya disusun dengan kerangka sebagai berikut:

BAB I: PENDAHULUAN


Bab ini merupakan bab pengantar yang terdiri dari latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika pembahasan.


BAB II: KAJIAN PUSTAKA


Bab ini berisi tentang studi teoritis dari berbagai literatur dan sumber-sumber yang relevan dengan masalah yang diteliti. Bab ini membahas tentang graf, graf sikel, graf lintasan, graf star, pelabelan, pelabelan total sisi ajaib (EMT) dan konstanta ajaib terkecil. 


BAB III: HASIL DAN PEMBAHASAN


Bab ini memaparkan hasil penelitian dan pembahasannya tentang cara menetukan pelabelan EMT dan konstanta ajaib terkecil pada graf sikel, lintasan dan star yang disertai dengan contoh.


BAB IV: PENUTUP


Bab ini berisi kesimpulan dan saran.


BAB II


KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf

2.1.1 Definisi Graf


Secara Matematis, graf didefinisikan sebagai berikut:


Definisi 1


Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan dengan V(G) dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G). Sedangkan banyaknya unsur di V disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur di E disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan q (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).

Definisi 2

Suatu graf terdiri dari suatu himpunan tak kosong yang masing-masing 
unsurnya disebut titik (vertex) dan suatu himpunan pasangan tak 
berurutan dari titik-titik tersebut yang disebut sisi (edge) (Purwanto, 
1997:5).



Misalkan G adalah suatu graf. Himpunan titik di graf G dinyatakan sebagai 
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disebut titik atau vertex dan himpunan sisi di graf G dinyatakan sebagai 
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 dengan vjvk disebut sisi atau edge, sisi juga dapat dinotasikan dengan ei. Graf G dapat dinyatakan dengan 
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 (Baskoro, 2007:7). 


Contoh :




Gambar 2.1 Contoh Graf G

Graf G pada Gambar 2.1 dapat dinyatakan sebagai 
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. Graf G mempunyai 4 titik sehingga order G adalah p = 4 dan mempunyai 5 sisi sehingga ukuran graf G adalah q = 5 dengan
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Dapat juga ditulis dengan
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Jika banyaknya titik dan banyaknya sisi di G terhingga maka G disebut graf terhingga. Jika graf G hanya terdiri dari satu titik maka graf G disebut graf trivial. Jika graf G hanya terdiri dari himpunan titik tanpa himpunan sisi maka graf G disebut graf kosong (graph Null).


Contoh :




Gambar 2.2 Contoh Graf Trivial dan Null

Pada Gambar 2.2 graf G1 dapat dinyatakan sebagai 
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. Karena G2 hanya terdiri dari himpunan satu titik maka graf G2 disebut graf trivial. Dan karena 
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 maka G3 disebut graf kosong (graph Null).


2.1.2 Adjacent dan Incident

Definisi 3


Misalkan v dan w adalah titik-titik dari suatu graf. Jika v dan w 
dihubungkan oleh suatu sisi vw, maka v dan w disebut terhubung langsung 
(adjacent). Lebih lanjut, v dan w dikatakan terkait (incident) dengan vw, 
vw dikatakan terkait (incident) dengan v dan w, dan titik v dan w disebut 
titik ujung dari vw (Wilson dan Watkins, 1990:31).




Gambar 2.3 Graf Adjacent dan Incident



Dari Gambar 2.3 titik v dan vw serta vw dan w adalah incident (terkait langsung) dan titik v dan w adalah adjacent (terhubung langsung).

Dua sisi atau lebih yang menghubungkan satu pasang titik disebut sisi rangkap (multiple edges). Suatu sisi yang titik ujungnya sama disebut loop (Purwanto, 1997:5).

Contoh :




Gambar 2.4 Contoh Graf dengan Sisi rangkap dan Loop

Pada graf G pada Gambar 2.4 terdapat sisi rangkap ab, dan terdapat loop aa.


Graf tanpa sisi rangkap dan tanpa loop disebut graf sederhana (simple graph) (Purwanto, 1997:5).


Contoh :


Gambar 2.5 Contoh Graf Sederhana

Pada Gambar 2.5 graf G1 merupakan graf sederhana, G2 bukan merupakan graf sederhana karena terdapat loop aa, G3 bukan merupakan graf sederhana karena terdapat sisi rangkap ab, G4 bukan merupakan graf sederhana karena terdapat loop aa dan sisi rangkap ab. Dan untuk selanjutnya pada skripsi ini hanya akan dibahas graf sederhana.


2.1.3 Derajat Titik


Definisi 4


Derajat suatu titik v di G, dinyatakan dengan d(v), adalah banyak sisi di G 
yang terkait dengan v. Derajat minimum dan derajat maksimum titik-titik 
di G berturut-turut dinyatakan dengan 
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(Purwanto, 1997:7).


Contoh :


Gambar 2.6 Graf Derajat Titik

Untuk graf G pada Gambar 2.6 d(a) = 3, d(b) =2, d(c) = 2, dan d(d)=1 sedangkan 
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Graf yang semua titiknya berderajat sama disebut graf beraturan (regular graph). Suatu graf dikatakan beraturan-r (r-regular) jika semua titiknya berderajat r (Purwanto, 1997:8).

Contoh :




Gambar 2.7 Graf Derajat-r.


Graf G1 pada Gambar 2.7 merupakan graf beraturan-1, dan graf G2  merupakan graf beraturan-3.

2.1.4 Graf Terhubung


Definisi 5

Sebuah jalan (walk) u-v di graf G adalah barisan berhingga (tak kosong) W : u = u0, e1, u1, e2, . . ., un-1, en, un = v  yang berselang seling antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik u dan diakhiri dengan titik v, dengan
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 untuk i = 1, 2, . . ., n adalah sisi di G. u0 disebut titik awal, un disebut titik akhir, u1, u2, ..., un-1 disebut titik internal, dan n menyatakan panjang dari W  (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).


Definisi 6

Jalan u-v disebut terbuka atau tertutup jika 
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 (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).

Definisi 7

Jalan u-v yang semua sisinya berbeda disebut trail u-v (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).


Definisi 8 


Jalan u-v yang semua sisi dan titiknya berbeda disebut path (lintasan) u-v. Dengan demikian, semua lintasan adalah trail (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).

Definisi 9

Suatu titik u yang membentuk lintasan (path) u-u disebut jalan trivial (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).


Definisi 10


Suatu jalan tertutup (closed trail) yang tak-trivial pada Graf G disebut Sirkuit G. (Chartrand dan Lesniak, 1986:28). 


Definisi 11 


Sirkuit v1, e1, v2, e2, v3, . . ., vn-1, en-1, en, vn, v1 dengan 
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 dan vi berbeda untuk setiap i disebut Sikel (cycle) (Chartrand dan Lesniak, 1986:28).


Contoh:


Gambar 2.8. Jalan, Lintasan, Trail, dan Sikel



Dari Gambar 2.8. 
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 disebut jalan tertutup dengan panjang 6 dan 
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 disebut jalan terbuka dengan panjang 7. 
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 adalah trail tetapi bukan lintasan, sedangkan 
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disebut sebagai path (lintasan) dan 
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Definisi 12

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Maka titik u dan v dapat dikatakan terhubung (connected), jika terdapat lintasan u – v di G. Sedangkan suatu graf G dapat dikatakan terhubung (connected), jika untuk setiap titik u dan v di G terhubung (Chartrand dan Lesniak, 1986:28).


Contoh:


Gambar 2.9 Graf Terhubung (connected)


2.1.5 Graf Komplit, Bipartisi dan Bipartisi Komplit

Definisi 13


Graf komplit (complete graph) adalah graf sederhana dengan setiap pasang titik yang berbeda dihubungkan oleh satu sisi. Graf komplit dengan n titik dinyatakan dengan Kn (Chartrand dan Lesniak, 1986:9 dan Purwanto, 1997:21).


Contoh:



      G1 

    G2

         G3 


  G4


Gambar 2.10 Graf Komplit


Pada Gambar 2.10 graf G1 merupakan graf komplit K1, graf G2 merupakan graf komplit K2, graf G3 merupakan graf komplit K3, dan graf G4 merupakan graf komplit K4.

Definisi 14

Graf bipartisi (bipartite graph) adalah graf yang himpunan titiknya dapat 
dipisahkan menjadi dua himpunan tak kosong X dan Y, sehingga masing-
masing sisi di graf tersebut menghubungkan satu titik di X dan satu titik di 
Y, X dan Y disebut himpunan partisi (Purwanto, 1997:21).


Contoh :


Gambar 2. 11 Graf Bipartisi.


Graf G pada Gambar 2.11 merupakan graf bipartisi dengan himpunan partisi 
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Definisi 15

Graf bipartisi komplit (complete bipartite graph) adalah graf bipartisi 
dengan himpunan-himpunan partisi X dan Y sehingga masing-masing titik 
di X dihubungkan dengan masing-masing titik di Y oleh tepat satu sisi, jika 


[image: image45.wmf]m


X


=


 dan 

[image: image46.wmf]n


Y


=


 maka graf bipartisi tersebut dinyatakan dengan K(m,n). 
 
(Purwanto, 1997:22).


Contoh :

Gambar 2.12 Graf Bipartisi Komplit


Graf G1 pada Gambar 2.12 merupakan graf bipartisi komplit K(3,3) dengan himpunan partisi 
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. Dan graph G2 merupakan graf bipartisi komplit K(1,3) atau graf star dengan titik pusatnya adalah a.


2.2 Graf Sikel




Sikel adalah jalan tertutup dengan barisan titik yang berbeda. Dengan kata lain, sikel adalah lintasan tertutup, sikel dengan panjang n dapat juga ditulis dengan n-sikel. 

Definisi 16

Graf sikel adalah graf yang terdiri dari satu sikel (sikel tunggal). Graf sikel 
dengan n titik dinotasikan dengan 
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 (Wilson dan Watkins, 1990:37).

Definisi 17


Graf Sikel (Cycle Graf) 
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 ialah graf terhubung beraturan 2 yang 
mempunyai n titik (n
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) dan n sisi (Chartrand dan Lesniak, 1986:28).


Contoh graf sikel:




Gambar 2. 13 Graf Sikel

2.3 Graf Lintasan

Lintasan adalah suatu jalan yang tidak mengulang titik.


Definisi 18

Graf  path adalah graf yang terdiri dari satu lintasan (path tunggal). Graf 
path (lintasan) dengan n titik dinotasikan dengan 
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 (Wilson dan 
Watkins, 1990:37).


Contoh graf lintasan:






Gambar 2.14 Graf lintasan


2.4 Graf Star

Definisi 19



Graf star adalah graf bipartit komplit yang berbentuk K(1,n).


Contoh graf star:




Gambar 2.15 Contoh Graf Star


2.5 Pelabelan 


Definisi 20 



Pelabelan pada sebuah graf adalah pemetaan yang memetakan unsur-
unsur pada suatu graf ke bilangan-bilangan (biasanya ke bilangan bulat 
positif atau bilangan bulat non-negatif) (W. D. Wallis dkk, 2000:2). 


Ditinjau dari domainnya, terdapat bermacam-macam pelabelan pada graf, antara lain adalah pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Pelabelan titik adalah pemetaan yang memetakan titik-titik pada suatu graf ke bilangan-bilangan. Pelabelan sisi adalah pemetaan yang memetakan sisi-sisi pada suatu graf ke bilangan-bilangan. Sedangkan pelabelan total adalah pemetaan yang memetakan titik-titik dan sisi-sisi pada suatu graf ke bilangan-bilangan. Selain itu domain yang lain juga mungkin digunakan pada pelabelan pada graf. 

Contoh 1:


Gambar 2.16 Contoh Penotasian Titik

Jika G1 pada Gambar 2.16 dilabeli dengan pelabelan sebagai berikut
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Maka diperoleh graf dengan pelabelan titik pada Gambar 2.17 berikut


Gambar 2.17 Pelabelan Titik

Contoh 2:



Gambar 2.18 Contoh Penotasian Sisi

Jika G2 pada Gambar 2.18 dilabeli dengan pelabelan sebagai berikut
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Maka diperoleh graf dengan pelabelan sisi pada Gambar 2.19 berikut




Gambar 2.19 Pelabelan Sisi

Contoh 3:


Gambar 2.20 Contoh Ponotasian Total

Jika G3 pada Gambar 2.20 dilabeli dengan pelabelan sebagai berikut




[image: image57.wmf]}


13


,


12


,...,


3


,


2


,


1


{


)


(


)


(


:


3


3


®


È


G


E


G


V


g






[image: image58.wmf]i


v


i


a




; dengan i = 1, 2, 3, 4, 5



[image: image59.wmf]5


+


j


e


j


a


 
; dengan j = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8


Maka diperoleh graf dengan pelabelan total pada Gambar 2. 21 berikut


Gambar 2.21 Pelabelan Total

2.6  Pelabelan Total Sisi Ajaib (Edge Magic Total (EMT) Labeling)


Pelabelan ajaib dikenalkan oleh Sedlacek  dalam Joseph A. Gallian (2005:56) pada tahun 1963, teori tentang pelabelan ajaib ini termotivasi  oleh teori tentang persegi ajaib (magic squares) dalam teori bilangan. Pengenalan tentang pelabelan ajaib oleh Sedlacek tersebut diteruskan dengan dipelajarinya pelabelan ajaib secara lebih luas. Diantaranya adalah pengenalan tentang pelabelan ajaib sisi dan pelabelan ajaib titik. 



Lebih jauh lagi adalah dikenalkannya pelabelan total ajaib titik dan pelabelan total sisi ajaib (EMT). Pelabelan total ajaib titik, biasanya disebut hypermagic, merupakan pelabelan ajaib titik pada graf dengan pelabelan total. Pelabelan total ajaib sisi merupakan pelabelan ajaib sisi pada graf dengan pelabelan total (W. D. Wallis dkk, 2000:3).



Kotzig dan Rosa dalam W. D. Wallis (2000:3) telah mendefinisikan pelabelan ajaib yang menggunakan daerah asal berupa himpunan bilangan bulat berurutan 
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  dan menggunakan pelabelan total pada tahun 1970. Istilah pelabelan ajaib mereka gunakan untuk menyatakan pelabelan total sisi ajaib (EMT), dan ini akan digunakan pada pembahasan selanjutnya pada skripsi ini.


Definisi 21

Pelabelan ajaib pada graf G

[image: image61.wmf])


,


(


q


p


 adalah fungsi f yang bersifat satu-satu dan pada dari 
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 ke himpunan bilangan bulat 
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 dengan sifat setiap sisi xy pada graf G yang diberikan berlaku 
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 disebut jumlah sisi dari xy dan konstanta 

[image: image67.wmf]k


disebut konstanta ajaib dari G. Suatu graf dikatakan ajaib jika terdapat pelabelan ajaib pada graf tersebut (W. D. Wallis dkk, 2000:3).


2.7 Konstanta Ajaib Terkecil

Definisi 22 


Konstanta ajaib adalah bilangan yang menunjukkan setiap dua titik yang 
berhubungan (adjacent) dan satu sisi yang terkait (incident) adalah harus 
sama.


Definisi 23 


Konstanta ajaib terkecil adalah nilai minimum dari semua k dimana 
k merupakan konstanta ajaib dari graf super ajaib (V. Swaminathan, 
2006:1625).

2.8 Kajian Graf dan Pelabelan  dalam Al Qur’an


Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam Al Qur’an, salah satunya adalah matematika. Konsep dari disiplin ilmu matematika serta berbagai cabangnya yang ada dalam Al Qur’an di antaranya adalah masalah logika, pemodelan, statistik, teori graf, teori tentang grup dan lain-lain. Teori graf yang merupakan salah satu cabang dari matematika tersebut menurut definisinya adalah himpunan yang tidak kosong yang memuat elemen-elemen yang disebut titik, dan suatu daftar pasangan tidak terurut elemen itu yang disebut sisi. Hal ini dikuatkan oleh firman Allah dalam Al Qur’an surat Al Hujurat ayat 10 bahwa dalam ayat tersebut disebutkan bahwa umat manusia yang beriman itu bersaudara. Sehingga mereka harus menjalin hubungan yang baik, rukun antara sesama umat. Ayat tersebut yaitu:

((((((( ((((((((((((((( (((((((( ((((((((((((( (((((( (((((((((((( ( ((((((((((( (((( (((((((((( ((((((((((( (((( 


Artinya: ”Orang-orang beriman itu sesungguhnya bersaudara. Sebab itu damaikanlah (perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu itu dan takutlah terhadap Allah, supaya kamu mendapat rahmat” (Q. S. Al-Hujurat: 10).

Sehingga dengan demikian, hal ini menunjukkan adanya suatu hubungan atau keterkaitan antara titik yang satu dengan titik yang lain. Jika dikaitkan dengan kehidupan nyata, maka banyaknya titik yang terhubung dalam suatu graf dapat diasumsikan sebagai banyaknya kejadian tertentu, yang selanjutnya kejadian-kejadian tersebut memiliki keterkaitan dengan titik lainnya yang merupakan kejadian sesudahnya. Apabila di aplikasikan pada bentuk graf, maka kita dapat menggambarkannya seperti berikut ini:




Gambar 2.22 Hubungan antara Mukmin yang Bersaudara


Pada visualisasi gambar di atas merupakan bentuk dari graf sikel dengan jumlah titik adalah 3, diamana antara ketiganya saling berhubungan dan siklis dengan v1 adalah orang beriman 1, v2 adalah orang beriman 2 dan v3 adalah orang beriman 3 yang jika salah satu dari mereka terputus maka kita hsrus mendamaikannya (memperbaiki hubungan diantara mereka).


Manusia merupakan salah satu makhluk atau ciptaan Allah yang sempurna karena mereka diberi nafsu, akal dan indera-indera yang dapat dimanfaatkan oleh manusia. Interaksi-interaksi yang terjadi pun sangat beragam walaupun pada akhirnya akan kembali pada yang mencipta mereka. Dalam kehidupan sehari-hari manusia sering lupa akan percipta-Nya dan sering kali tidak melaksanakan perintah-Nya dan tidak meninggalkan larangan-Nya. Padahal Allah telah memperingatkan manusia dengan firman-Nya bahwa manusia harus berada pada jalan yang benar yakni menjalankan perintah-Nya dan menjauhi larangan-Nya. Dalam Al Qur’an surat al-An’ am ayat 153 dijelaskan bahwa:

(((((( (((((( (((((((( (((((((((((( ((((((((((((( ( (((( ((((((((((( ((((((((( (((((((((( (((((( ((( (((((((((( ( ((((((((( (((((((( ((((( (((((((((( ((((((((( ((((( 

Artinya: “Dan bahwa (yang Kami perintahkan ini) adalah jalanKu yang lurus, maka ikutilah dia, dan janganlah kamu mengikuti jalan-jalan (yang lain)[152], karena jalan-jalan  itu mencerai beraikan kamu dari jalan-Nya. Yang demikian itu diperintahkan Allah agar kamu bertakwa”. (QS. Al An’am: 153)



  Sehingga dengan demikian, hal ini menunjukkan adanya suatu hubungan atau keterkaitan antara titik yang satu dengan titik yang lain. Jika dikaitkan dengan kehidupan nyata, maka banyaknya titik yang terhubung dalam suatu graf dapat diasumsikan sebagai banyaknya kejadian tertentu, yang selanjutnya kejadian-kejadian tersebut memiliki keterkaitan dengan titik lainnya yang merupakan kejadian sesudahnya.


Dalam kehidupan nyata, misalnya hubungan Allah dan makhluk ciptaan-Nya dimana elemen-elemen yang dimaksud meliputi Pencipta (Allah) dan makhluk-makhluk ciptaan-Nya, sedangkan sisi atau garis yang menghubungkan elemen-elemen tersebut adalah bagaimana hubungan antara Allah dengan makhluk-makhluk ciptaan-Nya dan juga hubungan yang terjalin, yaitu Hablun min Allah, Hablun min An-Nas wa Hablun min ‘Alam.



Gambar 2. 23 Hubungan antara Allah dengan Makhluk Hidup Ciptaan-Nya

Dari bentuk Gambar 2.23 di atas bisa dikatakan bahwa hubungan Allah dan makhluk ciptaan-Nya merupakan salah satu contoh dari bentuk graf star 
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 berturut-turut adalah manusia, tumbuhan dan hewan yang merupakan makhluk ciptaan Allah

Representasi yang lain dari suatu graf adalah shalat. Shalat mempunyai kedudukan yang amat penting dalam Islam dan merupakan pondasi yang kokoh bagi tegaknya agama Islam. Ibadah shalat dalam Islam sangat penting, sehingga shalat harus dilakukan pada waktunya, dimanapun, dan bagaimanapun keadaan seorang muslim yang mukalaf. Dalam kaitannya dengan peribadatan sholat, Allah SWT. berfirman:


((((((( (((((((((( ((((((((((( ((((((((((((( (((( (((((((( (((((((((( (((((((( ((((((((((( ( ((((((( ((((((((((((((( (((((((((((( ((((((((((( ( (((( ((((((((((( ((((((( ((((( ((((((((((((((( (((((((( (((((((((( ((((( 


Artinya: “Maka apabila kamu telah menyelesaikan shalat(mu), ingatlah Allah di waktu berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbaring. Kemudian apabila kamu telah merasa aman. Maka dirikanlah shalat itu (sebagaimana biasa). Sesungguhnya shalat itu adalah fardhu yang ditentukan waktunya atas orang-orang yang beriman” (Q.S. An-Nisaa’: 103).

Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa waktu-waktu sholat telah ditentukan waktunya dan telah menjadi suatu ketetapan, baik itu sholat fardhu maupun sholat sunnah. Sholat lima waktu yang diwajibkan dalam sehari (isya’, subuh, dhuhur, ashar dan maghrib) merupakan sholat yang wajib ditunaikan dan tidak boleh ditinggalkan. Waktu pelaksanaan antara satu waktu sholat fardhu berbeda dengan empat waktu sholat yang lain dan telah ditetapkan oleh Allah SWT. Akan tetapi, kelima waktu sholat tersebut saling mengikat dan tidak diperbolehkan hanya melaksanakan satu sholat saja.



Gambar 2. 24 Representasi Graf terhadap Waktu-waktu Shalat


Dari bentuk Gambar 2.24 di atas bahwa hubungan sholat merupakan salah satu contoh dari bentuk graf sikel 
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 yaitu Sholat Isya’, Subuh, Dhuhur, Ashar dan Maghrib. 

Adapun hubungan waktu sholat tersebut dengan teori graf adalah bahwa waktu-waktu sholat tersebut merupakan suatu himpunan yang terdiri dari waktu sholat fardhu (isya’, subuh, dhuhur, ashar dan maghrib) dan waktu sholat sunnah sebagai ekspresi dari himpunan titik dalam graf. Sedangkan keterikatan antara kelima sholat fardhu tersebut yang tidak dapat ditinggalkan salah satunya dalam menunaikannya dan sholat sunnah sebagai pelengkap sholat fardhu merupakan ekspresi dari garis atau sisi yang menghubungkan titik-titik dalam graf.

Suatu graf memilki titik dan sisi artinya dalam graf tersebut terdapat dua titik yang memiliki satu sisi atau lebih dari satu sisi yang memiliki hubungan dan integritas yang cukup signifikan yang dijelaskan pada sebuah Al Qur’an surat Al Baqarah ayat 158:


( (((( (((((((( (((((((((((((( ((( (((((((((( (((( ( (((((( (((( (((((((((( (((( (((((((((( (((( ((((((( (((((((( ((( (((((((( ((((((( ( ((((( (((((((( ((((((( (((((( (((( ((((((( ((((((( ((((( 


Artinya: ”Sesungguhnya Shafaa dan Marwa adalah sebahagian dari syi'ar Allah. Maka barangsiapa yang beribadah haji ke Baitullah atau berumrah, Maka tidak ada dosa baginya mengerjakan sa'i antara keduanya. dan barangsiapa yang mengerjakan suatu kebajikan dengan kerelaan hati. Maka Sesungguhnya Allah Maha Mensyukuri kebaikan lagi Maha Mengetahui”. (Qs. Al-Baqarah: 158)


Dalam sebuah hadist dijelaskan bahwa Rasulullah  SAW. bersabda, yang artinya: ”Diwajibkan atas kamu melakukan sa’i maka hendklah kamu lakukan (H. R. Ahmad)”.



Terkait dengan kejadian diatas, maka kejadian tersebut dapat direpresentasikan pada graf dengan mempunyai jumlah 2 titik 2 dan 1 sisi.




Gambar 2. 25 Representasi Graf terhadap ibadah Sa’i


Dari bentuk Gambar 2.25 di atas merupakan salah satu contoh dari bentuk graf path
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 dimana pelabelannya berturut-turut adalah 
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 yaitu perjalanan Sa’i antara Shafaa dan Marwa sedangkan sisinya adalah menggambarkan Sa’i.


Dari uraian-uraian diatas tidak menutup kemungkinan banyak konsep matematika khusunya teori graf yang masih belum dikaji dan terungkap melalui pendekatan Al Qur’an. Seperti yang telah diuraikan sebelumnya, bahwa suatu graf memiliki dua unsur pokok, yaitu titik dan sisi. Titi-titik dalam suatu graf akan saling terhubung dengan adanya suatu garis yang dinamakan sisi. Dengan demikian, hal ini menunjukkan adanya suatu hubungan keterkaitan antara titik yang satu dengan titik yang lain.


Berbicara tentang pemberian label sesuai dengan aturan yang ada, hal ini menunjukkan bahwa suatu pelabelan dalam graf telah memiliki ukuran label tertentu sehingga bisa dikatakan pelabelan tersebut mempunyai pelabelan total sisi ajaib (EMT). Jika direlevansikan dengan kajian Al Qur’an adalah sejajar dengan ayat yang menyebutkan bahwa segala sesuatu yang ada didunia ini diciptakan oleh Allah SWT. sesuai dengan kadar dan ukuran yang ditatnya dengan sedemikian rapi. Sebagaimana yang tertuang dalam surat  Al-Qamar ayat 49:


((((( (((( (((((( ((((((((((( (((((((( (((( 


Artinya: “Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran“. (Qs. 
Al-Qamar: 49 )


Berkenaan dengan ayat diatas Abdusysyakir (2007: 80) mengatakan bahwa semua yang ada di alam ini ada ukurannya, hitungannya, rumusnya  dan ada persamaannya. Namun, rumus-rumus yang ada sekarang bukan diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya menemukan dan menyimbolkan dalam bahasa matematika.


Begitu pula dalam hal ini, suatu graf bisa terlabeli dengan pelabelan total sisi ajaib (EMT) karena sudah memiliki ukuran yang sempurna dengan cara dan aturan yang dibuat oleh manusia secara sistematis. Dari sinilah Al Qur’an mengajak kepada setiap pembacanya untuk membahas dan mengkaji suatu ilmu untuk memperluas khasanah keilmuannya.


Penemuan sekaligus pembuktian rumus-rumus yang digunakan dalam pelabelan pada graf yang berkaitan dengan pemberian label pada titiknya, yaitu bertujuan untuk menemukan pola tertentu agar lebih mudah dipahami dan lebih mudah untuk mencarinya. Setelah mengetahui dengan jelas hasil dari pembahasan diatas yang intinya adalah menemukan rumus untuk pola pelabelan EMT pada graf sikel, lintasan dan star serta menentukan konstanta ajaibnya, dan konstanta ajaib terkecilnya.

Hal utama yang dapat dijadikan sebagai refleksi dari semuanya, yakni ternyata setelah banyak mempelajari matematika yang merupakan ilmu hitung-menghitung serta banyak mengetahui mengenai masalah yang terdapat dalam matematika yang dapat direlevansikan dalam agama islam sesuai dengan konsep-konsep yang ada dalam Al Qur’an, maka akan dapat menambah keyakinan diri akan kebesaran Allah SWT selaku Sang Pencipta yang serba Maha, yang salah satunya adalah Maha Matematisi (Abdusysyakir, 2007:83).


Hal ini sesuai dalam Al Qur’an surat Al-Baqarah ayat 202:


(((((((((((( (((((( ((((((( (((((( ((((((((( ( (((((( ((((((( ((((((((((( ((((( 


Artnya: “Mereka Itulah orang-orang yang mendapat bahagian daripada yang mereka usahakan; dan Allah sangat cepat perhitungan-Nya“. (Qs. Al-Baqarah: 202).


BAB III


PEMBAHASAN



Pada bab ini akan dibahas bagaimana cara menentukan pelabelan total sisi ajaib (Edge Magic Total (EMT) Labeling) dan konstanta ajaib terkecil pada graf sikel, lintasan dan star. Pembahasan ini meliputi, yaitu:

1. Pada graf sikel 
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 dengan banyak titik ganjil.

2. Pada graf lintasan 
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 dengan banyak titik genap 

3. Pada graf lintasan 
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 dengan banyak titik ganjil 

4. Pada graf star 
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, dengan banyak titik ganjil dan genap.

3.1 Menentukan Pelabelan Total Sisi Ajaib (EMT) dan Konstanta Ajaib Terkecil pada Graf Sikel


3.1.1 Pelabelan EMT pada Graf Sikel 
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Untuk graf sikel 
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Gambar 3.1. Penotasian pada Graf Sikel 
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Gambar 3.2. Pelabelan pada Graf Sikel 
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Pada Gambar 3.2 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk G1  adalah 9 dan untuk G2 adalah 12. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 9.



Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:


Gambar 3.3. Fungsi Bijektif Graf 
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Maka pada graf 
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Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks genap pada titik belum ditemukan pola karena datanya masih tunggal.



Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks tidak sama dengan 

[image: image103.wmf]3


=


n


, didapatkan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks sama dengan 
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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3.1.2 Pelabelan EMT pada Graf Sikel 
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Untuk gambar graf sikel 
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Gambar 3.4. Penotasian pada Graf Sikel 
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Gambar 3.5. Pelabelan pada Graf Sikel 
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Pada Gambar 3.5 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk G1  adalah 14 dan untuk G2 adalah 19. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 14.


Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:


Gambar 3.6. Fungsi Bijektif  Graf 
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Maka pada graf 
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Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:




[image: image138.wmf](


)


2


2


2


3


-


+


-


-


=


x


n


n


v


f


x


, 

[image: image139.wmf]4


,


2


=


x


 dan 

[image: image140.wmf]5


=


n





Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks tidak sama dengan 
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, didapatkan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks sama dengan 
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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3.1.3 Pelabelan EMT pada Graf Sikel 
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Untuk gambar graf sikel 
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Gambar 3.7. Penotasian pada Graf Sikel 
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Gambar 3.8. Pelabelan pada Graf Sikel 
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Pada Gambar 3.8 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk G1  adalah 19 dan untuk G2 adalah 26. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 19.


Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:




Gambar 3.9. Fungsi Bijektif  Graf 
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Maka pada graf 
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Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks tidak sama dengan 
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, didapatkan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks pertama titik pada sisi dengan indeks sama dengan 
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Dari uraian contoh di atas, maka diperoleh teorema sebagai berikut:


Teorema I:
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Bukti:
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dapat digambarkan sebagai berikut:


Gambar 3.10. Graf Sikel 
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Definisikan fungsi f dari 
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untuk i ganjil 

[image: image214.wmf]n


i


<


£


1







[image: image215.wmf](


)


2


2


2


3


-


+


-


-


=


i


n


n


v


f


i



untuk i genap 
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Maka akan dibuktikan: 


a. Untuk sisi 
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b. Untuk sisi 

[image: image223.wmf](


)


1


+


i


i


v


v


 di Cn dengan 

[image: image224.wmf]1


1


-


£


<


n


i


 dan i genap diperoleh:





[image: image225.wmf](


)


(


)


2


3


5


2


1


)


1


(


2


2


2


2


3


)


(


)


(


1


1


+


=


÷


ø


ö


ç


è


æ


+


+


+


-


+


ú


û


ù


ê


ë


é


-


+


-


-


=


+


+


+


+


n


i


i


n


i


n


n


v


f


v


v


f


v


f


i


i


i


i




c. Untuk sisi 
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Jadi, terbukti Setiap graf sikel 
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dari hasil tersebut diperoleh tabel sebagai berikut:
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Tabel 3.1. Banyak Titik dan Konstanta Ajaib Terkecil pada Graf Sikel



Sehingga dari tabel di atas dapat diperoleh hubungan sebagai 
berikut:
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Jadi, terbukti 

[image: image245.wmf]2


3


5


+


=


n


k


 adalah konstanta ajaib terkecil.


Dengan demikian, Setiap graf sikel 
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3.2 Menentukan Pelabelan Total Sisi Ajaib (EMT) dan Konstanta Ajaib 
Terkecil pada Graf Lintasan dengan Banyak Titik Genap

3.2.1 Pelabelan EMT pada Graf Lintasan
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Untuk gambar graf lintasan 
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Gambar 3.11. Penotasian pada Graf Lintasan 
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Gambar 3.12. Pelabelan pada Graf Lintasan

[image: image252.wmf]2


P





Pada Gambar 3.12 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya untuk G1   dan G2 adalah sama, yaitu 6. Dari gambar di atas maka didapatkan konstanta ajaib terkecilnya juga 6.


Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:




Gambar 3.13. Fungsi Bijektif  Graf  G1 


Maka pada graf 
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[image: image257.wmf](


)


1


1


=


v


f






[image: image258.wmf](


)


2


2


=


v


f




		

[image: image259.wmf](


)


3


)


(


2


1


1


=


=


v


v


f


e


f











Berdasarkan hasil tersebut di atas, maka belum didapatkan pola karena masing-masing data hanya satu.

3.2.2 Pelabelan EMT pada Graf Lintasan
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Untuk gambar graf lintasan
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Gambar 3.14. Penotasian pada Graf Lintasan
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Gambar 3.15. Pelabelan pada Graf lintasan 
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Pada Gambar 3.15 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk G1  adalah 11 dan untuk G2 adalah 13. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 11.



Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:


Gambar 3.16. Fungsi Bijektif  Graf  G1


Maka pada graf 
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Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:



[image: image275.wmf](


)


2


1


1


1


1


+


=


=


v


f






[image: image276.wmf](


)


2


1


3


2


3


+


=


=


v


f




Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks sisi didapatkan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa indeks sisi diperoleh pola sebagai berikut:
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3.2.3 Pelabelan EMT pada Graf Lintasan
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Untuk gambar graf path

[image: image291.wmf]6


P


 



Gambar 3.17. Penotasian pada Graf Lintasan 
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Gambar 3.18. Pelabelan pada Graf Lintasan 
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Pada Gambar 3.18 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk G1  adalah 16 dan untuk G2 adalah 20. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 16.



Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:


Gambar 3.19 Fungsi Bijektif  Graf 
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Maka pada graf 
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Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:



[image: image318.wmf]2


)


(


x


n


v


f


x


+


=


, 

[image: image319.wmf]6


,


4


,


2


=


x


 dan 

[image: image320.wmf]6


=


n





Untuk indeks sisi didapatkan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa indeks sisi diperoleh pola sebagai berikut:
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Dari uraian contoh di atas, maka diperoleh teorema sebagai berikut:


Teorema II:



Setiap graf lintasan 
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Bukti:

1. Akan dibuktikan graf lintasan 
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Dapat di gambarkan sebagai berikut:






Gambar 3.20 Graf Lintasan 
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Maka, 


a. Untuk sisi 
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b. Untuk sisi 
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Jadi terbukti setiap graf lintasan 
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2. Akan dibuktikan bahwa 
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dari hasil tersebut diperoleh tabel berikut:
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Tabel 3.2. Banyak Titik dan Konstanta Ajaib Terkecil pada Graf Lintasan




Sehingga dari tabel di atas dapat diperoleh hubungan sebagai 
berikut:
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Jadi, terbukti 
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Dengan demikian, graf Pn dengan n bilangan asli genap adalah total sisi ajaib dengan konstanta ajaib terkecil 
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3.3 Menentukan Pelabelan Total Sisi Ajaib (EMT) dan Konstanta Ajaib 
Terkecil pada Graf Lintasan dengan Banyak Titik Ganjil

3.3.1 Pelabelan EMT pada Graf Lintasan
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Untuk gambar graf lintasan 
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Gambar 3.21. Penotasian pada Graf lintasan 
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Gambar 3.22. Pelabelan pada Graf Lintasan
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Pada Gambar 3.22 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk G1  adalah 9 dan untuk G2 adalah 10. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 9.


Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:



Gambar 3.23. Fungsi Bijektif  Graf 
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Maka pada graf 
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Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Sedangkan untuk indeks genap belum dapat disimpulkan karena datanya hanya ada satu.
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Untuk indeks sisi didapatkan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa indeks sisi diperoleh pola sebagai berikut:
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3.3.2 Pelabelan EMT pada Graf Lintasan
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Untuk gambar graf Lintasan 
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Gambar 3.24. Penotasian pada Graf Lintasan 
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Gambar 3.25. Pelabelan pada Graf Lintasan 
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Pada Gambar 3.25 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk G1  adalah 14 dan untuk G2 adalah 17. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 14.


Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:




Gambar 3.26. Fungsi Bijektif  Graf 
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Maka pada graf 
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 dapat dinyatakan bahwa:
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Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks sisi didapatkan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa indeks sisi diperoleh pola sebagai berikut:




[image: image427.wmf]x


n


v


v


f


x


x


-


=


+


2


)


(


1


, 

[image: image428.wmf]4


,


3


,


2


,


1


=


x


 dan 

[image: image429.wmf]5


=


n




3.3.3 Pelabelan Total Sisi Ajaib pada Graf Lintasan
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Untuk gambar graf path
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Gambar 3.27. Penotasian pada Graf Path 
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Gambar 3.28. Pelabelan pada Graf Lintasan 
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Pada Gambar 3.28 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk G1  adalah 19 dan untuk G2 adalah 24. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 19.


Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:



Gambar 3.29. Fungsi Bijektif  Graf 
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Maka pada graf 
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Untuk indeks ganjil pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks genap pada titik dapat ditemukan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Untuk indeks sisi didapatkan pola sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa indeks sisi diperoleh pola sebagai berikut:
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Dari uraian contoh di atas, maka diperoleh teorema sebagai berikut:


Teorema III:
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Dapat di gambarkan sebagai berikut:






Gambar 3.30 Graf Lintasan 
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b. Untuk sisi 
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Jadi terbukti setiap graf lintasan 
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dari hasil tersebut diperoleh tabel berikut:
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Tabel 3.3. Banyak Titik dan Konstanta Ajaib Terkecil pada Graf Lintasan 



Sehingga dari pola di atas dapat diperoleh hubungan sebagai 
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Jadi, terbukti 

[image: image513.wmf]2


3


5


+


=


n


k


 adalah konstanta ajaib terkecil.


Dengan demikian, graf Pn dengan n bilangan asli ganjil adalah total sisi ajaib  dengan konstanta ajaib terkecil 
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3.4 Menentukan Pelabelan Total Sisi Ajaib (EMT) dan Konstanta Ajaib 
Terkecil pada Graf Star


3.4.1 Pelabelan EMT pada Graf Star
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Untuk gambar graf star 
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Gambar 3.31. Penotasian pada Graf Star 

[image: image517.wmf])


1


,


1


(


K










Gambar 3.32. Pelabelan pada Graf Star 
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Pada gambar 3.32 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu G1 , G2  dan G3 adalah sama, yaitu 6. Dari gambar di atas maka didapatkan konstanta ajaib terkecilnya juga 6.


Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 

[image: image519.wmf])


(


)


(


:


)


1


.


1


(


)


1


.


1


(


K


E


K


V


f


È


 ke himpunan bilangan bulat 

[image: image520.wmf]{


}


3


,


2


,


1


, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:




Gambar 3.33. Fungsi Bijektif Graf 
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Maka pada graf 
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Berdasarkan hasil tersebut di atas, maka belum didapatkan pola karena masing-masing data hanya satu.

3.4.2 Pelabelan EMT pada Graf Star
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Untuk gambar graf star 

[image: image528.wmf])


2


,


1


(


K




Gambar 3.34. Penotasian pada Graf Star 
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Gambar 3.35. Pelabelan EMT pada Graf Star 
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Pada gambar 3.35 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk G1  adalah 8, untuk G2 adalah 9 dan untuk G3 adalah 10. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 8.


Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:

Gambar 3.36. Fungsi Bijektif  Graf 

[image: image533.wmf]1


G





Maka pada graf 
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Berdasarkan hasil tersebut di atas, maka dapat ditemukan pola titik sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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3.4.3 Pelabelan EMT pada Graf Star
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Untuk gambar graf star 
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Gambar 3.37. Penotasian pada Graf Star 
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Gambar 3.38. Pelabelan pada Graf Star 
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Pada gambar 3.38 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk G1  adalah 10, untuk G2 adalah 12 dan untuk G3 adalah 14. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 10.


Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat dirumuskan sebagai berikut:

Gambar 3.39. Fungsi Bijektif  Graf 
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Maka pada graf 
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Berdasarkan hasil tersebut di atas, maka dapat ditemukan pola titik sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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3.4.4 Pelabelan EMT pada Graf Star
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Untuk gambar graf star 
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Gambar 3.40. Penotasian pada Graf Star 
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Gambar 3.41. Pelabelan EMT pada Graf Star 
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Pada Gambar 3.41 di atas didapatkan nilai konstanta ajaibnya, yaitu untuk G1  adalah 12, untuk G2 adalah 15 dan untuk G3 adalah 18. Dari gambar di atas maka didapatkan nilai konstanta ajaib terkecilnya adalah pada G1 yaitu 12.


Sehingga jika pelabelan dari graf G1 adalah fungsi 1-1 dan onto dengan 
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, maka dapat di rumuskan sebagai berikut:

Gambar 3.42. Fungsi Bijektif  Graf 
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Maka pada graf 
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Berdasarkan hasil tersebut di atas, maka dapat ditemukan pola titik sebagai berikut:
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Sehingga, dapat disimpulkan bahwa:
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Dari uraian contoh di atas, maka diperoleh teorema sebagai berikut.

Teorema IV:



Setiap graf star 
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Bukti:

1. Akan dibuktikan graf star
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4. 2 Saran 


Pembahasan mengenai pelabelan total sisi ajaib (EMT) dan konstanta ajiab terkecil ini masih terbuka bagi peneliti lain, yaitu:


a. Bagi peneliti selanjutnya untuk dapat melanjutkan penelitian ini pada jenis-jenis graf yang lain seperti graf tangga, graf pohon, graf buku dan lain sebagainya.


b. Bagi peneliti selanjutnya juga dapat menentukan untuk mencari nilai konstanta ajaib terbesar (maksimum) pada graf-graf tersebut.
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