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ABSTRAK 
 

Mahfudiyah, Lutvi. 2008. Pelabelan Graceful pada Graf Kipas Fn dan Graf Kipas 
Ganda dFn, n Bilangan Asli dan n ≥ 2. Skripsi, Jurusan Matematika 
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri (UIN) Malang. 
Pembimbing:  Abdussakir, M. Pd 

             Abdul Aziz, M.Si 
            
Kata Kunci : Pelabelan Graceful, Graf Kipas Fn, dan Graf Kipas Ganda dFn 
 

Pelabelan didefinisikan sebagai pemberian label pada suatu graf G dengan 
bilangan bulat tak negatif pada titik atau sisi atau keduanya yang memenuhi 
aturan-aturan tertentu. Pelabelan graceful pada graf G adalah fungsi injektif f dari 
V(G) ke {0, 1, 2, 3,..., |E(G)|}sedemikian hingga jika sisi uv dilabeli | f(u) – f(v) | 
maka hasilnya berbeda untuk semua sisi di G. Pada penelitian ini akan dibahas 
pelabelan graceful pada graf kipas Fn dan graf kipas ganda dFn dengan n bilangan 
asli dan n ≥ 2. 

Pelabelan graceful pada graf kipas Fn, didefinisikan sebagai berikut: 
Untuk titik v0, maka  f (v0) = 0 
Untuk pelabelan titik pada graf kipas Fn untuk n adalah bilangan asli, maka: 
 
   
        f (vi) =  
 
 

Pelabelan graceful pada graf kipas ganda dFn didefinisikan sebagai berikut: 
Untuk titik v1, maka f (v1) = 0       
Untuk titik v2, maka f (v2) = 2      
Untuk pelabelan titik pada graf kipas ganda dFn untuk n adalah bilangan asli, 
maka: 
 
 
   
  
           f (wi) = 
 
 
 
 
 
 

Pembahasan mengenai pelabelan graceful ini masih terbuka bagi peneliti 
untuk mengadakan penelitian yang sejenis dengan jenis graf yang berbeda, misal 
graf pohon, graf sikel, dan lain sebagainya. 

i   untuk i  ganjil 
 

2n – i + 1         untuk i  genap 
 

3n - i              untuk i =1, 2 
 

1
2

3
3 +− i
n       untuk i  genap dan i ≥ 4 

 

2

1−+ i
i             untuk i  ganjil dan i ≥ 3 



BAB I 

PENDAHULUAN 

                                   

1.1 Latar Belakang 

Gafur (2008) mengatakan bahwa ilmu pengetahuan dan teknologi tidak 

lepas dari peran serta ilmu matematika. Aplikasi ilmu matematika sangat banyak 

sekali dalam ilmu pengetahuan lain, salah satunya adalah teori graf. Teori graf 

adalah salah satu cabang matematika diskret yang penting dan banyak 

manfaatnya. Antara lain dalam komunikasi, transportasi, sistem antrian, dan 

penjadwalan.  

Matematika sebagai disiplin ilmu dikenal sebagai Queen of  Science, 

karena dalam konsep matematika banyak digunakan simbol yang mengosongkan 

arti yang juga bisa dipakai dan diterapkan di berbagai bidang keilmuan yang lain, 

sehingga matematika dapat diterapkan kapanpun, dimanapun dan terbukti telah 

memberikan pengaruh yang cukup besar serta mempunyai peranan penting 

terhadap kemajuan disiplin ilmu lainnya, di antaranya ilmu statistika, perbankan, 

dan telekomunikasi. 

Sebagai sarana ilmiah, matematika merupakan salah satu disiplin ilmu 

yang tidak hanya terdapat satu keilmuan saja di dalamnya. Akan tetapi masih 

terdapat ilmu-ilmu lain yang menjadi sarana keilmuan bagi disiplin ilmu lain. 

Untuk mengetahui semua itu kita sebagai pelajar berkewajiban untuk mempelajari 

berbagai ilmu sedalam-dalamnya. Dalam islam, seorang muslim ataupun 



muslimah  diwajibkan untuk mencari ilmu walaupun tempat untuk mencari ilmu 

tersebut jauh.  

Suatu graf terdiri dari himpunan tak kosong yang unsur-unsurnya disebut 

titik dan suatu himpunan tak berurutan dari titik tersebut yang disebut sisi. Gallian 

(2007: 1) menyatakan bahwa pelabelan graf dalam teori graf adalah pemberian 

label bilangan bulat tak negatif pada titik atau sisi atau keduanya dengan aturan-

aturan tertentu. Pelabelan graf sudah banyak dikaji mulai tahun 1960-an, seperti 

valuasi-β yang diperkenalkan oleh Rosa pada tahun 1967. Sejak saat itu, sekitar 

250 tulisan mengenai pelabelan banyak bermunculan. Menurut Gafur (2008) 

bahwa pelabelan graf menjadi topik yang banyak mendapat perhatian, karena 

model-model yang ada pada pelabelan graf berguna untuk aplikasi yang luas, 

seperti dalam masalah teori koding, kristolograsi sinar-x, radar, sistem alamat 

jaringan komunikasi, dan desain sirkuit.  

Gallian (2007: 4) mengatakan bahwa Pelabelan graceful didefinisikan 

sebagai pemberian label pada titik suatu graf G yang memenuhi fungsi injektif 

dari himpunan titik ke himpunan bilangan bulat tak negatif {0, 1, 2, ..., q} 

sedemikian hingga jika sisinya mendapat label harga mutlak dari selisih pelabelan 

kedua titik yang terhubung langsung (adjacent) maka hasilnya berbeda. Dengan 

demikian, pelabelan graceful merupakan salah satu bentuk pelabelan pada titiknya 

saja sedangkan label sisinya menjadi akibat dari adanya label titik.  

Teori graf yang merupakan salah satu cabang dari matematika tersebut 

menurut definisinya adalah himpunan yang tidak kosong yang memuat elemen-

elemen yang disebut titik, dan suatu daftar pasangan tidak terurut elemen itu yang 



disebut sisi. Dalam teori Islam elemen-elemen yang dimaksud meliputi Pencipta 

(Allah) dan hamba-hambanya, sedangkan sisi atau garis yang menghubungkan 

elemen-elemen tersebut adalah bagaimana hubungan antara Allah dengan 

hambanya dan juga hubungan sesama hamba yang terjalin, Hablun min Allah wa 

Hablun min An-Nas. Sehingga dengan demikian, hal ini menunjukkan adanya 

suatu hubungan atau keterkaitan antara titik yang satu dengan titik yang lain. 

Hal ini dikuatkan oleh firman Allah dalam al-Qur’an surat al-Hujurat ayat 

10 yaitu: 

$ yϑ‾Ρ Î) tβθ ãΖÏΒ ÷σ ßϑ ø9$# ×οuθ ÷z Î) (#θßsÎ=ô¹ r' sù t ÷t/ ö/ ä3 ÷ƒuθ yz r& 4 (#θà)̈? $#uρ ©! $# ÷/ ä3 ª=yè s9 tβθçΗxqö�è? ∩⊇⊃∪   
Artinya: ”Orang-orang beriman itu sesungguhnya bersaudara. Sebab itu 

damaikanlah (perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu itu dan 
takutlah terhadap Allah, supaya kamu mendapat rahmat” (Q. S. Al-
Hujurat: 10). 

 
  Sehingga dengan demikian, hal ini menunjukkan adanya suatu hubungan 

atau keterkaitan antara titik yang satu dengan titik yang lain. Jika dikaitkan 

dengan kehidupan nyata, maka banyaknya titik yang terhubung dalam suatu graf 

dapat diasumsikan sebagai banyaknya kejadian tertentu, yang selanjutnya 

kejadian-kejadian tersebut memiliki keterkaitan dengan titik lainnya yang 

merupakan kejadian sesudahnya.  

 

 

 

 

Gambar 1.1 Hubungan timbal balik antara Allah dengan hambanya  

• 

• • • 

Allah 

Manusia 



Jika dikaitkan dengan kehidupan nyata, maka banyaknya titik yang 

terhubung dalam suatu graf dapat diasumsikan sebagai banyaknya kejadian 

tertentu, yang selanjutnya kejadian-kejadian tersebut memiliki keterkaitan dengan 

titik lainnya yang merupakan kejadian sesudahnya.  

Pada penulisan skripsi ini, penulis hanya memfokuskan tentang pelabelan 

graceful pada graf kipas Fn dan graf kipas ganda dFn, untuk n bilangan asli n ≥ 2. 

Graf kipas Fn dibentuk dari penjumlahan graf komplit K1 dan graf lintasan Pn. 

Sedangkan graf kipas ganda dFn dibentuk dari penjumlahan graf komplit 2K1 dan 

graf lintasan Pn (Gallian, 2007: 16) 

Beberapa kajian terdahulu tentang pelabelan graf pada titik, sisi, atau 

keduanya sudah banyak sekali telah dibahas pada skripsi lain. Untuk selanjutnya 

penulis tertarik untuk melanjutkan meneliti tentang Pelabelan Graceful karena 

pelabelan graceful untuk kelas-kelas graf masih ada satu yaitu pada graf superstar 

S5,n. Maka dari itu penulis tertarik untuk merumuskan judul pada skripsi ini 

dengan “Pelabelan Graceful pada Graf Kipas Fn dan Graf Kipas Ganda dFn,  

n Bilangan Asli dan   n ≥ 2". 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah yang dapat 

dikemukakan adalah: 

1. Bagaimana pelabelan pada graf Fn dengan n bilangan asli dan n ≥ 2? 

2. Bagaimana pelabelan pada graf dFn dengan n bilangan asli dan n ≥ 2? 

 



1.3 Tujuan Penulisan 

Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan dari penulisan ini adalah: 

1. Menjelaskan pelabelan graceful pada graf Fn dengan n bilangan asli dan n ≥ 2. 

2. Menjelaskan pelabelan graceful pada graf dFn dengan n bilangan asli dan       

n ≥ 2. 

 

1.4 Manfaat Penulisan 

Dalam skripsi ini diharapkan dapat bermanfaat bagi berbagai pihak, di 

antaranya: 

a. Bagi Penulis 

Dalam penulisan skripsi ini, penulis diharapkan dapat mengetahui rumus 

fungsi pelabelan graceful pada graf Fn dan graf dFn,, serta menjelaskan bahwa 

graf Fn dan graf dFn  adalah graceful. 

b. Bagi Pembaca 

Diharapkan dapat menambah wawasan pengetahuan tentang pelabelan 

graceful pada graf Fn dan graf dFn. 

c. Bagi Lembaga 

Bagi lembaga, penulisan skripsi ini dapat bermanfaat sebagai tambahan 

perbendaharaan karya tulis ilmiah. 

 

 

 

 

 



1.5 Metode Penelitian 

Penelitian ini merupakan penelitian pustaka (Library research). Penelitian 

dilakukan dengan pertama kali melakukan kajian terhadap buku-buku teori graf 

dan jurnal-jurnal atau makalah-makalah yang memuat topik tentang pelabelan 

graceful pada graf. Langkah selanjutnya adalah mencoba melakukan pelabelan 

pada beberapa contoh graf kipas Fn dan kipas ganda dFn. Melalui beberapa contoh 

tersebut, akhirnya dicari pola tertentu. Pola yang didapatkan masih dapat dianggap 

sebagai dugaan (konjektur). Konjektur yang dihasilkan kemudian dibuktikan 

dengan terlebih dahulu merumuskan konjekturnya sebagai suatu teorema yang 

dilengkapi dengan bukti-bukti. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Untuk mempermudah penulis sekaligus pembaca dalam mengkaji skripsi 

ini, maka sistematika penulisannya dibagi menjadi empat bagian yaitu: 

BAB I: PENDAHULUAN 

Pada bab ini dijelaskan tentang latar belakang, rumusan masalah,  tujuan 

penulisan, manfaat penulisan, dan sistematika penulisan. 

BAB II: KAJIAN PUSTAKA 

Pada bab ini dijelaskan tentang definisi graf, operasi pada graf, graf 

terhubung,  graf kipas, graf kipas ganda, dan pelabelan graceful, Teori 

Graf dalam Al-Qur’an. 

 

 



BAB III: PEMBAHASAN 

Pada bab ini, dijelaskan tentang pembahasan mengenai langkah-langkah 

pelabelan graceful pada graf Fn dan graf dFn. 

BAB IV: PENUTUP 

Pada bab ini dijelaskan tentang kesimpulan dari pembahasan yang telah 

diuraikan pada bab sebelumnya dan saran-saran yang berkaitan dengan 

pembahasan. 



BAB II 

 KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1. Definisi Graf 

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V(G), E(G)) dimana 

V(G) adalah himpunan tak kosong dari unsur-unsur yang disebut titik (vertex) dan 

E(G) adalah himpunan dari pasangan tak terurut (u,v) dari titik-titik u dan v yang 

berbeda di V(G) yang disebut sisi (edge). Selanjutnya sisi e = (u,v) pada graf G 

ditulis e = uv. Banyaknya unsur di V disebut order dari G yang dilambangkan 

dengan p(G), sedangkan banyaknya unsur di E disebut ukuran dari G yang 

dilambangkan dengan q(G) (Chartrand and Lesniak, 1986: 4). Sebagai contoh, 

misal: V(G) = {v1, v2, v3, v4, v5} dan E(G) = {v1v2, v2v3, v3v4, v4v5}. Maka G 

dapat digambarkan sebagai berikut: 

         G :  

                                

 

 

   Gambar 2.1 Graph G dengan 5 Titik dan 4 Sisi 

Graf G pada Gambar 2.1 mempunyai 5 titik sehingga p(G) = 5 dan 

mempunyai empat sisi yaitu: 

e1 =  v1v2 

e2 =  v2v3 

e3 =  v3v4 

e4 

e3 
e1 

v5 

v2 v3 

v4 v1 

e2 

8 



e4 =  v4v5  

sehingga ukuran G adalah q(G) = 4  

Sebuah sisi e = uv dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = uv 

adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjecent), v dan e 

serta u dan e disebut terkait langsung (incident), titik u dan v disebut ujung dari e 

(Chartrand,1986: 4) 

Pada graf G Gambar 2.1, titik yang terhubung langsung adalah titik v1 dan 

v2, titik v2 dan v3,  titik v3 dan v4, titik v4 dan v5. Titik v1 dan v4 tidak terhubung 

langsung karena tidak terdapat sisi diantara kedua titik tersebut. Dan titik yang 

terkait langsung adalah sebagai berikut: 

1. Pada sisi e1 yang terkait langsung v1 dan v2 

2. Pada sisi e2 yang terkait langsung v2 dan v3 

3. Pada sisi e3 yang terkait langsung v3 dan v4 

4. Pada sisi e4 yang terkait langsung v4 dan v5 

Derajat titik v pada graf G adalah banyaknya sisi dari graf G yang terkait 

langsung dengan v. Derajat titik v pada graf G dinotasikan dengan degG v atau 

dapat juga dinotasikan dengan deg v (Chatrand  and Lesniak, 1986: 7). 

Perhatikan contoh berikut, 

                               deg v1 = 3   

G:                               deg v2 = 3  

                        deg v3 = 3 

                        deg v4 = 3 

  Gambar 2.2 Derajat Suatu Titik pada Graf G      

v3

 

1v  

v4 

2v  



Suatu graf G dikatakan beraturan-r jika masing-masing titik v di G 

berderajat-r, atau deg v = r (Chatrand  and Lesniak, 1986: 9). 

Perhatikan contoh berikut, 

 

G0:     G1:     

 

Gambar 2.3 G0 Graf Beraturan-0 dan G1 Graf Beraturan-1 

Graf komplit (complete) adalah graf yang setiap dua titik yang berbeda 

saling terhubung langsung. Graf komplit dengan n titik dinotasikan sebagai Kn 

(Wilson and Watkins, 1989: 36). Sebagai contoh, Gambar 2.4 adalah beberapa 

graf komplit. 

  

 

 

Gambar 2.4 Graf Komplit 

Graf bipartisi adalah graf yang himpunan titiknya dapat dipartisi menjadi 

himpunan A dan B sedemikian hingga setiap sisi graf mempunyai salah satu ujung 

di A dan  salah satunya di B (Wilson and Watkins, 1989: 37). 

Perhatikan gambar berikut, 

 

G: 

 

Gambar 2.5 Graf Bipartisi 

K1 K2 
K3 K4 K5 K6 

a b 

c d e f  



Graf G pada Gambar 2.5 adalah graf bipartisi karena himpunan titik di G dapat 

dipartisi menjadi dua himpunan, yaitu: 

A = {a,  b} 

dan 

B = {c, d, e, f} 

sehingga masing-masing sisi di G mempunyai ujung di A dan di B. Himpunan 

titik dalam satu partisi tidak boleh terhubung langsung. 

Graf G disebut graf bipartisi komplit jika G adalah graf bipartisi dan 

komplit. Graf bipartisi komplit yang masing-masing partisi memuat m dan n  

dilambangkan dengan K(m,,n). Graf bipartisi komplit K(1, n) disebut dengan graf 

bintang (Chatrand  and Lesniak, 1986: 10). 

 

 

 

 

Gambar 2.6 Graf Bipartisi Komplit K3, 3 

Graf G adalah bipartisi karena himpunan titik dapat dipartisi menjadi dua 

himpunan, dan graf komplit karena masing-masing titik dalam tiap partisi 

berbeda saling terhubung langsung. 

 

2.2. Operasi pada Graf 

Gabungan dua graf G1 dan G2 yang dinotasikan dengan 21 GGG ∪=  

mempunyai himpunan titik )()()( 21 GVGVGV ∪=  dan himpunan 

a b 

d e f  

c 



sisi )()()( 21 GEGEGE ∪= . Jika graf G memuat sebanyak n ≥ 2 graf H, maka 

dinotasikan dengan G = nH. Graf ( )3,121 32 KKK ∪∪ akan ditunjukkan pada 

gambar sebagai berikut (Chartrand and Lesniak, 1986: 11). 

 

 

 

Gambar 2.7 Gabungan Graf 

Penjumlahan dua graf  G1 dan G2 yang dinotasikan 21 GGG +=  

mempunyai himpunan titik )()()( 21 GVGVGV ∪=  dan himpunan 

sisi )}()(|{)()()( 2121 GVvdanGVuuvGEGEGE ∈∈∪∪= . (Chatrand and 

Lesniak, 1986: 11). 

 

              G1:                  G2:                    G1 + G2:  

 

Gambar 2.8 Gambar Penjumlahan Dua Graf 

Hasil kali kartesius dari graf G1 dan G2 adalah graf  yang 

dinotasikan 21 GxGG=  dan mempunyai himpunan titik )()()( 21 GVxGVGV = , 

dan dua titik (u1, u2) dan (v1, v2) dari graf G terhubung langsung jika dan hanya 

jika   

u1 = v1 dan )( 222 GEvu ∈  

atau 

u2 = v2 dan )( 111 GEvu ∈     (Chartrand and Lesniak, 1986: 11).   



Perhatikan contoh berikut, 

  

      G1:   G2:                     G1 x G2:   

 

 

Gambar 2.9 Graf Hasil Kali Kartesius 

 

2.3. Graf Terhubung 

Sebuah jalan pada graf G dinotasikan W adalah barisan hingga yang 

diawali dan diakhiri dengan titik dimana unsur-unsurnya saling bergantian 

 W : u = v0, e1, v1, e2, v2, e3, v3,..., en, vn = v 

antara titik dan sisi, dengan e1= vi-1vi adalah sisi di G untuk i = 1, 2, 3, ..., n. v0 

disebut titik awal dan vn disebut titik akhir dan v1, v2, v3,..., vn-1 disebut titik 

internal. Jalan yang tidak mempunyai sisi disebut jalan trivial. Adapun n 

menyatakan panjang dari W (Chatrand and Lesniak, 1986: 26). 

Perhatikan graf G berikut, 

 

                

                   G:   

 

Gambar 2.10 Gambar untuk Mengilustrasikan Jalan (walk) 

Maka 

W1= v1, v2, v3, v1, v4, v3, v5, v4, v1  

e2 

e1 

v2 v3 

e3 
e4 

v5 

e6 v4 e5 v1

e7 



adalah jalan di G. W1 mempunyai panjang 8 

W2 = v1, v4, v2, v3, v4 

bukan jalan di G karena sisi v4v2 tidak ada di G. 

Jika v0 = vn, maka W disebut  jalan tertutup. Sedangkan jika v0≠ vn maka 

W disebut  jalan terbuka. Jika semua sisi di W berbeda, maka W disebut trail  

(Chatrand and Lesniak, 1986: 26). 

Perhatikan gambar berikut, 

 

  

 

 

Gambar 2.11 Gambar Jalan Tertutup, Jalan Terbuka, dan Trail 

Maka 

W1 = v4, v5, v1, v2, v3, v6, v5, v3, v4 

adalah jalan tertutup, dan merupakan trail karena semua sisinya berbeda atau tidak 

ada sisi yang dilalui lebih dari satu kali. 

 W2 = v5, v3, v2, v1, v5, v3, v4 

adalah jalan terbuka, dan bukan trail karena sisi v5v3 dilalui lebih satu kali, atau 

dengan kata lain ada sisi yang sama pada jalan W2. 

Jalan terbuka yang semua sisi dan titiknya berbeda disebut lintasan. 

Dengan demikian dapat dikatakan bahwa setiap lintasan pasti trail, tetapi tidak 

semua trail merupakan lintasan (Wilson and Watkins, 1989: 35). 

 

v4 

v5 v1 

v2 v3 

v6 



Perhatikan Gambar 2.12 berikut, 

 

 

 

 

   Gambar 2.12 Contoh Lintasan 

Jalan 

W1 = v1, v2, v3, v5, v4 

W2 = v1, v5, v3, v4 

dan 

W3 = v1, v2, v3, v6, v5, v4 

adalah lintasan di G karena semua titiknya berbeda. Sedangkan 

W4 = v1, v5, v4, v3, v5, v3, v2, v1 

adalah bukan termasuk lintasan karena terdapat titik yang sama v3 dan v5. 

Jika graf yang berbentuk lintasan dengan titik sebanyak n, maka disebut 

graf lintasan dan disimbolkan dengan Pn. Perhatikan gambar berikut, 

 

 

 

Gambar 2.13 Graf Lintasan P1, P2, P3,  dan P4 

Trail tertutup dan taktrivial pada graf G disebut sirkuit di G. Sirkuit yang 

semua titik internalnya berbeda kecuali v1 = vn disebut sikel. Sikel dengan panjang 

n disebut sikel-n (Cn). Sikel-n disebut genap atau ganjil bergantung pada n genap 

P1 P2 P3 P4 

v4 

v5 v1 

v2 v3 

v6 



atau ganjil. Panjang sikel pada sebuah graf paling kecil adalah 3 (Chatrand and 

Lesniak, 1986: 28). 

Perhatikan gambar berikut, 

 

                    G: 

 

 

 

Gambar 2.14 Contoh Sirkuit pada Graf 

Contoh sirkuit pada Gambar 2.14 adalah: 

W1 = v1, v2, v3, v5, v1 

W2 = v3, v5, v3, v6 

W3 = v3, v5, v4 

Perhatikan Gambar 2.15 

 

               G:  

 

 

 Gambar 2.15 Contoh Sikel pada Graf G 

Jalan W1 = v1, v2, v6, v1 

         W2 = v2, v6, v5, v1, v2 

adalah sikel di G dengan panjang W1 = 3 dan W2 = 4. 

 

1v  
3v  

4v  5v  
6v  

2v  

v4 

v5 v1 

v2 v3 

v6 



2.4. Graf Kipas 

Graf kipas dibentuk dari penjumlahan graf komplit K1 dan graf lintasan Pn 

yaitu nn PKF += 1 , dengan demikian graf kipas mempunyai )1( +n titik dan 

)12( −n sisi (Gallian, 2007: 16). 

Untuk menggambarkan suatu graf kipas yaitu dengan memisalkan:  

K1 =                

dan 

Pn =  

Maka graf kipas nn PKF += 1 adalah 

 

 

 

 

Gambar 2.16 Contoh Graf Kipas Fn 

Titik v0 untuk selanjutnya disebut titik pusat graf kipas Fn. 

 

2.5. Graf Kipas Ganda 

Graf kipas ganda dibentuk dari penjumlahan komplemen graf komplit 2K1 

dan graf lintasan Pn yaitu nn PKdF += 12 , dengan demikian graf kipas ganda 

mempunyai (n + 2) titik dan (3n- 1) sisi (Gallian, 2007: 16). 

 

 

 

vn-1 

v0 

vn v3 v2 v1 

vn-1 

v0 

vn v3 v2 v1 



Untuk menggambarkan suatu graf kipas ganda yaitu dengan memisalkan:  

2K1 =  

dan 

Pn =  

 

Maka graf kipas ganda nn PKdF += 12  adalah 

 

 

 

 

 

 

                 Gambar 2.17 Contoh Graf Kipas Ganda dFn 

Titik v1 dan v2 selanjutnya disebut titik pusat graf kipas ganda dFn. 

 

2.6. Pelabelan Graceful 

Misal G graf dengan himpunan titik V (G) dan himpunan sisi E (G). 

Pelabelan Graceful adalah fungsi injektif dari |})(|,...2,1,0{)( GEkeGV   

sedemikian hingga jika sisi uv dilabeli | f (u) – f (v) | hasilnya berbeda untuk 

semua sisi di G   (Gallian, 2007: 4). 

Pelabelan graceful didefinisikan sebagai pemberian label pada titik suatu 

graf G yang memenuhi fungsi injektif dari himpunan titik ke himpunan bilangan 

bulat tak negatif {0, 1, 2, ..., q} sedemikian sehingga jika sisinya mendapat label 

v1 v2 

wn-1 wn w3 w2 w1 

v1 

v2 

w1 
w2 w3 wn-1 wn 



harga mutlak dari selisih pelabelan kedua titik yang terhubung langsung 

(adjacent) maka hasilnya berbeda. Dengan demikian, pelabelan graceful 

merupakan salah satu bentuk pelabelan pada titiknya saja sedangkan label sisinya 

menjadi akibat dari adanya label titik. 

Berikut ini adalah contoh pelabelan graceful pada graf  star K1, 5 

 

 

 

 

 

Gambar 2.18 Contoh Pelabelan Graceful pada Graf K1, 5 

 

2.7. Teori Graf dalam Al-Qur’an 

Banyak konsep-konsep matematika atau berbagai cabangnya, salah 

satunya teori graf yang tertuang dalam Al- Qur’an, diantaranya:  

Suatu graf memiliki titik dan sisi artinya dalam graf tersebut terdapat dua 

titik yang memiliki lebih dari satu sisi memiliki hubungan dan integritas yang 

cukup signifikan pada sebuah ayat Al- Qur’an: 

¨β Î) $ x� ¢Á9$# nο uρö�yϑ ø9 $#uρ ÏΒ Ì�Í← !$ yèx© «! $# ( ôyϑ sù ¢kym |MøŠ t7ø9 $# Íρ r& t�yϑ tFôã $# Ÿξsù yy$oΨã_ Ïµø‹n=tã β r& 

š’§θ ©Ütƒ $ yϑÎγ Î/ 4 tΒ uρ tí §θ sÜs? # Z�ö�yz ¨βÎ* sù ©!$# í�Ï.$x© íΟŠÎ=tã ∩⊇∈∇∪ 

“ Sesungguhnya Shafaa dan Marwa adalah sebahagian dari syi'ar 
Allah. Maka barangsiapa yang beribadah haji ke Baitullah atau ber-
'umrah, maka tidak ada dosa baginya mengerjakan sa'i antara 
keduanya. dan barangsiapa yang mengerjakan suatu kebajikan dengan 

5 

5 

3 

2 

0 

1 

1 

3 

2 

4 

4 



kerelaan hati, maka Sesungguhnya Allah Maha Mensyukuri kebaikan 
lagi Maha Mengetahui”.(Qs. Al-Baqarah, 02:158) 

 
Sa’i arti harfiahnya adalah usaha, sedangkan arti syari’ahnya pada ibadah 

haji dan umroh adalah berbolak balik sebanyak tujuh kali antara bukit shafa dan 

marwah demi melaksanakan perintah Allah (Shihab, 2000:345). Sa’i merupakan 

salah satu rukun haji dan umroh, waktunya dilaksanakan setelah selesai 

melakukan thawaf. Dalam suatu hadis dijelaskan bahwa Rasulullah bersabda: 

 “Diwajibkan atas kamu melakukan Sa’i maka hendaklah kamu lakukan.” 
(Riwayat Ahmad). 
 

Terkait dengan kejadian di atas, maka kejadian tersebut dapat 

direpresentasikan pada graf dengan sisi ganda sebagai berikut: 

  

 

 

 

      Gambar 2.19  Graf Representasi Ibadah Sa’i 

 
Dari uraian di atas tidak menutup kemungkinan banyak konsep 

matematika khususnya teori graf yang masih belum dikaji dan terungkap melalui 

pendekatan Al-Qur’an. Seperti yang telah diuraikan sebelumnya, bahwa suatu graf 

memiliki dua unsur pokok yang disebut titik dan sisi. Titik-titik dalam suatu graf 

akan saling terhubung dengan adanya suatu garis yang dinamakan sisi. Sehingga 

dengan demikian, hal ini menunjukkan adanya suatu hubungan atau keterkaitan 

antara titik yang satu dengan titik yang lain. 

Shafa Marwah 

SA’I 



Jika dikaitkan dengan kehidupan nyata, maka banyaknya titik yang 

terhubung dalam suatu graf  dapat diasumsikan sebagai banyaknya kejadian 

tertentu, yang mana kejadian-kejadian tersebut memiliki keterkaitan dengan titik 

lainnya yang merupakan kejadian sesudahnya. Shalat dapat direpresentasikan 

dalam suatu graf. Shalat mempunyai kedudukan yang amat penting dalam Islam 

dan merupakan fondasi yang kokoh bagi tegaknya agama Islam. Ibadah shalat 

dalam Islam sangat penting, sehingga shalat harus dilakukan pada waktunya, 

dimanapun, dan bagaimanapun keadaan seorang muslim yang mukalaf. 

Dalam kaitannya dengan peribadatan sholat, Allah swt berfirman: 

#sŒ Î* sù ÞΟ çFøŠ ŸÒs% nο4θ n= ¢Á9$# (#ρã�à2 øŒ $$sù ©!$# $Vϑ≈uŠ Ï% #YŠθ ãè è%uρ 4’ n?tã uρ öΝà6 Î/θ ãΖ ã_ 4 #sŒ Î* sù 

öΝçGΨtΡù' yϑ ôÛ $# (#θßϑŠ Ï% r'sù nο 4θn= ¢Á9 $# 4 ¨β Î) nο4θ n=¢Á9$# ôMtΡ%x. ’ n? tã šÏΖÏΒ ÷σ ßϑ ø9$# $ Y7≈ tFÏ. $ Y?θ è%öθ ¨Β ∩⊇⊃⊂∪  

 
Artinya: “Maka apabila kamu Telah menyelesaikan shalat(mu), ingatlah Allah di 

waktu berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbaring. Kemudian 
apabila kamu Telah merasa aman, Maka Dirikanlah shalat itu 
(sebagaimana biasa). Sesungguhnya shalat itu adalah fardhu yang 
ditentukan waktunya atas orang-orang yang beriman” (Q.S. An-Nisaa’: 
103). 

 
Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa waktu-waktu sholat telah ditentukan 

waktunya dan telah menjadi suatu ketetapan, baik itu sholat fardhu maupun sholat 

sunnah. Sholat lima waktu diwajibkan dalam sehari (dhuhur, ‘ashar, maghrib, 

‘isya’, dan subuh) merupakan sholat yang wajib ditunaikan dan tidak boleh 

ditinggalkan. Waktu pelaksanaan antara satu waktu sholat fardhu berbeda dengan 

empat waktu sholat yang lain dan telah ditetapkan oleh Allah swt. Akan tetapi 

kelima waktu sholat tersebut saling mengikat dan tidak diperbolehkan hanya 

melaksanakan satu sholat saja. 



Adapun hubungan waktu sholat tersebut dengan teori graf adalah bahwa 

waktu-waktu sholat tersebut merupakan suatu himpunan yang terdiri dari waktu 

sholat fardhu (dhuhur, ‘ashar, maghrib, ‘isya’ dan subuh) dan waktu sholat sunnah 

sebagai ekspresi dari himpunan titik dalam graf. Sedangkan keterikatan antara 

kelima sholat fardhu tersebut yang tidak dapat ditinggalkan salah satunya dalam 

menunaikannya dan sholat sunnah sebagai pelengkap sholat fardhu merupakan 

ekspresi dari garis atau sisi yang menghubungkan titik-titik dalam graf.  

Shalat wajib dilaksanakan lima kali sehari semalam, yaitu pada waktu: 

Dzuhur, Ashar, Magrib, Isya’, dan Shubuh. Shalat wajib yang mula-mula 

dilakukan Rasulullah Saw. adalah shalat dzuhur pada esoknya malam isra’ 

tersebut (Depag RI, 1988:833 ). 

Al- Qur’an tidak menerangkan secara terperinci waktu-waktu pelaksanaan 

shalat fardhu, akan tetapi, didalam hadis Rasulullah SAW waktu-waktu shalat 

telah dinyatakan secara terperinci, batas awal sampai batas akhir waktu setiap 

shalat. Di antara hadis yang menerangkan waktu-waktu shalat tersebut adalah 

hadis yang diriwayatkan oleh ahmad An- nasa’iy dan At-Turmudzi dari Jabir ibn 

Abdullah r.a adalah sebagai berikut: 

“Bahwasanya Jibril datang kepada Nabi Saw, lalu berkata kepadanya: “ 
bangun dan bershalatlah” maka nabipun shalat dzuhur diketika telah 
tergelincir matahari. Kemudian Jibril datang pula kepada nabi pada waktu 
ashar, lalu berkata: “ bangun dan bershalatlah”. Maka nabi bershalat 
ketika bayangan segala sesuatu itu sepanjang dirinya. Kemudian Jibril 
datang pula kepada nabi pada waktu maghrib, lalu berkata: “ bangun dan 
bershalatlah” maka nabi shalat maghrib diwaktu telah terbenam matahari. 
Kemudian Jibril datang pada waktu isya’, lalu berkata: “ bangun dan 
bershalatlah” maka nabi bershalat isya’ diwaktu telah hilang mega-mega 
merah. Kemudian Jibril datang pula di waktu shubuh, diketika telah 
cemerlang fajar. Pada keesokan harinya ibril datang lagi untuk shalat 
dhuhur. Jibril berkata: “ bangun dan bershalatlah”, maka nabi shalat 



dzuhur ketika bayangan segala sesuatu telah menjadi sepanjang dirinya. 
Kemudian Jibril datang lagipada waktu ashar, lalu berkata: “ bangun dean 
bershalatlah”, maka nabi bershalat ashar ketika telah terjadi bayangan 
segala sesuatu dua kali bayangan dirinya. Kemudian Jibril datang lagi pada 
waktu maghrib sama seperti waktu  
beliau datang kemaren . kemudian Jibril datang lagi pada waktu isya’ 
diketika telah berlalu separoh malam, atau sepertiga malam, maka nabipun 
bershalat isya’ kemudian jibril datang lagi waktu fajar telah bersinar 
terang, lalu berkata: “ bangun dan bershalatlah”, maka nabi bangun dan 
bershalat shubuh. Sesudah itu Jibril berkata: “waktu-waktu diantara kedua 
waktu ini, itulah waktu shalat” (kitab hadist imam Ahmad, hadist ke 10819). 

 
 Saat ini penentuan waktu shalat bisa ditentukan dengan penerapan ilmu 

astronomi dan falakiyah sehingga ketentuan waktu shalat didapatkan berdasarkan 

satuan waktu yang ada dengan melihat perbedaan waktu GMT yang telah 

disepakati tanpa harus melihat bayangan suatu benda. Waktu sholat dan selisih 

dengan waktu shalat sebelumnya atau sesudahnya menjadikan shalat-shalat yang 

diwajibkan tersebut saling berkesinambungan antara satu dan yang lainnya. 

Sehingga dengan ditetapkannya waktu shalat dan selisihnya tersebut dapat 

menjaga kaum muslimin dari kelalaian. 

 

 

 

 

 

 

 
 

Gambar 2.20 Representasi Graf Terhadap Waktu-Waktu Shalat 

 

Shubuh 
(04.10 wib) 

Isya’ 
(19.02 wib) 

 

Maghrib 
(17.54 wib) 

Ashar 
(14.50 wib) 

Dzuhur 
(11.35 wib) 

7.25 jam 

3.04 jam 

3.15 jam 

9.08 jam 

1.06 jam 



Berbicara tentang pemberian label sesuai dengan aturan yang ada, hal ini 

menunjukkan bahwa suatu graf graceful telah memiliki ukuran label tertentu 

sehingga bisa dikatakan graceful. Jika direlevansikan dengan kajian Al-Qur’an 

adalah sejajar dengan ayat yang menyebutkan bahwa segala sesuatu yang ada di 

dunia ini diciptakan oleh Allah SWT. sesuai dengan kadar dan ukurannya dan 

ditata-Nya dengan sedemikian rapi. Demikianlah sebagaimana yang tertera pada 

surat Al-Qamar ayat 49:  

$‾Ρ Î) ¨≅ ä. >óx« çµ≈oΨø) n=yz 9‘y‰ s)Î/ ∩⊆∪  
 

”…Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran” 
(Qs. al Qamar, 54:49) 

 
Berkenaan dengan ayat di atas Abdusysyakir (2007:80 ) mengatakan bahwa 

semua yang ada di alam ini ada ukurannya, ada hitungan-hitungannya, ada 

rumusnya, atau ada persamaannya. Namun rumus-rumus yang ada sekarang bukan 

diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya menemukan 

dan menyimbolkan dalam bahasa matematika.  

Begitupun dalam hal ini, suatu graf bisa terlabeli dengan pelabelan graceful 

karena sudah memiliki ukuran yang sempurna dengan cara dan aturan yang dibuat 

oleh manusia secara sistematis. Dari sinilah Al-Qur’an telah mengajak kepada 

setiap pembacanya untuk membahas, dan mengkaji suatu ilmu untuk memperluas 

khasanah keilmuannya.  

Penemuan sekaligus pembuktian rumus-rumus yang digunakan dalam 

pelabelan pada graf yang berkaitan dengan penotasian pada titiknya selain 

bertujuan untuk menemukan pola tertentu agar lebih mudah untuk mencarinya. 



Setelah mengetahui dengan jelas hasil dari pembahasan di atas yang intinya 

adalah menemukan rumus untuk pola pelabelan graceful pada graf kipas dan kipas 

ganda, serta membuktikan bahwa pelabelan pada sisinya selalu berbeda.  

Jika dikaitkan dengan kajian agama Islam, hal ini dapat direlevansikan 

dengan Al-Qur’an yang menyebutkan bahwa kebenaran sesuatu tidak cukup 

hanya dengan bentuk ucapan, dan tulisan saja, tetapi perlu dan harus dibuktikan.  

Hal ini sesuai pada surat Al-Baqarah ayat 111: 

(#θ ä9$s% uρ s9 Ÿ≅ äzô‰ tƒ sπ ¨Ψ yfø9 $# āω Î) tΒ tβ%x. #�Šθèδ ÷ρ r& 3“t�≈|Á tΡ 3 š� ù=Ï? öΝà‰ •‹ÏΡ$ tΒ r& 3 ö≅è% (#θ è?$ yδ 

öΝà6 uΖ≈yδö�ç/ β Î) óΟçGΖ à2 šÏ% Ï‰≈|¹ ∩⊇⊇⊇∪   
Artinya: Dan mereka (Yahudi dan Nasrani) berkata: "Sekali-kali tidak akan 

masuk surga kecuali orang-orang (yang beragama) Yahudi atau 
Nasrani". demikian itu (hanya) angan-angan mereka yang kosong 
belaka. Katakanlah: "Tunjukkanlah bukti kebenaranmu jika kamu 
adalah orang yang benar"(Q.S. Al-Baqarah: 111). 

 
 

Allah SWT penguasa yang memiliki wewenang tunggal dalam hal surga 

dan negara, secara langsung membantah para Ahli Kitab. Allah tidak 

menggunakan perantara dan tidak memerintahkan siapapun termasuk Nabi 

Muhammad SAW untuk menjawab kebohongan itu. tidak memerlukan bukti dari 

mereka menyangkut kebohongan mereka, karena Allah Maha Mengetahui segala 

sesuatu. Tetapi manusia perlu. Karena itu, di sini Allah memerintahkan Nabi 

Muhammad SAW.: katakanlah wahai Muhammad kepada mereka, ”Tunjukkanlah 

kepada kami bukti kebenaran kamu jika kamu adalah orang yang benar”. Bukti 

yang dimaksud di sini adalah berupa wahyu Illahi, karena surga dan neraka adalah 

wewenang Allah. Hanya Dia yang mengetahui siapa yang berhak memasukinya. 



Nabi Muhammad SAW. pun tidak tahu. Itu sebabnya, maka bukti kebenaran yang 

dituntut adalah informasi-Nya, yakni wahyu-wahyu yang disampaikan kepada 

utusan-utusan-Nya (Shihab, 2002: 296-297).  

Dalam surat Al-an’am ayat 143 juga disebutkan:  

sπ uŠ ÏΖ≈yϑrO 8l≡ uρø— r& ( š∅ÏiΒ Èβù' āÒ9$# È÷uΖ øO$# š∅ ÏΒuρ Ì“÷è yϑø9 $# È÷uΖøO $# 3 ö≅ è% Èø t�Ÿ2 ©%!!#u tΠ §�ym ÏΘ r& 
È÷uŠ s[ΡW{$# $̈Βr& ôMn=yϑ tG ô© $# Ïµ ø‹n=tã ãΠ%tn ö‘r& È÷uŠ s[Ρ W{$# ( ’ÎΤθä↔ Îm7tΡ AΟù=Ïè Î/ βÎ) óΟ çGΖà2 tÏ%Ï‰≈|¹ ∩⊇⊆⊂∪    

Artinya: ”(yaitu) delapan binatang yang berpasangan, sepasang domba, 
sepasang dari kambing. Katakanlah: "Apakah dua yang jantan yang 
diharamkan Allah ataukah dua yang betina, ataukah yang ada dalam 
kandungan dua betinanya?" Terangkanlah kepadaku dengan berdasar 
pengetahuan jika kamu memang orang-orang yang benar” (Q.S. Al-
An’am: 143). 

 

Ayat di atas menjelaskan tentang pengecaman dan pembungkaman oleh 

Allah SWT. terhadap segala kebohongan orang-orang Musyrikin tentang 

pengharaman dan penghalalan binatang ternak yang berjumlah delapan pasang 

yakni sepasang domba, sepasang kambing, sepasang lembu, dan sepasang unta. 

Terangkanlah kepadaku berdasar pengetahuan yang jelas dan dapat 

dipertanggungjawabkan , apa alasan penghalalan dan pengharaman itu, jika kamu 

memang benar-benar dalam penghalalan dan pengharaman itu.  

Berdasarkan ayat di atas, hendaknya segala sesuatu baik perkataan 

maupun perbuatan baik yang tertulis maupun yang tidak, jika memang benar 

adanya, maka sudah sepatutnya untuk diberikan pembuktiannya.  

Hal yang utama yang dapat dijadikan sebagai refleksi dari semuanya yakni 

ternyata setelah banyak mempelajari matematika yang merupakan ilmu hitung – 

menghitung serta banyak mengetahui mengenai masalah yang terdapat dalam 



matematika yang dapat direlevansikan dalam agama Islam sesuai dengan konsep-

konsep yang ada dalam Al-Qur’an, maka akan dapat menambah keyakinan diri 

akan kebesaran Allah SWT selaku sang pencipta yang serba Maha, salah satunya 

adalah Maha Matematisi.  Karena Dialah sang raja yang sangat cepat dan teliti 

dalam semua masalah perhitungan (Abdusysyakir, 2007: 83).  

Hal ini sesuai dalam Al-Qur’an surat Al- Baqarah ayat 202: 

 

y7 Í×‾≈ s9 'ρé& óΟßγ s9 Ò=Š ÅÁtΡ $£ϑÏiΒ (#θ ç7|¡ x. 4 ª! $# uρ ßìƒ Î�|� É>$|¡ Ïtø: $# ∩⊄⊃⊄∪  

Artinya: ”Mereka itulah orang-orang yang mendapat bahagian daripada yang 
mereka usahakan; dan Allah sangat cepat perhitungan-Nya” (Q.S. Al-
Baqarah: 202). 

 

 

 

 



BAB III 
 

PEMBAHASAN 
 
 

Pada bab ini akan dibahas tentang pelabelan graceful pada graf kipas Fn, 

dan graf kipas ganda dFn untuk n bilangan asli dan n ≥ 2. Pembahasan mengenai 

pelabelan graceful pada graf kipas Fn dan kipas ganda dFn diklasifikasikan 

menjadi dua bagian, yaitu: 

1. Pelabelan pada graf kipas Fn dan graf kipas ganda dFn, dengan n adalah   

bilangan asli ganjil. 

2. Pelabelan pada graf kipas Fn dan graf kipas ganda dFn, dengan n adalah   

bilangan asli genap. 

Pelabelan graceful pada graf kipas Fn dan graf kipas ganda dFn dimulai 

dari    n = 2 

 

3.1. Pelabelan Graceful Pada Graf Kipas Fn 

3.1.1. Graf Kipas Fn, dimana n = 2 

 Cara menggambarkan graf kipas dimana n = 2, maka dimisalkan terlebih 

dahulu bahwa : 

K1 =                

dan  

P2 = 

 

 

 

v0 

v2 v1 



maka graf kipas F2 =  K1 + P2  adalah: 

 

 

 

 

Gambar 3.1. Penotasian Titik Graf Kipas F2                          

Pelabelan graceful untuk titik-titik dari graf kipas F2, sehingga memenuhi 

fungsi satu-satu dari himpunan titik { v0, v1, v2} ke himpunan bilangan bulat 

taknegatif {0, 1, 2, 3} sebagai berikut: 

 

       dan 

 

 

Gambar 3.2. Pelabelan Graceful pada Graf Kipas F2 

Dari dua macam pelabelan graceful di atas gambar yang dipilih dalam 

skripsi ini adalah yang memetakan v0 ke 0 dan v1 ke 1. Hal ini dilakukan untuk 

mempermudah mendapatkan polanya. 

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuk fungsi, maka diperoleh: 

f (v0) = 0 

f (v1) = 1 

f (v2) = 3 

v1 v2 

v0 

1 3 2 

1 3 

0 

3 2 1 

3 2 

0 



Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dari indeks titik, maka dapat 

dibedakan antara indeks titik ganjil dan indeks titik genap dengan v0 sebagai titik 

pusat. 

a. Titik pusat 

v0, maka  f (v0) = 0 

b. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil 

v1, maka  f (v1) = 1 

Jadi dapat disimpulkan: 

 f (vi) = i                                                    i = 1 

c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap 

v2, maka  f (v2) = 3 = (2 x 2) – 2 + 1 = 2n – i + 1 

Jadi dapat disimpulkan: 

 f (vi) = 2n – i +1                                      i = 2 

 
 3.1.2. Graf Kipas Fn, dimana n = 3  

Misalkan titik pada graf  kipas F3 dinotasikan sebagai berikut: 

 

 

 

 

           Gambar 3.3. Penotasian Titik pada Graf Kipas F3                         

Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas F3, sehingga memenuhi fungsi 

satu-satu dari himpunan titik {v0, v1, v2, v3} ke himpunan bilangan bulat taknegatif 

{0, 1, 2, 3, 4, 5}, sebagai berikut: 

 v1              
 

 v3              
 

 v0              
 

 v2              
 



 

                               

 

    

          Gambar 3.4. Pelabelan Graceful pada Graf Kipas F3 

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuk fungsi, maka diperoleh: 

f (v0) = 0 

f (v1) = 1 

f (v2) = 5 

f (v3) = 3 

Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dari indeks titik, maka dapat 

dibedakan antara indeks titik ganjil dan indeks titik genap dengan v0 sebagai titik 

pusat. 

a. Titik pusat 

v0, maka f (v0) = 0 

b. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil  

v1, maka  f (v1) = 1 

v3, maka  f (v3) = 3 

Jadi dapat disimpulkan: 

 f (vi) = i                                                    i = 1, 3 

c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap  

v2, maka  f (v2) = 5 = (2 x 3) – 2 + 1 = 2n – i + 1 

 

1 4 
5 2 

3 

3 1 
5 

0 



Jadi dapat disimpulkan: 

 f (vi) = 2n – i +1                                      i = 2 

 
3.1.3. Graf Kipas Fn, dimana n = 4 

Misalkan titik pada graf kipas  F 4 dinotasikan sebagai berikut:     

 

 

                                 

 

Gambar 3.5. Penotasian Titik pada Graf Kipas F4                         

Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas F4, sehingga memenuhi fungsi 

satu-satu dari himpunan titik {v0, v1, v2, v3, v4} ke himpunan bilangan bulat 

taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, sebagai berikut: 

 

 

 

 

Gambar 3.6. Pelabelan Graceful pada Graf Kipas F4 

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuk fungsi, maka diperoleh: 

f (v0) = 0 

f (v1) = 1 

f (v2) = 7 

f (v3) = 3 

f (v4) = 5 

v1 v4 v2 v3 

v0 

1 7 3 5 2 4 6 

1 
7 3 

5 

0 



Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dari indeks titik, maka dapat 

dibedakan antara indeks titik ganjil dan indeks titik genap dengan v0 sebagai titik 

pusat. 

a. Titik pusat 

v0, maka f (v0) = 0 

b. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil  

v1, maka  f (v1) = 1 

v3, maka  f (v3) = 3 

Jadi dapat disimpulkan: 

 f (vi) = i                                                    i = 1, 3 

c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap  

v2, maka  f (v2) = 7 = (2 x 4) – 2 + 1 = 2n – i + 1 

v4, maka  f (v4) = 5 = (2 x 4) – 4 + 1 = 2n – i + 1 

Jadi dapat disimpulkan: 

 f (vi) = 2n – i +1                                      i =2, 4 

 
3.1.4. Graf Kipas Fn, dimana n = 5 

Misalkan titik pada graf kipas  F5 dinotasikan sebagai berikut: 

 

 

 

 

Gambar 3.7. Penotasian Titik Graf Kipas F5                       

v1 v4 v2 v3 v5 

v0 



Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas F5, sehingga memenuhi fungsi 

satu-satu dari himpunan titik {v0, v1, v2, v3, v4, v5} ke himpunan bilangan bulat 

taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

Gambar 3.8. Pelabelan Graceful pada Graf Kipas F5 

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuk fungsi, maka diperoleh: 

f (v0) = 0 

f (v1) = 1 

f (v2) = 9 

f (v3) = 3 

f (v4) = 7 

f (v5) = 5 

Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dari indeks titik, maka dapat 

dibedakan antara indeks titik ganjil dan indeks titik genap dengan v0 sebagai titik 

pusat. 

a. Titik pusat 

v0, maka f (v0) = 0 

b. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil  

v1, maka  f (v1) = 1 

v3, maka  f (v3) = 3 

1 8 9 6 3 4 7 2 5 

1 
9 3 7 5 

0 



v5, maka  f (v5) = 5 

Jadi dapat disimpulkan: 

 F (vi) = i                                                   i = 1, 3, 5 

c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap  

v2, maka  f (v2) = 9 = (2 x 5) – 2 + 1 = 2n – i + 1 

v4, maka  f (v4) = 7 = (2 x 5) – 4 + 1 = 2n – i + 1 

Jadi dapat disimpulkan: 

 f (vi) = 2n – i +1                                      i = 2, 4 

 

Dari uraian di atas diperoleh: 

Teorema I: 

Graf kipas Fn adalah graceful untuk setiap n bilangan asli dan n ≥ 2. 

Bukti: 

Misal:  

V(Fn) = {v0,v1,v2,...,vn} dan 

E(Fn) itu adalah: v0vi                       i = 1,2,3,…,n  

                  vivi + 1                   i = 1,2,3,…,n – 1 

Jadi banyak titik di V(Fn) adalah (n + 1), dan banyak sisi di E(Fn) adalah   

(2n – 1). 

 

 

 

 



Maka Fn dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 

 

 

Gambar 3.9. Graf Kipas Fn 

Buat fungsi f dari V(Fn) ke {0,1,2,…,q} dengan aturan: 

 

f (vi) = 

 

 

a. Akan ditunjukkan bahwa  f fungsi injektif 

Ambil vi dan vj titik di Fn dengan  f (vi) = f (vj) 

1. Untuk i dan  j ganjil 

Karena  f (vi) = f (vj) 

    Maka          i = j 

Jadi    vi = vj 

2. Untuk i dan  j genap 

Karena  f (vi) = f (vj) 

2n – i + 1  = 2n – j + 1 

      2n – i = 2n – j 

                               -i = - j 

                                i = j 

vn-1 

v0 

vn v3 v2 v1 

i   untuk i  ganjil 
 

2n – i + 1          untuk i  genap 
 

0   untuk i = 0 
 



 Jadi vi = vj 

Jadi f  merupakan fungsi injektif dari {v0, v1, v2, …, vn} ke {0,1,2,3,…,q}. 

b.  Akan dibuktikan bahwa 0 ≤ f (vi) ≤ q atau V(Fn) dipetakan ke {0,1,2,3,…,q} 

1. f (v0) = 0, maka qvf i ≤≤ )(0  

2. untuk i ganjil akan ditunjukkan qvf i ≤≤ )(0 . Diketahui  f (vi) = i 

a)  n genap, maka i = 3, 5, …,n 

Karena 1213 −≤−≤≤ nni  

Maka  123 −≤≤ ni  

Maka 0 ≤ 12)(3 −≤≤ nvf i  

Jadi  qvf i ≤≤ )(0  

b) n ganjil, maka i = 3, 5, …,n – 1 

Karena 1213 −≤−≤≤ nni  

Maka 123 −≤≤ ni  

Maka 0 ≤ 12)(3 −≤≤ nvf i  

Jadi   qvf i ≤≤ )(0  

3. untuk i genap akan ditunjukkan qvf i ≤≤ )(0 . Diketahui  f (vi) = 2n – i + 1 

a) n ganjil, maka i = 2, 4, 6, …,n – 1 

Karena i genap, maka 12 −≤≤ ni  

akan ditunjukkan dari ruas kiri: 

       2≤ i 

                                 -i + 2 ≤ 0 

                 (2n – 1) – i + 2 ≤ 2n – 1 



                          2n – i + 1 ≤ 2n – 1 

                                  f (vi) ≤ q 

 akan ditunjukkan dari ruas kanan: 

                                    i ≤ n - 1 

                                  -i ≥ -n + 1 

                             -i + 1≥ -n + 1 + 1  

     2n – i + 1≥  2n – n + 2 

                            f (vi) ≥ n+ 2 ≥ 0 

                             0 ≤ f (vi) 

Jadi dapat disimpulkan bahwa untuk i genap dengan n ganjil 

terbukti qvf i ≤≤ )(0    

b)   n genap, maka i = 2, 4, 6, …,n 

karena i genap, maka ni ≤≤2  

akan ditunjukkan dari ruas kiri: 

       2 ≤ i 

                                 -i + 2 ≤ 0 

 (2n – 1) – i + 2 ≤ 2n – 1 

                          2n – i + 1 ≤ 2n – 1 

                                  f (vi) ≤ q 

 akan ditunjukkan dari ruas kanan: 

                                    i ≤ n  

                                      -i ≥ -n  

                                 -i + 1≥ -n + 1  



          2n – i + 1≥  2n – n + 1 

                                  f (vi) ≥ n+ 1 ≥ 0 

                                       0 ≤ f (vi) 

Jadi dapat disimpulkan bahwa untuk i genap dengan n ganjil terbukti 

qvf i ≤≤ )(0   

b. Akan dibuktikan bahwa |f (vi) – f (vj)| adalah berbeda untuk setiap (vi, vj) di G 

Diketahui bahwa sisi pada Fn adalah:  v0vi , i = 2, 3, 4, ..., n dan  

       vivi + 1, i = 2, 3, 4, ..., n – 1 

  

1. v0vi akan selalu berbeda, untuk setiap i 

Akan dibuktikan jika i ≠ j maka label v0vi berbeda dengan v0vj. 

Label v0vi adalah | f (v0) – f (vi) |  dan label v0vj adalah | f (v0) – f (vj) | 

a. i genap dan j genap (i dan j sama-sama genap) 

Maka  | f (v0) – f (vi) | = | 0 – (2n – i + 1) | = | 2n – i + 1| 

dan     | f (v0) – f (vj) | = | 0 – (2n – j + 1) | = | 2n – j + 1| 

Karena i ≠ j maka  | 2n – i + 1| ≠ | 2n – j + 1| 

b. i genap dan j ganjil (salah satu i atau j ganjil) 

Maka  | f (v0) – f (vi) | = | 0 – (2n – i + 1) | = | 2n – i + 1| 

dan     | f (v0) – f (vj) | = | 0 – j | = | j | 

Diketahui: 

 i = 1, 2, 3, ..., n dan 

 j = 1, 2, 3, ..., n 

Karena 2n – i + 1 ≥ 0 



Maka | 2n – i + 1| = 2n – i + 1 

Karena j ≥ 0, maka | j | = j 

Andaikan 2n – i + 1= j 

Maka i + j = 2n + 1 

Hal itu tidak mungkin 

Karena i + j ≤ 2n 

Jadi  | 2n – i + 1| ≠ | j | 

c. i ganjil dan j ganjil (i dan j sama-sama ganjil) 

    Maka  | f (v0) – f (vi) | = | 0 – i  | = | i | 

             dan    | f (v0) – f (vj) | = | 0 –  j | = | j | 

Karena i ≠ j maka  | i | ≠ | j | 

2. vivi + 1 akan selalu berbeda  

Akan dibuktikan jika i ≠ j maka label vivi + 1 berbeda dengan vjvj + 1 

Label vivi + 1 adalah | f (vi) – f (vi + 1) |  dan label vjvj + 1 adalah | f (vj) – f (vj + 1) |  

a. i genap dan j genap (i dan j sama-sama genap) 

Maka  | f (vi) – f (vi + 1) | = | (2n – i + 1) – (i + 1) | = | 2n – 2i | 

dan      | f (vj) – f (vj + 1) | = | (2n –  j + 1) – (j + 1) | = | 2n – 2j | 

Karena i ≠ j maka  | 2n – 2i | ≠ | 2n – 2j | 

b. i genap dan j ganjil (salah satu i atau j ganjil) 

Maka  | f (vi) – f (vi + 1) | = | (2n – i + 1) – (i +  1) | = | 2n – 2i | 

 dan    | f (vj) – f (vj + 1) | = | j – (2n – ( j + 1) + 1 | 

      = | j – (2n – j – 1 + 1) | 

      = | j – (2n – j) | 



      = | j – 2n + j | 

      = | 2j – 2n | 

     = | 2n – 2j | 

Karena i ≠ j maka  | 2n – 2i  | ≠ | 2n – 2j | 

c. i ganjil dan j ganjil (i dan j sama-sama ganjil) 

Maka  | f (vi) – f (vi + 1) | = | i –  (2n – (i + 1) + 1 | 

      = | i – (2n – i – 1 + 1) | 

      = | i – 2n + i + 1 – 1 | 

      = | 2i – 2n | 

| f (vj) – f (vj + 1) | = | j –  (2n – (j + 1) + 1 | 

     = | j – (2n – j – 1 + 1) | 

     = | 2j – 2n | 

karena i ≠ j maka  | 2i – 2n | ≠ | 2j – 2n | 

Dari uraian di atas  | f (vi) – f (vj) | akan berbeda sesuai nilai i dan  j 

Jadi,  | f (vi) – f (vj) | adalah berbeda, ),( ji vv∀ di G 

Dengan demikian, terbukti bahwa graf kipas Fn adalah graceful untuk setiap n 

bilangan asli dan n ≥ 2. 

 

3.2 Pelabelan Graceful pada Graf Kipas Ganda dFn 

3.2.1. Graf Kipas Ganda dFn, dimana n = 2 

 Cara menggambarkan graf kipas ganda dimana n = 2, maka dimisalkan 

dulu bahwa: 

2K1 =  
v1 v2 



dan 

P2 =  

 

Maka graf kipas ganda dF2 = 2K1 + P2 adalah: 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.10. Penotasian Titik Graf Kipas Ganda dF2 

Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas ganda dF2, sehingga memenuhi 

fungsi satu-satu dari himpunan titik {v1, v2, w1, w2}  ke himpunan bilangan bulat 

taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5}, sebagai berikut: 

  

 

             dan 

 

 

 

 

Gambar 3.11. Pelabelan Graceful pada Graf Kipas Ganda dF2 
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Dari dua macam pelabelan graceful di atas gambar yang dipilih dalam 

skripsi ini adalah yang memetakan v1 ke 1 dan v2 ke 2. Hal ini dilakukan untuk 

mempermudah mendapatkan polanya. 

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuk fungsi, maka diperoleh: 

f (v1) = 0 

f (v2) = 2 

f (w1) = 5 

f (w2) = 4 

Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dari indeks titiknya, maka 

dapat dibedakan antara indeks titik ganjil dan indeks titik genap dengan v1 dan v2 

sebagai titik pusat. 

a. Titik pusat 

v1, maka  f (v1) = 0 

v2, maka  f (v2) = 2 

b. Titik dengan indeks 1 dan 2 

w1, maka  f (w1) = 5 = (3 x 2) – 1 = 3n - i 

w2, maka  f (w2) = 4 = (3 x 2) – 2 = 3n – i 

Jadi dapat disimpulkan: 

f (wi) = 3n – i                    i = 1, 2 

 

 

 

 



3.2.2. Graf Kipas Ganda dFn, dimana n = 3 

Misalkan titik pada graf kipas ganda dF3 dinotasikan sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.12. Penotasian Titik Graf Kipas Ganda dF3 

Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas ganda dF3, sehingga memenuhi 

fungsi satu-satu dari himpunan titik {v1, v2, w1, w2, w3} ke himpunan bilangan 

bulat taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.13. Pelabelan Graceful pada Graf Kipas Ganda dF3 

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuk fungsi, maka diperoleh: 

f (v1) = 0 

f (v2) = 2 

f (w1) = 8 
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f (w2) = 7 

f (w3) = 4 

Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dari indeks titiknya, maka 

dapat dibedakan antara indeks titik ganjil dan indeks titik genap dengan v1 dan v2 

sebagai titik pusat. 

a. Titik pusat 

v1, maka  f (v1) = 0 

v2, maka  f (v2) = 2 

b. Titik dengan indeks 1 dan 2 

w1, maka  f (w1) = 8 = (3 x 3) – 1 = 3n - i 

w2, maka  f (w2) = 7 = (3 x 3) – 2 = 3n – i 

Jadi dapat disimpulkan: 

f (vi) = 3n – i                         i = 1, 2 

c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil 

w3, maka  f (w3) = 4 = 
2

1

2

13
313

−+=−+=+ i
i  

Jadi dapat disimpulkan: 

f (vi) =  
2

1−+ i
i                      i = 3 

 

 

 

 

 



3.2.3. Graf Kipas Ganda dFn, dimana n = 4 

Misalkan titik pada graf  kipas ganda dF4 dinotasikan sebagai berikut:   

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.14. Penotasian Titik pada Graf Kipas Ganda dF4 

Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas ganda dF4,  sehingga memenuhi 

fungsi satu-satu dari himpunan titik {v1, v2, w1, w2, w3, w4} ke himpunan bilangan 

bulat taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.15. Pelabelan Graceful pada Graf Kipas Ganda dF4 

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuk fungsi, maka diperoleh: 

f (v1) = 0 

f (v2) = 2 

f (w1) = 11 
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f (w2) = 10 

f (w3) = 4 

f (w4) = 7 

Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dari indeks titiknya, maka 

dapat dibedakan antara indeks titik ganjil dan indeks titik genap dengan v1 dan v2 

sebagai titik pusat. 

a. Titik pusat 

v1, maka  f (v1) = 0 

v2, maka  f (v2) = 2 

b. Titik dengan indeks 1 dan 2, maka: 

w1, maka  f (w1) = 11 = (3 x 4) – 1 = 3n - i 

w2, maka  f (w2) = 10 = (3 x 4) – 2 = 3n – i 

Jadi dapat disimpulkan: 

f (vi) = 3n – i                         i = 1, 2 

c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil  

w3, maka  f (w3) = 4 = 
2

1

2

13
313

−+=−+=+ i
i  

Jadi dapat disimpulkan: 

f (vi ) = 
2

1−+ i
i                       i = 3 

d. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap  

w4, maka  f (w4) = 7 = 1
2

43
)43( +







− x
x = 1

2

3
3 +− i
n  

 



Jadi dapat disimpulkan: 

f (vi) = 1
2

3
3 +− i
n                        i = 4 

3.2.4. Graf Kipas Ganda dFn, dimana n = 5 

Misalkan titik pada graf kipas ganda dFn dinotasikan sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.16. Penotasian Titik pada Graf Kipas Ganda dF5 

Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas ganda dF5, sehingga memenuhi 

fungsi satu-satu dari himpunan titik {v1, v2, w1, w2, w3, w4, w5} ke himpunan 

bilangan bulat taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13}, sebagai 

berikut: 

 

 

 

 

 

                   

                    Gambar 3.17. Pelabelan Gracaful pada Graf Kipas Ganda dF5 
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Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuk fungsi, maka diperoleh: 

f (v1) = 0 

f (v2) = 2 

f (w1) = 14 

f (w2) = 13 

f (w3) = 4 

f (w4) = 10 

f (w5) = 7 

Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dari indeks titiknya, maka 

dapat dibedakan antara indeks titik ganjil dan indeks titik genap dengan v1 dan v2 

sebagai titik pusat. 

a. Titik pusat 

v1, maka f (v1) = 0 

v2, maka  f (v2) = 2 

b. Titik dengan indeks 1 dan 2, maka: 

w1, maka  f (w1) = 14 = (3 x 5) – 1 = 3n - i 

w2, maka  f (w2) = 13 = (3 x 5) – 2 = 3n – i 

Jadi dapat disimpulkan: 

f (vi) = 3n – i                    i = 1, 2 

c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil  

w3, maka  f (w3) = 4 = 
2

1

2

13
313

−+=−+=+ i
i  

w5, maka  f (w5) = 7 = 
2

1

2

15
525

−+=−+=+ i
i  



Jadi dapat disimpulkan: 

f (vi ) = 
2

1−+ i
i                               i = 3, 5  

d. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap  

w4, maka  f (w4) = 10 = 1
2
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2

3
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Jadi dapat disimpulkan: 

f (vi) = 1
2

3
3 +− i
n                       i = 4 

 

3.2.4. Graf Kipas Ganda dFn, dimana n = 6 

Misalkan titik pada graf kipas ganda dF6 dinotasakan sebagai berikut: 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

Gambar 3.18. Penotasian Titik pada Graf Kipas Ganda dF6 

Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas ganda dF6, sehingga memenuhi 

fungsi satu-satu dari himpunan titik {v1, v2, w1, w2, w3, w4, w5, w6}  ke himpunan 

bilangan bulat taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16}, 

sebagai berikut: 
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w1 w2 w3 
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   Gambar 3.19. Pelabelan Graf Kipas Ganda dF6 

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuk fungsi, maka diperoleh: 

f (v1) = 0 

f (v2) = 2 

f (w1) = 17 

f (w2) = 16 

f (w3) = 4 

f (w4) = 13 

f (w5) = 7 

f (w6) = 10 

Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dari indeks titiknya, maka 

dapat dibedakan antara indeks titik ganjil dan indeks titik genap dengan v1 dan v2 

sebagai titik pusat. 
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a. Titik pusat 

v1, maka  f (v1) = 0 

v2, maka  f (v2) = 2 

b.  Titik dengan indeks 1 dan 2, maka: 

w1, maka  f (w1) = 17 = (3 x 6) – 1 = 3n - i 

w2, maka  f (w2) = 16 = (3 x 6) – 2 = 3n – i 

Jadi dapat disimpulkan: 

f (vi) = 3n – i                    i = 1, 2 

c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil  

w3, maka  f (w3) = 4 = 
2

1

2

13
313

−+=−+=+ i
i  

w5, maka  f (w5) = 7 = 
2

1

2

15
525

−+=−+=+ i
i  

Jadi dapat disimpulkan: 

f (vi) = 
2

1−+ i
i                                      i = 3, 5 

d. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap  

w4, maka  f (w4) = 13 = 1
2

43
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



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− x
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2

3
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n  

w6, maka  f (w6) = 10 = 1
2
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



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− x
x = 1

2

3
3 +− i
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Jadi dapat disimpulkan: 

f (vi) = 1
2

3
3 +− i
n                                  i = 4, 6 

 



Dari uraian di atas diperoleh: 

Teorema II: 

Graf kipas ganda dFn adalah graceful untuk setiap n bilangan asli dan      

n ≥ 2 

Bukti: 

Misal  

dFn = {v1, v2, w1, w2, ..., wn}dan 

E(dFn) itu adalah: v1wi dan v2wi                    i = 1,2,3,…,n  

                    wiwi + 1                              i = 1,2,3,…,n – 1 

Jadi banyak titik di V(dFn) adalah (n + 2), dan banyak sisi di E(Fn) adalah 

(3n- 1). 

Maka dFn dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

Gambar 3.20. Graf Kipas Ganda dFn 
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Buat fungsi f dari V(dFn) ke {0,1,2,…,q} dengan aturan: 

 

 f (v1) = 

 

 

   

 f (wi) = 

 

 

a. Akan ditunjukkan bahwa f fungsi injektif 

Ambil wi dan wj titik di dFn dengan  f (wi) = f (wj) 

1. Untuk i dan  j ganjil 

Karena  f (wi) = f (wj) 

 Maka 
2

1−+ i
i  = 

2

1−+ j
j  

                      2i + i - 1 = 2j + j - 1 

             3i - 1 = 3j – 1 

                  3i = 3j 

                     i = j 

Jadi wi = wj 

2. Untuk i dan  j genap 

Karena      f (wi) = f (wj) 

Maka 1
2

3
3 +− i
n = 1

2

3
3 +− j
n  

3n - i             untuk i = 1, 2 
 

2

1−+ i
i            untuk i  ganjil dan i ≥ 3 

1
2

3
3 +− i
n        untuk i  genap dan i ≥ 4 

 

0           untuk i = 1 
 

1                   untuk i = 2 
 



                   6n – 3i + 2 = 6n – 3j + 2 

                         6n – 3i = 6n – 3j 

         -3i = -3j 

      -i = - j 

                                   i = j 

Jadi wi = wj 

Jadi f merupakan fungsi injektif dari {v1, v2, w1, w2, ..., wn} titik 

ke{0,1,2,3,…,q}.  

b. Akan dibuktikan bahwa {v1, v2, w1, w2, ..., wn}dipetakan ke {0,1,2,3,…,q} 

1. { }qvf ,...,3,2,1,00)( 1 ∈=  

2. { }qvf ,...,3,2,1,02)( 2 ∈=  

3. Akan dibuktikan 0 ≤ f (wi) ≤ q. Diketahui f (wi) = 3n – i 

a) f (w1) = 3n – 1 ∈{0, 1, 2, ..., 3n – 1} 

sehingga 13130 −≤−≤ nn  

maka qwf ≤≤ )(0 1  

b) f (w2) = 3n - 2  ∈{0, 1, 2, ..., 3n – 2, 3n - 1} 

sehingga 13230 −≤−≤ nn  

maka qwf ≤≤ )(0 2  

4. Untuk i ganjil akan ditunjukkan qwf i ≤≤ )(0 . Diketahui f(wi) = 

2

1−+ i
i   

a) n ganjil, maka i = 3, 5, 7…, n 

Karena 133 −≤≤≤ nni  



Sehingga ni ≤≤3  

          ni 226 ≤≤  

          ni 2136 ≤−≤  

          1321360 −≤≤−≤≤ nni  

Maka      13)(6 −≤≤ nwf i  

Jadi         qwf i ≤≤ )(0  

b) n genap, maka i = 3, 5, 7…,n – 1 

Karena     1313 −≤−≤≤ nni  

Sehingga 13 −≤≤ ni  

          2226 −≤≤ ni  

          22136 −≤−≤ ni  

          13221360 −≤−≤−≤≤ nni  

Maka     13)(6 −≤≤ nwf i  

Jadi       qwf i ≤≤ )(0  

5. Untuk i genap akan ditunjukkan qwf i ≤≤ )(0 . Diketahui f(wi) = 

1
2

3
3 +− i
n  

a) n ganjil, maka i = 4, 6,…,n – 1 

karena i genap, maka 14 −≤≤ ni  

akan ditunjukkan dari ruas kiri: 

           4 ≤ i 

             4−≤− i  



           6
2

3 −≤− i
 

           51
2

3 −≤+− i
 

                              531
2

3
3 −≤+− n

i
n  

                              131
2
3

3 −≤+− n
i

n  

                                     f (wi) ≤ q 

 akan ditunjukkan dari ruas kanan: 

                                       i ≤ n - 1 

                                    1+−≥− ni  

                                  )1(
2

3

2

3 +−≥− n
i

 

                                 
2

3

2

3

2

3 +−≥− ni
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2

3

2

3
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2

3 ++−≥+− n
n

i
 

                            
2

5

2

3
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3 +−≥+− ni
 

       
2

5

2

3
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2

3
3 +−≥+− n

n
i

n  

                        0
2
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3
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3
3 ≥+≥+− ni
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                                     1
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3
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                                     0 ≤ f (wi) 



Jadi dapat disimpulkan bahwa untuk i genap dengan n ganjil 

terbukti qwf i ≤≤ )(0    

b.   n genap, maka i = 4, 6, …,n 

karena i genap, maka ni ≤≤4  

akan ditunjukkan dari ruas kiri: 

           4 ≤ i 

             4−≤− i  

           6
2

3 −≤− i
 

           51
2

3 −≤+− i
 

                              531
2

3
3 −≤+− n

i
n  

                              131
2
3

3 −≤+− n
i

n  

                                     f (wi) ≤ q 

akan ditunjukkan dari ruas kanan: 

                                       i ≤ n 

                                   ni −≥−  

                                 
2

3

2

3 ni −≥−  

                          1
2

3
1

2

3 +−≥+− ni
 

   1
2

3
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3
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n
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n  



                     1
2

3
1

2

3
3 +≥+− ni
n  

                     01
2

3
1

2

3
3 ≥+≥+− ni
n  

                                  0 ≤ f (wi) 

Jadi dapat disimpulkan bahwa untuk i genap dengan n ganjil terbukti 

qwf i ≤≤ )(0  

c. Akan dibuktikan bahwa | f (wi) – f (wj) | adalah berbeda untuk setiap (wi,wj)   

di G 

Diketahui bahwa pada dFn adalah: w0wi = | f (w0) – f (wi) | dan  

wiwi + 1 = | f (wi) – f (wi + 1) | 

1. w0wi akan selalu berbeda  

Akan dibuktikan jika i ≠ j maka label w0wi berbeda dengan w0wj 

Label w0wi adalah | f (w0) – f (wi) |  dan label w0wj adalah | f (w0) – f (wj) | 

a)  i genap dan j genap (i dan j sama-sama genap) 

Maka  | f (w0) – f (wi) | = 






 +−− 1
2

3
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i
n = 1
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dan     | f (w0) – f (wj) | = 
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Karena i ≠ j maka 1
2

3
3 +− i
n ≠ 1

2

3
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b)  i genap dan j ganjil (salah satu i atau j ganjil) 

Maka  | f (w0) – f (wi) | = 




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3
30

i
n = 1

2

3
3 +− i
n  



 dan     | f (w0) – f (wj) | = 
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1
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Diketahui  

i = 1, 2, 3, ..., n 

j = 1, 2, 3, ..., n 

Karena 1
2

3
3 +− i
n ≥ 0, maka 1

2

3
3 +− i
n = 1

2
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3 +− i
n  

Karena 0
2
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Andaikan 1
2

3
3 +− i
n = 
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j  

Maka 

1
2

3
3 +− i
n = 

2

1−+ j
j  

6n – 3i + 2 = 2j + j – 1 

6n + 3 = 3i + 3j 

2n + 1 = i + j 

Karena 1≤ i, j ≤ n 

Maka i + j  ≤ 2n, terjadi kontradiksi 

Jadi 1
2

3
3 +− i
n  ≠ 

2

1−
+

j
j  

c) i ganjil dan j ganjil (i dan j sama-sama ganjil) 

Maka  | f (w0) – f (wi) | = 
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 dan    | f (w0) – f (wj) | = 
2

1

2

1
0

−
+=







 −
+−

j
j

j
j  

Karena i ≠ j maka 
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i
i  ≠ 
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j
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2. wiwi + 1 akan selalu berbeda  

Akan dibuktikan jika i ≠ j maka label wiwi + 1 berbeda dengan wjwj + 1 

Label wiwi + 1 adalah | f (wi) – f (wi + 1) | dan  Label wjwj + 1 adalah                      

| f (wj) – f (wj + 1) | 

a) i genap dan j genap (i dan j sama-sama genap) 

maka  | f (wi) – f (wi + 1) | = ( ) ( )







 −+
++−






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2

11
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3
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i
i

i
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       = 
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


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−
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

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2
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       = 






 +
−






 +−
2

23

2

236 iin
 

          = 
2

23236 −−+− iin
 

       = 
2

66 in−
 

       = in 33 −  

  dan  | f (wj) – f (wj + 1) | = ( ) ( )






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++−






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2

11
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3
3

j
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j
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                  = 





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



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 +−
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       = 
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

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




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2
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2

236 jjn
 

       = 
2

23236 −−+− ijn
 

       = 
2

66 jn−
 

       = jn 33 −  

karena i ≠ j maka in 33 −  ≠ jn 33 −  

b) i genap dan j ganjil (salah satu i atau j ganjil) 

maka  | f (wi) – f (wi + 1) | = ( ) ( )




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
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i
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i
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
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       = 
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

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


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2

236 iin
 

          = 
2

23236 −−+− iin
 

       = 
2

66 in−
 

       = in 33 −  

dan   | f (wj) – f (wj + 1) |  = 
( )


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                            = 
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

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



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2
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2
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      = 
2

53613 −+−− jnj
 

     = 
2

666 −− nj
 

     = 333 −− nj  

Diketahui  

i = 1, 2, 3, ..., n 

j = 1, 2, 3, ..., n 

Karena in 33 − ≥ 0, maka in 33 − = in 33 −  

Karena 333 −− nj  , maka 333 −− nj = 333 −− nj  

Andaikan in 33 − = 333 −− nj  

Maka 

in 33 − = 333 −− nj  

333 +− nn  = ij 33 −  

ijn 3336 +=+  

ijn +=+12  

Karena 1≤ i, j ≤ n 

Maka i + j  ≤ 2n, terjadi kontradiksi 

Jadi in 33 −  ≠ 333 −− nj  

c) i ganjil dan j ganjil (i dan j sama-sama ganjil) 



maka  | f (wi) – f (wi + 1) | = 
( )


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       = 333 −− ni  

        | f (wj) – f (wj + 1) |   = 
( )


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                            = 

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
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
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      = 
2
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      = 
2

666 −− nj
 

      = 333 −− nj  

karena i ≠ j maka 333 −− ni  ≠ 333 −− nj  

Dari uraian di atas  | f (wi) – f (wj) | akan berbeda sesuai nilai i 

Jadi,  | f (wi) – f (wj) | adalah berbeda, ),( ji ww∀ di G 



Dengan demikian, terbukti bahwa graf kipas ganda dFn adalah graceful untuk 

setiap n bilangan asli dan n ≥ 2. 

BAB IV 

PENUTUP 

 
4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan, maka dapat disimpulkan bahwa graf Kipas Fn 

dan graf Kipas Ganda dFn adalah graf graceful untuk setiap n bilangan asli dan     

n ≥ 2. Pelabelan graceful pada graf Kipas Fn dan graf Kipas Ganda dFn, untuk n 

bilangan asli dan n ≥ 2 adalah sebagai berikut: 

1. Misal graf kipas Fn dengan n bilangan asli dan n ≥ 2 digambarkan sebagai 

berikut: 

 

 

 

 

Gambar 4.1. Graf Kipas Fn 

Pelabelan graceful pada graf kipas Fn sebagai fungsi f dari {v0,v1,v2,...,vn} ke  

{0,1,2,…,q(Fn)}dengan aturan: 

 

f (vi) = 

 

 

 

vn-1 

v0 

vn v3 v2 v1 

i   untuk i  ganjil 
 

2n – i + 1          untuk i  genap 
 

0   untuk i = 0 
 



 

 

2. Misal graf kipas ganda dFn dengan n bilangan asli dan n ≥ 2 digambarkan 

sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.2. Graf Kipas Ganda dFn 

Pelabelan graceful pada graf kipas Fn sebagai fungsi f dari                      

{v 1, v2, w1, w2, ..., wn} ke {0,1,2,…,q(dFn)}dengan aturan: 

 

 

f (v1) = 

 

 

 

 

   f(wi) = 

 
2

1−+ i
i              untuk i  ganjil dan i ≥ 3 

3n - i               untuk i =1, 2 
 

1
2

3
3 +− i
n          untuk i  genap dan i ≥ 4 

 

v1 

v2 

w1 
w2 w3 

wn-1 wn 

0           untuk i = 1 
 

1                     untuk i = 2 
 



   

 

4.2 Saran  

 Pembahasan mengenai pelabelan graceful ini masih terbuka bagi peneliti 

lain untuk melanjutkan penelitian ini pada aplikasinya dan bisa juga mengadakan 

penelitian yang sejenis dengan jenis-jenis graph yang berbeda, misalnya graf 

pohon, graf sikel, dan lain sebagainya. 
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