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ABSTRAK

Mahfudiyah, Lutvi. 2008Pelabelan Graceful pada Graf Kipas Ban Graf Kipas
Ganda dF, n Bilangan Asli dan n> 2. Skripsi, Jurusan Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam NefidIN) Malang.
Pembimbing: Abdussakir, M. Pd

Abdul Aziz, M.Si

Kata Kunci: Pelabelan Graceful, Graf Kip&g, dan Graf Kipas Gandif,

Pelabelan didefinisikan sebagai pemberian labeh gadtu graf G dengan
bilangan bulat tak negatif pada titik atau sisiuat®duanya yang memenuhi
aturan-aturan tertentu. Pelabelan graceful pada@ealalah fungsi injektif dari
V(G) ke {0, 1, 2, 3,... H(G)|}sedemikian hingga jika sisiv dilabeli |f(u) —f(v) |
maka hasilnya berbeda untuk semua sigcdPada penelitian ini akan dibahas
pelabelan graceful pada graf kigasdan graf kipagandadF, dengan n bilangan
asli dann> 2.

Pelabelan graceful pada graf kigas didefinisikan sebagai berikut:
Untuk titik vp, makaf (vo) =0
Untuk pelabelan titik pada graf kipks untukn adalah bilangan asli, maka:

i untuki ganijil

f(vi) = {
2n—i+1 untuki genay

Pelabelan graceful pada graf kipas gasiiiadidefinisikan sebagai berikut:
Untuk titik v;, makaf (v1) = 0
Untuk titik v,, makaf (v) = 2
Untuk pelabelan titik pada graf kipas gamdfd, untuk n adalah bilangan asli,
maka:
,3n-i untuki =1, 2

fw) = < i+i;1 untuk ganijil dani > 3

N 3n—%+1 untuki genap danx 4

Pembahasan mengenai pelabelan graceful ini magibki bagi peneliti
untuk mengadakan penelitian yang sejenis dengas geaf yang berbeda, misal
graf pohon, graf sikel, dan lain sebagainya.



BAB |

PENDAHULUAN

1.1Latar Belakang

Gafur (2008) mengatakan bahwa ilmu pengetahuantekarologi tidak
lepas dari peran serta ilmu matematika. Aplikasuilmatematika sangat banyak
sekali dalam ilmu pengetahuan lain, salah satumigdah teori grafTeori graf
adalah salah satu cabang matematika diskret yanginge dan banyak
manfaatnya. Antara lain dalam komunikasi, trangsortsistem antrian, dan
penjadwalan.

Matematika sebagai disiplin ilmu dikenal sebagaieen of Science
karena dalam konsep matematika banyak digunakamosiyang mengosongkan
arti yang juga bisa dipakai dan diterapkan di bgabaidang keilmuan yang lain,
sehingga matematika dapat diterapkan kapanpun,ndipte dan terbukti telah
memberikan pengaruh yang cukup besar serta memipy®yanan penting
terhadap kemajuan disiplin ilmu lainnya, di antgreaiimu statistika, perbankan,
dan telekomunikasi.

Sebagai sarana ilmiah, matematika merupakan saah disiplin ilmu
yang tidak hanya terdapat satu keilmuan saja dindlaya. Akan tetapi masih
terdapat ilmu-ilmu lain yang menjadi sarana keilmzagi disiplin ilmu lain.
Untuk mengetahui semua itu kita sebagai pelajdedveajiban untuk mempelajari

berbagai ilmu sedalam-dalamnya. Dalam islam, segoramuslim ataupun



muslimah diwajibkan untuk mencari ilmu walaupumpat untuk mencari ilmu
tersebut jauh.

Suatu graf terdiri dari himpunan tak kosong yangunrunsurnya disebut
titik dan suatu himpunan tak berurutan dari tigksebut yang disebut sisi. Gallian
(2007: 1) menyatakan bahvpelabelan grafdalam teori graf adalah pemberian
label bilangan bulat tak negatif pada titik atagi atau keduanya dengan aturan-
aturan tertentu. Pelabelan graf sudah banyak dmajai tahun 1960-an, seperti
valuasif yang diperkenalkan oleh Rosa pada tahun 1967k Segt itu, sekitar
250 tulisan mengenai pelabelan banyak bermuncW&nurut Gafur (2008)
bahwa pelabelan graf menjadi topik yang banyak rapad perhatian, karena
model-model yang ada pada pelabelan graf bergutak waplikasi yang luas,
seperti dalam masalah teori koding, kristolograsarsx, radar, sistem alamat
jaringan komunikasi, dan desain sirkuit.

Gallian (2007: 4) mengatakan bahwelabelan gracefuldidefinisikan
sebagai pemberian label pada titik suatu @afang memenuhi fungsi injektif
dari himpunan titik ke himpunan bilangan bulat taé&gatif {0, 1, 2, ...,q}
sedemikian hingga jika sisinya mendapat label hargak dari selisih pelabelan
kedua titik yang terhubung langsuadjacent)maka hasilnya berbeda. Dengan
demikian, pelabelan graceful merupakan salah s&ituk pelabelan pada titiknya
saja sedangkan label sisinya menjadi akibat damyal label titik.

Teori graf yang merupakan salah satu cabang daiemadika tersebut
menurut definisinya adalah himpunan yang tidak kgspang memuat elemen-

elemen yang disebut titik, dan suatu daftar pasatidak terurut elemen itu yang



disebut sisi. Dalam teori Islam elemen-elemen ydingaksud meliputi Pencipta
(Allah) dan hamba-hambanya, sedangkan sisi atals gang menghubungkan
elemen-elemen tersebut adalah bagaimana hubungtara aAllah dengan
hambanya dan juga hubungan sesama hamba yangnieablun min Allah wa
Hablun min An-NasSehingga dengan demikian, hal ini menunjukkamyala
suatu hubungan atau keterkaitan antara titik yahgdengan titik yang lain.

Hal ini dikuatkan oleh firman Allah dalam al-Qur'aarat al-Hujurat ayat

10 yaitu:

- 1///¢Ja Pl c I - 5 E- - _ o a%° T
2055 ST AT,0T GE] G 1o B 83 0,507 L

Artinya: "Orang-orang beriman itu sesungguhnya mrdara. Sebab itu
damaikanlah (perbaikilah hubungan) antara keduadsaamu itu dan
takutlah terhadap Allah, supaya kamu mendapat rahng@. S. Al-
Hujurat: 10)

Sehingga dengan demikian, hal ini menunjukkamgal@duatu hubungan
atau keterkaitan antara titik yang satu dengak ying lain. Jika dikaitkan
dengan kehidupan nyata, maka banyaknya titik yarfgubung dalam suatu graf
dapat diasumsikan sebagai banyaknya kejadian terteyang selanjutnya
kejadian-kejadian tersebut memiliki keterkaitan ghem titik lainnya yang

merupakan kejadian sesudahnya.

Allah

Manusia

Gambar 1.1 Hubungan timbal balik antara Allah dengan hambanya



Jika dikaitkan dengan kehidupan nyata, maka baryakitik yang
terhubung dalam suatu graf dapat diasumsikan seldzgayaknya kejadian
tertentu, yang selanjutnya kejadian-kejadian tersetemiliki keterkaitan dengan
titik lainnya yang merupakan kejadian sesudahnya.

Pada penulisan skripsi ini, penulis hanya memfoangientang pelabelan
graceful pada graf kipds, dan graf kipas gandadf,, untukn bilangan asln > 2.
Graf kipasF, dibentuk dari penjumlahan graf kompkt dan graf lintasarP,.
Sedangkan graf kipas gandg, dibentuk dari penjumlahan graf kom@®iK; dan
graf lintasarP, (Gallian, 2007: 16)

Beberapa kajian terdahulu tentang pelabelan grdg géik, sisi, atau
keduanya sudah banyak sekali telah dibahas pagssislain. Untuk selanjutnya
penulis tertarik untuk melanjutkan meneliti tentaPglabelan Gracefukarena
pelabelan graceful untuk kelas-kelas graf masihsatia yaitu pada graf superstar
S Maka dari itu penulis tertarik untuk merumuskamyl pada skripsi ini
dengan‘Pelabelan Graceful pada Graf KipasF, dan Graf Kipas GandadF,,

n Bilangan Aslidan n> 2"

1.2Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusaalatayang dapat
dikemukakan adalah:
1. Bagaimana pelabelan pada gfatiengan n bilangan asli darer2?

2. Bagaimana pelabelan pada gi&f dengan n bilangan asli dar»r2?



1.3Tujuan Penulisan
Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan dariipanuhi adalah:
1. Menjelaskan pelabelan graceful pada graflengan n bilangan asli darer®.
2. Menjelaskan pelabelan graceful pada gi&f dengan n bilangan asli dan

n>2

1.4Manfaat Penulisan
Dalam skripsi ini diharapkan dapat bermanfaat b@gbagai pihak, di
antaranya:
a. Bagi Penulis
Dalam penulisan skripsi ini, penulis diharapkan atamengetahui rumus
fungsi pelabelan graceful pada giafdan grafdF,,, serta menjelaskan bahwa
graf F, dan grafdF, adalah graceful.
b. Bagi Pembaca
Diharapkan dapat menambah wawasan pengetahuanngemealabelan
graceful pada gref, dan grafdF,.
c. Bagi Lembaga
Bagi lembaga, penulisan skripsi ini dapat bermanfsebagai tambahan

perbendaharaan karya tulis ilmiah.



1.5Metode Penelitian
Penelitian ini merupakan penelitian pustékdorary research) Penelitian

dilakukan dengan pertama kali melakukan kajianatap buku-buku teori graf
dan jurnal-jurnal atau makalah-makalah yang mentopik tentang pelabelan
graceful pada graf. Langkah selanjutnya adalah otenenelakukan pelabelan
pada beberapa contoh graf kiggsdan kipas ganddF,. Melalui beberapa contoh
tersebut, akhirnya dicari pola tertentu. Pola ydidgpatkan masih dapat dianggap
sebagai dugaan (konjektur). Konjektur yang dihasilkkemudian dibuktikan
dengan terlebih dahulu merumuskan konjekturnya gegbsuatu teorema yang

dilengkapi dengan bukti-bukti.

1.6 Sistematika Penulisan
Untuk mempermudah penulis sekaligus pembaca dalengkaji skripsi
ini, maka sistematika penulisannya dibagi menjatha&t bagian yaitu:
BAB |: PENDAHULUAN
Pada bab ini dijelaskan tentang latar belakangusam masalah, tujuan
penulisan, manfaat penulisan, dan sistematika samul
BAB II: KAJIAN PUSTAKA
Pada bab ini dijelaskan tentang definisi graf, apepada graf, graf
terhubung, graf kipas, graf kipas ganda, dan péabgraceful, Teori

Graf dalam Al-Qur’an.



BAB lll: PEMBAHASAN
Pada bab ini, dijelaskan tentang pembahasan menigegkah-langkah
pelabelan graceful pada gfgf dan gradF,.

BAB IV: PENUTUP
Pada bab ini dijelaskan tentang kesimpulan dariggdrasan yang telah
diuraikan pada bab sebelumnya dan saran-saran bemkgitan dengan

pembahasan.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1. Definisi Graf

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpun®fG(), E(G) dimana
V(G) adalah himpunan tak kosong dari unsur-unsur yasepdttitik (vertex)dan
E(G) adalah himpunan dari pasangan tak terury @dari titik-titik u danv yang
berbedadi V(G) yang disebusisi (edge) Selanjutnya sisi e =u(V) pada graiG
ditulis e = uv. Banyaknya unsur ¥ disebutorder dari G yang dilambangkan
denganp(G), sedangkan banyaknya unsur Hidisebutukuran dari G yang
dilambangkan dengaq(G) (Chartrand and Lesniak, 1986: 4). Sebagai contoh,
misal: V(G) = {vi1, V2, Va3, V4, V5} dan E(G) = {viVa, W3, VaVs, Vavs}. Maka G

dapat digambarkan sebagai berikut:

G Vl V4 e4 V5

€1 €3

') € V3

Gambar 2.1Graph G dengan 5 Titik dan 4 Sisi
Graf G pada Gambar 2.1 mempunyai 5 titik sehingy&) = 5 dan

mempunyai empat sisi yaitu:

€= ViVo
€ = WV3
€= W3y



€14 = VyV5

sehingga ukura adalalg(G) = 4

Sebuah sise = uv dikatakan menghubungkan titikdanv. Jikae = uv
adalah sisi di gra®, maka u dan v disebtérhubung langsung (adjecent)dan e
sertau dane disebutterkait langsung (incident}itik u danv disebut ujung dare
(Chartrand,1986: 4)

Pada grafs Gambar 2.1, titik yang terhubung langsung adatahw; dan
Vo, titik v, dan g, titik vz dan v, titik v4 dan . Titik v; dan v tidak terhubung
langsung karena tidak terdapat sisi diantara kedilkatersebut. Dan titik yang
terkait langsung adalah sebagai berikut:
1. Pada sisi gyang terkait langsung \dan v
2. Pada sisi £yang terkait langsung\dan ¢
3. Pada sisi gyang terkait langsungs\dan v
4. Pada sisi gyang terkait langsung,\dan

Derajat titikv pada grafG adalah banyaknya sisi dari g@fyang terkait
langsung dengam. Derajat titik v pada gra& dinotasikan dengadeg; v atau
dapat juga dinotasikan dengdeg v(Chatrand and Lesniak, 1986: 7).

Perhatikan contoh berikut,

v, v, deg =3
G deg =3
deg =3
V3 Vg
deg, =3

Gambar 2.2Derajat Suatu Titik pada Gré&f



Suatu graf G dikatakan beraturan-r jika masing-n@ditik v di G
berderajat-r, atau deg v = r (Chatrand and Lesdi8&6: 9).

Perhatikan contoh berikut,

Go: Gy
[ J o
Gambar 2.3G, Graf Beraturan-0 danGraf Beraturan-1
Graf komplit (completepdalah graf yang setiap dua titik yang berbeda
saling terhubung langsung. Graf komplit dengnatitik dinotasikan sebaga,
(Wilson and Watkins, 1989: 36). Sebagai contoh, @m®?.4 adalah beberapa

graf komplit.

K1 K,
I :3 K4 K5 KG

Gambar 2.4 Graf Komplit

Graf bipartisi adalah graf yang himpunan titiknya dapat dipartisinjadi
himpunan A dan B sedemikian hingga setiap sisig@ipunyai salah satu ujung
di A dan salah satunya di B (Wilson and Watkirg8a: 37).

Perhatikan gambar berikut,
a b

Cc d € f
Gambar 2.5Graf Bipatrtisi



Graf G pada Gambar 2.5 adalah graf bipartisi karena hivapuitik di G dapat
dipartisi menjadi dua himpunan, yaitu:

A={a, b}
dan

B={c,de,f}
sehingga masing-masing sisi @ mempunyai ujung di A dan di B. Himpunan
titik dalam satu partisi tidak boleh terhubung lsungg.

Graf G disebutgraf bipartisi komplitjika G adalah graf bipartisi dan
komplit. Graf bipartisi komplit yang masing-masipgrtisi memuatm dan n
dilambangkan dengaKm, ny Graf bipartisi komplitK(, ) disebut dengan graf

bintang (Chatrand and Lesniak, 1986: 10).

d e f

Gambar 2.6 Graf Bipartisi Komplit kg 3

Graf G adalah bipartisi karena himpunan titik dapat diparmenjadi dua
himpunan, dan graf komplit karena masing-masings titdalam tiap partisi

berbeda saling terhubung langsung.

2.2. Operasi pada Graf

Gabungan dua graf Gdan G, yang dinotasikan dengaG =G, O G,

mempunyai  himpunan titik V(G) =V(G,) OV(G,) dan himpunan



SiISiE(G) = E(G,) O E(G,). Jika graf G memuat sebanyak>r2 grafH, maka
dinotasikan dengaic = H. Graf 2K, [ 3K, [J K ;)akan ditunjukkan pada
gambar sebagai berikut (Chartrand and Lesniak, :1BB6

Gambar 2.7 Gabungan Graf
Penjumlahan dua graf G; dan G, yang dinotasikanG =G, + G,
mempunyai  himpunan titk V(G) =V(G,) OV(G,) dan himpunan
SisiE(G) = E(G,) U E(G,) O {uvjullV(G,) danvllV(G,)} . (Chatrand and

Lesniak, 1986: 11).

Gambar 2.8 Gambar Penjumlahan Dua Graf
Hasil kali kartesius dari grafG; dan G adalah graf yang
dinotasikarc = G, x G, dan mempunyai himpunan tit(G) =V (G,) xV(G, ,)
dan dua titik (4 Ww) dan (M, v») dari grafG terhubung langsung jika dan hanya
jika
u; = vy danu,v,0E(G, )
atau

W =W danuv,0E(G, ) (Chartrand and Lesniak, 1986: 11).



Perhatikan contoh berikut,
& & A &

Gambar 2.9 Graf Hasil Kali Kartesius

2.3. Graf Terhubung
Sebuah jalan pada gr& dinotasikanW adalah barisan hingga yang
diawali dan diakhiri dengan titik dimana unsur-ums@a saling bergantian
W:u=w,e, Vi &, Vo, 6, Va,..., & Vh=V
antara titik dan sisi, dengan=ev;.;v; adalah sisi dG untuk i = 1, 2, 3, ...n. \p
disebut titik awal danv, disebut titik akhir dan y Vo, Vs,..., .1 disebuttitik
internal. Jalan yang tidak mempunyai sisi diselalan trivial. Adapun n
menyatakan panjang das (Chatrand and Lesniak, 1986: 26).

Perhatikan graf G berikut,

V1 €5 V4 €6
Vs
€4
G: & & &
Vo € V3

Gambar 2.10Gambar untuk Mengilustrasikan Jalan (walk)
Maka

W1= V1, Vo, V3, V1, Va, V3, Vs, Vs, Vq



adalah jalan di G. Wmempunyai panjang 8

Wa = vy, Va, Vo, V3, Vg
bukan jalan diG karena sisv,v, tidak ada diG.

Jikavo = vy, makaW disebut jalan tertutup Sedangkan jika&o# v, maka
W disebut jalan terbuka Jika semua sisi diV berbeda, mak&V disebuttrail
(Chatrand and Lesniak, 1986: 26).

Perhatikan gambar berikut,

V1 V5

V4

Vs V3
Gambar 2.11Gambar Jalan Tertutup, Jalan Terbuka, dan Trail

Maka

W1 = Vg, Vs, V1, V2, V3, Ve, V5, V3, V4
adalah jalan tertutup, dan merupakan trail karenaug sisinya berbeda atau tidak
ada sisi yang dilalui lebih dari satu kali.

Wa = Vs, V3, V2, Vi, Vs, V3, Vg
adalah jalan terbuka, dan bukan trail karena sigj dilalui lebih satu kali, atau
dengan kata lain ada sisi yang sama pada jalan W

Jalan terbuka yang semua sisi dan titiknya berbdidabut lintasan
Dengan demikian dapat dikatakan bahwa setiap &ntgasti trail, tetapi tidak

semua trail merupakan lintasan (Wilson and Watkieg89: 35).



Perhatikan Gambar 2.12 berikut,

Vi Vs

V4

V2 V3
Gambar 2.12Contoh Lintasan
Jalan
W1= vy, Vo, V3, Vs, Vg
Wy = V1, Vs, V3, Vs
dan
W3 =wy, V2, V3, Ve, Vs, Vs
adalah lintasan db karena semua titiknya berbeda. Sedangkan
W4 = vy, Vs, Vs, V3, Vs, V3, Vo, Vi
adalah bukan termasuk lintasan karena terdagayétig samaydan \.
Jika graf yang berbentuk lintasan dengan titik sgakn, maka disebut

graf lintasandan disimbolkan dengd®,. Perhatikan gambar berikut,

Gambar 2.13Graf Lintasan B P, P;, dan R
Trail tertutup dan taktrivial pada gréf disebutsirkuit di G. Sirkuit yang
semua titik internalnya berbeda kecualFw, disebutsikel. Sikel dengan panjang

n disebutsikel-n (G). Sikel-n disebut genap atau ganjil bergantung padanap



atau ganjil. Panjang sikel pada sebuah graf p&ewl adalah 3 (Chatrand and
Lesniak, 1986: 28).

Perhatikan gambar berikut,

Vi1 V5

V4

V2 V3

Gambar 2.14Contoh Sirkuit pada Graf
Contoh sirkuit pada Gambar 2.14 adalah:
W1= vy, Vo, V3, V5, Vi
W2 = Vs, Vs, V3, Vg
W3=v3, Vs, Vg

Perhatikan Gambar 2.15

Gambar 2.15Contoh Sikel pada Gr&
Jalan W= vy, Vs, Vs, V1
We= vy, Vg, Vs, V1, Vo

adalah sikel dG dengan panjang W= 3 dan W = 4.



2.4. Graf Kipas

Graf kipas dibentuk dari penjumlahan graf komilitdan graf lintasaf,
yaitu F,=K,+P,, dengan demikian graf kipas mempur(yatl) titik dan
(2n-1) sisi (Gallian, 2007: 16).

Untuk menggambarkan suatu graf kipas yaitu dengamisalkan:

K]_ = .
Vo
dan
p - V1 V2 V3 Vn-1 Vn
by «—eo -----0—@

Maka graf kipasF, =K, + P, adalah

Vi1 V2 V3 Vh-1 Vn

Vo
Gambar 2.16 Contoh Graf Kipa$,

Titik v untuk selanjutnya disebut titik pusat graf kipas

2.5. Graf Kipas Ganda

Graf kipas ganda dibentuk dari penjumlahan komptegraf komplit2K;

dan graf lintasarP, yaitudF, = 2K, + P,, dengan demikian graf kipas ganda

mempunyai (n + 2) titik dan (3n- 1) sisi (Galli&07: 16).



Untuk menggambarkan suatu graf kipas ganda yartigatememisalkan:

2Ki= @ L J
V1 Vo
dan
P,= W1 Wo W3 Wh-1 Whn

L NE S

Maka graf kipas ganddF, = 2K, + P, adalah

V2

Vi
Gambar 2.1TContoh Graf Kipas Gand#,

Titik v, dan y selanjutnya disebut titik pusat graf kipas gadBa

2.6. Pelabelan Graceful
Misal G graf dengan himpunan titi¥ (G) dan himpunan sisk (G)
Pelabelan Graceful adalah fungsi injektif dari V(G) ke {012,...| E(G) |}

sedemikian hingga jika sisi uv dilabelf (u) — ¢ (v) | hasilnya berbeda untuk

semua sisi di G (Gallian, 2007: 4).
Pelabelan graceful didefinisikan sebagai pembdeahael pada titik suatu
graf G yang memenuhi fungsi injektif dari himpunan tiki& himpunan bilangan

bulat tak negatif {0, 1, 2, ..q} sedemikian sehingga jika sisinya mendapat label



harga mutlak dari selisih pelabelan kedua titik g/aterhubung langsung
(adjacent) maka hasilnya berbeda. Dengan demikian, pelabeeaceful
merupakan salah satu bentuk pelabelan pada titikapasedangkan label sisinya
menjadi akibat dari adanya label titik.

Berikut ini adalah contoh pelabelan graceful padd gtar K s

Gambar 2.18Contoh Pelabelan Graceful pada GrafsK

2.7. Teori Graf dalam Al-Qur’an
Banyak konsep-konsep matematika atau berbagai gapan salah
satunya teori graf yang tertuang dalam Al- Qur@iantaranya:
Suatu graf memiliki titik dan sisi artinya dalamafjtersebut terdapat dua
titik yang memiliki lebih dari satu sisi memilikiubungan dan integritas yang

cukup signifikan pada sebuah ayat Al- Qur'an:

P
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“ Sesungguhnya Shafaa dan Marwa adalah sebahagian slyi'ar
Allah. Maka barangsiapa yang beribadah haji ke Bldth atau ber-

‘'umrah, maka tidak ada dosa baginya mengerjakan satara
keduanya. dan barangsiapa yang mengerjakan sudtajiken dengan



kerelaan hati, maka Sesungguhnya Allah Maha MensyWebaikan
lagi Maha Mengetahui”.(Qs. Al-Bagarah, 02:158)

Sa'i arti harfiahnya adalah usaha, sedangkan wgati’ahnya pada ibadah
haji dan umroh adalah berbolak balik sebanyak tkihantara bukit shafa dan
marwah demi melaksanakan perintah Allah (ShihaBQZ35). Sa’'i merupakan
salah satu rukun haji dan umroh, waktunya dilakkamasetelah selesai
melakukan thawaf. Dalam suatu hadis dijelaskan baRasulullah bersabda:

“Diwajibkan atas kamu melakukan Sa'i maka hendbklegamu lakukan.”
(Riwayat Ahmad).

Terkait dengan kejadian di atas, maka kejadian elerts dapat

direpresentasikan pada graf dengan sisi ganda aeteukut:

SAl
S hafa‘\j’/. Marwah
4—

Gambar 2.19 Graf Representasi Ibadah Sa’i

Dari uraian di atas tidak menutup kemungkinan bRnyansep
matematika khususnya teori graf yang masih beldajididan terungkap melalui
pendekatan Al-Qur'an. Seperti yang telah diuraika@belumnya, bahwa suatu graf
memiliki dua unsur pokok yang disebut titik dani.sistik-titik dalam suatu graf
akan saling terhubung dengan adanya suatu gargs diaamakan sisi. Sehingga
dengan demikian, hal ini menunjukkan adanya suabuigan atau keterkaitan

antara titik yang satu dengan titik yang lain.



Jika dikaitkan dengan kehidupan nyata, maka barygaktitik yang
terhubung dalam suatu graf dapat diasumsikan aseld@anyaknya kejadian
tertentu, yang mana kejadian-kejadian tersebut tierketerkaitan dengan titik
lainnya yang merupakan kejadian sesudahnya. Skialpat direpresentasikan
dalam suatu graf. Shalat mempunyai kedudukan yaraj aenting dalam Islam
dan merupakan fondasi yang kokoh bagi tegaknya agatam. Ibadah shalat
dalam Islam sangat penting, sehingga shalat hatakukan pada waktunya,
dimanapun, dan bagaimanapun keadaan seorang nyasigymukalaf.

Dalam kaitannya dengan peribadatan sholat, Allatbswirman:
35wl es 3,5 W AT 154236 ajlall 2845 5

T 2
s - ~ = z - ~ 2 - 2 5 _ =~
- ‘ -

265 0 Dol Je 565y s, 56 2l

Artinya: “Maka apabila kamu Telah menyelesaikan lab@u), ingatlah Allah di
waktu berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbgrinKemudian
apabila kamu Telah merasa aman, Maka Dirikanlah lahaitu
(sebagaimana biasa). Sesungguhnya shalat itu add&athu yang
ditentukan waktunya atas orang-orang yang berim@nhS. An-Nisaa’:
103).

Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa waktu-waktleshelah ditentukan
waktunya dan telah menjadi suatu ketetapan, baigholat fardhu maupun sholat
sunnah. Sholat lima waktu diwajibkan dalam sehdhubur, ‘ashar, maghrib,
‘isya’, dan subuh) merupakan sholat yang wajib rditkan dan tidak boleh
ditinggalkan. Waktu pelaksanaan antara satu waildlasfardhu berbeda dengan
empat waktu sholat yang lain dan telah ditetapkah éllah swt. Akan tetapi

kelima waktu sholat tersebut saling mengikat datakti diperbolehkan hanya

melaksanakan satu sholat saja.



Adapun hubungan waktu sholat tersebut dengan geafiadalah bahwa
waktu-waktu sholat tersebut merupakan suatu himpwyaag terdiri dari waktu
sholat fardhu (dhuhur, ‘ashar, maghrib, ‘isya’ dabuh) dan waktu sholat sunnah
sebagai ekspresi dari himpunan titik dalam gratlaBgkan keterikatan antara
kelima sholat fardhu tersebut yang tidak dapahggalkan salah satunya dalam
menunaikannya dan sholat sunnah sebagai pelendiadat $ardhu merupakan
ekspresi dari garis atau sisi yang menghubungkifrtitik dalam graf.

Shalat wajib dilaksanakan lima kali sehari semalgaitu pada waktu:
Dzuhur, Ashar, Magrib, Isya’, dan Shubulshalat wajib yang mula-mula
dilakukan Rasulullah Saw. adalah shalat dzuhur pesieknya malam isra’
tersebut (Depag RI, 1988:833 ).

Al- Qur'an tidak menerangkan secara terperinci wakaktu pelaksanaan
shalat fardhu, akan tetapi, didalam hadis Rastlu8AW waktu-waktu shalat
telah dinyatakan secara terperinci, batas awal safvgtas akhir waktu setiap
shalat. Di antara hadis yang menerangkan waktutwakalat tersebut adalah
hadis yang diriwayatkan oleh ahmad An- nasa'’iy A&Turmudzi dari Jabir ibn
Abdullah r.a adalah sebagai berikut:

“Bahwasanya Jibril datang kepada Nabi Saw, lalu ksa kepadanya: “

bangun dan bershalatlah” maka nabipun shalat dzuldiketika telah

tergelincir matahari. Kemudian Jibril datang pulegada nabi pada waktu
ashar, lalu berkata: “ bangun dan bershalatlah”. Ma nabi bershalat
ketika bayangan segala sesuatu itu sepanjang dirirflemudian Jibril
datang pula kepada nabi pada waktu maghrib, lalkbt: “ bangun dan
bershalatlah” maka nabi shalat maghrib diwaktu teleerbenam matahari.

Kemudian Jibril datang pada waktu isya’, lalu bet&a“ bangun dan

bershalatlah” maka nabi bershalat isya’ diwaktu &kl hilang mega-mega

merah. Kemudian Jibril datang pula di waktu shubuiketika telah

cemerlang fajar. Pada keesokan harinya ibril datalagi untuk shalat
dhuhur. Jibril berkata: “ bangun dan bershalatlah’maka nabi shalat



dzuhur ketika bayangan segala sesuatu telah mergedanjang dirinya.
Kemudian Jibril datang lagipada waktu ashar, lalerkata: “ bangun dean
bershalatlah”, maka nabi bershalat ashar ketikaatelterjadi bayangan
segala sesuatu dua kali bayangan dirinya. Kemudibril datang lagi pada
waktu maghrib sama seperti waktu

beliau datang kemaren . kemudian Jibril datang Ipgida waktu isya’
diketika telah berlalu separoh malam, atau separtigalam, maka nabipun
bershalat isya’ kemudian jibril datang lagi waktajdr telah bersinar
terang, lalu berkata: “ bangun dan bershalatlah”,aka nabi bangun dan
bershalat shubuh. Sesudah itu Jibril berkata: “waktaktu diantara kedua
waktu ini, itulah waktu shalat{kitab hadist imam Ahmad, hadist ke 10819)

Saat ini penentuan waktu shalat bisa ditentukamgale penerapan ilmu
astronomi dan falakiyah sehingga ketentuan wakalashlidapatkan berdasarkan
satuan waktu yang ada dengan melihat perbedaanuw@MT yang telah
disepakati tanpa harus melihat bayangan suatu bé&Mdktu sholat dan selisih
dengan waktu shalat sebelumnya atau sesudahnyadiien shalat-shalat yang
diwajibkan tersebut saling berkesinambungan antata dan yang lainnya.
Sehingga dengan ditetapkannya waktu shalat darsilsela tersebut dapat

menjaga kaum muslimin dari kelalaian.

Dzuhur
(11.35 wib)
725 jay/ \3\15 jam
Shubuh Ashar
(04.10 wib 14.50 wib)

Isya’™ “—— Maghrib
(19.02 wib) 1.06 jam (17 54 \ib)

Gambar 2.20Representasi Graf Terhadap Waktu-Waktu Shalat



Berbicara tentang pemberian label sesuai dengaanayiang ada, hal ini
menunjukkan bahwa suatu graf graceful telah memiuikuran label tertentu
sehingga bisa dikatakan graceful. Jika direlevamsidlengan kajian Al-Qur'an
adalah sejajar dengan ayat yang menyebutkan bakgedassesuatu yang ada di
dunia ini diciptakan oleh Allah SWT. sesuai dend@dar dan ukurannya dan
ditata-Nya dengan sedemikian rapi. Demikianlah geimaana yang tertera pada

surat Al-Qamar ayat 49:
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”...Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuaturotarkuran”
(Qs. al Qamar, 54:49)

Berkenaan dengan ayat di atas Abdusysyakir (2007m88ngatakan bahwa
semua yang ada di alam ini ada ukurannya, ada datuhitungannya, ada
rumusnya, atau ada persamaannya. Namun rumus-gangsada sekarang bukan
diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakéanusia hanya menemukan
dan menyimbolkan dalam bahasa matematika.

Begitupun dalam hal ini, suatu graf bisa terladeingan pelabelan graceful
karena sudah memiliki ukuran yang sempurna dengendan aturan yang dibuat
oleh manusia secara sistematis. Dari sinilah Al®utelah mengajak kepada
setiap pembacanya untuk membahas, dan mengkaiji guat untuk memperluas
khasanah keilmuannya.

Penemuan sekaligus pembuktian rumus-rumus yangnakgun dalam
pelabelan pada graf yang berkaitan dengan penotgsaaa titiknya selain

bertujuan untuk menemukan pola tertentu agar lefildah untuk mencarinya.



Setelah mengetahui dengan jelas hasil dari pemaahds atas yang intinya
adalah menemukan rumus untuk pola pelabelan giguada graf kipas dan kipas
ganda, serta membuktikan bahwa pelabelan padaasisatalu berbeda.

Jika dikaitkan dengan kajian agama Islam, hal @gpad direlevansikan
dengan Al-Quran yang menyebutkan bahwa kebenaesmwuasu tidak cukup
hanya dengan bentuk ucapan, dan tulisan sajai petdp dan harus dibuktikan.

Hal ini sesuai pada surat Al-Bagarah ayat 111
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Artinya: Dan mereka (Yahudi dan Nasrani) berkat&ekali-kali tidak akan
masuk surga kecuali orang-orang (yang beragama) udahatau
Nasrani". demikian itu (hanya) angan-angan merekang/ kosong

belaka. Katakanlah: "Tunjukkanlah bukti kebenaranmika kamu
adalah orang yang benar"(Q.S. Al-Bagarah: 111).

Allah SWT penguasa yang memiliki wewenang tunggdich hal surga
dan negara, secara langsung membantah para Ahhb.KiAllah tidak
menggunakan perantara dan tidak memerintahkan piapaermasuk Nabi
Muhammad SAW untuk menjawab kebohongan itu. tidaknerlukan bukti dari
mereka menyangkut kebohongan mereka, karena AllahaMengetahui segala
sesuatu. Tetapi manusia perlu. Karena itu, di Allah memerintahkan Nabi
Muhammad SAW.katakanlahwahai Muhammad kepada merek@uhjukkanlah
kepada kambukti kebenaran kamu jika kamu adalah orang yangabie Bukti
yang dimaksud di sini adalah berupa wahyu lllahreka surga dan neraka adalah

wewenang Allah. Hanya Dia yang mengetahui siapa ymrhak memasukinya.



Nabi Muhammad SAW. pun tidak tahu. Itu sebabny&artaukti kebenaran yang
dituntut adalah informasi-Nya, yakni wahyu-wahyungadisampaikan kepada
utusan-utusan-Nya (Shihab, 2002: 296-297).

Dalam surat Al-an’am ayat 143 juga disebutkan:

.. o 2 2 7/:%-:; ,f 2 ,//,' EP

-

Artinya: "(yaitu) delapan binatang yang berpasangasepasang domba,
sepasang dari kambing. Katakanlah: "Apakah dua y@mgan yang
diharamkan Allah ataukah dua yang betina, ataukahgyada dalam
kandungan dua betinanya?" Terangkanlah kepadakwaerberdasar
pengetahuan jika kamu memang orang-orang yang Bef@usS. Al-
An’am: 143).

Ayat di atas menjelaskan tentang pengecaman damyegkaman oleh
Allah SWT. terhadap segala kebohongan orang-orangsyhkin tentang
pengharaman dan penghalalan binatang ternak yamgrieh delapan pasang
yakni sepasang domba, sepasang kambing, sepasahg, ldan sepasang unta.
Terangkanlah kepadaku berdasar pengetahugang jelas dan dapat
dipertanggungjawabkan , apa alasan penghalalapelagharaman ityika kamu
memang benar-benalalam penghalalan dan pengharaman itu.

Berdasarkan ayat di atas, hendaknya segala se$adku perkataan
maupun perbuatan baik yang tertulis maupun yanaktijika memang benar
adanya, maka sudah sepatutnya untuk diberikan pgdrabaoya.

Hal yang utama yang dapat dijadikan sebagai reftks semuanya yakni
ternyata setelah banyak mempelajari matematika yaegipakan ilmu hitung —

menghitung serta banyak mengetahui mengenai magaladp terdapat dalam



matematika yang dapat direlevansikan dalam agalaa lsesuai dengan konsep-
konsep yang ada dalam Al-Qur’an, maka akan dapaiambah keyakinan diri
akan kebesaran Allah SWT selaku sang pencipta yarizp Maha, salah satunya
adalah Maha Matematisi. Karena Dialah sang raja ysangat cepat dan teliti
dalam semua masalah perhitungan (Abdusysyakir,: ZR)7

Hal ini sesuai dalam Al-Qur’an surat Al- Bagaralat®02:

4 P Td ce e = ¥ M P < . /aé
TIPLAT ol Bl 158 LG &l 2 ST
Artinya: "Mereka itulah orang-orang yang mendapaahagian daripada yang

mereka usahakan; dan Allah sangat cepat perhituridga’ (Q.S. Al-
Baqgarah: 202).




BAB Il

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas tentang pelabelan giguadia graf kipas,
dan graf kipas gandadF, untukn bilangan asli dam > 2. Pembahasan mengenai
pelabelan graceful pada graf kip& dan kipas gandalF, diklasifikasikan
menjadi dua bagian, yaitu:

1. Pelabelan pada graf kipds, dan graf kipas ganddF, dengann adalah
bilangan asli ganijil.

2. Pelabelan pada graf kipds, dan graf kipas ganddF, dengann adalah
bilangan asli genap.

Pelabelan graceful pada graf kipgsdan graf kipas ganddF, dimulai

dari n=2

3.1. Pelabelan Graceful Pada Graf Kipa$,
3.1.1. Graf KipasF,, dimanan = 2

Cara menggambarkan graf kipas dimana 2, maka dimisalkan terlebih
dahulu bahwa

Kl = V.o
dan

Vi V2

Pzz . .



maka graf kipag, = K; + P, adalah:

Vi Vo

Vo

Gambar 3.1.Penotasian Titik Graf Kipals,
Pelabelan graceful untuk titik-titik dari graf kipk,, sehingga memenubhi
fungsi satu-satu dari himpunan titik {,wi, v} ke himpunan bilangan bulat

taknegatif {0, 1, 2, 3} sebagai berikut:

1 2 3 £} 1 2
/' dan /‘
1 3 3 2
0 0

Gambar 3.2.Pelabelan Graceful pada Graf Kiggs

Dari dua macam pelabelan graceful di atas gambag yhpilih dalam
skripsi ini adalah yang memetakagnke O dan y ke 1. Hal ini dilakukan untuk
mempermudah mendapatkan polanya.

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuksiumgaka diperoleh:
f(vo) =0

f(v) =1

f(vo) =3



Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dadieks titik, maka dapat
dibedakan antara indeks titik ganjil dan indek& ienap denganpwsebagai titik
pusat.

a. Titik pusat
Vo, makaf (vp) =0
b. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganijil

vy, makaf(vy) =1

Jadi dapat disimpulkan:

f(vi) =i =1

c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap

Vo, makaf(v)) =3=(2x2)-2+1=2n-i+1

Jadi dapat disimpulkan:

f(vi)=2n-i+1 =2

3.1.2. Graf Kipas F,, dimanan =3

Misalkan titik pada graf kipas;dinotasikan sebagai berikut:

V1 Vo V3

Vo

Gambar 3.3Penotasian Titik pada Graf Kip&s
Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipaSs, sehingga memenuhi fungsi
satu-satu dari himpunan titik dvvi, V2, vs} ke himpunan bilangan bulat taknegatif

{0, 1, 2, 3, 4, 5}, sebagai berikut:



0
Gambar 3.4Pelabelan Graceful pada Graf Kigas

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuksiymgaka diperoleh:

f(vo) =0
f(v)=1
f(v)) =5
f(vs) =3

Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dadieks titik, maka dapat
dibedakan antara indeks titik ganjil dan indek& tienap denganp\sebagai titik
pusat.

a. Titik pusat
Vo, makaf (vo) =0
b. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganijil

vy, makaf(vy) =1

v, makaf (v3) =3

Jadi dapat disimpulkan:

f(vi) =i i=1,3

c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap

Vo, makaf(v)) =5=(2x3)-2+1=2n—-i+1



Jadi dapat disimpulkan:

f(vi)=2n-i+1 i=2

3.1.3. Graf KipasF,, dimanan=4
Misalkan titik pada graf kipa$ 4 dinotasikan sebagai berikut:

Vi V2 V3 V4

Vo
Gambar 3.5.Penotasian Titik pada Graf Kip&s
Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas,, sehingga memenuhi fungsi
satu-satu dari himpunan titik §v vi, V2, v3, va} ke himpunan bilangan bulat

taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, sebagai betiku

0
Gambar 3.6.Pelabelan Graceful pada Graf Kigas

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuksiymgaka diperoleh:

f(vo) =0
f(v)=1
f(v)=7
f(vs) =3

f(va) =5



Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dadieks titik, maka dapat
dibedakan antara indeks titik ganjil dan indek& ienap denganpwsebagai titik
pusat.

a. Titik pusat
Vo, makaf (vo) =0
b. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganijil

vy, makaf(vy) =1

v, makaf (v3) =3

Jadi dapat disimpulkan:

f(v) =i i=1,3

c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap

Vo, makaf(v)) =7=(2x4)-2+1=2n—-i+1

Vs, makaf(vy)) =5=(2x4)-4+1=2n—-i+1

Jadi dapat disimpulkan:

f(vi)=2n—i+1 i =2, 4

3.1.4. Graf KipasF,, dimanan =5

Misalkan titik pada graf kipags dinotasikan sebagai berikut:

Vi \/) V3 V4 Vs

Vo

Gambar 3.7.Penotasian Titik Graf Kipass



Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipaSs, sehingga memenuhi fungsi
satu-satu dari himpunan titik §vva, V2, Vs, Va4, Vs} ke himpunan bilangan bulat

taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, sebabaiikut:

Gambar 3.8.Pelabelan Graceful pada Graf Kigas

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuksiymgaka diperoleh:

f(vo) = 0
f(v)=1
f(v))=9
f(vs) = 3
f(va) =7
f(vs) =5

Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dadeks titik, maka dapat
dibedakan antara indeks titik ganjil dan indeki& tifenap dengang\wsebagai titik
pusat.

a. Titik pusat
Vo, makaf (vg) =0

b. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil
vy, makaf(vy)) =1

v, makaf (v3) =3



vs, makaf (vs) =5

Jadi dapat disimpulkan:

F(v) =i i=1,3,5
Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap
Vo, makaf(v)) =9=(2x5)-2+1=2n-i+1
Vg, makaf(vy) =7=(2x5)-4+1=2n-i+1
Jadi dapat disimpulkan:

f(v)=2n—i+1 i=2 4

Dari uraian di atas diperoleh:

Teorema I:

Bukti:

Graf kipask, adalah graceful untuk setiagilangan asli dan n 2.

Misal:
V(Fn) = {Vo,V1,V2,...,\} dan
E(F,) itu adalah: wv; i.=1,2,3,..0n
Wi+ i=123,..n-1
Jadi banyak titik dV(F,) adalah (n + 1), dan banyak sisiE{F,) adalah

(2n -1).



MakaF, dapat digambarkan sebagai berikut:

Vi V2 V3 Vhn-1 Vn

Vo

Gambar 3.9. Graf KipasF,

Buat fungsif dari V(F,) ke {0,1,2,...q} dengan aturan:

0 untuki =0
f(vi) =
i) untuki ganjl
2n-i+1 untuki genay

a. Akan ditunjukkan bahwd fungsi injektif
Ambil v; danv; titik di F,, denganf (v;) =f (v))
1. Untuki dan j ganijil
Karenaf (vi) =f (v))
Maka i =j
Jadi v=Vy
2. Untuki dan j genap
Karenaf (vi) =f (v))
2n—i+1 =2n—-j+1

2n—i=2n—j



Jadi v =
Jadif merupakan fungsi injektif dari {yvi, vo, ..., W} ke {0,1,2,3,...4}.
b. Akan dibuktikan bahwa 9f (v;) < q atau VE,) dipetakan ke {0,1,2,3,.q}
1.f (vo) = 0, makaO< f (v,)<q
2. untuki ganjil akan ditunjukka®< f (v,)<q . Diketahuif (v;) =i
a) ngenap, makai=3,5, ...,n
Karena3<i<n-1<2n-1
Maka 3<i<2n-1
Maka 0<3< f (v,)<2n-1
Jadi 0<f(v,)<q
b) n ganjil, makai=3,5,....,n-1
Karena3<i<n-1<2n-1
Maka 3<i<2n-1
Maka 0<3< f (v,)<2n-1
Jadi 0=<f(v,)<q
3. untuki genap akan ditunjukka®< f (v,)<q . Diketahuif (vi) =2n—i+ 1
a) nganjil, maka =2,4,6,...n-1
Karena i genap, maka<isn- 1
akan ditunjukkan dari ruas Kiri:
Xi
-1 +20

2n-1)-i+22n-1



2n—i+4d2n-1
f(vi)<q
akan ditunjukkan dari ruas kanan:
<in-1
A-n+1
-iAn+1+1
2n—i+k 2n—-n+2
) >n+2>0
8f (vi)
Jadi dapat disimpulkan bahwa untuk genap dengam ganijil
terbuktio< f (v,)<q
b) ngenap, maka= 2, 4,6, ..n
karena genap, mak&<i<n
akan ditunjukkan dari ruas Kiri:
2<i
- +20
@2n-1)-i+X2n-1
2n—i+42n-1
(¥)<q
akan ditunjukkan dari ruas kanan:
<n
>i-n

-i+=ln+1



2n—i+% 2n-n+1
(#)>n+1>0
<Of (vi)
Jadi dapat disimpulkan bahwa untugenap dengan ganijil terbukti
0<f(v)=q
b. Akan dibuktikan bahwd (v;) —f (v;)| adalah berbeda untuk setiap %) di G
Diketahui bahwa sisi padg, adalah: wi,i=2, 3, 4, ..., ndan

Wi+11i:2! 31 41 =N’ n_l

1. vov; akan selalu berbeda, untuk setiap
Akan dibuktikan jika i j maka label yv; berbeda dengarnyw.
Label wv; adalah f (vo) —f (vi) | dan label gv; adalah f (vo) —f (v)) |
a. i genap dapgenap i(danj sama-sama genap)
Maka [f (vo)—f(vi)|=|0—-(2n—i+1)|=|2n—i+1]
dan  f(vo) —f(v) [=]0-(@n-j+1)|=]2n-]+1]
Karenai #) maka |2n—-i+H|2n—j + 1|
b. i genap dapganjil (salah satuatauj ganjil)
Maka [f (Vo) =f(v)|=]0-(2n—-i+1)|=|2n—i+1]
dan [ (vo) =f(v) [=10-j[=1]]]
Diketahui:
i=1,2,3, .., ndan
i=1,2,3,..,n

Karena2n—-i+ %0



Maka|2n—i+1|=2n—-i+1
Karena >0, maka |j| =]
Andaikan 2n —i + 1=
Makai+j=2n+1
Hal itu tidak mungkin
Karena i+ K 2n
Jadi |[2n—i+ H|j|
c. i ganjil danj ganjil ( danj sama-sama ganijil)
Maka [ (vo) =f(v) [=|0—i |=]i]
dan fl(vo) —f(v) [=]0—-j[=1]]
Karenai #) maka |i#]]|
2. Vivi+1 akan selalu berbeda
Akan dibuktikan jikai #j maka label w; . 1 berbeda denganw. 1
Label wvi .1 adalah f (vi) —=f (vi+1) | dan labelv; ., adalah f (v;) = (vj+1) |
a. i genap dafgenapi(danj sama-sama genap)
Maka [f(vi)—f(vi+1) |=l(@n—-i+1)—(+1)|=|2n-2i]|
dan  f(v)-f(vi+d) [=[@n—-j+1)-(+1)[=]2n-2j|
Karenai #j maka | 2n—2i#|2n - 2j |
b. i genap dapganjil (salah satuatauj ganjil)
Maka [f(v) =f(Vi+2) |=|@n—i+1)—(i+ 1)|=]|2n-2i|
dan  F(v)-f(v+)|=]j-@n-(j+1)+1]
=lj-@n-j-1+1)|

=lj-@n-Jj)|



=lj-2n+j]|

=12j-2n]|

=|2n-2j|
Karenai #j maka |2n—-2i4|2n-2j |

c. i ganjil danj ganjil ( danj sama-sama ganijil)

Maka |f (vi) —f(vi+d)|=]i— @n—-(+1)+1]
=li-@2n-i-1+1)]
=|li-2n+i+1-1]|
=|2i-2n|

[fQ) ~f (D) |=1i= @n-(+1)+1]
=lj-@n-j-1+1)|
=|2j-2n|
karena #j maka | 2i —2n#| 2j — 2n |
Dari uraian di atas f|(vi) —f (v;) | akan berbeda sesuai nilaian j
Jadi, [(vi)—f(v) | adalah berbeda](v;,v;) di G
Dengan demikian, terbukti bahwa graf kipgsadalah graceful untuk setiap

bilangan asli dan g 2.

3.2 Pelabelan Graceful pada Graf Kipas GandaF,
3.2.1. Graf Kipas GandadF,, dimanan = 2
Cara menggambarkan graf kipas ganda dinrama2, maka dimisalkan

dulu bahwa:

Ki= @ [ )

Vi Vo



dan

Maka graf kipas ganddF, = 2K; + P, adalah:

V2

V1
Gambar 3.10.Penotasian Titik Graf Kipas Gandg,
Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas gandg,, sehingga memenuhi
fungsi satu-satu dari himpunan titik {w, w1, Wy} ke himpunan bilangan bulat

taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5}, sebagai berikut:

dan

Gambar 3.11.Pelabelan Graceful pada Graf Kipas Gadéa



Dari dua macam pelabelan graceful di atas gambag yhpilih dalam
skripsi ini adalah yang memetakanke 1 dan y ke 2. Hal ini dilakukan untuk
mempermudah mendapatkan polanya.

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuksiymgaka diperoleh:

f(v))=0

f(vy) =2

f(wy) =5

f(wp) =4

Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dadeks titiknya, maka
dapat dibedakan antara indeks titik ganjil dan lsditik genap dengam\dan v
sebagai titik pusat.

a. Titik pusat
v, makaf(vy) =0
Vo, makaf (vp) =2
b. Titik dengan indeks 1 dan 2

wiy, makaf(w;)) =5=(3x2)—1=3n-i

wp, makaf(wy) =4=(3x2)—2=3n—i

Jadi dapat disimpulkan:

f(wij)=3n—i i=1,2



3.2.2. Graf Kipas GandadF,, dimanan = 3

Misalkan titik pada graf kipas gand&s dinotasikan sebagai berikut:
\')

Vi
Gambar 3.12.Penotasian Titik Graf Kipas Gandgs;

Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas gandBgs, sehingga memenuhi
fungsi satu-satu dari himpunan titik fw, wi, W», ws} ke himpunan bilangan

bulat taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, sehagerikut:
2

Gambar 3.13.Pelabelan Graceful pada Graf Kipas Gada
Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuksiymgaka diperoleh:
f(v))=0
f(vg) =2

f(wy) =8



fwy) =7
f(ws) =4
Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dadeks titiknya, maka
dapat dibedakan antara indeks titik ganjil dan ksdiitik genap dengam\dan
sebagai titik pusat.
a. Titik pusat
vi, makaf (vy) =0
Vo, makaf (vp) = 2
b. Titik dengan indeks 1 dan 2
wi, makaf(w;)) =8=(3x3)—-1=3n-i
wy, makaf(wy) =7=(3x3)-2=3n-1i
Jadi dapat disimpulkan:
f(vi)=3n—i i=1,2
c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil

ws, makaf (w3) =4 = 3+1:3+3T_1:i +'_;1

Jadi dapat disimpulkan:

f(vi):i+|—;1 i=3



3.2.3. Graf Kipas GandadF,, dimanan =4

Misalkan titik pada graf kipas gand&,dinotasikan sebagai berikut:

Vo

Wl. Wy

Vi
Gambar 3.14.Penotasian 1itik pada Graf Kipas Gantfa

Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas gandBs, sehingga memenuhi
fungsi satu-satu dari himpunan titiki{w, w1, Wo, Ws, wa} ke himpunan bilangan

bulat taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, sebagai berikut:

Gambar 3.15.Pelabelan Graceful pada Graf Kipas GadBa
Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuksiymgaka diperoleh:
f(v)=0
f(vp) =2

f(wy) =11



f(wy) =10
f(ws) =4
f(wg) =7
Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dadeks titiknya, maka
dapat dibedakan antara indeks titik ganjil dan ksditik genap dengam\dan
sebagai titik pusat.
a. Titik pusat
v1, makaf (vy) =0
Vo, makaf (vp) =2
b. Titik dengan indeks 1 dan 2, maka:
wi, makaf(w) =11 =(3x4)—-1=3n-i
wy, makaf(wy) =10=(3x4)-2=3n-1
Jadi dapat disimpulkan:
f(vi)=3n—i i=1,2
c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil

w3, makaf (w3) =4 = 3+1=3+37_1:i +'_;1

Jadi dapat disimpulkan:

f(vi)=i+|—;1 i=3

d. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap

Wa, makaf(wg) =7 = (3x4)—(3—;4j+1: 3n—%'+1



Jadi dapat disimpulkan:
f(vi)=3n—%|+1 =4

3.2.4. Graf Kipas GandadF,, dimanan =5

Misalkan titik pada graf kipas gand&;, dinotasikan sebagai berikut:

V2

Vi

Gambar 3.16.Penotasian Titik pada Graf Kipas Gartig
Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas gandgs, sehingga memenubhi
fungsi satu-satu dari himpunan titik {vwo Wi, W,, Ws, W4, Ws} ke himpunan
bilangan bulat taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,87,9, 10, 11, 12, 13}, sebagai

berikut:

Gambar 3.1Pelabelan Gracaful pada Graf Kipas GadBa



Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuksiymgaka diperoleh:
f(v))=0
f(vp) =2
f(wy) =14
f(wp) =13
f(ws) =4
f (wy) =10
f(ws)=7
Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dadeks titiknya, maka
dapat dibedakan antara indeks titik ganjil dan lsditik genap dengam\dan v
sebagai titik pusat.
a. Titik pusat
v, makaf (v1) =0
Vo, makaf (vp) =2
b. Titik dengan indeks 1 dan 2, maka:
wi, makaf(w;)) =14 =(3x5)—-1=3n-i
wy, makaf (wy) =13 =(3x5)—-2=3n—i
Jadi dapat disimpulkan:
f(vi)=3n—i i=1,2
c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil

w3, maka f (W3) =4 = 3+1:3+3—;l:i +%’

ws, makaf (ws) =7 =5 +2:5+57_1:i +%



Jadi dapat disimpulkan:
C1-1 .
f(Vi):|+7 1=3,5
d. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap
wy, makaf (wy) = 10 = (3x5)—(3iz4j+1 = 3n—%+1

Jadi dapat disimpulkan:

#w) = 3n—%+1 ted

3.2.4. Graf Kipas GandadF,, dimanan = 6
Misalkan titik pada graf kipas gand&s dinotasakan sebagai berikut:

V2

Vi
Gambar 3.18.Penotasian Titik pada Graf Kipas Gamntfg

Pelabelan untuk titik-titik dari graf kipas gandBs, sehingga memenubhi
fungsi satu-satu dari himpunan titik{w, W1, W2, Ws, Ws, Ws, Wg} ke himpunan
bilangan bulat taknegatif {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6879, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16},

sebagai berikut:



15 8
17 1 10
17N 10
0

Gambar 3.19.Pelabelan Graf Kipas Gandé&s

Jika pelabelan tersebut dijadikan suatu bentuksiimgaka diperoleh:

f(v))=0

f(v)=2

f(wy) =17

f(wy) =16

f(wg) =4

f(wg) =13

f(ws)=7

f (wg) = 10

Berdasarkan pelabelan tersebut, jika dilihat dadeks titiknya, maka
dapat dibedakan antara indeks titik ganjil dan lksdi&tik genap dengam\dan v

sebagai titik pusat.



a. Titik pusat
vi, makaf (vy) =0
Vo, makaf (vp) = 2
b. Titik dengan indeks 1 dan 2, maka:
wi, makaf(w;) =17=(3x6)—1=3n-1i
wp, makaf(wy) =16 =(3x6)—2=3n—i
Jadi dapat disimpulkan:
f(vi)=3n—i i=1,2
c. Untuk titik dengan indeks bilangan asli ganjil

w3, maka f (W3) =4 = 3+1:3+3—;1:i +%’

Ws, maka f (W5) =7=5 +2:5+%:i +?

Jadi dapat disimpulkan:
A\i-1 :
f(\/i):|+7 i=3,5

d. Untuk titik dengan indeks bilangan asli genap

ws, makaf (wy) =13 = (3x6)—(3—)2(4J 1= 3n—3|§+1

we, makaf (wg) = 10 = (3x6)—(3—;6j+1: 3n—%+1

Jadi dapat disimpulkan:

f(vi):3n—%l+1 i=4,6



Dari uraian di atas diperoleh:
Teorema Il:
Graf kipas gandaF, adalah graceful untuk setiapbilangan asli dan
n>2
Bukti:
Misal
dFn, = {v1, Vo, Wi, Wy, ..., Wwytdan
E(dF,) itu adalah: yw; dan yw; = 1{2,8\..,n
Wi+ 1 i=1,23,....n-1
Jadi banyak titik dv(dF,) adalah (n + 2), dan banyak sisig{F,) adalah
(3n- 1).

MakadF, dapat digambarkan sebagai berikut:

V2

W Whn-1

Vi

Gambar 3.20.Graf Kipas GanddF,



Buat fungsif dari V(dF,) ke {0,1,2,...q} dengan aturan:

0 untuk = 1
f(vy) =
1 untuk= 2
3n-i untuki= 1, 2
f(wi) = i+% untuk ganijil dani > 3

3n—%+1 untuki genap dan* 4

a. Akan ditunjukkan bahwafungsi injektif
Ambil w; danwy titik di dF, denganf (w;) = f (w;)
1. Untuki danj ganjil
Karenaf (w;) =f (w;)

Makai +ﬂ' = J+J__1
2 2

2i+i-1=2j+j-1
3i-1=3j-1
3i=3j
=
Jadi w=w
2.Untuki dan j genap

Karena f(w;) =f (w;)

Maka 3n—§ +1= 3n—ﬂ +1
2 2



6nN-3i+2=6n-3j+2
6n — 3i = 6N — 3
-3i = -3j
=
=]
Jadi w=w
Jadi f merupakan fungsi injektif dari {y vo, wi, W, ..., wy} titik
ke{0,1,2,3,...q}.
. Akan dibuktikan bahwa {¥ Vo, wi, Wy, ..., Widipetakan ke {0,1,2,3,..q}
1. f(v,)=0{ 0123....q}
2. f(v,)=2{0123,....0}
3. Akan dibuktikan O<f (w;) < g. Diketahuif (w;) = 3n — i
a) f(wy)=3n-11{0,1,2,...,3n-1}
sehingga0<3n-1<3n-1
makaOs< f (w,)<q
b) f(wy)=3n-20{0,1,2,..,,3n-2,3n-1}
sehingga0<3n-2<3n-1
makaOs< f (w,)<q
4. Untuk i ganjil akan ditunjukkanO< f(w)<q. Diketahui f(w;) =

i1
i +—

a) nganjil, makai=3,5,7...,n

Karena3<i<n <3n-1



b)

Sehingga3<i<n
6<2i<2n
6<3i-1<2n
0<6<3i-1<2n<3n-1
Maka 6<f(w)<3n-1
Jadi 0<f(w)=<q
ngenap, makai=3,5,7....n—-1
Karena 3<i<n-1<3n-1
Sehingga3<i<n-1
6<2i<2n- 2
6<3i-1<2n- 2
0<6<3i-1<2n-2<3n-1
Maka 6<f(w)<3n-1

Jadi 0=<f(w)<q

Untuk i genap akan ditunjukk®x f(w,)<q. Diketahui f(w;) =

3n—i +1
2

n ganjil, maka =4, 6,....n—-1
karenai genap, maka&<i<n- 1

akan ditunjukkan dari ruas Kiri:



N | W
In
[
o

—ﬂ+1s -5
2

3n—%+1s 3n-5

3n—%+1§ 3n-1

f(w)<q
akan ditunjukkan dari ruas kanan:
<in-1

—-i=>-n+1

“3 -3y
2 2 2

3n—ii+12@+§20
2 2 2

0< 3n—i+1
2

Of (wy)



Jadi dapat disimpulkan bahwa untuk genap dengam ganijil
terbuktiO< f(w,)<q
b. ngenap, makai=4,6, ...,n

karena genap, maka<i<n

akan ditunjukkan dari ruas Kiri:

A<

3n—%+1§ 3n-1

f(wi)<q
akan ditunjukkan dari ruas kanan:

<in



3n—§+12@+1
2 2

3n—i+12@+120
2 2

Of (wi)

Jadi dapat disimpulkan bahwa untugenap dengan ganijil terbukti
0<f(w)<q
. Akan dibuktikan bahwaf| (w;) —f (w;) | adalah berbeda untuk setiap,\({)
di G
Diketahui bahwa paddF, adalah: ww; = |f (wo) —f (w;) | dan

WiWi +1 = | (W) =F (Wi+1) |

. Wow; akan selalu berbeda
Akan dibuktikan jikai # ] maka label \ww; berbeda dengangw;
Label ww; adalah f (wg) —f (wi) | dan label wv; adalah f (wo) —f (W) |
a) i genap dapgenap i danj sama-sama genap)

3n—ﬂ+l
2

Maka |f (wo) —f (wi) | = 0—(3n—%i+1j‘:

3n—ﬂ+1
2

dan  F(wo)—f(w) | = 0—(3n—3—2j+ J‘:

3j
3n-—+1
7 2

Karenai #j maka 3n—§2|+1

b) i genap dafpganjil (salah satuatauj ganjil)

3n—§+1
2

Maka |f (wo) —f (wi) | = ‘ 0—(3n—§2i+1j‘:




A
dan  f(wo) —f () | =|0-| j+I==||=] j+1==
2 2
Diketahui
i=1,2,3,...,n
j=1,2,3,...,n
KarenaSn—iﬂz 0, mak 3n—ﬂ+1 S 3n—i+1
2 2 2
Karena j +17150, maka j+J__1 :j+J__1
2 2 2
Andaikan3n—§+1: j+J__l
2 2
Maka
an-3 4= j+dt
2 2

6n-3i+2=2j+j-1

6n + 3 =3i + 3

2n+1=i+j

Karena ¥i,j<n

Makai + j < 2n, terjadi kontradiksi

'+J__1

Jadi # i

3n—ﬂ+1
2

i ganjil danj ganjil ( danj sama-sama ganijil)

Maka |[f (wo) —f (W) | :‘0—(i +%jH i +i%1



dan  (wo) —f (w) | :‘0—(j+j_;1j‘=‘ j+jT_1‘

Karenai # ] maka i+%‘ £ | j+—=

2

, j—l‘

2. wjw; .1 akan selalu berbeda
Akan dibuktikan jikai # ] maka label wv; . 1 berbeda denganw . 1
Label ww; + 1 adalah |f (w;)) — f (w; + 1) | dan Label yw; . ; adalah
| (wp) —F (Wi 1) |

a) i genap dapgenapi(danj sama-sama genap)

maka (W) —f Wis1) | = (3n—%+1j—((i AP *;)'1]‘
i ( 6n—3i+2j_( 20+ 2+i +1—1J
o] (o :

J(=22)2)

| 6n=-3+2-3-2 ‘

2

6n—6i‘
2

=| 3n-3i |

dan [ (w;) —f (wj+1) | =‘ (Sn—3—2j+1j—((j +1)+—(j +21)_1j‘

( 6n - 3] +2j_( 2j +2+j+1—1j
2 2




6n-3j+2) (3j+2
2 2
6n—3j+2—3—2‘
2
6n-6j
2
) 33 |

karenai #j maka| 3n-3i | #| 3n-3j |

b) i genap damnganjil (salah

maka ff (W) —f(Wi+q) | =

satuatauj ganjil)

-3
(o2
(2

6n-3+2-3 -2
2

G+2—ﬂ‘

6n-3i+2
2

2i+2+i +1-1
2
6n-3i+2
2

3i+2
2

6n—6i
2

=| 3n-3 |

dan F(w)—1 (w1 | :‘ [1+17‘1j—[3n—

2j+j-1
2

2



)

3j—1—6n+3j—5‘

2
:‘Gj—Gn—B‘
2
=| 3j—3n—3|
Diketahui
i=1,2,3,..,n
j=1,2,3,...,n

Karena3n-3i > 0, makal 3n-3i |= 3n-3i
Kareng 3j-3n-3| , maka| 3j-3n-3|= 3j-3n-3
Andaikan3n-3i = 3] -3n-3

Maka

3n-3i=3j-3n-3

3n-3n+3 =3j-3

6n+3=3j+3

2n+1=j +i

Karena ¥i,j<n

Maka i + j < 2n, terjadi kontradiksi

Jadi| 3n-3i | #| 3j-3n-3|

¢) i ganjil danj ganjil ( danj sama-sama ganijil)



maka [ (wi) —f(wi+1) | = (i +i%1j—(3n—3(i;1)+1j‘

(252){==2)
2Kz

| 3-1-6n+3i-5
2
_| 6i-6n-6
2
=| 3-3n-3|
(L0 3(j +1)
If (wp) —f(wj+1) | = J+T 3 3”‘7’“1

. (Ll-lj_(gn_ 3J+3+1]|
2 2
:(Sj—lj_(Bn—3j+5]
2 2

3j-1-6n+3j-5
2

- 6j—6n—6‘
2

=| 3j-3n-3|
karenai #j maka| 3i-3n-3| # | 3j-3n-3|
Dari uraian di atas f|(w;) — f (w;) | akan berbeda sesuai nilai

Jadi, ff(wi) —f(wj) | adalah berbeda](w,,w;)di G



Dengan demikian, terbukti bahwa graf kipas gadéa adalah graceful untuk
setiapn bilangan asli dan > 2.
BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan, maka dapat disimpulkanabghat KipasFn
dan graf Kipas GanddF, adalah graf graceful untuk setiapbilangan asli dan
n > 2. Pelabelan graceful pada graf Kidgasdan graf Kipas GanddF,, untukn
bilangan asli dan > 2 adalah sebagai berikut:
1. Misal graf kipasF, dengann bilangan asli dam > 2 digambarkan sebagai

berikut:

Vo

Gambar 4.1. Graf KipasF,
Pelabelan graceful pada graf kidassebagai fungdi dari {vo,v1,V2,...,\n} ke
{0,1,2,... g(Fn)}dengan aturan:

0 untuki =0
fvi)=<i untuki ganijil

2n—i+1 untuk genap



2. Misal graf kipas gandaF, dengann bilangan asli dam > 2 digambarkan
sebagai berikut:

Vo

W Wh-1
Wl. % i \Wn

V1

Gambar 4.2.Graf Kipas GanddF,
Pelabelan graceful pada graf kipaB, sebagai fungsif dari

{V1, Vo, Wi, Wo, ..., Wi} ke {0,1,2,... q(dF,)}dengan aturan:

0 untuk =1
f(vy) =
1 untuki =2
3n-i untuk=1, 2
f(wi) = i+% untuk ganijil dani >3

3n—-—+1 untuk genap dan* 4



4.2 Saran

Pembahasan mengenai pelabelan graceful ini madiuka bagi peneliti
lain untuk melanjutkan penelitian ini pada aplikgsi dan bisa juga mengadakan
penelitian yang sejenis dengan jenis-jenis grapingybaerbeda, misalnya graf

pohon, graf sikel, dan lain sebagainya.
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