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ABSTRAK 

 

Zahra, Shalsabilla Az, 2022. Indeks Zagreb pertama dan kedua pada Graf Equal 

Square dari Grup Quaternion Diperumum. Skripsi. Program Studi 

Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana 

Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si. (II) 

Erna Herawati, M.Pd. 

 

Kata kunci: Indeks Zagreb pertama dan kedua, Graf Equal Square, Grup Quaternion 

Diperumum 

 

 Grup Quaternion diperumum (𝑄4𝑛) adalah grup dengan order grup 4𝑛 yang 

dibangun oleh elemen 〈𝑎, 𝑏〉 dapat didefinisikan sebagai 𝑄4𝑛 =

⟨𝑎, 𝑏|𝑎2𝑛 = 𝑒,  𝑏2 = 𝑎𝑛, 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−1⟩ untuk 𝑒 identitas, 𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ. Graf equal 

square yang dibangun  dari grup quaternion diperumum (𝐸𝑆(𝑄4𝑛))  adalah graf dengan 

himpunan simpulnya adalah semua elemen grup 𝑄4𝑛, misal 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝑄4𝑛), 𝑥 dan 𝑦 saling 

terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑥2 = 𝑦2. Penelitian ini difokuskan pada formula 

umum indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf (𝐸𝑆(𝑄4𝑛)). Metode yang digunakan 

yaitu menunjukkan isomorfisma (𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) pada 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2(𝑛+1) + (𝑛 − 1)𝐾2, 𝑛 

genap dan 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2n + n 𝐾2, 𝑛 ganjil sehingga terdapat dua formula umum pada 𝑀1 

dan  𝑀2. Hasil dari penelitian ini adalah: 

1. Indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛), 𝑛 genap 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛))  = (2(𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)2) + ((𝑛 − 1) ∙ 2) 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = ((𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)3) + (𝑛 − 1) 

2. Indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛), 𝑛 ganjil 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 2𝑛(2𝑛 − 1)2 + (𝑛 ∙ 2) 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 𝑛(2𝑛 − 1)3 + 𝑛 
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ABSTRACT 

 

Zahra, Shalsabilla Az, 2022. The First and The Second Zagreb Indices of the Equal 

Square Graph form a Generalized Quaternion Group. Thesis. Mathematics 

Study Program, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam Maulana 

Malik Ibrahim Malang. Supervisor: (I) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si. (II) Erna 

Herawati, M.Pd. 

 

Keywords: First and second Zagreb Index, Equal Square Graph, Generalization 

Quaternion Group  

 

 A generalized Quaternion group 𝑄4𝑛 is a group with a 4𝑛 group order constructed 

by the elemen 〈𝑎, 𝑏〉 And can be defined as 

𝑄4𝑛=⟨𝑎, 𝑏|𝑎2𝑛 = 𝑒,  𝑏
2

= 𝑎𝑛, 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏
−1

= 𝑎−1⟩ where the 𝑒 is identity, 𝑛 ≥ 2, and 𝑛 ∈

ℕ. An equal square graph of the quaternion group 𝐸𝑆(𝑄4𝑛)  is a graph where the set of 

vertices is all elements of the 𝑄4𝑛 group, e.g. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝑄4𝑛), 𝑥 and 𝑦 are adjacent iff 𝑥2 =
𝑦2. The study focused on the general formula of the first and second Zagreb indices on 

graphs (𝐸𝑆(𝑄4𝑛)). The method is use to show isomorphism of (𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) There is 

𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2(𝑛+1) + (𝑛 − 1)𝐾2, 𝑛 even and 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2n + n 𝐾2, 𝑛 odd so that there 

are two general formulas in 𝑀1 and  𝑀2. The results of this study are: 

1. The first and second Zagreb indices on the 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) graph, 𝑛 even 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛))  = (2(𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)2) + ((𝑛 − 1) ∙ 2) 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = ((𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)3) + (𝑛 − 1) 

 

2. The first and second Zagreb indices on the 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) graph, 𝑛 odd 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 2𝑛(2𝑛 − 1)2 + (𝑛 ∙ 2) 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 𝑛(2𝑛 − 1)3 + 𝑛 
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 مستخلص البحث

 

من  Equal Squareفي موضع و الثاّني الأوّل  Zagreb Indices. ٢٢٢٢، سلسبيلا. يهرالز 

 مكلية العلو الرياضيات. ممي. قس. البحث العلالمعممة Quartenionالمجموعة 

محمد  (١)مالانج. المشرف:  الإسلامية الحكومية . جامعة مولانا مالك إبراهيموالتكنولوجيا

 رنا هيراواتي الماجستير.يإ (٢) نافع جوهري الماجستير

، لمجموعة Equal Squareني، موضع االأوّل و الثّ  Zagreb Indices:  الكلمات الرئيسية

Quartenion .المعممّة 

التي مكوّن  4𝑛هي مجموعة بنسق مجموعة  (𝑄4𝑛)المعممة  Quartenionلمجموعة  

,𝑎〉بواسطة المقوّم  𝑏〉  يمكن تعريفها علي𝑄4𝑛 =
⟨𝑎, 𝑏|𝑎2𝑛 = 𝑒,  𝑏2 = 𝑎𝑛, 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−1⟩  ل𝑒  ،شخصية𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ.  موضع

Equal Square  التي مكوّن من المجموعةQuartenion  المعممّة(𝐸𝑆(𝑄4𝑛))    هي موضع

,𝑥، مثل 𝑄4𝑛هي كل مقوّم المجموعة  مجمع عقدةب 𝑦 ∈ 𝑄4𝑛 ،𝑥  و𝑦  متصلة مباشرة إذا وفقط إذا

𝑥2 = 𝑦2. يركز هذا البحث على الصيغة العامة Zagreb Indices  في موضع و الثاّني الأوّل

(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)). الطريقة المستخدمة هي  حث هي الدراسة الكتابية.وطريقة البحث المستخدمة لهذا الب

𝐸𝑆(𝑄4𝑛)هناك (𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) إظهار تشاكل ≅ 𝐾2(𝑛+1) + (𝑛 − 1)𝐾2, n  زوجي و

 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ≅  𝐾2n + n 𝐾2, 𝑛 والنتيجة من هذا البحث . بحيث توجد صيغتان عامتان في فردي

 هي: 

1 .Zagreb Indices  في موضع ثاّني و الالأوّل𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ،𝑛  ّشفعي 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛))  = (2(𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)2) + ((𝑛 − 1) ∙ 2) 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = ((𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)3) + (𝑛 − 1) 

2 .Zagreb Indices  الأوّل و الثنّي في موضع𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ،𝑛 وتر 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 2𝑛(2𝑛 − 1)2 + (𝑛 ∙ 2) 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 𝑛(2𝑛 − 1)3 + 𝑛 

 



 

1 

 

BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

Teori graf adalah salah satu cabang keilmuan matematika yang 

merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek tersebut (Munir, 

2012). Pola keterhubungan antar manusia adalah salah satu contoh permasalahan 

yang dapat direpresentasikan menggunakan ilmu teori graf. Pola keterhubungan 

antar manusia juga disebutkan dalam Al-Qur’an surat An-nisa ayat 86: 

“Dan apabila kamu dihormati dengan suatu (salam) penghormatan, maka balaslah 

penghormatan itu dengan yang lebih baik, atau balaslah (penghormatan itu, yang 

sepadan) dengannya. Sungguh, Allah memperhitungkan segala sesuatu.” 

 

Menurut tafsir At-Thabari (1994) arti ayat “balaslah penghormatan itu 

dengan yang lebih baik atau yang sepadan dengannya” memiliki arti tafsir 

“Doakanlah orang yang mendoakanmu dengan baik, dari apa yang ia doakan untuk 

kamu dan balaslah penghormatan dengan sepadan”. Tafsir dari ayat tersebut dapat 

disimpulkan bahwa Allah memerintah untuk saling menjaga hubungan kepada 

sesama manusia. Hal tersebut dapat direpresentasikan dalam teori graf yaitu setiap 

manusia adalah objek diskrit kemudian diperintahkan saling menjaga hubungan 

baik agar terjadi keterhubungan antar objek tersebut. 

Suatu graf 𝐺 adalah pasangan himpunan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)), dengan 𝑉(𝐺) 

adalah suatu himpunan tak kosong dari semua simpul pada graf 𝐺 dinotasikan 

sebagai 𝑉 dan 𝐸(𝐺) adalah suatu himpunan dari sisi pada graf 𝐺 yang berisi 

pasangan tak berurutan dari simpul berbeda pada 𝑉 (yang mungkin kosong). 
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Misalkan 𝑢 dan 𝑣 adalah dua simpul berbeda pada 𝐺 kemudian 𝑢 dan 𝑣 saling 

terhubung langsung sehingga disebut sebagai sisi 𝑒 (Abdussakir dkk, 2009). 

Seiring majunya zaman dan banyaknya pengaplikasian teori graf dalam 

berbagai bidang membuat perkembangannya banyak menemukan rumusan-

rumusan baru. Penelitian tentang teori graf sering dikaitkan dengan teori aljabar 

abstrak, salah satunya membahas graf yang dibangun dari grup. Beberapa contoh 

graf yang dibangun dari grup yaitu graf non comuting yang pertama kali dikenalkan 

pada penelitian (Abdollahi, 2006), dan graf konjugasi pada penelitian (Erfanian & 

Tolue, 2012). Penelitian  tentang graf yang dibangun oleh suatu grup terus 

dikembangkan seperti (Bariyah, 2019) yang membahas tentang graf komutatif pada 

grup generalisasi quaternion, kemudian (Ulum, 2020) yang membahas graf 

konjugasi dan menghasilkan rumus umum dari indeks jumlah jarak eksentris dari 

komplemen graf konjugasi dari grup quaternion diperumum.  

Penelitian ini membahas graf equal square hasil penelitian Rehman yang 

membahas graf equal square dari beberapa grup yaitu grup dihedral, grup siklik, 

dan grup berhingga. Rehman mendefinisikan graf equal-suare dari suatu grup 𝐺 

sebagai graf dengan himpunan titiknya adalah semua unsur dari grup 𝐺 dan dua 

titik 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 saling terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑎2 = 𝑏2. Graf equal 

square pada suatu grup berhingga 𝐺 dapat dinotasikan sebagai 𝐸𝑆(𝐺). (Rehman 

dkk, 2002) 

Teori graf sudah dikenalkan sejak tahun 1736 sehingga sampai saat ini 

memiliki banyak aplikasi dalam berbagai bidang. Seperti pengaplikasian teori graf 

pada bidang ilmu biologi digunakan untuk pemetaan DNA, pada bidang ilmu 

komputer sebagai keamanan jaringan, kemudian pada bidang ilmu kimia digunakan 
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untuk memberikan karakteristik sifat dari suatu molekul atau deskripsi molekul 

(Chaluvaraju dkk, 2020).  

Aplikasi ilmu teori graf pada bidang kimia dilakukan dengan 

merepresentasikan simpul sebagai atom suatu molekul, sedangkan sisi atau simpul 

yang saling terhubung direpresentasikan sebagai ikatan kimia. Indeks topologi, 

sebagai bentuk variasi dari ilmu teori graf, digunakan sebagai parameter sterik yang 

berfungsi untuk mengevaluasi terhadap toksisitas dan memprediksi aktivitas 

biologi pada molekul tersebut (Saleh, 2015).  

Penelitian ini membahas tentang Indeks Zagreb, indeks Zagreb terdiri 

dari indeks Zagreb pertama dan kedua. Keduanya dideskripsikan secara berturut-

turut yaitu jumlah kuadrat dari derajat titik dan jumlah hasil kali dari dua titik yang 

terhubung langsung dalam suatu graf. Indeks Zagreb pertama kali dikenalkan lebih 

dari 40 tahun lalu, sehingga indeks ini disebut indeks yang paling banyak dipelajari 

dan memiliki aplikasi yang baik dalam teori graf molekuler (Sarkar dkk, 2017).  

Penelitian indeks topologi sudah banyak dikaji sebelumnya, sama halnya 

penelitian mengenai indeks Zagreb pertama dan kedua. Beberapa penelitian yang 

membahas indeks Zagreb pertama dan kedua adalah (Wati, 2020) melakukan 

penelitian yang membahas indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf pembagi 

nol total dari ring komutatif (Das & Nam, 2014) yang membahas indeks Zagreb 

pertama dan kedua mengenai hubungan antara indeks Zagreb pertama dan kedua 

pertama dan kedua. 

Merujuk pada penelitian sebelumnya, pada penelitian ini mengkaji 

indeks Zagreb pertama dan kedua. Graf yang digunakan adalah graf equal square 

dari grup quaternion diperumum 𝑄4𝑛, untuk suatu 𝑛 ∈ ℕ. Hasil dari penelitian ini 
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adalah formula umum  dan indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal 

square dari grup quaternion diperumum. 

1.2 Rumusan Masalah  

Bagaimana menentukan formula indeks Zagreb pertama dan kedua dari 

equal square dari grup quaternion diperumum? 

1.3 Tujuan Penelitian  

 Mengetahui formula indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal-

square dari grup quaternion diperumum. 

1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan memberikan manfaat sebagai berikut: 

1. Manfaat bagi penulis adalah memperluas wawasan dalam struktur aljabar 

dan teori graf.  

2. Manfaat bagi mahasiswa UIN Maulana Malik Ibrahim Malang sebagai 

tambahan pengetahuan dalam ilmu teori Graf.  

3. Manfaat bagi lembaga untuk penelitian indeks Zagreb pertama dan kedua 

pada graf equal-square dari grup quaternion diperumum diharapkan dapat 

menjadi rujukan untuk penelitian selanjutnya. 

1.5 Batasan masalah  

Batasan masalah pada penelitian ini adalah grup 𝑄4𝑛, dengan 𝑛 ≥ 2, dan 

𝑛 ∈ ℕ. Penelitian ini hanya mengamati 𝑄8, 𝑄12, 𝑄16, 𝑄20 dikarenakan sudah didapat 

pola dari graf equal square sehingga dapat dirumuskan formula umum dari indeks 

Zagreb pertama dan kedua. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Kajian Teori Pendukung 

2.1.1 Grup   

Misalkan 𝐺 adalah himpunan dan ∗ dilambangkan sebagai operasi pada 

𝐺. Sehingga 𝐺 disebut grup jika memenuhi empat kondisi berikut:  

1. Operasi * pada 𝐺 tertutup. Misalkan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 maka 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐺 

2. Operasi * asosiatif, artinya  

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 𝜖 𝐺, ( 𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) 

3. 𝐺 memiliki elemen identitas yaitu 𝑒, artinya 

(∃𝑒 ∈ 𝐺)(∀𝑎 ∈ 𝐺), 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎 

4. 𝐺 memiliki invers, artinya 

∀𝑎 ∈ 𝐺(∃𝑎−1 ∈ 𝐺), 𝑎 ∗ (𝑎−1) = (𝑎−1) ∗ 𝑎 = 𝑒 

(Gilbert & Gilbert 1984) 

Contoh: 

 Himpunan bilangan bulat ℤ dengan operasi + disebut grup jika 

memenuhi empat syarat berikut: 

1. ℤ tertutup pada operasi +, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, maka 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ. 

2. Operasi + pada ℤ asosiatif, artinya untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ  maka berlaku 

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

3. ℤ mempunyai elemen identitas yaitu 0. 

4. Setiap elemen ℤ mempunyai invers, misal 𝑎 ∈ ℤ  maka terdapat  𝑎−1 ∈ ℤ 

sedemikian hingga 𝑎 + (−𝑎) = (−𝑎) + 𝑎 = 0. 
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Sehingga ℤ adalah grup. 

2.1.2 Grup Quaternion 

 Grup quaternion merupakan ekstensi dari bilangan-bilangan kompleks 

yang tidak komutatif, yang dapat diaplikasikan dalam mekanika tiga dimensi. Grup 

quaternion dapat dituliskan sebagai 𝑥 = 𝑥0 + 𝑥𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3, untuk 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 

adalah bilangan asli dan 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 adalah vektor-vektor satuan yang berturut turut 

searah dengan sumbu 𝑋+, 𝑌+, 𝑍+. 𝑖, 𝑗, 𝑘 tidak digunakan untuk melambangkan 

vektor pada grup quaternion pada penelitian ini, dikarenakan 𝑖, 𝑗, 𝑘 akan digunakan 

untuk melambangkan bagian imajiner pada bilangan kompleks. Operasi pada grup 

quaternion diuraikan sebagai berikut 

Perkalian skalar: 

𝑐𝑥 = 𝑐𝑥0 + 𝑐𝑥1𝑒1 + 𝑐𝑥2𝑒2 + 𝑐𝑥3𝑒3 

Penjumlahan 𝑥, 𝑦 : 

𝑥 + 𝑦 = (𝑥0 + 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3) + (𝑦0 + 𝑦1𝑒1 + 𝑦2𝑒2 + 𝑦3𝑒3) 

= (𝑥0 + 𝑦0) + (𝑥1 + 𝑦1)𝑒1 + (𝑥2 + 𝑦2)𝑒2 + (𝑥3 + 𝑦3)𝑒3 

Hasil kali 𝑥, 𝑦 : 

𝑒1
2 = 𝑒2

2 = 𝑒3
2 = −1 

(Sangadji, 2006) 

Isomorfisma dari matriks Quaternion kompleks ke matriks kompleks akan 

ditunjukkan berikut (Tian, 2000): 

Isomorfisma Quaternion Pemetaan Ψ = 𝑄 → ℂ2×2 dengan aturan pengawanan 

Ψ(𝑎) = [
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖

] 

Untuk setiap 𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3 ∈ 𝑄 adalah isomorfisma 
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Diberikan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 dengan 𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3 dan  𝑏 = 𝑏0 + 𝑏1𝑒1 +

𝑏2𝑒2 + 𝑏3𝑒3. 

Maka Ψ = 𝑄 → ℂ2×2 memenuhi syarat berikut: 

Dari definisi Ψ diperoleh Ψ(𝑎) = [
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖

], Ψ(𝑏) =

[
𝑏0 + 𝑏1𝑖 −(𝑏2 + 𝑏3𝑖)
𝑏2 − 𝑏3𝑖 𝑏0 − 𝑏1𝑖

] 

a. Memenuhi syarat Ψ(𝑎 + 𝑏) = Ψ(𝑎) + Ψ(𝑏) 

Ψ(𝑎 + 𝑏) = [
(𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1𝑖 + 𝑏1𝑖) −(𝑎2 + 𝑏2) + (𝑎3𝑖 + 𝑏3𝑖)
(𝑎2 + 𝑏2) − (𝑎3𝑖 + 𝑏3𝑖) (𝑎0 + 𝑏0) − (𝑎1𝑖 + 𝑏1𝑖)

] 

= [
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖

] + [
𝑏0 + 𝑏1𝑖 −(𝑏2 + 𝑏3𝑖)
𝑏2 − 𝑏3𝑖 𝑏0 − 𝑏1𝑖

] 

Jadi terbukti bahwa Ψ(𝑎 + 𝑏) = Ψ(𝑎) + Ψ(𝑏) 

b. Memenuhi syarat Ψ(𝑎𝑏) = Ψ(𝑎)Ψ(𝑏) 

 Ruas kiri  

Ψ(𝑎𝑏) = (𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3)(𝑏0 + 𝑏1𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑏3𝑒3)  

= Ψ ((𝑎0𝑏0 − 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3) + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑒1

+ (𝑎0𝑏2 − 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏0 + 𝑎3𝑏1)𝑒2 + (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2

− 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝑒3 

= [
(𝑎0𝑏0 − 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3) + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑖 (𝑎0𝑏2 − 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏0 + 𝑎3𝑏1) − (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝑖
(𝑎0𝑏2 − 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏0 + 𝑎3𝑏1) − (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝑖 (𝑎0𝑏0 − 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3) − (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑖

] 

 Ruas kanan 

Ψ(𝑎)Ψ(𝑏) = [
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖

] [
𝑏0 + 𝑏1𝑖 −(𝑏2 + 𝑏3𝑖)
𝑏2 − 𝑏3𝑖 𝑏0 − 𝑏1𝑖

] 

= [
(𝑎0𝑏0 − 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3) + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑖 (𝑎0𝑏2 − 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏0 + 𝑎3𝑏1) − (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝑖
(𝑎0𝑏2 − 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏0 + 𝑎3𝑏1) − (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝑖 (𝑎0𝑏0 − 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3) − (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑖

] 

 Terbukti bahwa Ψ(𝑎𝑏)= Ψ(𝑎)Ψ(𝑏) 

c. Ψ pemetaan satu-satu, yaitu Ψ(𝑎) = Ψ(𝑏) maka 𝑎 = 𝑏 
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Misalkan 𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3, 𝑏 = 𝑏0 + 𝑏1𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑏3𝑒3. 

Maka 𝑎 = 𝑏 

Diketahui Ψ(𝑎) = Ψ(𝑏) 

[
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖

] = [
𝑏0 + 𝑏1𝑖 −(𝑏2 + 𝑏3𝑖)
𝑏2 − 𝑏3𝑖 𝑏0 − 𝑏1𝑖

] 

 Sehingga didapatkan persamaan berikut 

 

 

Dengan melakukan eliminasi maka diperoleh 

𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3 = 𝑏0 + 𝑏1𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑏3𝑒3 = 𝑏 

Jadi terbukti bahwa Ψ pemetaan satu-satu. 

d. Ψ pemetaan pada, yaitu untuk setiap 𝑏 ∈ ℂ2×2, terdapat 𝑎 ∈ 𝑄 sehingga 

Ψ(𝑎) = 𝑏. 

ambil 𝑏 ∈ ℂ2×2, misal 𝑏 = [
𝑤0 + 𝑤1𝑖 −(𝑥0 + 𝑥1𝑖)
𝑦0 − 𝑦1𝑖 𝑧0 − 𝑧1𝑖

] 

karena Ψ(𝑎) = 𝑏 maka, 

[
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖

] = [
𝑤0 + 𝑤1𝑖 −(𝑥0 + 𝑥1𝑖)
𝑦0 − 𝑦1𝑖 𝑧0 − 𝑧1𝑖

] 

Sehingga diperoleh persamaan di atas. Dengan melakukan eliminasi pada 

persamaan tersebut kemudian melakukan substitusi pada 𝑎 maka diperoleh 

𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3   

=
(𝑤0 + 𝑤1𝑖) + (𝑧0 − 𝑧1𝑖)

2
+

(𝑤0 + 𝑤1𝑖) + (𝑧0 − 𝑧1𝑖)

2𝑖
𝑒1

+
(𝑥0 + 𝑥1𝑖) + (𝑦0 − 𝑦1𝑖)

2
𝑒2 +

(𝑥0 + 𝑥1𝑖) − (𝑦0 − 𝑦1𝑖)

2𝑖
𝑒2 

Jadi terbukti Ψ(𝑎) = 𝑏 

Sehingga Ψ merupakan isomorfisma atau Ψ = 𝑄 → ℂ2×2 

(I) 𝑎0 + 𝑎1𝑖 = 𝑏0 + 𝑏1𝑖  (II) −(𝑎2 + 𝑎3𝑖) = −(𝑏2 + 𝑏3𝑖) 

(III) 𝑎2 − 𝑎3𝑖 = 𝑎2 − 𝑎3𝑖 (IV) 𝑎0 − 𝑎1𝑖 = 𝑏0 − 𝑏1𝑖 
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2.1.3 Grup Quaternion Diperumum 

 Grup quaternion diperumum dinotasikan dengan 𝑄4𝑛, dengan 𝑛 ∈

ℕ. 𝑄4𝑛 adalah suatu grup yang memiliki order 4𝑛 dan dibangun oleh elemen  〈𝑎, 𝑏〉 

yang melambangkan rotasi dan orientasi dari objek-objek dalam tiga dimensi 

(Sangadji, 2006). Notasi pada grup 𝑄4𝑛 didefinisikan sebagai berikut: 

𝑄4𝑛 = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎2𝑛 = 𝑒,  𝑏2 = 𝑎𝑛 , 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−1⟩ 

dengan 〈𝑎, 𝑏〉 = {𝑎, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, … , 𝑎𝑛−1𝑏} 

 (Ma dkk, 2013) 

sehingga pada 𝑛 = 2 yaitu grup 𝑄8 dapat dideskripsikan: 

𝑄8 = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎4 = 1,  𝑏2 = 𝑎2, 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−1⟩ 

Berikut adalah tabel cayley dari 𝑄8: 

Tabel 2. 1 Tabel cayley dari Grup 𝑸𝟖 

∙ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎3 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 1 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎 1 𝑎3 𝑎2 
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 Dari tabel tersebut diperoleh perkalian untuk elemen-elemen pada 𝑄8 

adalah sebagai berikut: 𝑎4 = 1, sehingga  𝑎4 ∙ 𝑎−1 = 1 ∙ 𝑎−1 ⇔ 𝑎3 = 𝑎−1; untuk 

𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1 = 𝑎3 ⇔ 𝑏 ∙ 𝑎 = 𝑎3 ∙ 𝑏. 

2.1.4 Graf 

 Graf 𝐺 adalah pasangan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan 𝑉(𝐺) adalah suatu 

himpunan berhingga dan tak kosong yang berisi objek yang disebut titik. 

Sedangkan 𝐸(𝐺) adalah suatu himpunan pasangan tak terurut dari titik-titik berbeda 

dari 𝑉(𝐺) yang disebut sisi, himpunan ini boleh kosong (Abdussakir dkk, 2009). 

Pada graf 𝐺 berikut: 

 

 

   𝐺: 

 

 

Pada graf 𝐺 memuat himpunan titik 𝑉(𝐺) dan sisi 𝐸(𝐺). 

𝑉(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} 

𝐸(𝐺) = {(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑐), (𝑐, 𝑑), (𝑑, 𝑒), (𝑒, 𝑎 𝑐), (𝑒, 𝑏), (𝑒, 𝑐)} 

Beberapa contoh graf yang dibangun oleh grup berhingga yaitu graf commuting 

dan graf identitas. Graf commuting dari grup 𝑄 adalah graf dengan himpunan 

simpulnya semua elemen grup 𝑄, dua simpul pada graf 𝑄 saling terhubung jika dan 

hanya jika kedua elemen komutatif di 𝑄. Graf identitas dari grup 𝑄 adalah graf 

dengan himpunan simpulnya semua elemen grup 𝑄, dua simpul pada graf 𝑄 saling 

terhubung jika dan hanya jika 𝑢 × 𝑣 = 𝑣 × 𝑢 = 𝑒 dan setiap elemen terhubung 

Gambar 2. 1 Gambar Graf 𝑮 
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Gambar 2. 2 Gambar Graf Commuting dan Graf Identitas dari Grup Q 

langsung dengan elemen identitas. Berikut gambar graf commuting dari grup 𝑄 dan 

graf identitas dari grup 𝑄 (Syarifudin & Wardana, 2021): 

  

  

 

 

2.1.5 Derajat Titik 

Pada graf 𝐺, untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) semua simpul yang terhubung 

langsung dengan 𝑣 disebut lingkungan 𝑣, dinotasikan dengan 𝑁𝐺(𝑣). Derajat dari 

simpul 𝑣 dinotasikan dengan deg(𝑣), adalah banyaknya sisi pada 𝐺 yang terkait 

langsung pada 𝑣. Sehingga dapat dikaitkan derajat titik 𝑣 di graf 𝐺 adalah 

banyaknya anggota 𝑁𝐺(𝑣), maka 𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 𝑁𝐺(𝑣) (Abdussakir dkk, 2009). 

Perhatikan graf 𝐺 berikut:  

 

 

𝐺: 

 

 

 

Sehingga derajat masing-masing titik pada graf  𝐺 adalah 

𝑑𝑒𝑔(𝑎) = 2 

𝑑𝑒𝑔(𝑏) = 3 

Gambar 2. 3 Gambar Graf 𝑮 

−𝑖 𝑖 

𝑗 

−𝑗 

−1 

1 

𝑘 

−𝑘 

−1 1 

𝑗 

−𝑗 

−𝑖 𝑖 

𝑘 

−𝑘 



12 

 

 

Gambar 2. 4 Gambar Graf Lengkap 𝑲𝟏, 𝑲𝟐, 𝑲𝟑, 𝒅𝒂𝒏 𝑲𝟒 

𝑑𝑒𝑔(𝑐) = 1 

𝑑𝑒𝑔(𝑑) = 0 

𝑑𝑒𝑔(𝑒) = 2 

2.1.6 Graf Lengkap 

Graf lengkap adalah suatu graf sederhana yang tak berarah. Setiap simpul 

pada graf lengkap saling terhubung satu sama lain. Graf lengkap dinotasikan 

dengan  𝐾𝑛, dengan 𝑛 adalah jumlah simpul pada graf lengkap (Chartrand dkk, 

1986: 9).  

Contoh : 

 

 

 

 

Kemudian berikut adalah graf 𝐸𝑆(𝐷12) yang dituliskan oleh rehman sebagai 

berikut: 

𝐸𝑆(𝐷12) ≅ 𝐾8 + 2𝐾2 

(Rehman dkk, 2022). 

 

 

 𝐸𝑆(𝐷12): 

 

 

 

 

Gambar 2. 5 Gambar Graf 𝑬𝑺(𝑫𝟏𝟐) 

1 

𝑟3 

𝑠 

𝑠𝑟 

𝑠𝑟2  

𝑠𝑟3  

𝑠𝑟4  

𝑠𝑟4  𝑟 

𝑟4 

𝑟2 

 

𝑟5 
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2.1.7 Graf Equal Square 

Graf equal square dari suatu grup berhingga 𝐸𝑆(𝐺) adalah graf dengan 

himpunan simpulnya adalah semua unsur dari 𝐺, dengan dua simpul yang saling 

terhubung jika memiliki hasil kuadrat sama, dengan kata lain ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝐺) (𝑥, 𝑦) ∈

𝐸(𝐸𝑆(𝐺)) ⇔ 𝑥2 = 𝑦2 (Rehman dkk, 2022). 

Graf equal-square dari grup quaternion diperumum dinotasikan dengan 

𝐸𝑆(𝑄4𝑛). Grup 𝑄8 , dengan anggota 𝑄8 adalah {1, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏 }. Untuk  

menentukan simpul yang saling terhubung pada 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) dapat ditentukan melalui 

tabel cayley berikut: 

Tabel 2.2 Tabel Cayley dari grup 𝑸𝟖 

∙ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎3 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 1 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎 1 𝑎3 𝑎2 

 

Berdasarkan tabel di atas, berikut adalah simpul-simpul yang saling terhubung 

langsung: 

1. Simpul  𝑎, 𝑎3, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏  saling terhubung langsung karena 

(𝑎)2 = (𝑎3)2 = (𝑏)2 = (𝑎𝑏)2 = (𝑎2𝑏)2 = (𝑎3𝑏)2. 
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Gambar 2. 7 Gambar Graf 𝑬𝑺(𝑸𝟏𝟐)  

Gambar 2. 8 Gambar Graf 𝑬𝑺(𝑸𝟏𝟔) 

2. Simpul 1 dan 𝑎2 saling terhubung langsung karena (1)2 = (𝑎2)2. 

Sehingga 𝐸𝑆(𝑄8) adalah sebagai berikut: 

 

𝐸𝑆(𝑄8): 

 

 

 

Dari gambar tersebut dapat ditulis 𝐸𝑆(𝑄8) ≅ 𝐾6 + 𝐾2. Kemudian berikut adalah 

𝐸𝑆(𝑄12), 𝐸𝑆(𝑄16), dan 𝐸𝑆(𝑄20): 

 

    𝐸𝑆(𝑄12) 

 

 

 

Dapat ditulis 𝐸𝑆(𝑄12) ≅ 𝐾6 + 3𝐾2 

 

 

 

𝐸𝑆(𝑄16): 

 

 

 

    

Dapat ditulis 𝐸𝑆(𝑄16) ≅ 𝐾10 + 3𝐾2 

Gambar 2.6 Gambar Graf 𝑬𝑺(𝑸𝟖) 



15 

 

 

 

 

 

𝐸𝑆(𝑄20):  

  

 

 

 

Dari gambar tersebut dapat ditulis 𝐸𝑆(𝑄20) ≅ 𝐾10 + 5𝐾2  

2.1.8 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua 

 Indeks Zagreb terdiri dari indeks Zagreb pertama dan kedua, didefinisikan 

secara berturut-turut sebagai jumlah kuadrat dari derajat setiap simpul pada suatu 

graf dan sebagai jumlah hasil kali setiap simpul yang terhubung langsung pada 

suatu graf. Keduanya dinotasikan sebagai berikut (Gutman dkk, 2015):  

𝑀1(𝐺) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑣)2

𝑣∈𝑉(𝐺)

 

𝑀2(𝐺) = ∑ deg (𝑢) × 𝑑𝑒𝑔 (𝑣)
𝑣,𝑢∈𝑉(𝐺)

 

Contoh pada suatu graf G berikut  

 

 

  𝐺: 

 

Sehingga dapat diketahui derajat setiap simpul pada graf 𝐺 sebagai berikut:  

Gambar 2.10 Gambar Graf 𝑮 

Gambar 2. 9 Gambar Graf 𝑬𝑺(𝑸𝟐𝟎) 
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deg(𝑎) = 2 

deg(𝑏) = 1 

deg(𝑐) = 2 

deg(𝑑) = 3 

deg(𝑒) = 0 

Selanjutnya akan ditentukan indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf 𝐸𝑆(𝐺) 

𝑀1(𝐺) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑣)2

𝑣∈𝐸𝑆(𝐺)

 

= deg(𝑎)2 + deg(𝑏)2 + deg(𝑐)2 + deg(𝑑)2 + deg (𝑒)2 

= (2)2 + (1)2 + (2)2 + (3)2 + (0)2 

= 4 + 1 + 4 + 9 + 0 

= 18 

𝑀2(𝐺) = ∑ deg (𝑢) × 𝑑𝑒𝑔 (𝑣)
𝑣,𝑢∈𝐸𝑆(𝐷6)

 

= (deg(𝑎) × deg(𝑐)) + (𝑑𝑒𝑔 (𝑎) + deg(𝑑)) + (𝑑𝑒𝑔 (𝑐) + deg(𝑑))

+ (𝑑𝑒𝑔 (𝑏) + deg(𝑑)) 

= (2 × 2) + (2 × 3) + (2 × 3) + (1 × 3) 

= 4 + 6 + 6 + 3 

= 19 

Sehingga diketahui indeks Zagreb pertama dan kedua dari 𝐸𝑆(𝐺) berturut-turut 

adalah 18 dan 19. 

Teorema 2.1 

Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf lengkap berturut 

turut adalah 

𝑀1(𝐾𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)2 
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(Chaluvaraju dkk, 2021) 

𝑀2(𝐾𝑛) =
1

2
𝑛(𝑛 − 1)3 

(Das & Gutman, 2004) 

2.2 Kajian Integritas Topik dengan Al-Qur’an 

 Kitab suci Al-Qur’an disebut sebagai kitab penyempurna dari kitab-kitab 

yang sudah diturunkan sebelumnya. Fungsinya tidak lain adalah sebagai petunjuk 

atau pedoman bagi umat manusia. Salah satu petunjuk disebut dalam Al-Qur’an 

tepatnya pada surat An-Nisa ayat 86 disebutkan.  

Artinya:” Dan apabila kamu dihormati dengan suatu (salam) penghormatan, 

maka balaslah penghormatan itu dengan yang lebih baik, atau balaslah 

(penghormatan itu, yang sepadan) dengannya. Sungguh, Allah memperhitungkan 

segala sesuatu.”(Qs. An-Nisa: 86) 

 

 Tafsir dari ayat tersebut menurut (At-Thabari, 1994) “Doakanlah orang 

yang mendoakanmu dengan baik, dari apa yang ia doakan untuk kamu perintah 

yaitu balaslah penghormatan itu dengan yang serupa”. Dalam ayat tersebut terdapat 

perintah yaitu hendaknya membalas suatu penghormatan dengan yang lebih baik 

atau sepadan, sehingga terjadi momen memberi dan membalas suatu penghormatan. 

Dalam ayat tersebut terdapat perintah Allah agar manusia saling menjaga tali 

persaudaraan, saling menghargai dan saling mengingat sesama. 

 Suatu pemberian dan pembalasan tidak selalu tentang materi, seperti 

yang dijelaskan pada hadis At-Tirmidzi no. 2035, 

مَنْ صُنِعَ إلَِيْهِ مَعْرُوفٌ فَقَالَ لِفَاعِلِهِ جَزَاكَ » -صلى الله عليه وسلم  -مَنْ أسَُامَة بْنِ زَيْدٍ قَالَ قَالَ رَسُولُ اللَّهِ 

)رواه ا لترمذ ي( «َاللَّهُ خَيْرًا فَقدَْ أبَْلَغَ فىِ الثَّنَاءِ    

“Dari Usman bin Zaid radhiyallahu’anhuma, ia berkata, Rosulullah 

shallallahu’alaihi wa salam bersabda, “Barang siapa yang mendapat kebaikan 

dari orang lain, hendaklah dia mengatakan jazakallah khaira,, dia telah 



18 

 

 

Gambar 2.11 Gambar Graf (𝑬𝑺(𝑸𝟖)) 

memaksimalkan memuji orang tersebut””. (Shahih. HR. At-Tirmidzi no. 2035, An-

Nasa’i no. 180, Ibnu Hibban no. 3404). 

 

Sehingga membalas suatu kebaikan orang lain dapat dilakukan dengan beberapa 

bentuk pertama dengan membalas kebaikan sejenis yang telah ia terima, kedua 

membalas lebih banyak dari kebaikan yang telah ia terima, dan ketiga dapat 

membalas dengan mendoakan orang yang telah memberikan kepadanya. Sehingga 

dalam peristiwa pemberian dan pembalasan tidak memaksa membalas suatu 

pemberian dengan hal yang sama dan serupa. Peristiwa saling memberi dan 

membalas dapat direpresentasikan dalam  ilmu teori graf yaitu dengan graf equal 

square yang setiap elemennya terhubung jika a2 = b2 = 𝑒, dimana setiap manusia 

dapat direpresentasikan sebagai 𝑎 dan 𝑏 sedangkan keduanya saling terhubung jika 

hasil kuadrat keduanya 𝑒 yang direpresentasikan sebagai tali silaturahim, rasa 

saling menghargai satu sama lain, dan lain-lain. 

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

 Langkah awal dalam mencari rumusan umum pada indeks Zagreb 

pertama dan kedua adalah dengan menggambar graf. Penelitian ini membahas graf 

𝐸𝑆(𝑄4𝑛) sehingga langkah awal dilakukan dengan menggambar graf 𝐸𝑆(𝑄8). 

 

𝑬𝑺(𝑄8): 

 

 

 

Selanjutnya adalah menentukan derajat pada setiap titik pada graf tersebut 

deg(1) = 1 deg(𝑏) = 5 
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deg(𝑎) = 5 deg(𝑎𝑏) = 5 

deg(𝑎2) = 1 deg(𝑎2𝑏) = 5 

deg(𝑎3) = 5 deg(𝑎3𝑏) = 5 

Kemudian menentukan 𝑀1 dan 𝑀2 pada graf 𝐸𝑆(𝑄8) 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄8) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑣)2

𝑣∈𝐸𝑆(𝑄8)

 

= deg(1)2 + deg(𝑎)2 + deg(𝑎2)2 + deg(𝑎3)2 + deg(𝑏)2

+ deg(𝑎𝑏)2 + deg(𝑎2𝑏)2 + deg(𝑎3𝑏)2 

= (1)2 + (5)2 + (1)2 + (5)2 + (5)2 + (5)2 + (5)2 + (5)2 

= 2(1) + 6(25) 

= 152 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄8) = ∑ deg (𝑢) × 𝑑𝑒𝑔 (𝑣)
𝑣,𝑢∈𝐸𝑆(𝑄8)

 

 = (deg(𝑎) × deg(𝑎3)) + (𝑑𝑒𝑔 (𝑎) × deg(𝑏)) + (𝑑𝑒𝑔 (𝑎) ×

deg(𝑎2𝑏)) + (𝑑𝑒𝑔 (𝑎) × deg(𝑎3𝑏)) + (𝑑𝑒𝑔 (𝑎3) × deg(𝑏)) +

(𝑑𝑒𝑔 (𝑎3) × deg(𝑎𝑏)) + (deg(𝑎3) × deg(𝑎2𝑏)) + (deg(𝑎3) ×

deg(𝑎3𝑏)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎𝑏)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎2𝑏)) + (deg(𝑏) ×

deg(𝑎3b)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎2b)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎3b)) +

(deg(𝑎2b) × deg(𝑎3b)) + (deg (1) × deg (𝑎2)) 

= (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5)

+ (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5)

+ (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (1 × 1) 

= 15(5 × 5) + 1(1 × 1) 

= 376 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

 Penelitian ini dilakukan pendekatan kualitatif, yaitu mendeskripsikan suatu 

rumus umum pada indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal square dari 

grup quaternion diperumum. Jenis penelitian yang dilakukan berupa library 

research atau studi kepustakaan. Sehingga penelitian ini dilakukan dengan 

mengkaji beberapa buku dan jurnal terdahulu yang berhubungan dengan teori graf 

dan struktur aljabar agar dapat menjadi rujukan pada penelitian ini. 

 

3.2 Pra Penelitian 

 Pra penelitian dilakukan dengan mengkaji beberapa referensi seperti jurnal, 

skripsi, dan buku yang terdahulu dan berhubungan dengan indeks dengan basis 

derajat dan graf equal square dari grup quaternion diperumum. Beberapa referensi 

tersebut digunakan sebagai rujukan, referensi dan pelajaran oleh peneliti pada 

skripsi ini. 

 

3.3 Tahapan Penelitian 

Adapun tahap pada penelitian ini adalah: 

1. Menentukan anggota dari grup quaternion diperumum dengan 𝑛 ≥ 2 dengan 

𝑛 = 2, 3, 4, 5 yaitu 𝑄8,  𝑄12,  𝑄16,  𝑄20. 

2. Menggambar graf equal-square dari grup quaternion diperumum 𝑄8. 
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3. Menentukan nilai degree pada setiap simpul di graf equal-square dari grup 

quaternion diperumum 𝑄8.  

4. Menghitung nilai  dan indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal-

square dari grup quaternion diperumum 𝑄8.  

5. Mengulang langkah 1, 2, 3, dan 4 untuk grup quaternion diperumum 

 𝑄12,  𝑄16,  𝑄20. 

6. Merumuskan pola  dan indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal-

square dari grup quaternion diperumum 𝑄8,  𝑄12,  𝑄16,  𝑄20.  

7. Menentukan pola dari indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal-

square dari grup quaternion diperumum 𝑄8,  𝑄12,  𝑄16,  𝑄20. 

8. Membuat konjektur pada pola tersebut dan membuat teorema serta 

pembuktiannya.
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BAB IV  

PEMBAHASAN 

 

 Bab ini berisi pembahasan rumus indeks Zagreb pertama dan kedua pada 

graf equal square dari grup quaternion diperumum. Untuk mengetahui pola indeks 

Zagreb pertama dan kedua pada graf equal square diamati indeks dari 𝑄4𝑛 untuk 

𝑛 ∈ {2,3,4,5}. 

4.1 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari Grup 

Quaternion Diperumum 𝑸𝟒𝒏, 𝒏 ∈ {𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓}  

 Subbab ini membahas beberapa percobaan pada indeks Zagreb pertama dan 

kedua dari 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) dengan 𝑛 = 2, 3, 4, 5 dikarenakan sudah didapatkan dugaan 

pola dan dibuktikan pada subbab berikutnya. 

4.1.1 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari 

Grup Quaternion Diperumum 𝑸𝟖 

Grup quaternion diperumum dengan 𝑛 = 2 (𝑄8) yang terdiri dari 𝑄8 =

{1, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏}. Selanjutnya menentukan elemen yang saling 

terhubung langsung dengan tabel cayley dari 𝑄8 berikut: 

 

Tabel 4. 1 Tabel Cayley dari Grup 𝑸𝟖 

∙ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 
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Gambar 4. 1 Gambar Graf 𝑬𝑺(𝑸𝟖) 

𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎3 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 1 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎 1 𝑎3 𝑎2 

 

Berdasarkan tabel di atas berikut adalah simpul-simpul yang saling terhubung 

langsung: 

1. Simpul  𝑎, 𝑎3, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏  saling terhubung langsung karena 

(𝑎)2 = (𝑎3)2 = (𝑏)2 = (𝑎𝑏)2 = (𝑎2𝑏)2 = (𝑎3𝑏)2 

2. Simpul 1 dan 𝑎2 saling terhubung langsung karena (1)2 = (𝑎2)2 

sehingga membentuk suatu graf equal square dari 𝑄8 

 

 

𝐸𝑆(𝑄8) : 

 

 

 

 

Berdasarkan gambar tersebut dicari derajat titik dari setiap simpul 

𝐷𝑒𝑔 (1) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑏) = 5 

𝐷𝑒𝑔 (𝑎) = 5 𝐷𝑒𝑔 (𝑎𝑏) = 5 

𝐷𝑒𝑔 (𝑎2) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎2𝑏) = 5 

𝐷𝑒𝑔 (𝑎3) = 5 𝐷𝑒𝑔 (𝑎3𝑏) = 5 
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Kemudian menentukan nilai indeks Zagreb pertama dan kedua pada 𝐸𝑆(𝑄8) 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄8) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑣)2

𝑣∈𝐸𝑆(𝑄8)

 

= deg(1)2 + deg(𝑎)2 + deg(𝑎2)2 + deg(𝑎3)2 + deg(𝑏)2

+ deg(𝑎𝑏)2 + deg(𝑎2𝑏)2 + deg(𝑎3𝑏)2 

= (1)2 + (5)2 + (1)2 + (5)2 + (5)2 + (5)2 + (5)2 + (5)2 

= 2(1)2 + 6(5)2 

= 152 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄8) = ∑ deg (𝑢) × 𝑑𝑒𝑔 (𝑣)
𝑣,𝑢∈𝐸𝑆(𝑄8)

 

= (deg(𝑎) × deg(𝑎3)) + (𝑑𝑒𝑔 (𝑎) × deg(𝑏))

+ (𝑑𝑒𝑔 (𝑎) × deg(𝑎𝑏)) + (𝑑𝑒𝑔 (𝑎) × deg(𝑎2𝑏))

+ (𝑑𝑒𝑔 (𝑎) × deg(𝑎3𝑏)) + (𝑑𝑒𝑔 (𝑎3) × deg(𝑏))

+ (deg(𝑎3) × deg(𝑎𝑏)) + (deg(𝑎3) × deg(𝑎2𝑏))

+ (deg(𝑎3) × deg(𝑎3b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑏𝑎))

+ (deg(𝑏) × deg(𝑎2b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎3b))

+ (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎2𝑏)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎3b))

+ (deg(𝑎2𝑏) × deg(𝑎3𝑏)) + (deg (1) × deg (𝑎2)) 

= (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5)

+ (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5)

+ (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (1 × 1) 

= 15(5 × 5) + 1(1 × 1) 

= 375 
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4.1.2 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari 

Grup Quaternion Diperumum 𝑸𝟏𝟐 

Grup quaternion diperumum dengan 𝑛 = 3 (𝑄12) yang terdiri dari 𝑄12 =

{1, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏, 𝑎4𝑏, 𝑎5𝑏}. Selanjutnya menentukan elemen 

yang saling terhubung langsung dengan tabel cayley dari 𝑄12 berikut:  

 

Tabel 4. 2 Tabel Cayley dari Grup 𝑸𝟏𝟐  

∙ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 𝑎4 𝑎5 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

𝑎4 𝑎4 𝑎5 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎5 𝑎5 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 

𝑏 𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎5 𝑎4 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎5 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 1 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎4𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎5𝑏 𝑎 1 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 

𝑎5𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎5 𝑎4 𝑎3 

 

Berdasarkan tabel di atas berikut adalah simpul-simpul yang saling terhubung 

langsung: 
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Gambar 4. 2 Gambar Graf 𝑬𝑺(𝑸𝟏𝟐) 

1. Simpul 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏, 𝑎4𝑏, dan 𝑎5𝑏 saling terhubung langsung karena  

(𝑏)2 = (𝑎𝑏)2 =  (𝑎2𝑏)2 = (𝑎3𝑏)2 = (𝑎4𝑏)2 = ( 𝑎5𝑏)2 

2. Simpul 1 dan 𝑎3 saling terhubung langsung karena (1)2 =  (𝑎3)2 

3. Simpul 𝑎 dan 𝑎4 saling terhubung langsung karena (𝑎)2 = (𝑎4)2 

4. Simpul 𝑎3 dan 𝑎5 saling terhubung langsung karena (𝑎3)2 = (𝑎5)2 

sehingga membentuk suatu graf equal square dari 𝑄12 

 

 

𝐸𝑆(𝑄12): 

 

 

 

 

Berdasarkan gambar tersebut dicari derajat titik dari setiap simpul 

𝐷𝑒𝑔 (1) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑏) = 5 

𝐷𝑒𝑔 (𝑎) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎𝑏) = 5 

𝐷𝑒𝑔 (𝑎2) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎2𝑏) = 5 

𝐷𝑒𝑔 (𝑎3) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎3𝑏) = 5 

𝐷𝑒𝑔(𝑎4) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎4𝑏) = 5 

𝐷𝑒𝑔(𝑎5) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎5𝑏) = 5 

Kemudian menentukan nilai indeks Zagreb pertama dan kedua pada 𝐸𝑆(𝑄12) 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄12) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑣)2

𝑣∈𝐸𝑆(𝑄12)
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= deg(1)2 + deg(𝑎)2 + deg(𝑎2)2 + deg(𝑎3)2 + deg(𝑎4)2

+ deg(𝑎5)2 + deg(𝑏)2 + deg(𝑎𝑏)2 + deg(𝑎2𝑏)2 + deg(𝑎3𝑏)2

+ deg(𝑎4𝑏)2 + deg(𝑎5𝑏)2 

= (1)2 + (1)2 + (1)2 + (1)2 + (1)2 + (1)2 + (5)2 + (5)2

+ (5)2 + (5)2 + (5)2 + (5)2 

= 6(1) + 6(5)2 

= 156 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄12) = ∑ deg (𝑢) × 𝑑𝑒𝑔 (𝑣)
𝑣,𝑢∈𝐸𝑆(𝑄12)

 

= (deg(𝑏) × deg(𝑎𝑏)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎2b))

+ (deg(𝑏) × deg(𝑎3b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎4b))

+ (deg(𝑏) × deg(𝑎5b)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎2𝑏))

+ (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎3b)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎4𝑏))

+ (deg(ab) × deg(𝑎5b)) + (deg(𝑎2b) × deg(𝑎3b))

+ (deg(𝑎2b) × deg(𝑎4b)) + (deg(𝑎2b) × deg(𝑎5b))

+ (deg(𝑎3b) × deg(𝑎4b)) + (deg(𝑎3b) × deg(𝑎5b))

+ (deg(𝑎4b) × deg(𝑎5b)) + (deg(1) × deg(a3))

+ (deg(𝑎) × deg(𝑎4)) + (deg(𝑎2) × deg(𝑎5)) 

= (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5)

+ (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5)

+ (5 × 5) + (5 × 5) + (5 × 5) + (1 × 1) 

= 15(5 × 5) + 3(1 × 1) 

= 378 
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4.1.3 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari 

Grup Quaternion Diperumum 𝑸𝟏𝟔 

Grup quaternion diperumum dengan n = 4 (Q16) yang terdiri dari Q16 =

{1, a, a2, a3, a4, a5, a6, a7, b, ab, a2b, a3b, a4b, a5b, a6b, a7b}. Selanjutnya 

menentukan elemen yang saling terhubung langsung dengan tabel cayley dari 

Q16 berikut: 

Tabel 4. 3 Tabel Cayley dari Grup 𝑸𝟏𝟔 

∙ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

𝑎4 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎5 𝑎5 𝑎6 𝑎7 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 

𝑎6 𝑎6 𝑎7 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 

𝑎7 𝑎7 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 

𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎7 𝑎6 𝑎5 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎7 𝑎6 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎7 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎4𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 1 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎5𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎 1 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 

𝑎6𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 

𝑎7𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 
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Gambar 4. 3 Gambar Graf 𝑬𝑺(𝑸𝟏𝟔) 

Berdasarkan tabel di atas berikut adalah simpul-simpul yang saling terhubung  

langsung: 

1. Simpul 𝑎2, 𝑎6, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏, 𝑎4𝑏, 𝑎5𝑏, 𝑎6𝑏 dan 𝑎7𝑏 saling terhubung 

langsung karena  (𝑎2)2 = (𝑎6)2 = (𝑏)2 = (𝑎𝑏)2 =  (𝑎2𝑏)2 =

(𝑎3𝑏)2 = (𝑎4𝑏)2 = ( 𝑎5𝑏)2 

2. Simpul 1 dan 𝑎4 saling terhubung langsung karena (1)2 =  (𝑎4)2 

3. Simpul 𝑎 dan 𝑎5 saling terhubung langsung karena(𝑎)2 = (𝑎5)2 

4. Simpul 𝑎3 dan 𝑎7 saling terhubung langsung karena (𝑎3)2 = (𝑎7)2 

Sehingga membentuk suatu graf equal square dari 𝑄16 

 

 

𝐸𝑆(𝑄16): 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan gambar tersebut dicari derajat titik dari setiap simpul 

𝐷𝑒𝑔 (1) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔 (𝑎) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔 (𝑎2) = 9 𝐷𝑒𝑔 (𝑎2𝑏) = 9 

𝑎2 

𝑎6 

𝑏 

𝑎𝑏 

𝑎2𝑏 

𝑎3𝑏 

𝑎4𝑏 

𝑎5𝑏 

𝑎6𝑏 

𝑎7𝑏 
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𝐷𝑒𝑔 (𝑎3) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎3𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔(𝑎4) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎4𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔(𝑎5) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎5𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔(𝑎6) = 9 𝐷𝑒𝑔(𝑎6𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔(𝑎7) = 1 𝐷𝑒𝑔(𝑎7𝑏) = 9 

 Kemudian menentukan nilai indeks Zagreb pertama dan kedua pada 𝐸𝑆(𝑄16) 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄16) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑣)2

𝑣∈𝐸𝑆(𝑄16)

 

= deg(1)2 + deg(𝑎)2 + deg(𝑎2)2 + deg(𝑎3)2 + deg(𝑎4)2

+ deg(𝑎5)2 + deg(𝑎6)2 + deg(𝑎7)2 + deg(𝑏)2 + deg(𝑎𝑏)2

+ deg(𝑎2𝑏)2 + deg(𝑎3𝑏)2 + deg(𝑎4𝑏)2 + deg(𝑎5𝑏)2

+ + deg(𝑎6𝑏)2 + deg(𝑎7𝑏)2 

= (1)2 + (1)2 + (5)2 + (1)2 + (1)2 + (5)2 + (1)2 + (1)2 + (5)2

+ (5)2 + (5)2 + (5)2 + (5)2 + (5)2 + (5)2 + (5)2 

= 6(1)2 + 10(9)2 

= 816 

 𝑀2(𝐸𝑆(𝑄16) =  ∑ deg(𝑢) × deg(𝑣)𝑣,𝑢∈𝐸𝑆(𝑄16)  

= (deg(𝑎2) × deg(𝑎6)) + (deg(𝑎2) × deg(𝑏)) + (deg(𝑎2) × deg(𝑎𝑏)) +

(deg(𝑎2) × deg(𝑎2𝑏)) + (deg(𝑎2) × deg(𝑎3𝑏)) + (deg(𝑎2) × deg(𝑎4𝑏)) +

(deg(𝑎2) × deg(𝑎5𝑏)) + (deg(𝑎2) × deg(𝑎6𝑏)) + (deg(𝑎2) × deg(𝑎7𝑏)) +

(deg(𝑎6) × deg(𝑏)) + (deg(𝑎6) × deg(𝑎𝑏)) + (deg(𝑎6) × deg(𝑎2𝑏)) +

(deg(𝑎6) × deg(𝑎3𝑏)) + (deg(𝑎6) × deg(𝑎4𝑏)) + (deg(𝑎6) × deg(𝑎5𝑏)) +

(deg(𝑎6) × deg(𝑎6𝑏)) + (deg(𝑎6) × deg(𝑎7𝑏)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎𝑏)) +

(deg(𝑏) × deg(𝑎2b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎3b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎4b)) +
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(deg(𝑏) × deg(𝑎5b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎6b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎7b)) +

(deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎2𝑏)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎3b)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎4𝑏)) +

(deg(ab) × deg(𝑎5b)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎6𝑏)) + (deg(ab) × deg(𝑎7b)) +

(deg(𝑎2b) × deg(𝑎3b)) + (deg(𝑎2b) × deg(𝑎4b)) + (deg(𝑎2b) × deg(𝑎5b)) +

(deg(𝑎2𝑏) × deg(𝑎6𝑏)) + (deg(a2b) × deg(𝑎7b)) + (deg(𝑎3b) × deg(𝑎4b)) +

(deg(𝑎3b) × deg(𝑎5b)) + (deg(𝑎3b) × deg(𝑎6b)) + (deg(𝑎3b) × deg(𝑎7b)) +

(deg(𝑎4b) × deg(𝑎5b)) + (deg(𝑎4b) × deg(𝑎6b)) + (deg(𝑎4b) × deg(𝑎7b)) +

(deg(𝑎5b) × deg(𝑎6b)) + (deg(𝑎5b) × deg(𝑎7b)) + (deg(𝑎6b) × deg(𝑎7b)) +

(deg(1) × deg(a4)) + (deg(𝑎) × deg(𝑎5)) + (deg(𝑎3) × deg(𝑎7))  

= 45(9 × 9) + 3(1 × 1) 

= 3645 

4.1.4 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari 

Grup Quaternion Diperumum 𝑸𝟐𝟎 

Grup quaternion diperumum dengan 𝑛 = 5 (𝑄20) yang terdiri dari 𝑄20 =

{1, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6, 𝑎7, 𝑎8, 𝑎9, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏, 𝑎4𝑏, 𝑎5𝑏, 𝑎6𝑏, 𝑎7𝑏, 𝑎8𝑏, 𝑎9𝑏}. 

Selanjutnya menentukan elemen yang saling terhubung langsung akan 

ditunjukkan dengan tabel cayley dari 𝑄20 berikut:  

 

∙ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

Tabel 4. 4 Tabel Cayley dari Grup 𝑸𝟐𝟎 
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Berdasarkan tabel di atas berikut adalah simpul-simpul yang saling terhubung 

langsung: 

1. Simpul 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏, 𝑎4𝑏, 𝑎5𝑏, 𝑎6𝑏  𝑎7𝑏, 𝑎8𝑏  dan 𝑎9𝑏 saling 

terhubung langsung karena  (𝑏)2 = (𝑎𝑏)2 =  (𝑎2𝑏)2 = (𝑎3𝑏)2 =

(𝑎4𝑏)2 = ( 𝑎5𝑏)2 =  (𝑎6𝑏)2 = (𝑎7𝑏)2 = (𝑎8𝑏)2 = ( 𝑎9𝑏)2 

2. Simpul 1 dan 𝑎5 saling terhubung langsung karena (1)2 =  (𝑎5)2 

3. Simpul 𝑎 dan 𝑎6 saling terhubung langsung karena (𝑎)2 = (𝑎6)2 

4. Simpul 𝑎2 dan 𝑎7 saling terhubung langsung karena (𝑎2)2 = (𝑎7)2 

5. Simpul 𝑎3 dan 𝑎8 saling terhubung langsung karena (𝑎3)2 = (𝑎8)2 

𝑎4 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎5 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 

𝑎6 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 

𝑎7 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 

𝑎8 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 

𝑎9 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 

𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 

𝑎4𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎5𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎6𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 

𝑎7𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 

𝑎8𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 

𝑎9𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 



33 

 

 

Gambar 4. 4 Gambar Graf 𝑬𝑺(𝑸𝟐𝟎) 

6. Simpul 𝑎4 dan 𝑎9 saling terhubung langsung karena (𝑎4)2 = (𝑎9)2 

Sehingga membentuk suatu graf equal square dari 𝑄20 

 

 

 

𝐸𝑆(𝑄20):  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan gambar tersebut dicari derajat titik dari setiap simpul 

𝐷𝑒𝑔 (1) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔 (𝑎) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔 (𝑎2) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎2𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔 (𝑎3) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎3𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔(𝑎4) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎4𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔(𝑎5) = 1 𝐷𝑒𝑔 (𝑎5𝑏) = 9 

𝑎2𝑏 

𝑎3𝑏 

𝑏 

𝑎𝑏 

𝑎4𝑏 

𝑎5𝑏 

𝑎6𝑏 

𝑎7𝑏 

𝑎8𝑏 

𝑎9𝑏 
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𝐷𝑒𝑔(𝑎6) = 1 𝐷𝑒𝑔(𝑎6𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔(𝑎7) = 1 𝐷𝑒𝑔(𝑎7𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔(𝑎8) = 1 𝐷𝑒𝑔(𝑎8𝑏) = 9 

𝐷𝑒𝑔(𝑎9) = 1 𝐷𝑒𝑔(𝑎9𝑏) = 9 

Kemudian menentukan nilai indeks Zagreb pertama dan kedua pada 𝐸𝑆(𝑄20) 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄20) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑣)2

𝑣∈𝐸𝑆(𝑄20)

 

= deg(1)2 + deg(𝑎)2 + deg(𝑎2)2 + deg(𝑎3)2 + deg(𝑎4)2

+ deg(𝑎5)2 + deg(𝑎6)2 + deg(𝑎7)2 + deg(𝑎8)2 + deg(𝑎9)2

+ deg(𝑏)2 + deg(𝑎𝑏)2 + deg(𝑎2𝑏)2 + deg(𝑎3𝑏)2 + deg(𝑎4𝑏)2

+ deg(𝑎5𝑏)2 + deg(𝑎6𝑏)2 + deg(𝑎7𝑏)2 + deg(𝑎8𝑏)2

+ deg(𝑎9𝑏)2 

= (1)2 + (1)2 + (1)2 + (1)2 + (1)2 + (1)2 + (1)2 + (1)2 + (1)2

+ (1)2 + (9)2 + (9)2 + (9)2 + (9)2 + (9)2 + (9)2 + (9)2 + (9)2

+ (9)2 + (9)2 

= 10(1)2 + 10(9)2 

= 820 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄20) = ∑ deg(𝑢) × deg(𝑣)

𝑣,𝑢∈𝐸𝑆(𝑄20)

 

= (deg(𝑏) × deg(𝑎𝑏)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎2b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎3b)) +

(deg(𝑏) × deg(𝑎4b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎5b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎6b)) +

(deg(𝑏) × deg(𝑎7b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎8b)) + (deg(𝑏) × deg(𝑎9b)) +

(deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎2𝑏)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎3b)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎4𝑏)) +

(deg(ab) × deg(𝑎5b)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎6𝑏)) + (deg(ab) × deg(𝑎7b)) +
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(deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎8b)) + (deg(𝑎𝑏) × deg(𝑎9b)) + (deg(𝑎2b) × deg(𝑎3b)) +

(deg(𝑎2b) × deg(𝑎4b)) + (deg(𝑎2b) × deg(𝑎5b)) + (deg(𝑎2𝑏) × deg(𝑎6𝑏)) +

(deg(a2b) × deg(𝑎7b)) + (deg(𝑎2𝑏) × deg(𝑎8b)) + (deg(𝑎2𝑏) × deg(𝑎9b)) +

(deg(𝑎3b) × deg(𝑎4b)) + (deg(𝑎3b) × deg(𝑎5b)) + (deg(𝑎3b) × deg(𝑎6b)) +

(deg(𝑎3b) × deg(𝑎7b)) + (deg(𝑎3𝑏) × deg(𝑎8b)) + (deg(𝑎3𝑏) × deg(𝑎9b)) +

(deg(𝑎4b) × deg(𝑎5b)) + (deg(𝑎4b) × deg(𝑎6b)) + (deg(𝑎4b) × deg(𝑎7b)) +

(deg(𝑎4𝑏) × deg(𝑎8b)) + (deg(𝑎4𝑏) × deg(𝑎9b)) + (deg(𝑎5b) × deg(𝑎6b)) +

(deg(𝑎5b) × deg(𝑎7b)) + (deg(𝑎5𝑏) × deg(𝑎8b)) + (deg(𝑎5𝑏) × deg(𝑎9b)) +

(deg(𝑎6b) × deg(𝑎7b)) + (deg(𝑎7𝑏) × deg(𝑎8b)) + (deg(𝑎7𝑏) × deg(𝑎9b)) +

(deg(𝑎8𝑏) × deg(𝑎9b)) + (deg(1) × deg(a5)) + (deg(𝑎) × deg(𝑎6)) +

(deg(𝑎2) × deg(𝑎7)) + (deg(𝑎3) × deg(𝑎8)) + (deg(𝑎4) × deg(𝑎9))  

= 45(5 × 5) + 5(1 × 1) 

= 3650 

 

Berdasarkan percobaan graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) di atas terdapat dua pola berbeda pada graf 

equal square dari grup quaternion diperumum (𝐸𝑆(𝑄4𝑛)), yaitu 𝑛 genap dan 𝑛 

ganjil yang dirangkum dalam tabel berikut.  

Tabel 4. 5 Tabel pola 𝑬𝑺(𝑸𝟒𝒏) 

 

𝑛 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) 

Genap   

2 

 

𝐸𝑆(𝑄8) ≅

𝐾6 + 𝐾2. 
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Sehingga didapatkan dugaan konjektur berikut 

𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2(𝑛+1) + (𝑛 − 1)𝐾2, dengan 𝑛 genap 

𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2𝑛 + 𝑛𝐾2, dengan 𝑛 ganjil 

4 

 

𝐸𝑆(𝑄16) ≅

𝐾10 + 3𝐾2. 

Ganjil 

3  𝐸𝑆(𝑄12  )

≅ 𝐾6

+ 3𝐾2 

5  

 

𝐸𝑆(𝑄15 ) ≅

𝐾10 + 5𝐾2. 

𝑏 

𝑎6 

𝑎2 

𝑎7𝑏 

𝑎6𝑏 

𝑎5𝑏 

𝑎3𝑏 

𝑎2𝑏 

𝑎𝑏 

𝑎4𝑏 

1 𝑎 𝑎3 

𝑎5 𝑎4 𝑎7 

𝑏 

𝑎6 

𝑎2 𝑎7𝑏 

𝑎6𝑏 

𝑎5𝑏 

𝑎3𝑏 

𝑎2𝑏 

𝑎𝑏 

𝑎4𝑏 

1 𝑎 𝑎3 

𝑎5 

𝑎4 

𝑎7 𝑎8 𝑎9 

𝑎8𝑏 

𝑎9𝑏 
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akan dibuktikan pada lemma dari graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) berikut:  

Proposisi 4.1 

Misal 𝑄4𝑛 dibangun oleh 〈𝑎, 𝑏〉. Maka  𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−1. 

Misal 𝑃(𝑖) :” 𝑏 ∙ 𝑎𝑖 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−𝑖” 

Maka 𝑃(1) benar, karena 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−1. 

Asumsikan 𝑃(𝑘) benar, artinya  𝑏 ∙ 𝑎𝑘 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−𝑘. 

Akan ditunjukkan benar bahwa 𝑏 ∙ 𝑎𝑘+1 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−(𝑘+1) 

Maka  

(𝑏 ∙ 𝑎𝑘 ∙ 𝑏−1) = 𝑎−𝑘 

⇔ (𝑏 ∙ 𝑎𝑘 ∙ 𝑏−1 ∙ 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1) = 𝑎−𝑘(𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1) 

⇔ (𝑏 ∙ 𝑎𝑘 ∙ 𝑏−1 ∙ 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1) = 𝑎−𝑘(𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1) 

⇔ 𝑏 ∙ 𝑎𝑘 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−𝑘 ∙ 𝑎−1 

⇔ 𝑏 ∙ 𝑎𝑘+1 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−(𝑘+1) 

Terbukti 𝑃(𝑘 + 1) benar, sehingga 𝑃(𝑖) benar untuk setiap 𝑖 ∈ ℕ. 

Proposisi 4.2 

Misalkan 𝑛 ∈ ℕ dan 𝒏 genap, maka  

𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2(𝑛+1) + (𝑛 − 1)𝐾2, sehingga: 

Bukti : 

a) Misalkan 𝑋1 = {𝑎
𝑛

2 , 𝑎
𝑛

2
+𝑛, 𝑎0𝑏, 𝑎1𝑏, … , 𝑎𝑛−1𝑏}, akan ditunjukkan 𝑋1 

membangun 𝐾2(𝑛+1). 

1. Akan dibuktikan 𝑎𝑖𝑏 terhubung langsung dengan 𝑎𝑗𝑏, 𝑖 ≠

𝑗 dan ∀𝑖, 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1. Maka (𝑎𝑖𝑏)
2

= 𝑎𝑖𝑏 ∙ 𝑎𝑖𝑏 = 𝑎𝑖 ∙ 𝑏 ∙

𝑎𝑖 ∙ (𝑏−1 ∙ 𝑏2) = 𝑎𝑖 ∙ (𝑏 ∙ 𝑎𝑖 ∙ 𝑏−1) ∙ 𝑏2 = 𝑎𝑖 ∙ 𝑎−𝑖 ∙ 𝑏2 =
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𝑏2 dengan demikian 𝑎𝑖𝑏 terhubung langsung dengan 𝑎𝑗𝑏 dengan 

𝑖 ≠ 𝑗. 

2. Akan dibuktikan 𝑎𝑖𝑏 terhubung langsung dengan 𝑎
𝑛

2  dan 𝑎
𝑛

2
+𝑛

 

untuk setiap = 0,1,2, ⋯ , n − 1 . Pada bukti (1) (𝑎𝑖𝑏)
2
 = 𝑏2 =

𝑎𝑛 = (𝑎
𝑛

2)
2

untuk (𝑎𝑖𝑏)
2
 = 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛 ∙ 𝑎2𝑛 = 𝑎𝑛+2𝑛 = (𝑎

𝑛

2
+𝑛)

2

. 

Sehingga 𝑎𝑖𝑏 terhubung langsung dengan 𝑎
𝑛

2  dan 𝑎
𝑛

2
+𝑛

 karena 

(𝑎𝑖𝑏)
2

= (𝑎
𝑛

2)
2

= (𝑎
𝑛

2
+𝑛)

2

= 𝑎𝑛. 

Sehingga terbukti 𝑋1 membangun 𝐾2(𝑛+1). 

b) Misalkan 𝑋2 = 𝑄4𝑛 ∖ 𝑋1 , akan ditunjukkan 𝑋2 membangun (𝑛 −

1)𝐾2. Misalkan 𝑎𝑖  terhubung langsung dengan 𝑎𝑗  dengan 𝑖 ≠ 𝑗 

dan ∀𝑖, 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1. Maka (𝑎𝑖)
2

= (𝑎𝑗)
2

⟺ 𝑎2𝑖 = 𝑎2𝑗 ⟺

2𝑖 = 2𝑗 ⇒ 2𝑖 = 2𝑛 + 2𝑗 ⇒ 𝑖 = 𝑛 + 𝑗. Sehingga dibuktikan 𝑎𝑖  

terhubung langsung dengan 𝑎𝑗 hanya jika 𝑖 = 𝑛 + 𝑗 

Sehingga terbukti graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) dengan 𝑛 ∈ ℕ dan 𝒏 genap, dibangun oleh dua 

subgraf yaitu 𝐾2(𝑛+1) dan (𝑛 − 1)𝐾2. 

Proposisi 4.3 

Misalkan 𝑛 ∈ ℕ dan 𝒏 ganjil, maka 

𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2𝑛 + 𝑛𝐾2, sehingga: 

Bukti: 

a) Misalkan 𝑦1 = { 𝑎0𝑏, 𝑎1𝑏, … , 𝑎𝑛−1𝑏}, akan ditunjukkan 𝑦1 membangun 

𝐾2𝑛. Maka 𝑎𝑝𝑏 terhubung langsung dengan 𝑎𝑞𝑏 untuk setiap 𝑝 ≠ 𝑞 dan 

∀𝑝, 𝑞 = 0,1,2, ⋯ , 𝑛 − 1. Maka (𝑎𝑝𝑏)2 = 𝑎𝑝𝑏 ∙ 𝑎𝑝𝑏 = 𝑎𝑝 ∙ 𝑏 ∙ 𝑎𝑝 ∙
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(𝑏−1 ∙ 𝑏2) = 𝑎𝑝 ∙ (𝑏 ∙ 𝑎𝑝 ∙ 𝑏−1) ∙ 𝑏2 = 𝑎𝑝 ∙ 𝑎−𝑝 ∙ 𝑏2 = 𝑏2. Sehingga 

setiap unsur pada 𝑦1 membangun 𝐾2𝑛 karena  (𝑎𝑝𝑏)2 = 𝑏2 = (𝑎𝑞𝑏)2 

dengan 𝑝 ≠ 𝑞. 

b) Misalkan 𝑦2 = {1, 𝑎, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−1} , akan ditunjukkan 𝑦2 membangun 

𝑛𝐾2. Sedemikian hingga setiap unsur pada 𝑦2 dapat dimisalkan 𝑎𝑝 dan 

𝑎𝑞 . Andaikan 𝑎𝑝 terhubung langsung dengan 𝑎𝑞 (𝑎𝑝)2 = (𝑎𝑞)2 ⟺

𝑎2𝑝 = 𝑎2𝑞 ⟺ 2𝑝 = 2𝑞 ⇒ 2𝑝 = 2𝑛 + 2𝑞 ⇒ 𝑝 = 𝑛 + 𝑞. Sehingga 

dibuktikan 𝑎𝑝 terhubung langsung dengan 𝑞 hanya jika 𝑝 = 𝑛 + 𝑞. 

Sehingga terbukti graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) dengan 𝑛 ∈ ℕ dan 𝒏 genap, dibangun oleh dua 

subgraf yaitu 𝐾2𝑛 dan 𝑛𝐾2. 

4.2 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari Grup 

Quaternion 𝑬𝑺(𝑸𝟒𝒏) 

 Subbab 4.1 dilakukan beberapa percobaan pada grup 𝑸𝟒𝒏, sehingga pada 

subbab ini akan membahas formula umum indeks Zagreb pertama dan kedua dari 

graf  𝐸𝑆(𝑄4𝑛), untuk mempermudah dalam pencarian formula akan dibuat tabel 

perhitungan yang sudah diperoleh saat percobaan. 

Tabel 4. 6 Tabel Indeks 𝑴𝟏 dan 𝑴𝟐 pada 𝑬𝑺(𝑸𝟒𝒏), 𝒏 Genap 

𝑛 𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) 𝑀1 𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) 𝑀2 

2 6(5)2 + 2(1)2 152 15(5 × 5) + 1(1 × 1) 376 

4 10(9)2 + 6(1)2 816 45(9 × 9) + 3(1 × 1) 3.648 

Tabel 4. 7 Tabel Indeks 𝑴𝟏 dan 𝑴𝟐 pada Graf 𝑬𝑺(𝑸𝟒𝒏), 𝒏 Ganjil 

𝑛 𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) 𝑀1 𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) 𝑀2 

3 6(5)2 + 6(1)2 156 15(5 × 5) + 3(1 × 1) 378 
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5 10(9)2 + 10(1)2 820 45(9 × 9) + 5(1 × 1) 3.650 

 

Berdasarkan beberapa percobaan diatas, akan dibuat beberapa teorema berikut: 

Proposisi 4.1 

Misalkan 𝑛 ∈ ℕ dan 𝑛 genap, rumus umum indeks Zagreb pertama dan kedua 

pada graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) adalah  

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = (2(𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)2) + ((𝑛 − 1) ∙ 2) 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = ((𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)3) + (𝑛 − 1) 

Bukti: 

a) Graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) yang terdiri dari dua subgraf lengkap sehingga indeks Zagreb 

pertama adalah 𝑀1(𝐾𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)2 (Teorema 2. 1), maka 𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) 

adalah 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 𝑀1(𝐾2(𝑛+1)) + (𝑛 − 1) ∙ 𝑀1(𝐾2) 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = (2(𝑛 + 1) ∙ (2(𝑛 + 1) − 1)2) + (𝑛 − 1(2(2 − 1)2)) 

= (2(𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 2 − 1)2) + ((𝑛 − 1) ∙ (2(1)2)) 

= (2(𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)2) + ((𝑛 − 1) ∙ 2) 

Sehingga indeks Zagreb pertama adalah  

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = (2(𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)2) + ((𝑛 − 1)2) 

b) Untuk indeks Zagreb kedua dari graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) yang terdiri dari dua subgraf 

lengkap sehingga indeks Zagreb kedua adalah 𝑀2(𝐾𝑛) =
1

2
𝑛(𝑛 − 1)3 

(Teorema 2. 1), maka 𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) adalah 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 𝑀2(𝐾2(𝑛+1)) + (𝑛 − 1) ∙ 𝑀2(𝐾2) 
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𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = (
1

2
∙ 2(𝑛 + 1) ∙ (2(𝑛 + 1) − 1)3)

+ ((𝑛 − 1) ∙
1

2
∙ 2(2 − 1)3) 

= ((𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 2 − 1)3) + ((𝑛 − 1) ∙ (1)3) 

= ((𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)3) + (𝑛 − 1) 

 Sehingga indeks Zagreb kedua adalah  

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = ((𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)3) + (𝑛 − 1) 

Proposisi 4.2 

Misalkan 𝑛 ∈ ℕ dan 𝑛 ganjil, rumus umum indeks Zagreb pertama dan kedua 

pertama dan kedua pada graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) adalah  

𝑀1𝐸𝑆(𝑄4𝑛) = 2𝑛(2𝑛 − 1)2 + (𝑛 ∙ 2) 

𝑀2𝐸𝑆(𝑄4𝑛) = 𝑛(2𝑛 − 1)3 + 𝑛 

Bukti: 

a) Graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) yang terdiri dari dua subgraf lengkap sehingga indeks Zagreb 

pertama adalah 𝑀1(𝐾𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)2 (Teorema 2. 1), maka 𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) 

adalah  

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 𝑀1(𝐾2𝑛) + 𝑛 ∙ 𝑀1(𝐾2) 

= (2𝑛(2𝑛 − 1)2) + (𝑛 ∙ 2(2 − 1)2) 

= (2𝑛(2𝑛 − 1)2) + (𝑛 ∙ 2) 

sehingga indeks Zagreb pertama adalah 

𝑀1𝐸𝑆(𝑄4𝑛) = 2𝑛(2𝑛 − 1)2 + (𝑛 ∙ 2) 
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b) Untuk indeks Zagreb kedua dari graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛) yang terdiri dari dua subgraf 

lengkap sehingga indeks Zagreb kedua adalah 𝑀2(𝐾𝑛) =
1

2
𝑛(𝑛 − 1)3 

(Teorema 2. 1), maka 𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) adalah 

𝑀2(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 𝑀2(𝐾2𝑛) + 𝑛 ∙ 𝑀2(𝐾2) 

= (
1

2
2𝑛 ∙ (2𝑛 − 1)3) + 𝑛. (

1

2
2(2 − 1)3) 

= (𝑛 ∙ (2𝑛 − 1)3) + 𝑛. (1)3 

= (𝑛 ∙ (2𝑛 − 1)3) + 𝑛 

Sehingga indeks Zagreb kedua adalah 𝑀2𝐸𝑆(𝑄4𝑛) = 𝑛(2𝑛 − 1)3 + 𝑛 

4.3 Integrasi Hasil Penelitian dengan Kajian Keislaman 

 Sebagaimana yang sudah dijelaskan pada subbab  2.2 kajian teori graf 

dengan surat An- Nisa ayat 86 berikut: 

Artinya:” Dan apabila kamu dihormati dengan suatu (salam) penghormatan, 

maka balaslah penghormatan itu dengan yang lebih baik, atau balaslah 

(penghormatan itu, yang sepadan) dengannya. Sungguh, Allah memperhitungkan 

segala sesuatu.”(Qs. An-Nisa: 86) 

 

Ayat tersebut berisi tentang  apa tindakan kita ketika diberikan satu penghormatan 

oleh orang lain, yaitu dengan membalas suatu penghormatan itu sendiri dengan 

yang lebih baik atau sepadan.  

 Kemudian cara membalas suatu penghormatan dijelaskan pada hadis At-

tirmidzi no 2035 yaitu: 

مَنْ صُنِعَ إلَِيْهِ مَعْرُوفٌ فَقَالَ لِفَاعِلِهِ جَزَاكَ » -الله عليه وسلم صلى  -مَنْ أسَُامَة بْنِ زَيْدٍ قَالَ قَالَ رَسُولُ اللَّهِ 

)رواه ا لترمذ ي( «َاللَّهُ خَيْرًا فَقدَْ أبَْلَغَ فىِ الثَّنَاءِ    

Dari Usman bin Zaid radhiyallahu’anhuma, ia berkata, Rosulullah 

shallallahu’alaihi wa salam bersabda, “Barang siapa yang mendapat kebaikan 

dari orang lain, hendaklah dia mengatakan jazakallah khaira,, dia telah 
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memaksimalkan memuji orang tersebut””. (Shahih. HR. At-Tirmidzi no. 2035, An-

Nasa’i no. 180, Ibnu Hibban no. 3404) 

 

Ada tiga bentuk dalam membalas suatu pemberian yang pertama yaitu jika 

memungkinkan membalas pemberian dengan sesuatu yang lebih baik, yang kedua 

yaitu membalas suatu pemberian dengan sesuatu yang sepadan atau bernilai sama, 

kemudian yang terakhir yaitu jika tidak memungkinkan membalas suatu pemberian 

maka doakanlah jazakallah khaira. Sehingga jika memang keadaanya tidak 

memungkinkan untuk membalas suatu pemberian kita sudah dianggap 

memaksimalkan membalas suatu pemberian dengan mengatakan jazakallah khaira 

yang berarti Semoga Allah membalasmu dengan kebaikan. 

 Dua titik saling terhubung pada graf equal square jika memiliki hasil 

kuadrat yang sama. Kemudian keterhubungan antara titik tersebut membentuk 

suatu graf equal square, seperti yang sudah ditunjukkan pada bab sebelumnya. 

Sehingga integrasi terhadap kajian keislaman yaitu setiap manusia akan saling 

terhubung dengan saling menghargai suatu pemberian. Sehingga dapat 

digambarkan sebagai berikut: 

 

 

 

 Gambar di atas adalah subgraf pada graf 𝐸𝑆(𝐷8) yaitu simpul 1 dan 𝑎2 

saling terhubung karena memiliki hasil kuadrat yang sama, seperti halnya dengan 

suatu pemberi dan penerima saling terhubung dikarenakan suatu salam 

penghormatan.  Sehingga  pada graf 𝐸𝑆(𝐷8) terdapat titik-titik saling terhubung 

1 𝑎2 

Pemberi

Type equation here. 

Penerima 

Gambar 4. 5 Gambar Subgraf 𝑬𝑺(𝑫𝟖) dan Kajian Integrasi 
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satu sama lain, sama dengan setiap manusia  akan saling memiliki titik 

keterhubungan satu sama lain. 

 Surat Al-Hujurat  ayat 10 memiliki arti bahwa setiap orang-orang yang 

beriman itu bersaudara, sebagaimana berikut: 

Artinya: “Orang-orang yang beriman itu sesungguhnya bersaudara. Sebab itu 

damaikanlah (perbaiki hubungan) antara kedua saudaramu itu dan takutlah 

terhadap Allah, Supaya kamu mendapatkan rahmat.” 

 

Dari ayat tersebut diketahui bahwa semua orang yang beriman itu bersaudara, 

karena setiap orang saling terhubung maka keterhubungan setiap orang  tersebut 

dapat direpresentasikan sebagai himpunan simpul pada suatu graf. 

 Dalam menentukan indeks Zagreb pertama dan kedua perlu dicari derajat 

setiap simpul, yaitu berapa banyak sisi yang terhubung dengan simpul tersebut.  

Keterhubungan setiap orang jika direpresentasikan dalam ayat tersebut dapat dilihat 

melalui derajat titiknya. Sehingga dapat dilihat berapa banyak orang yang saling 

terhubung satu sama lain.
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan pembahasan pada bab IV didapat pola umum pada graf equal 

square dari grup quaternion diperumum (𝐸𝑆(𝑄4𝑛)), yaitu pola untuk 𝑛 ganjil dan 

𝑛 genap diuraikan sebagai berikut: 

𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2(𝑛+1) + (𝑛 − 1)𝐾2, dengan 𝑛 genap 

𝐸𝑆(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2𝑛 + 𝑛𝐾2, dengan 𝑛 ganjil 

Sehingga diperoleh dua formula umum indeks zagreb pada 𝐸𝑆(𝑄4𝑛), berikut: 

1. Indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛), 𝑛 genap 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛))  = (2(𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)2) + ((𝑛 − 1) ∙ 2) 

𝑀2 (𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = ((𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)3
) + (𝑛 − 1) 

2. Indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf 𝐸𝑆(𝑄4𝑛), 𝑛 ganjil 

𝑀1 (𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 2𝑛(2𝑛 − 1)2 + (𝑛 ∙ 2) 

𝑀2 (𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 𝑛(2𝑛 − 1)3 + 𝑛 

5.2 Saran 

 Pembahasan pada penelitian ini berisi tentang indeks Zagreb pertama dan 

kedua pada graf equal square dari grup quaternion diperumum. Penelitian 

selanjutnya diharap membahas tentang indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf 

equal square yang dibangun oleh grup lainnya. 
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