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ABSTRAK

Zahra, Shalsabilla Az, 2022. Indeks Zagreb pertama dan kedua pada Graf Equal
Square dari Grup Quaternion Diperumum. Skripsi. Program Studi
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana
Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si. (1)
Erna Herawati, M.Pd.

Kata kunci: Indeks Zagreb pertama dan kedua, Graf Equal Square, Grup Quaternion
Diperumum

Grup Quaternion diperumum (Q,4,) adalah grup dengan order grup 4n yang
dibangun  oleh  elemen  (a,b) dapat didefinisikan  sebagai = Q4, =

(a,blazn =e b’=a" b-a-b ‘= a_1> untuk e identitas, n > 2, n € N. Graf equal

square yang dibangun dari grup quaternion diperumum (ES(Q,,)) adalah graf dengan
himpunan simpulnya adalah semua elemen grup Q,,,, misal x,y € V(Q4;), x dan y saling
terhubung langsung jika dan hanya jika x? = y?2. Penelitian ini difokuskan pada formula
umum indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf (ES(Q.,)). Metode yang digunakan
yaitu menunjukkan isomorfisma (ES(Q4r)) pada ES(Qsn) = Kane1y + (n — DKy, n
genap dan ES(Q4,) = K,, + n K,,n ganjil sehingga terdapat dua formula umum pada M,
dan M,. Hasil dari penelitian ini adalah:

1. Indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf ES(Q,,), n genap

Mi(ES(Qun)) = 2(n+1)-2n+ D) +(n-1)-2)
My(ESQu)) = ((n+ 1D -@2n+ 13+ (n—1)
2. Indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf ES(Q4,), n ganjil
M1(ES(Q4n)) = 2n(2n—1)2 + (n- 2)
My(ES(Q4n)) =n(2n—1)% +n

Xiii



ABSTRACT

Zahra, Shalsabilla Az, 2022. The First and The Second Zagreb Indices of the Equal
Square Graph form a Generalized Quaternion Group. Thesis. Mathematics
Study Program, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam Maulana
Malik Ibrahim Malang. Supervisor: (I) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si. (1) Erna
Herawati, M.Pd.

Keywords: First and second Zagreb Index, Equal Square Graph, Generalization
Quaternion Group

A generalized Quaternion group Q,,, is a group with a 4n group order constructed
by the elemen {a,b) And can be defined as
Q4n=<a,b|a2" =e b =a" b-a-b = a‘1> where the e is identity, n > 2,and n €
N. An equal square graph of the quaternion group ES(Q,,) is a graph where the set of
vertices is all elements of the Q,,, group, e.9.x,y € V(Q4,), x and y are adjacent iff x> =
y?2. The study focused on the general formula of the first and second Zagreb indices on
graphs (ES(Q4y)). The method is use to show isomorphism of (ES(Q4y)) There is
ES(Qun) = Ky(ne1) + (n— DKy, neven and ES(Q4y) = Kz, +n K, n 0dd so that there
are two general formulas in M, and M,. The results of this study are:

1. The first and second Zagreb indices on the ES(Q,,,) graph, n even
Mi(ES(Qun)) = 2(n+1)-2n+ D) +(n—-1)-2)
My(ES(Qun)) = ((n+1)-2n+ 1))+ (n— 1)

2. The first and second Zagreb indices on the ES(Q,,) graph, n odd

M1(ES(Q4n)) = 2n(2n—1)2 + (n- 2)
My(ES(Q4n)) =n(2n—1)% +n

Xiv
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf adalah salah satu cabang keilmuan matematika yang
merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek tersebut (Munir,
2012). Pola keterhubungan antar manusia adalah salah satu contoh permasalahan
yang dapat direpresentasikan menggunakan ilmu teori graf. Pola keterhubungan
antar manusia juga disebutkan dalam Al-Qur’an surat An-nisa ayat 86:

“Dan apabila kamu dihormati dengan suatu (salam) penghormatan, maka balaslah
penghormatan itu dengan yang lebih baik, atau balaslah (penghormatan itu, yang
sepadan) dengannya. Sungguh, Allah memperhitungkan segala sesuatu.”

Menurut tafsir At-Thabari (1994) arti ayat “balaslah penghormatan itu
dengan yang lebih baik atau yang sepadan dengannya” memiliki arti tafsir
“Doakanlah orang yang mendoakanmu dengan baik, dari apa yang ia doakan untuk
kamu dan balaslah penghormatan dengan sepadan”. Tafsir dari ayat tersebut dapat
disimpulkan bahwa Allah memerintah untuk saling menjaga hubungan kepada
sesama manusia. Hal tersebut dapat direpresentasikan dalam teori graf yaitu setiap
manusia adalah objek diskrit kemudian diperintahkan saling menjaga hubungan
baik agar terjadi keterhubungan antar objek tersebut.

Suatu graf G adalah pasangan himpunan (V(G), E(G)), dengan V(G)
adalah suatu himpunan tak kosong dari semua simpul pada graf G dinotasikan
sebagai V dan E(G) adalah suatu himpunan dari sisi pada graf G yang berisi

pasangan tak berurutan dari simpul berbeda pada V (yang mungkin kosong).



Misalkan u dan v adalah dua simpul berbeda pada G kemudian u dan v saling
terhubung langsung sehingga disebut sebagai sisi e (Abdussakir dkk, 2009).

Seiring majunya zaman dan banyaknya pengaplikasian teori graf dalam
berbagai bidang membuat perkembangannya banyak menemukan rumusan-
rumusan baru. Penelitian tentang teori graf sering dikaitkan dengan teori aljabar
abstrak, salah satunya membahas graf yang dibangun dari grup. Beberapa contoh
graf yang dibangun dari grup yaitu graf non comuting yang pertama kali dikenalkan
pada penelitian (Abdollahi, 2006), dan graf konjugasi pada penelitian (Erfanian &
Tolue, 2012). Penelitian tentang graf yang dibangun oleh suatu grup terus
dikembangkan seperti (Bariyah, 2019) yang membahas tentang graf komutatif pada
grup generalisasi quaternion, kemudian (Ulum, 2020) yang membahas graf
konjugasi dan menghasilkan rumus umum dari indeks jumlah jarak eksentris dari
komplemen graf konjugasi dari grup quaternion diperumum.

Penelitian ini membahas graf equal square hasil penelitian Rehman yang
membahas graf equal square dari beberapa grup yaitu grup dihedral, grup siklik,
dan grup berhingga. Rehman mendefinisikan graf equal-suare dari suatu grup G
sebagai graf dengan himpunan titiknya adalah semua unsur dari grup G dan dua
titik a, b € G saling terhubung langsung jika dan hanya jika a? = b2. Graf equal
square pada suatu grup berhingga G dapat dinotasikan sebagai ES(G). (Rehman
dkk, 2002)

Teori graf sudah dikenalkan sejak tahun 1736 sehingga sampai saat ini
memiliki banyak aplikasi dalam berbagai bidang. Seperti pengaplikasian teori graf
pada bidang ilmu biologi digunakan untuk pemetaan DNA, pada bidang ilmu

komputer sebagai keamanan jaringan, kemudian pada bidang ilmu kimia digunakan



untuk memberikan karakteristik sifat dari suatu molekul atau deskripsi molekul
(Chaluvaraju dkk, 2020).

Aplikasi ilmu teori graf pada bidang kimia dilakukan dengan
merepresentasikan simpul sebagai atom suatu molekul, sedangkan sisi atau simpul
yang saling terhubung direpresentasikan sebagai ikatan kimia. Indeks topologi,
sebagai bentuk variasi dari ilmu teori graf, digunakan sebagai parameter sterik yang
berfungsi untuk mengevaluasi terhadap toksisitas dan memprediksi aktivitas
biologi pada molekul tersebut (Saleh, 2015).

Penelitian ini membahas tentang Indeks Zagreb, indeks Zagreb terdiri
dari indeks Zagreb pertama dan kedua. Keduanya dideskripsikan secara berturut-
turut yaitu jumlah kuadrat dari derajat titik dan jumlah hasil kali dari dua titik yang
terhubung langsung dalam suatu graf. Indeks Zagreb pertama kali dikenalkan lebih
dari 40 tahun lalu, sehingga indeks ini disebut indeks yang paling banyak dipelajari
dan memiliki aplikasi yang baik dalam teori graf molekuler (Sarkar dkk, 2017).

Penelitian indeks topologi sudah banyak dikaji sebelumnya, sama halnya
penelitian mengenai indeks Zagreb pertama dan kedua. Beberapa penelitian yang
membahas indeks Zagreb pertama dan kedua adalah (Wati, 2020) melakukan
penelitian yang membahas indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf pembagi
nol total dari ring komutatif (Das & Nam, 2014) yang membahas indeks Zagreb
pertama dan kedua mengenai hubungan antara indeks Zagreb pertama dan kedua
pertama dan kedua.

Merujuk pada penelitian sebelumnya, pada penelitian ini mengkaji
indeks Zagreb pertama dan kedua. Graf yang digunakan adalah graf equal square

dari grup quaternion diperumum Q,,,, untuk suatu n € N. Hasil dari penelitian ini



adalah formula umum dan indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal
square dari grup quaternion diperumum.
1.2 Rumusan Masalah
Bagaimana menentukan formula indeks Zagreb pertama dan kedua dari
equal square dari grup quaternion diperumum?
1.3 Tujuan Penelitian
Mengetahui formula indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal-
square dari grup quaternion diperumum.
1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan memberikan manfaat sebagai berikut:
1. Manfaat bagi penulis adalah memperluas wawasan dalam struktur aljabar
dan teori graf.
2. Manfaat bagi mahasiswa UIN Maulana Malik Ibrahim Malang sebagai
tambahan pengetahuan dalam ilmu teori Graf.
3. Manfaat bagi lembaga untuk penelitian indeks Zagreb pertama dan kedua
pada graf equal-square dari grup quaternion diperumum diharapkan dapat
menjadi rujukan untuk penelitian selanjutnya.

1.5 Batasan masalah

Batasan masalah pada penelitian ini adalah grup Q,,, dengan n > 2, dan
n € N. Penelitian ini hanya mengamati Qg, Q4,, Q1¢, Q20 dikarenakan sudah didapat
pola dari graf equal square sehingga dapat dirumuskan formula umum dari indeks

Zagreb pertama dan kedua.
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KAJIAN TEORI

2.1 Kajian Teori Pendukung
2.1.1 Grup
Misalkan G adalah himpunan dan = dilambangkan sebagai operasi pada

G. Sehingga G disebut grup jika memenuhi empat kondisi berikut:

1. Operasi * pada G tertutup. Misalkan a,b € G makaa * b € G

2. Operasi * asosiatif, artinya

Va,b,ceG,(a*b)*xc=ax(b*c)
3. G memiliki elemen identitas yaitu e, artinya
(Be€eG)(VaeG)exa=axe=a
4. G memiliki invers, artinya
VaeG@AateG)ax(@H =@ a=e
(Gilbert & Gilbert 1984)
Contoh:
Himpunan bilangan bulat Z dengan operasi + disebut grup jika

memenuhi empat syarat berikut:

1. Z tertutup pada operasi +, untuk setiap a,b € Z, makaa + b € Z.

2. Operasi + pada Z asosiatif, artinya untuk setiap a, b, c € Z maka berlaku

(a+b)+c=a+ (b+0).
3. Z mempunyai elemen identitas yaitu 0.
4. Setiap elemen Z mempunyai invers, misal a € Z maka terdapat a™! € Z

sedemikian hingga a + (—a) = (—a) + a = 0.



Sehingga Z adalah grup.
2.1.2 Grup Quaternion

Grup quaternion merupakan ekstensi dari bilangan-bilangan kompleks
yang tidak komutatif, yang dapat diaplikasikan dalam mekanika tiga dimensi. Grup
quaternion dapat dituliskan sebagai x = x, + xe; + xe, + x3esz, untuk xy, x,, x5
adalah bilangan asli dan e, e,, e; adalah vektor-vektor satuan yang berturut turut
searah dengan sumbu X*,Y*,Z*. i,j, k tidak digunakan untuk melambangkan
vektor pada grup quaternion pada penelitian ini, dikarenakan i, j, k akan digunakan
untuk melambangkan bagian imajiner pada bilangan kompleks. Operasi pada grup
quaternion diuraikan sebagai berikut
Perkalian skalar:

CX = CXg + cxq1eq + cxye, + cxze3
Penjumlahan x, y :
x+y = (xo+ x84 + X265 + x3€3) + (Vo + Y181 + Y285 + Yy3€3)
= (xo + yo) + (x4 + yer + (x; + y2)e; + (x5 + y3)es

Hasil kali x, y :

(Sangadji, 2006)

Isomorfisma dari matriks Quaternion kompleks ke matriks kompleks akan
ditunjukkan berikut (Tian, 2000):

Isomorfisma Quaternion Pemetaan ¥ = Q — C€2*2 dengan aturan pengawanan

¥(a) = ap+ a,i —(a; + asi)
a, — asl ag — a4l

Untuk setiap a = aq + a e, + aye, + azes € Q adalah isomorfisma



Diberikan a,b € Q dengan a = ay + a,e; + aze; + azez dan b = by + bye; +
b,e, + bzes.
Maka ¥ = Q — C%*2 memenuhi syarat berikut:

ao +a1i _(a2 +a3i)

Dari definisi ¥ diperoleh W(a) = [a Cwi a—aii
2 3 0 1

, W(b) =
by + bii  —(by + b3i)
b, —bsi by — byi

a. Memenuhi syarat W(a + b) = Y(a) + ¥(b)

(ap + by) + (ayi + byi) —(a; + by) + (asi + bsi)

PEED =, +5) — @i+ b)) (ag+bo) — (@i +byD)

_ [ao + aqi —(az + a31)] [bo + byi —(bz + bs3i)
~lay —asi 0 — aql bsi — byi
Jadi terbukti bahwa W(a + b) = W(a) + ¥(b)
b. Memenuhi syarat W(ab) = ¥Y(a)W¥W(b)
Ruas Kiri
Y(ab) = (ay + a;e; + aye, + azez)(by + bie; + bye, + bses)
= ‘P((aobo —a by —a,b, — a3b3) + (ayby + a;by + a,bs —azby)eq
+ (a0b2 - a1b3 + azbo + a3b1)62 + (aob3 + a1b2

—ayby +azbg)es

_ [(aghy — a1b; — azb, — azbs) + (aghy + aiby + azbs — azb,)i  (agh, — a;bs + ayby + azby) — (aghs + ab, — aby + azby)i
" |(agh, — a;bs + azbg + azhy) — (aghs + a;b, — ayby + azby)i  (aghy — ayb; — ayb, — azbs) — (aghy + ajby + azb; — azh,)i

Ruas kanan

Y(a)¥(h) = “0 +agi (az + a3l)] [bo +byi —(by + bsi)

_a3l _all bz_b3i bo_bli

_ [(aghy — a;b; — ayb, — azbs) + (aghy + aiby + aybs — ashb,)i  (aogh, — a;bs + ayby + agby) — (aghs + ab, — ayby + agbo)i]
" |(aghy — a1bs + azby + asby) — (aghs + a;b, — ayby + ashy)i  (aghy — a;b; — ayb, — asbs) — (aghy + a,by + azb; — azby)i

Terbukti bahwa W(ab)=¥Y(a)¥(b)

c. ¥ pemetaan satu-satu, yaitu ¥(a) = W(b) makaa = b



Mlsalkan a = ao + alel + a282 + a363, b = bo + b161 + b2€2 + b363.
Maka a = b
Diketahui ¥(a) = W(b)

ao + ali _(az + a3l)] [bo + bll _(bz + b3l)
a2_a3i _all bz _b3l bo _bll

Sehingga didapatkan persamaan berikut

() ap + aqi = by + by (1) —(az + azi) = —(b, + bsi)
(nn a, — asi = a, — asi (IV) ay — aqi = by — byi
Dengan melakukan eliminasi maka diperoleh
a=ay+ae +aye; +aze; =by+ bieq +bye, +bzes =>b
Jadi terbukti bahwa W pemetaan satu-satu.
d. ¥ pemetaan pada, yaitu untuk setiap b € C2*2, terdapat a € Q sehingga
Y(a) = b.

ambil b € C2*2, misal b = [WO twil —(Xo +x11)
’ - yll Zy — Zli
karena W(a) = b maka,

ap + aqi —(a2 + a3l)] [WO +wyl —(xg + xq0)
a, — asl 0— a4l Vil Zo — Z1l

Sehingga diperoleh persamaan di atas. Dengan melakukan eliminasi pada
persamaan tersebut kemudian melakukan substitusi pada a maka diperoleh

a=ayg+ae +aze, +ase;

(Wo + wqi) + (zg — z11)  (Wo + wyl) + (29 — 241)
- 2 + 20 “

(xo + x10) + (Yo — y10) (xo + x11) — (Yo — ¥11)
+ > (=5} + N e,

Jadi terbukti W(a) = b

Sehingga W merupakan isomorfisma atau ¥ = Q —» C2*2



2.1.3 Grup Quaternion Diperumum

Grup quaternion diperumum dinotasikan dengan Q,,, dengann €

N. Q. adalah suatu grup yang memiliki order 4n dan dibangun oleh elemen (a, b)

yang melambangkan rotasi dan orientasi dari objek-objek dalam tiga dimensi

(Sangadji, 2006). Notasi pada grup Q,,, didefinisikan sebagai berikut:

Qun =f{a,bla®® =e, b>=a™ b-a-b 1 =a?)

dengan {(a, b) = {a,at,a?,...,a™ 1, b,ab,a’b, ...,a™ b}

(Ma dkk, 2013)

sehingga pada n = 2 yaitu grup Qg dapat dideskripsikan:

Berikut adalah tabel cayley dari Qg:

Tabel 2. 1 Tabel cayley dari Grup Qg

Qs =(a,bla*=1,b?>=a? b-a-bt=a1)

1 | a | a*|a®| b | ab |a®b|a®b
1 1 | a | a*|a®| b | ab |a®b|a®b
a | a |a* | a® | 1 |ab |a’b|a®b| b
a? | a? | a®* | 1 | a |a®b|a®b| b | ab
a> | a® | 1 | a | a® |a®b| b | ab | a?b
b | b |a®h|a?b| ab | a® | a | 1 | a®
ab | ab | b |a®b|a*b| a® | a®* | a | 1
a’b |a’bh| ab | b |a®b| 1 | a® | a® | a
a’b |a®b|a’*b| ab | b | a | 1 | a® | a?
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Dari tabel tersebut diperoleh perkalian untuk elemen-elemen pada Qg
adalah sebagai berikut: a* = 1,sehingga a*-a ' =1-a"! o a3 =a™1; untuk
b-a-b'=a*eb-a=a®b.

2.1.4 Graf

Graf G adalah pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah suatu
himpunan berhingga dan tak kosong yang berisi objek yang disebut titik.
Sedangkan E(G) adalah suatu himpunan pasangan tak terurut dari titik-titik berbeda
dari V(G) yang disebut sisi, himpunan ini boleh kosong (Abdussakir dkk, 2009).

Pada graf G berikut:

d

a b

Gambar 2. 1 Gambar Graf G

Pada graf G memuat himpunan titik V(G) dan sisi E(G).

V(G) ={a,b,c,d, e}

E(G) ={(a,b),(b,c),(c,d),(d,e), (e ac),(eb),(ec)}
Beberapa contoh graf yang dibangun oleh grup berhingga yaitu graf commuting
dan graf identitas. Graf commuting dari grup Q adalah graf dengan himpunan
simpulnya semua elemen grup Q, dua simpul pada graf Q saling terhubung jika dan
hanya jika kedua elemen komutatif di Q. Graf identitas dari grup Q adalah graf
dengan himpunan simpulnya semua elemen grup Q, dua simpul pada graf Q saling

terhubung jika dan hanya jika u X v = v X u = e dan setiap elemen terhubung
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langsung dengan elemen identitas. Berikut gambar graf commuting dari grup Q dan

graf identitas dari grup Q (Syarifudin & Wardana, 2021):

Gambar 2. 2 Gambar Graf Commuting dan Graf Identitas dari Grup Q

2.1.5 Derajat Titik

Pada graf G, untuk setiap v € V(G) semua simpul yang terhubung
langsung dengan v disebut lingkungan v, dinotasikan dengan N (v). Derajat dari
simpul v dinotasikan dengan deg(v), adalah banyaknya sisi pada G yang terkait
langsung pada v. Sehingga dapat dikaitkan derajat titik v di graf G adalah
banyaknya anggota N;(v), maka deg(v) = N;(v) (Abdussakir dkk, 2009).

Perhatikan graf G berikut:

a b

Gambar 2. 3 Gambar Graf G

Sehingga derajat masing-masing titik pada graf G adalah
deg(a) = 2

deg(b) =3
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deg(c) =1
deg(d) =0
deg(e) =2

2.1.6 Graf Lengkap

Graf lengkap adalah suatu graf sederhana yang tak berarah. Setiap simpul
pada graf lengkap saling terhubung satu sama lain. Graf lengkap dinotasikan
dengan K,, dengan n adalah jumlah simpul pada graf lengkap (Chartrand dkK,
1986: 9).

Contoh :

A

Gambar 2. 4 Gambar Graf Lengkap K¢, K, K3, dan K,
Kemudian berikut adalah graf ES(D,,) yang dituliskan oleh rehman sebagai
berikut:
ES(Dy,) = Kg + 2K,

(Rehman dkk, 2022).

Sr r

ES(D12):
sr# s

sr?

Gambar 2. 5 Gambar Graf ES(Dq3)
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2.1.7 Graf Equal Square

Graf equal square dari suatu grup berhingga ES(G) adalah graf dengan
himpunan simpulnya adalah semua unsur dari G, dengan dua simpul yang saling
terhubung jika memiliki hasil kuadrat sama, dengan kata lain vVx,y € V(G) (x,y) €
E(ES(G)) & x? = y? (Rehman dkk, 2022).

Graf equal-square dari grup quaternion diperumum dinotasikan dengan
ES(Q4y). Grup Qg , dengan anggota Qg adalah {1, a, a?, a3, b, ab, a®b, a®b }. Untuk
menentukan simpul yang saling terhubung pada ES(Q,4,) dapat ditentukan melalui
tabel cayley berikut:

Tabel 2.2 Tabel Cayley dari grup Qg

1 a | a a> | b | ab | a*b | a®b

1 1 | a |a®> | a® | b | ab |a?b|a3b
a | a |a®* | a® | 1 | ab |a®b|a®b| b
a’> | a*> | a® | 1 | a |a*b|a®b| b | ab
a> | a® | 1 | a | a® |a®b| b | ab | a?b
b | b |a®h|a’h| ab | a® | a | 1 | a®

ab | ab | b |a®*b|a’*b| a® | a®* | a | 1

a’b|a’b| ab | b |a®bh| 1 | a® | a* | «a

a’bh | a®b | a’b| ab | b a 1 | a® | a?

Berdasarkan tabel di atas, berikut adalah simpul-simpul yang saling terhubung
langsung:
1.  Simpul a,a3,b,ab,a?b,a3b saling terhubung langsung karena

(@)? = (a®)? = (b)? = (ab)* = (a®b)? = (a°b)*.



2. Simpul 1 dan a? saling terhubung langsung karena (1)? = (a?)2.
Sehingga ES(Qg) adalah sebagai berikut:

a’b a

ES(Qs)i

ab b a?

Gambar 2.6 Gambar Graf ES(Qg)
Dari gambar tersebut dapat ditulis ES(Qg) = K + K,. Kemudian berikut adalah
ES(Q12), ES(Q16), dan ES(Q20):

s
O )
a’t L ] a a?

ES(Q12)
a‘b ab

5
: a? at a-
a’b a’b

Gambar 2. 7 Gambar Graf ES(Q12)

Dapat ditulis ES(Q,,) = K, + 3K,

a2

a’b a

=5
IR
S5

ath =
ES(Q16): F’?
N/
AN

'

N
/a

o

X

KREAH -
O _
\, ,/5"‘ 'y 4“1\\ a* a* a’

a'b

=]
b
[~

a®b

Gambar 2. 8 Gambar Graf ES(Q16)

Dapat ditulis ES(Qq¢) = Ky + 3K,
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a’ at a’ ab at

Gambar 2. 9 Gambar Graf ES(Q-)
Dari gambar tersebut dapat ditulis ES(Q,,) = K, + 5K,
2.1.8 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua
Indeks Zagreb terdiri dari indeks Zagreb pertama dan kedua, didefinisikan
secara berturut-turut sebagai jumlah kuadrat dari derajat setiap simpul pada suatu
graf dan sebagai jumlah hasil kali setiap simpul yang terhubung langsung pada

suatu graf. Keduanya dinotasikan sebagai berikut (Gutman dkk, 2015):

M@= ) deg(v)’
veV(G)

My(@) = ) deg(u) x deg (v)
v,uev(G)

Contoh pada suatu graf G berikut

a b

¢ d

Gambar 2.10 Gambar Graf G

Sehingga dapat diketahui derajat setiap simpul pada graf G sebagai berikut:
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deg(a) = 2
deg(b) = 1
deg(c) = 2
deg(d) = 3
deg(e) = 0

Selanjutnya akan ditentukan indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf ES(G)

M@= ) deg(vy
VEES(G)

= deg(a)? + deg(h)? + deg(c)? + deg(d)? + deg(e)?
= (2)* + (1D? + (2)* + (3)* + (0)?
=441+4+49+0

=18

My@) = ) deg(u) x deg (v)

V,UEES(Dg)
= (deg(a) x deg(c)) + (deg (a) + deg(d)) + (deg (c) + deg(d))
+ (deg (b) + deg(d))

=(2x2)+@2x3)+(2x3)+(1x3)

=4+6+6+3

=19
Sehingga diketahui indeks Zagreb pertama dan kedua dari ES(G) berturut-turut
adalah 18 dan 19.
Teorema 2.1
Untuk setiap n € N indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf lengkap berturut
turut adalah

M; (Kn) = n(n—1)?
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(Chaluvaraju dkk, 2021)
1
My(Kn) = 5n(n — 1)°

(Das & Gutman, 2004)
2.2 Kajian Integritas Topik dengan Al-Qur’an

Kitab suci Al-Qur’an disebut sebagai kitab penyempurna dari kitab-kitab
yang sudah diturunkan sebelumnya. Fungsinya tidak lain adalah sebagai petunjuk
atau pedoman bagi umat manusia. Salah satu petunjuk disebut dalam Al-Qur’an
tepatnya pada surat An-Nisa ayat 86 disebutkan.

Artinya:” Dan apabila kamu dihormati dengan suatu (salam) penghormatan,
maka balaslah penghormatan itu dengan yang lebih baik, atau balaslah
(penghormatan itu, yang sepadan) dengannya. Sungguh, Allah memperhitungkan
segala sesuatu. ’(Qs. An-Nisa: 86)

Tafsir dari ayat tersebut menurut (At-Thabari, 1994) “Doakanlah orang
yang mendoakanmu dengan baik, dari apa yang ia doakan untuk kamu perintah
yaitu balaslah penghormatan itu dengan yang serupa”. Dalam ayat tersebut terdapat
perintah yaitu hendaknya membalas suatu penghormatan dengan yang lebih baik
atau sepadan, sehingga terjadi momen memberi dan membalas suatu penghormatan.
Dalam ayat tersebut terdapat perintah Allah agar manusia saling menjaga tali
persaudaraan, saling menghargai dan saling mengingat sesama.

Suatu pemberian dan pembalasan tidak selalu tentang materi, seperti

yang dijelaskan pada hadis At-Tirmidzi no. 2035,

33 Ale il 8 a5 ) gl (52 - aluss e Al L - 4Bl 35 OB 06 55 03 33k (e
(s 2ol Vol s ) « ol 3 Al 588 ) 534 4T
“Dari  Usman bin Zaid radhiyallahu’anhuma, ia berkata, Rosulullah

shallallahu’alaihi wa salam bersabda, “Barang siapa yang mendapat kebaikan
dari orang lain, hendaklah dia mengatakan jazakallah khaira, dia telah
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memaksimalkan memuji orang tersebut . (Shahih. HR. At-Tirmidzi no. 2035, An-
Nasa’i no. 180, Ibnu Hibban no. 3404).

Sehingga membalas suatu kebaikan orang lain dapat dilakukan dengan beberapa
bentuk pertama dengan membalas kebaikan sejenis yang telah ia terima, kedua
membalas lebih banyak dari kebaikan yang telah ia terima, dan ketiga dapat
membalas dengan mendoakan orang yang telah memberikan kepadanya. Sehingga
dalam peristiwa pemberian dan pembalasan tidak memaksa membalas suatu
pemberian dengan hal yang sama dan serupa. Peristiwa saling memberi dan
membalas dapat direpresentasikan dalam ilmu teori graf yaitu dengan graf equal
square yang setiap elemennya terhubung jika a2 = b? = e, dimana setiap manusia
dapat direpresentasikan sebagai a dan b sedangkan keduanya saling terhubung jika
hasil kuadrat keduanya e yang direpresentasikan sebagai tali silaturahim, rasa
saling menghargai satu sama lain, dan lain-lain.
2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Langkah awal dalam mencari rumusan umum pada indeks Zagreb
pertama dan kedua adalah dengan menggambar graf. Penelitian ini membahas graf
ES(Q.4,) sehingga langkah awal dilakukan dengan menggambar graf ES(Qg).

a’b a

ES(Qq): !

ab b a*
Gambar 2.11 Gambar Graf (ES(Qg))
Selanjutnya adalah menentukan derajat pada setiap titik pada graf tersebut

deg(1) =1 deg(b) =5



deg(a) =5 deg(ab) =5
deg(a?) =1 deg(a?bh) =5
deg(a®) =5 deg(abh) =5

Kemudian menentukan M; dan M, pada graf ES(Qg)

M(ES@Q) = ) deg(v)?
VEES(Qg)

= deg(1)? + deg(a)? + deg(a?)? + deg(a®)? + deg(b)?
+ deg(ab)? + deg(a?b)? + deg(a3b)?

=M+ G+ M2+ B+ (B)? + (5 + (5 + (5)°

= 2(1) + 6(25)

=152

My(ES@Q) = ) deg(u) X deg (v)

V,UEES(Qg)
= (deg(a) x deg(a®)) + (deg (a) x deg(b)) + (deg (a) X
deg(a?b)) + (deg (a) x deg(a3b)) + (deg (a®) x deg(b)) +

(deg (a®) x deg(ab)) + (deg(a®) x deg(a?h)) + (deg(a®) x

deg(a3b)) + (deg(b) x deg(ab)) + (deg(b) x deg(a?h)) + (deg(b) x

deg(a3b)) + (deg(ab) x deg(a?b)) + (deg(ab) x deg(a’b)) +

(deg(a®b) x deg(a3b)) + (deg(1) x deg(a?))
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=(GBx5)+GBx5+GBx5+(Bx5+GBx5)+(5x5)+(5x%x5)

+(G5x%x5+(GBx5+(Bx%x5+ (x5 +(5x%x5)

+(5x5)+(Bx5)+(Bx5)+((1x1)
=15(5x5)+1(1x1)

= 376



BAB Il

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini dilakukan pendekatan kualitatif, yaitu mendeskripsikan suatu
rumus umum pada indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal square dari
grup quaternion diperumum. Jenis penelitian yang dilakukan berupa library
research atau studi kepustakaan. Sehingga penelitian ini dilakukan dengan
mengkaji beberapa buku dan jurnal terdahulu yang berhubungan dengan teori graf

dan struktur aljabar agar dapat menjadi rujukan pada penelitian ini.

3.2 Pra Penelitian

Pra penelitian dilakukan dengan mengkaji beberapa referensi seperti jurnal,
skripsi, dan buku yang terdahulu dan berhubungan dengan indeks dengan basis
derajat dan graf equal square dari grup quaternion diperumum. Beberapa referensi
tersebut digunakan sebagai rujukan, referensi dan pelajaran oleh peneliti pada

skripsi ini.

3.3 Tahapan Penelitian
Adapun tahap pada penelitian ini adalah:
1. Menentukan anggota dari grup quaternion diperumum dengan n > 2 dengan

n = 2,3,4,5yaitu Qg, Q12, Q16 Q20

2. Menggambar graf equal-square dari grup quaternion diperumum Qg.

20
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. Menentukan nilai degree pada setiap simpul di graf equal-square dari grup
quaternion diperumum Qg.

. Menghitung nilai dan indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal-
square dari grup quaternion diperumum Qg.

. Mengulang langkah 1, 2, 3, dan 4 untuk grup quaternion diperumum

Q121 Q16' QZO-

. Merumuskan pola dan indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal-
square dari grup quaternion diperumum Qg, Q12, Q16 Q20

. Menentukan pola dari indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf equal-
square dari grup quaternion diperumum Qg, Q12, Q16, Q20-

. Membuat konjektur pada pola tersebut dan membuat teorema serta

pembuktiannya.



BAB IV

PEMBAHASAN

Bab ini berisi pembahasan rumus indeks Zagreb pertama dan kedua pada
graf equal square dari grup quaternion diperumum. Untuk mengetahui pola indeks
Zagreb pertama dan kedua pada graf equal square diamati indeks dari Q,, untuk
n € {2,3,4,5}.

4.1 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari Grup
Quaternion Diperumum Q4,, n € {2,3,4,5}

Subbab ini membahas beberapa percobaan pada indeks Zagreb pertama dan
kedua dari ES(Q,,) dengan n = 2,3,4,5 dikarenakan sudah didapatkan dugaan
pola dan dibuktikan pada subbab berikutnya.

4.1.1 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari

Grup Quaternion Diperumum Qg

Grup quaternion diperumum dengan n =2 (Qg) Yyang terdiri dari Qg =
{1,a,a?a3,b,ab,a’b,a3b}. Selanjutnya menentukan elemen yang saling

terhubung langsung dengan tabel cayley dari Qg berikut:

Tabel 4. 1 Tabel Cayley dari Grup Qg

1 a | a® | a® b | ab | a®b | a®b

1 1 a | a® | a® b | ab | a®b | a®b

a a | a® | a® 1 | ab |a?b|a®b| b

a’ | a® | a3 1 a |a’b|a®b| b | ab

a® | a® 1 a | a> |a®b| b | ab | a®b

22
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ab | ab | b |a®b|ad*b| a® | a® | a 1

a’b|a*b| ab | b |a®b| 1 | a® | a®> | a

alb|a®b|a’*b| ab | b a 1 | a® | a?

Berdasarkan tabel di atas berikut adalah simpul-simpul yang saling terhubung
langsung:
1. Simpul a,a3 b,ab,a?b,a®b  saling terhubung langsung karena
(@)? = (@®)? = (b)? = (ab)? = (a’b)? = (a®b)?
2. Simpul 1 dan a? saling terhubung langsung karena (1)? = (a?)?2

sehingga membentuk suatu graf equal square dari Qg

a’b a

ES(Qs) :

azb a’

ab b a

Gambar 4. 1 Gambar Graf ES(Qg)

Berdasarkan gambar tersebut dicari derajat titik dari setiap simpul
Deg(1) =1 Deg (b) =5
Deg (a) =5 Deg (ab) =5
Deg (a®) =1 Deg (a’b) =5

Deg (a®) =5 Deg (a®b) =5
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Kemudian menentukan nilai indeks Zagreb pertama dan kedua pada ES(Qg)

MESQ) = ) deg(v)’
VEES(Qs)

= deg(1)? + deg(a)? + deg(a?)? + deg(a®)? + deg(b)?
+ deg(ab)? + deg(a?b)? + deg(a®h)?

=M+ G2+ M*+ G+ G+ (B +(5) +(5)°

= 2(1)% + 6(5)?

= 152

My(ESQQ) = ) deg(u) x deg (v)
V,UEES(Qg)

= (deg(a) x deg(a®)) + (deg (a) x deg(h))

+ (deg (@) x deg(ab)) + (deg (a) x deg(a?h))

+ (deg (a) x deg(a®b)) + (deg (a®) x deg(b))

+ (deg(a®) x deg(ab)) + (deg(a®) x deg(a?h))

+ (deg(a®) x deg(a®b)) + (deg(h) x deg(ba))

+ (deg(b) x deg(a?b)) + (deg(h) x deg(ab))

+ (deg(ab) x deg(a?h)) + (deg(ab) x deg(a3b))

+ (deg(a?b) x deg(a3h)) + (deg(1) x deg(a?))
=(5x5)+(GBx%x5+GBx5+GBx5+(Bx5)+(x5)

+(5%x5)+(Bx5)+GBx5)+(Gx%x5)+(GBx5+((Bx5)

+(5x5)+(5x5)+ (5%5) +(1x1)
=15(5x5)+1(1x 1)

= 375
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4.1.2 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari

Grup Quaternion Diperumum Q1

Grup quaternion diperumum dengan n =3 (Q,,) Yyang terdiri dari Q;, =

{1,a,a? a3, a* a% b,ab,a?b,a3b,a*b,a®b}. Selanjutnya menentukan elemen

yang saling terhubung langsung dengan tabel cayley dari Q;, berikut:

Tabel 4. 2 Tabel Cayley dari Grup Q42

1 | a |a*>|a®|a* | a®> | b | ab |a?b|a®b|a*h|a’b
1 1 | a |a*>|a® | a* | a®> | b | ab |a?b|a®b|a*h|a’b
a | a |a*>|a® |a*|a® | 1 |ab |a’b|a®b|a*h|a®b| b
a’> | a®? | a® | a* | a® | 1 | a |a*b|a®b|a*bh|a®b| b | ab
a> | a® | a* | a® | 1 | a | a® |a®b|a*h|a®b| b | ab | a®b
a* | a* | a® | 1 | a | a® | a® |a*b|a®bh| b | ab | a®b | a®b
a®> | a®> | 1 | a | a®*> | a® | a* |a®°bh| b | ab | a®b |a®b | a*b
b b |a°b|a*b|a®b |a?b| ab | a® | a? | a 1 | a® | a*
ab | ab | b |a°b|a*b|a®b|a’*b| a* | a® | a®*> | a | 1 | a®
a’b|a’b| ab | b |a°b|a*b|a®bh| a® | a* | a® | a® | a 1
a’b | a3b|a*b| ab | b |a°b|a*h| 1 | a® | a* | a® | a® | a
a*h |a*b |a®b |a’b| ab | b |a°b| a | 1 | a® | a* | a® | d?
a’b | a®b |a*b |a®b|a’b| ab | b | a® | a | 1 | a® | a* | a®

Berdasarkan tabel di atas berikut adalah simpul-simpul yang saling terhubung

langsung:
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1. Simpul b, ab, a%b, ab,a*b, dan a®b saling terhubung langsung karena
(b)* = (ab)* = (a’b)* = (a®h)* = (a*h)* = (a°h)?

2. Simpul 1 dan a® saling terhubung langsung karena (1)? = (a3)?

3. Simpul a dan a* saling terhubung langsung karena (a)? = (a*)?

4. Simpul a® dan a® saling terhubung langsung karena (a®)? = (a®)?

sehingga membentuk suatu graf equal square dari Q,,

5
a’b b ] a a?

ES(Q12):

a’b

@ at a’

a’b a’b

Gambar 4. 2 Gambar Graf ES(Q12)

Berdasarkan gambar tersebut dicari derajat titik dari setiap simpul

Deg (1) =1 Deg (b) =5

Deg (a) =1 Deg (ab) =5
Deg (a®) =1 Deg (a’b) =5
Deg (a®) =1 Deg (a®b) =5
Deg(a*) =1 Deg (a*b) =5
Deg(a®) =1 Deg (a°b) =5

Kemudian menentukan nilai indeks Zagreb pertama dan kedua pada ES(Q12)

M;(ES(Q12) = Z deg(v)z
VEES(Q12)
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= deg(1)? + deg(a)? + deg(a?)? + deg(a®)? + deg(a*)?
+ deg(a®)? + deg(b)? + deg(ab)? + deg(a?h)? + deg(a®h)?
+ deg(a*b)? + deg(a®h)?

=DM+ M+ M+ M+ W? + (D? + (5)* + (5)?
+ (5 + (5 + (5 + (5)°

= 6(1) + 6(5)?

=156

My(ESQu) = ) deg(u) x deg (v)

v UEES(Q17)
= (deg(b) x deg(ab)) + (deg(b) x deg(a®b))
+ (deg(b) x deg(a®b)) + (deg(h) x deg(a’b))
+ (deg(b) x deg(a®h)) + (deg(ab) x deg(a?h))
+ (deg(ab) x deg(a®b)) + (deg(ab) x deg(a*h))
+ (deg(ab) x deg(a®h)) + (deg(a?b) x deg(a3b))
+ (deg(a?b) x deg(a*b)) + (deg(a?b) x deg(a’h))
+ (deg(a®b) x deg(a*b)) + (deg(a®b) x deg(ash))
+ (deg(a*b) x deg(ash)) + (deg(1) x deg(a®))
+ (deg(a) x deg(a*)) + (deg(a®) x deg(a®))
=GBx5)+(GBx5)+GBx5)+(Gx%x5)+(Bx5)+((5x5)
+(5%x5)+(Bx5)+GBx5+(GBx5+(B5x%x5+((5x%x5)
+(5x5)+(GBx5)+GBx5)+(1x1)
=15(5 % 5) + 3(1 x 1)

= 378
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4.1.3 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari
Grup Quaternion Diperumum Q44

Grup quaternion diperumum dengan n = 4 (Q¢) Yang terdiri dari Q¢ =

{1,a,a%,a3,a% a> a® a’,b,ab,a’b,a%b, a*b,a’b,a®b,a’b}. Selanjutnya

menentukan elemen yang saling terhubung langsung dengan tabel cayley dari

Q¢ berikut:

Tabel 4. 3 Tabel Cayley dari Grup Q¢

a’ | b |ab |a®b|a®bla*b|a’b|a®h|a’b

a’ | b |ab |a®bla®bla*b|a’b|a®h|a’b

al|al|a?|a®|a*|a®|a®|a’| 1 |ab|a®’b|la®bla*b|la®b|a®h|a’b| b
a’|a®|a®|a*|a®|a®|a’ | 1 | a |a®*bla®b|la*b|a®b|a®bla’b| b |ab
a®lad|a*|a®|a®|a’ | 1 | a |a? |a®bla*b|a®b|a®b|a’b| b | ab |a?b
a*|a*|a®|a®|a’ | 1 | a |a?|a® |a*b|la®b|a®bla’b| b |ab |a?b|ah
a®|a®|a®|a’ |1 | a |a?|a®|a*|a®bla®bla’b| b |ab |a’b|a®b|a*h
a®|a®|a’| 1| a |a®|a®|a*|a® |a®bla’b| b |ab |a’bla®b|a*b|a®h
a’|a’| 1 |a|a?|ad|a*|a®|a®|a’b| b |ab a?b|abla*b|a®b|a’h

b | b |a’bla®bla®bla*b|adbla?blab |a* | a3 |a?| a | 1 |a’ |a®|a’®

ab |ab | b |a’bla®bla®bla*b|a®bla?b|a® |a* |a® |a? | a | 1 |a’ |a®

a’b

a’blab | b |a’bla®bla®b|la*blah| a® |a® | a* | a® |a? | a

1l|a
a®b|a®bla®b|ab | b |a’b|a®b|a®bla*b|a’ |a® |a® |a*|a®|a?| a | 1
a*bla*b|a®bla®b|ab | b |a’b|a®b|a®b| 1 |a’ |a®|a®|a*|a®|a?| a
a’b|a®b|a*b|a®bla®b|ab | b |a’bla®bh| a | 1 |a’ |a®|a®|a*|a®|a?
a®bla®b|a’bla*b|a®bla?b|ab | b |a’b|a? | a | 1 |a’ |a®|a®|a*|a®
a’bla’b|a®b|a®bla*b|a’b|a?blab | b |a3|a?| a |1 |a’ |a®|a®|a*
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Berdasarkan tabel di atas berikut adalah simpul-simpul yang saling terhubung

langsung:

1.

3.

4.

Simpul a?,a®, b, ab,a?b,a3b,a*b,a’b,a’b dan a’b saling terhubung

langsung  karena (a?)? = (a®)? = (b)? = (ab)? = (a®b)? =
(a*b)? = (a*b)? = (a°b)?

Simpul 1 dan a* saling terhubung langsung karena (1)? = (a*)?
Simpul a dan a® saling terhubung langsung karena(a)? = (a®)?

Simpul a3 dan a” saling terhubung langsung karena (a®)? = (a”)?

Sehingga membentuk suatu graf equal square dari Q44

ES(Q16)1

ash /
%
b

2

ash \

a’b . a®
\wﬁ 1’ ivr'l/ \
Y YT
w7/
=
é..\s ab 1 a a’
PRSTAXTT
% >3
a*b a2b
a3b

a’

Q

a?

Gambar 4. 3 Gambar Graf ES(Q4¢)

Berdasarkan gambar tersebut dicari derajat titik dari setiap simpul

Deg (1) =

Deg (a) =

Deg (a®) =9

1 Deg (b) =9
1 Deg (ab) =9
Deg (a’b) =9
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Deg (a®) =1 Deg (a®b) =9

Deg(a*) =1 Deg (a*b) =9
Deg(a®) =1 Deg (a°b) =9
Deg(a®) =9 Deg(a®h) =9
Deg(a’) =1 Deg(a’b) =9

Kemudian menentukan nilai indeks Zagreb pertama dan kedua pada ES(Q1¢)

MES@Qi) = ) deg(v)’
VEES(Q16)

= deg(1)? + deg(a)? + deg(a?)? + deg(a®)? + deg(a*)?
+ deg(a®)? + deg(a®)? + deg(a’)? + deg(b)? + deg(ab)?
+ deg(a?b)? + deg(a3b)? + deg(a*b)? + deg(a®b)?
+ + deg(a®bh)? + deg(a’b)?
=M+ M+ G+ M2+ D2+ G+ (D? + (D? + (5)?
+ ()2 + G2+ B+ G+ (5)? + (5 +(5)°
= 6(1) + 10(9)?
=816
M3 (ES(Q16) = Xvuers(o,e) deg(u) X deg(v)
= (deg(a®) x deg(a®)) + (deg(a®) x deg(b)) + (deg(a®) x deg(ab)) +
(deg(a?) x deg(a?b)) + (deg(a?) x deg(a3h)) + (deg(a?) x deg(a*h)) +
(deg(a?) x deg(a®h)) + (deg(a?) x deg(a®h)) + (deg(a?) x deg(a’h)) +
(deg(a®) x deg(b)) + (deg(a®) x deg(ab)) + (deg(a®) x deg(a’h)) +
(deg(a®) x deg(a®h)) + (deg(a®) x deg(a*h)) + (deg(a®) x deg(a®h)) +
(deg(a®) x deg(a®h)) + (deg(a®) x deg(a’h)) + (deg(b) x deg(ab)) +

(deg(b) x deg(a?b)) + (deg(b) x deg(a3b)) + (deg(h) x deg(a*b)) +



(deg(b) x deg(a®b)) + (deg(h) x deg(a®b)) + (deg(h) x deg(a’b)) +

(deg(ab) x deg(a?b)) + (deg(ab) x deg(ab)) + (deg(ab) x deg(a*h)) +

(deg(ab) x deg(a®b)) + (deg(ab) x deg(a®h)) + (deg(ab) x deg(a’b)) +
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(deg(a®b) x deg(ab)) + (deg(a?b) x deg(a*b)) + (deg(a?b) x deg(a®b)) +

(deg(a?b) x deg(a®h)) + (deg(a®b) x deg(a’b)) + (deg(a®b) x deg(a*b)) +

(deg(a®b) x deg(a®b)) + (deg(a3b) x deg(a®b)) + (deg(a3b) x deg(a’b)) +

(deg(a*b) x deg(a®b)) + (deg(a*b) x deg(a®b)) + (deg(a*b) x deg(a’b)) +

(deg(a®b) x deg(a®b)) + (deg(a®b) x deg(a’b)) + (deg(a®b) x deg(a’b)) +

(deg(1) x deg(a®)) + (deg(a) x deg(a®)) + (deg(a®) x deg(a’))

= 45(9 x 9) +3(1 x 1)

= 3645

4.1.4 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari

Grup Quaternion Diperumum Q5

Grup quaternion diperumum dengan n =5 (Q,,) Yyang terdiri dari Q,, =

{1,a,a?,a3,a* a® a%a’,ad a® b,ab,a’b,ab,a*b,a®h,ab,a’b,a®h, a’b}.

Selanjutnya menentukan elemen yang saling terhubung langsung akan

ditunjukkan dengan tabel cayley dari Q,, berikut:

Tabel 4. 4 Tabel Cayley dari Grup Q5

1| a|a?|a®|a*|a®|a®|a’ |a®|a®| b |ab |a’b|a®b|a*b|a®b|a®b|a’b|aBb|a’h
11 |al|ad?|a®|a*|a®|a®|a’|a®|a’| b |ab |a’bla®bla*b|a®b|a®b|a’b|a®b|a’b
alal|a®|a®|a*|a’|a®|a’|a®|a’| 1 |ab|a®b|a®bla*b|a®h|a®bla’b|a®b|a’b| b
a?|a’|a|a*|a’|a®|a’ |a®|a’| 1 | a |a®b|a®bla*b|a®b|a®b|a’b|a®b|a’b| b |ab
a®la®|a*|a’|a®|a’|a®|a’| 1 | a |a? |a®bla*b|a®b|a®bla’blaBbla®b| b |ab |a®b
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a*la*|a’|a®|a’|a®|a’| 1| a |a?|a® |a*b|a®b|a®bla’b|aBb|a’b| b | ab |a?b|a®b
a®la®|a®|a’|a®|a’| 1| a|a?|a®|a*|a®h|a®hla’b|aBbla’b| b |ab |a?b|a®b|a*b
a®la|a’|a®|a’| 1| a|a?|a®|a*|a® |a®bla’b|aBbla’b| b |ab |a?b|la®b|a*b|a®h
a’la’|a®|a’| 1| a|a?|a®|a*|a®|a®|a’bla®b|a’b| b |ab |a?b|la®b|la*b|a®b|a®h
a®la®|a®| 1| al|a?|a®|a*|a®|a®|a’ |a®b|a®b| b |ab |a’bla®bla*b|a®b|a®h|a’b
a’la’| 1| ala®|a®|a*|a’|a®|a’|a® |a®b| b |ab |a’bla®bla*b|a®b|a®b|a’b|a®b
b | b |a®b|a®b|a’b|a’b|a®bla*b|ab|a’b|ab|a® |a*|a®|a? | a | 1 |a®|a®|a’ |a®
ab|ab| b |a®b|a®b|a’b|a®b|a’b|a*b|a®bla?b| ab |a® |a*|a®|a? | a |1 |a®|a®|ad’
a’bla’b|ab | b |a®b|aBbla’b|a®b|a®b|a*b|a®b|a’ |a® |a® |a* |a®|a?| a | 1 |a®|aB
a’bla®bla’b|ab | b |a’bla®b|a’b|a®b|a®b|a*b|a® |a” |a® |a® |a*|a®|a?| a |1 |a®
a*bla*b|a’bla?b|ab | b |a’b|a®bla’b|a®b|a®bh|a® |a® |a” |a® |a® |a*|a®|a?| a | 1
a®b|a®bla*blabla?b|ab | b |a’b|a®b|a’b|a®h| 1 |a® |a®|a” |a®|a®|a*|a®|a?| a
a®bla®b|a’bla*b|abla’b|ab | b |a®b|a®bla’b| a | 1 |a®|a®|a’ |a®|a®|a*|a®|a?
a’bla’b|a®bla’bla*b|abla?b|ab| b |a°b|la®bh|a? | a | 1 |a®|a®|a’ |a®|a® |a*|a®
a®b|a®b|a’bla®b|a®bla*b|a®bla?b|ab | b |a®°b|a® |a?| a |l |a®|a®|a’ |a®|a®|a*
a’b|a’b|a®b|a’b|a®b|a’b|a*b|ab|a?b|ab| b |a* |a® |a?| a |l |a®|a®|a’|a®|a®

Berdasarkan tabel di atas berikut adalah simpul-simpul yang saling terhubung

langsung

1.

Simpul

terhubung

langsung karena

b,ab, a*b,a3b,a*h,a®b, ah

a’b,a®h

dana’b saling

(b)? = (ab)? = (a?h)? = (a®h)? =

(a*b)? = (a°b)* = (a®b)? = (a’b)? = (a®h)? = (a’b)?

Simpul 1 dan a® saling terhubung langsung karena (1)?

Simpul a dan a® saling terhubung langsung karena (a)?

(a*)?
(a®)?

Simpul a? dan a” saling terhubung langsung karena (a?)? = (a”)?

Simpul a3 dan a® saling terhubung langsung karena (a3)? = (a®)?




6. Simpul a* dan a® saling terhubung langsung karena (a*)? = (a%)?

Sehingga membentuk suatu graf equal square dari Q,

ES(Q20):

a®h

Gambar 4. 4 Gambar Graf ES(Q2) a® a* a’ at

Berdasarkan gambar tersebut dicari derajat titik dari setiap simpul

Deg (1) =1 Deg (b) =9

Deg (a) =1 Deg (ab) =9
Deg (a®) =1 Deg (a?b) =9
Deg (a®) =1 Deg (a®b) =9
Deg(a*) =1 Deg (a*h) =9

Deg(a®) =1 Deg (a®h) =9
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Deg(a®) =1 Deg(a®h) =9
Deg(a’) =1 Deg(a’b) =9
Deg(a®) =1 Deg(a®bh) =9
Deg(a®) =1 Deg(a®h) =9

Kemudian menentukan nilai indeks Zagreb pertama dan kedua pada ES(Q-)

MES(Qu) = ) deg(v)?
VEES(Q20)

= deg(1)? + deg(a)? + deg(a?)? + deg(a®)? + deg(a*)?
+ deg(a®)? + deg(a®)? + deg(a’)? + deg(a®)? + deg(a®)?
+ deg(b)? + deg(ab)? + deg(a?b)? + deg(a®b)? + deg(a*h)?
+ deg(a®b)? + deg(a®b)? + deg(a’h)? + deg(ah)?
+ deg(a®b)?

=M+ M2+ M2+ D2+ D2+ M+ M+ (D? + (1)?
+ W2+ (D2 + (92 + (92 + (92 + (9 + (9D* + (9? + (9)°
+(9)? +(9)?

= 10(1)2 + 10(9)?

= 820

My(ES(Qe0) = ) deg(w) x deg(v)

pueES00)
= (deg(b) x deg(ab)) + (deg(b) x deg(a?b)) + (deg(b) x deg(a®b)) +
(deg(b) x deg(a*b)) + (deg(b) x deg(a®h)) + (deg(h) x deg(a’h)) +
(deg(b) x deg(a’b)) + (deg(h) x deg(a®h)) + (deg(h) x deg(a’h)) +
(deg(ab) x deg(a?b)) + (deg(ab) x deg(ab)) + (deg(ab) x deg(a*bh)) +

(deg(ab) x deg(a®b)) + (deg(ab) x deg(a®h)) + (deg(ab) x deg(a’b)) +
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(deg(ab) x deg(a®b)) + (deg(ab) x deg(a®h)) + (deg(a?b) x deg(ah)) +
(deg(a?b) x deg(a*b)) + (deg(a?b) x deg(ah)) + (deg(a?h) x deg(a®h)) +
(deg(a?b) x deg(a’b)) + (deg(a?b) x deg(a®b)) + (deg(ah) x deg(a®b)) +
(deg(a®b) x deg(a*h)) + (deg(a®b) x deg(a®h)) + (deg(a3b) x deg(a’h)) +
(deg(a®b) x deg(a’b)) + (deg(a®h) x deg(a®b)) + (deg(a®h) x deg(a®h)) +
(deg(a*b) x deg(a®h)) + (deg(a*b) x deg(a’h)) + (deg(a*b) x deg(a’b)) +
(deg(a*b) x deg(a®h)) + (deg(a*h) x deg(a®h)) + (deg(ash) x deg(a’h)) +
(deg(a®b) x deg(a’b)) + (deg(a®h) x deg(a®b)) + (deg(a®h) x deg(a®h)) +
(deg(a®b) x deg(a’b)) + (deg(a’b) x deg(a®h)) + (deg(a’h) x deg(a’h)) +
(deg(a®h) x deg(a®h)) + (deg(1) x deg(a®)) + (deg(a) x deg(a®)) +
(deg(a®) x deg(a’)) + (deg(a®) x deg(a®)) + (deg(a*) x deg(a®))

= 45(5 X 5) + 5(1 X 1)

= 3650

Berdasarkan percobaan graf ES(Q,,,) di atas terdapat dua pola berbeda pada graf
equal square dari grup quaternion diperumum (ES(Q,4y)), Yaitu n genap dan n
ganjil yang dirangkum dalam tabel berikut.

Tabel 4. 5 Tabel pola ES(Q4,)

n ES(Q‘I-TL) ES(Q4n)
Genap
2 ES(Qs) =

K + K.
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4 a’h b : ES(Q1¢) =
] a a
i ab
@ at @’
a’b a’b
Ganjil
3 ES(Q12 )
= Kq
+ 3K,
5 ES(Q15) =

Sehingga didapatkan dugaan konjektur berikut
ES(Q4n) = Kyne1) + (n — 1)K;, dengan n genap

ES(Q4n) = Ky, + nK,, dengan n ganjil



akan dibuktikan pada lemma dari graf ES(Q,,) berikut:

Proposisi 4.1

Misal Q,,, dibangun oleh {(a,b). Maka b-a-b~! =a™ L.

Misal P(i) > b-a' b~ =q

Maka P(1) benar, karenab-a-b~' = a1,

Asumsikan P (k) benar, artinya b-a*-b~1 = a7k,

Akan ditunjukkan benar bahwa b - a**1 - p=1 = q=(k+1)

Maka

(b-ak-b)=a*
oMbt -ba-bV)=a*b-a-b?)
& (b-d*btb-a-bV)=a*b-a-b)
©b-akra-bt=qag*-q!

o b ak+1 . b—l — a—(k+1)

Terbukti P(k + 1) benar, sehingga P (i) benar untuk setiap i € N.

Proposisi 4.2
Misalkan n € N dan n genap, maka
ES(Qsn) = Ky(nt1) + (n — 1K;, sehingga:

Bukti :

37

a) Misalkan X, ={a§,a§+",a°b, a'b, ...,a" b}, akan ditunjukkan X,

membangun K; 41

1. Akan dibuktikan a’b terhubung langsung dengan a’b, i #

jdanvi,j =123, ..,n—1.Maka (aib)’ = alb-aib =ai-b-

at-(bt-bp)=a-(b-a-bt)-b?=a-al-b%=
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b? dengan demikian a’b terhubung langsung dengan a’ b dengan
i #j.
2. Akan dibuktikan a'b terhubung langsung dengan ag dan ag”l

untuk setiap = 0,1,2,-,n — 1 . Pada bukti (1) (aib)” = b? =

ny2 N2 LI
at = (aZ) untuk (a‘b) =q* =q" q?" = q"t?" = (az ) .

Sehingga a'b terhubung langsung dengan a% dan ag”‘ karena

2 n

(aib)2 = (ag) = (a5+n)2 =a".
Sehingga terbukti X; membangun K, 1).

b) Misalkan X, = Q4,, \ X; , akan ditunjukkan X, membangun (n —
1)K,. Misalkan a® terhubung langsung dengana’ dengan i # j
danvi,j =1,23,..,n—1. Maka (ai)2 = (af)2 edd=d o
20=2j=>2i=2n+2j=>i=n+j. Sehingga dibuktikan a!
terhubung langsung dengan a’ hanya jika i = n + j

Sehingga terbukti graf ES(Q,,) dengan n € N dan n genap, dibangun oleh dua
subgraf yaitu K41y dan (n — 1)K;.

Proposisi 4.3

Misalkan n € N dan n ganjil, maka

ES(Q4y) = K,,, + nK,, sehingga:

Bukti:

a) Misalkany, = { a®h,a'b, ...,a™ 1b}, akan ditunjukkan y, membangun
K,,,. Maka aP b terhubung langsung dengan a?b untuk setiap p # g dan

vp,q =0,12,---,n—1. Maka (a’b)?=aPb-aPbh=aP b-a?-
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(b7 r-b®)=aP-(b-aP?-b1)-b2=aP-aP-b?=b?  Sehingga
setiap unsur pada y, membangun K,, karena (a?b)? = b? = (a9bh)?
dengan p # q.

b) Misalkan y, = {1,a,ad?,...,a™ 1} , akan ditunjukkan y, membangun
nkK,. Sedemikian hingga setiap unsur pada y, dapat dimisalkan a? dan
af. Andaikan aP terhubung langsung dengan a? (aP)? = (a9)? &
a?? =g o 2p=2q>2p=2n+2g>p=n+aq. Sehingga
dibuktikan aP terhubung langsung dengan g hanya jikap = n + q.

Sehingga terbukti graf ES(Q,,) dengan n € N dan n genap, dibangun oleh dua
subgraf yaitu K,,, dan nK,.
4.2 Indeks Zagreb Pertama dan Kedua pada Graf Equal Square dari Grup

Quaternion ES(Q4,)

Subbab 4.1 dilakukan beberapa percobaan pada grup Q4,, sehingga pada
subbab ini akan membahas formula umum indeks Zagreb pertama dan kedua dari
graf ES(Q4y), untuk mempermudah dalam pencarian formula akan dibuat tabel
perhitungan yang sudah diperoleh saat percobaan.

Tabel 4. 6 Tabel Indeks M, dan M, pada ES(Q4,), n Genap

n M; (ES(Qan)) M, M3 (ES(Qan)) M,
2 6(5)% + 2(1)2 152 | 15(5x5)+1(1x 1) 376
4 10(9)2 + 6(1)2 816 | 45(9x9) +3(1x 1) 3.648

Tabel 4. 7 Tabel Indeks M4 dan M, pada Graf ES(Q4,), n Ganjil

n M1 (ES(Qan)) M; M, (ES(Qan)) M,

3 6(5)? + 6(1)2 156 15(5x5)+3(1x1) 378
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10(9)% + 10(1)? 820 45(9x9)+5(1x1) 3.650

Berdasarkan beberapa percobaan diatas, akan dibuat beberapa teorema berikut:

Proposisi 4.1

Misalkan n € N dan n genap, rumus umum indeks Zagreb pertama dan kedua

pada graf ES(Q,,) adalah

Bukti:

a)

b)

Mi(ES(Qsn)) = 2(n+ 1) - 2n+ DD+ ((n—1)-2)

My(ES(Qun)) = (n+ 1) - (2n+1)3) + (n — 1)

Graf ES(Q.4,) yang terdiri dari dua subgraf lengkap sehingga indeks Zagreb
pertama adalah M, (K,,) = n(n — 1)? (Teorema 2. 1), maka M; (ES(Q4n))
adalah

My (ES(Qan)) = My(Kona)) + (n—1) - My(Ky)

My(ES(Qan)) = 2(n+ 1) 2(n+1) —1D?) + (n - 1(2(2 — 1)?))
=2+ -2n+2-D)H+((n—1)-(2(1)?))
=2+ -2n+1DH+((n-1)-2)

Sehingga indeks Zagreb pertama adalah

My (ES(Q4n)) = @Q(n+ 1) - 2n+ 1) + ((n—1)2)

Untuk indeks Zagreb kedua dari graf ES(Q,,,) yang terdiri dari dua subgraf

lengkap sehingga indeks Zagreb kedua adalah M,(K,) = %n(n - 1)3
(Teorema 2. 1), maka M,(ES(Q,,)) adalah

M3 (ES(Qun)) = My (Kyniny) + (n — 1) - My(Ky)
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1
Ma(ES(Qun)) = (3720 + 1) 2(n +1) = 1))

+<(n—1)-%-2(2—1)3>

=((n+D-Cn+2-1)3)+((n—-1)- (13
=((n+1)-@n+D3)+n-1)
Sehingga indeks Zagreb kedua adalah
My(ES(Qan)) = ((n+ D~ 2n+ 1)?) + (n— 1)
Proposisi 4.2
Misalkan n € N dan n ganjil, rumus umum indeks Zagreb pertama dan kedua
pertama dan kedua pada graf ES(Q,,) adalah
M,ES(Q4y) = 2n(2n—1)%2 4+ (n-2)
M,ES(Q4n) =n(2n—1)3 +n
Bukti:

a) Graf ES(Q,4,) yang terdiri dari dua subgraf lengkap sehingga indeks Zagreb
pertama adalah M, (K,,) = n(n — 1)? (Teorema 2. 1), maka M; (ES(Q4n))
adalah
My (ES(Qan)) = My (Kzn) +n- My (K3)

=2n2n—-12)+n-2(2-1)?
=2nC2n-1%)+n-2)
sehingga indeks Zagreb pertama adalah

M;ES(Q4,) = 2n(2n—1)2 4+ (n-2)
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b) Untuk indeks Zagreb kedua dari graf ES(Q.,,) yang terdiri dari dua subgraf
lengkap sehingga indeks Zagreb kedua adalah M,(K,) = %n(n - 1)3
(Teorema 2. 1), maka M,(ES(Q,,)) adalah
My (ES(Q4n)) = My(Kyp) + 1 - My(Ko)

1 1
= (E 2n-(2n — 1)3) + n. (52(2 - 1)3)
=(n-2n-1)3)+n(1)3
=n-Cn—-1D3+n
Sehingga indeks Zagreb kedua adalah M,ES(Q,,) = n(2n—1)3 +n
4.3 Integrasi Hasil Penelitian dengan Kajian Keislaman

Sebagaimana yang sudah dijelaskan pada subbab 2.2 kajian teori graf

dengan surat An- Nisa ayat 86 berikut:

Artinya:” Dan apabila kamu dihormati dengan suatu (salam) penghormatan,
maka balaslah penghormatan itu dengan yang lebih baik, atau balaslah
(penghormatan itu, yang sepadan) dengannya. Sungguh, Allah memperhitungkan
segala sesuatu.”’(Qs. An-Nisa: 86)

Avyat tersebut berisi tentang apa tindakan kita ketika diberikan satu penghormatan
oleh orang lain, yaitu dengan membalas suatu penghormatan itu sendiri dengan

yang lebih baik atau sepadan.

Kemudian cara membalas suatu penghormatan dijelaskan pada hadis At-

tirmidzi no 2035 yaitu:

32 Al 08 Gy 43 gile (o e by 4dde Al s - 4Bl 355 06 06 25 0 4l (i
(6 2l 1ol 5 ) £l 3 &0 288 1 52 4Ty
Dari  Usman bin Zaid radhiyallahu’anhuma, ia berkata, Rosulullah

shallallahu’alaihi wa salam bersabda, “Barang siapa yang mendapat kebaikan
dari orang lain, hendaklah dia mengatakan jazakallah khaira, dia telah
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memaksimalkan memuji orang tersebut . (Shahih. HR. At-Tirmidzi no. 2035, An-
Nasa’i no. 180, Ibnu Hibban no. 3404)

Ada tiga bentuk dalam membalas suatu pemberian yang pertama yaitu jika
memungkinkan membalas pemberian dengan sesuatu yang lebih baik, yang kedua
yaitu membalas suatu pemberian dengan sesuatu yang sepadan atau bernilai sama,
kemudian yang terakhir yaitu jika tidak memungkinkan membalas suatu pemberian
maka doakanlah jazakallah khaira. Sehingga jika memang keadaanya tidak
memungkinkan untuk membalas suatu pemberian Kkita sudah dianggap
memaksimalkan membalas suatu pemberian dengan mengatakan jazakallah khaira

yang berarti Semoga Allah membalasmu dengan kebaikan.

Dua titik saling terhubung pada graf equal square jika memiliki hasil
kuadrat yang sama. Kemudian keterhubungan antara titik tersebut membentuk
suatu graf equal square, seperti yang sudah ditunjukkan pada bab sebelumnya.
Sehingga integrasi terhadap kajian keislaman yaitu setiap manusia akan saling
terhubung dengan saling menghargai suatu pemberian. Sehingga dapat

digambarkan sebagai berikut:

1 M a 2
Pemberi .——. Penerima

Gambar 4.5 Gambar Subgraf ES(Dg) dan Kajian Integrasi

Gambar di atas adalah subgraf pada graf ES(Dg) yaitu simpul 1 dan a?
saling terhubung karena memiliki hasil kuadrat yang sama, seperti halnya dengan
suatu pemberi dan penerima saling terhubung dikarenakan suatu salam

penghormatan. Sehingga pada graf ES(Dg) terdapat titik-titik saling terhubung
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satu sama lain, sama dengan setiap manusia akan saling memiliki titik

keterhubungan satu sama lain.

Surat Al-Hujurat ayat 10 memiliki arti bahwa setiap orang-orang yang

beriman itu bersaudara, sebagaimana berikut:

Artinya: “Orang-orang yang beriman itu sesungguhnya bersaudara. Sebab itu
damaikanlah (perbaiki hubungan) antara kedua saudaramu itu dan takutlah
terhadap Allah, Supaya kamu mendapatkan rahmat.”

Dari ayat tersebut diketahui bahwa semua orang yang beriman itu bersaudara,
karena setiap orang saling terhubung maka keterhubungan setiap orang tersebut

dapat direpresentasikan sebagai himpunan simpul pada suatu graf.

Dalam menentukan indeks Zagreb pertama dan kedua perlu dicari derajat
setiap simpul, yaitu berapa banyak sisi yang terhubung dengan simpul tersebut.
Keterhubungan setiap orang jika direpresentasikan dalam ayat tersebut dapat dilihat
melalui derajat titiknya. Sehingga dapat dilihat berapa banyak orang yang saling

terhubung satu sama lain.



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada bab 1V didapat pola umum pada graf equal
square dari grup quaternion diperumum (ES(Q4,)), Yaitu pola untuk n ganjil dan
n genap diuraikan sebagai berikut:
ES(Qun) = Ky(nt1) + (n — 1)K, dengan n genap
ES(Q4y) = Ky, + nK,, dengan n ganijil
Sehingga diperoleh dua formula umum indeks zagreb pada ES(Q,4,,), berikut:
1. Indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf ES(Q4,), n genap
M (ES(Q,,)) = (Z(n +1)-2n+ 1)2) +((n=1)-2)
Mxﬁﬂo%»={or+n-@n+1f)+or—n
2. Indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf ES(Q4,), n ganjil
My (ES(Q,,)) = 2n(2n—1)% + (n-2)
M, (ES(Q,,)) =n2n—1)° +n
5.2 Saran
Pembahasan pada penelitian ini berisi tentang indeks Zagreb pertama dan
kedua pada graf equal square dari grup quaternion diperumum. Penelitian

selanjutnya diharap membahas tentang indeks Zagreb pertama dan kedua pada graf

equal square yang dibangun oleh grup lainnya.
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