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ABSTRAK 

 

Nuraini, Istiana.2022. Indeks narumi-katayama dari Graf Pangkat dari Grup 

siklik. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Malang. Pembimbing: (1) 

Mohammad Nafie Jauhari, M.Si, (2) Erna Herawati, M.Pd 

 

Kata kunci: Indeks Narumi-Katayama, Graf Pangkat, Grup siklik. 

Indeks topologi dari suatu graf  digunakan dalam banyak bidang untuk mempelajari sifat 

dari objek kehidupan di dunia nyata seperti atom dan molekul dalam kimia. Sehingga 

penelitian ini menyajikan konsep indeks topologi pada graf yang dibangun oleh suatu 

grup, yang mana penelitian ini dapat di kembangkan kembali oleh peneliti lain sehingga 

topik tentang penelitian ini akan terus berkembang. Proses dalam menentukan rumus 

indeks Narumi-Katayama dari  Γ(ℤ2𝑝) adalah sebagai berikut:  

1. Menentukan indeks Narumi-Katayama dari  Γ(ℤ2𝑝) dengan   

𝑝 ∈ {2,3,5,7,11}, untuk memunculkan dugaan. 

2. Menentukan derajat setiap simpul Γ(ℤ2𝑝) dan menentukan rumus indeks Narumi-

Katayama dari  Γ(ℤ2𝑝). 

3. Menentukan indeks Narumi-Katayama dari Γ(ℤ2𝑝). 

Sehingga  dari proses tersebut dapat di peroleh  hasil sebagai berikut: 

𝑁𝐾 (Γ(ℤ2𝑝)) = {
(2𝑝 − 1)𝑝                                               𝑗𝑖𝑘𝑎  𝑝 = 2

𝑝 × (2𝑝 − 1)𝑝 × (2𝑝 − 2)𝑝−1         𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑝 ≥  3
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ABSTRACT 

 

Nuraini, Istiana.2022. Narumi-katayama Index of the Power Graph of a 

Cyclic Group. Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Science and 

Technology,Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Supervisors: (1) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si, (2) Erna Herawati, M.Pd 

Keywords: Narumi-Katayama index, Power graph, Cyclic Group. 

The topological index of a graph is used in many fields to study the properties of real-

world objects of life such as atoms and molecules in chemistry. This research presents the 

concept of a topological index on a graph built by a group, where this research can be 

redeveloped by other researchers so that the topic of this research will continue to 

develop. The process of determining the Narumi-Katayama index formula of Γ(ℤ2𝑝) is as 

follows: 

1. Specifies the Narumi-Katayama index of  Γ(ℤ2𝑝) with  𝑝 ∈ {2,3,5,7,11}, to obtain  

conjectures, 

2. Specifies the degree of each node Γ(ℤ2𝑝) and determines the Narumi-Katayama 

index formula of  the Γ(ℤ2𝑝), and 

3. Determining the Narumi-Katayama index of  Γ(ℤ2𝑝). 

So that from the process can be obtained the following results: 

𝑁𝐾 (Γ(ℤ2𝑝)) = {
(2𝑝 − 1)𝑝                                               𝑓𝑜𝑟   𝑝 = 2

𝑝 × (2𝑝 − 1)𝑝 × (2𝑝 − 2)𝑝−1         𝑓𝑜𝑟  𝑝 ≥  3
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ستحلص الجثم  

 

 .الجثاعع   .البحث  الدوريةة كاتاياما على المخطات للترتيب للمجموعة-مؤشر نارومي. ٢٢٢٢ نورعيني ، استعانة.
،عا نج. المشثثثي  ابثثثيا يل امسثثثلحعية ا موعيثثثة عالثثث  عثثثو   قسثثثل الياتثثثياة، لعيثثثة الععثثثوي ،التمعولو يثثثا،  اععثثثة 

 .الما ستير( ايي   يرا،اتي ،٢الثانية: ) ة. المشيفالما ستير( محمد  فع  و يي،١ :)ل،  الأ

 

المجموعة الد،ريةلاتااعا ، اليسل البياني لعيتبة ، -: عؤشي  ر،ع الكلمات المفتحيت  

 

عن المجا ة لدراسة خصائص لائعاة ا ياة في العالم ا قيق  عثل الذراة  لثيرتستخدي المؤشياة الطوبولو ية في  
،الجزيئاة في الميمياء. بحي  تعيض  ذه الدراسة عفهوي المؤشي الطوبولو   ععى عفهوي اليسوي البيانية التي تبعيها 

خداي نتائج  ذا البح  عن قبل أبحاث أخيى في مجال الميمياء أ، في المجا ة ذاة مجموعة ، حي  سيتل إعادة است
 :Γ(ℤ2𝑝) لاتااعا ععى-الصعة لما لها عن عزاا بمي،ر الوقت. فيما يع  عمعية تحديد صيغة عؤشي  ر،ع 

لاتااعا ععد-يحدد عؤشي  ر،ع   Γ(ℤ2𝑝).عع 𝑝 ∈ {2,3,5,7,11}،. مثارة التخميعاة. يحدد در ة   ١ 
 لل عقدة.

Γ(ℤ2𝑝). لاتااعا ععى-،يحدد صيغة فهيس  ر،ع   Γ(ℤ2𝑝).  ٢  

لاتااعا ععى-تحديد عؤشي  ر،ع  .  Γ(ℤ2𝑝).).  ٣  

 :بحي  يممن ا صول ععى العتائج التالية عن العمعية 

𝑁𝐾 (Γ(ℤ2𝑝)) = {
(2𝑝 − 1)𝑝                                               𝑗𝑖𝑘𝑎  𝑝 = 2

𝑝 × (2𝑝 − 1)𝑝 ×  (2𝑝 − 2)𝑝−1         𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑝 ≥  3
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PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Teori Graf merupakan salah satu dari banyak ilmu matematika yang 

dapat diaplikasikan dalam kehidupan sehari-hari. Beberapa masalah jauh lebih 

mudah dipecahkan dengan mempresentasikan dalam bentuk graf. Teori mengenai 

graf  pertama kali diperkenalkan pada tahun 1736 oleh Leonhard Euler  yang 

merupakan seorang matematikawan Swiss (Soleh dkk, 2015). 

 Suatu graf (tak berarah) 𝐺 adalah pasangan himpunan (𝑉, 𝐸) dengan 

𝑉 adalah himpunan tak kosong berhingga dari elemen yang disebut simpul dan 𝐸 

adalah himpunan berhingga (boleh kosong) dari sepasang simpul yang disebut sisi 

(Marsudi, 2016). 

Penelitian graf sendiri sudah banyak diteliti karena dapat dikombinasikan  

dengan topik matematika lainnya seperti dengan teori grup. Terdapat beberapa 

graf yang dibangun dari grup seperti graf invers, graf identitas, graf non-

commuting, graf konjugasi dan graf pangkat.  Sedangkan penelitian ini khusus 

akan membahas graf pangkat. Definisi graf pangkat dari grup 𝐺, Γ(𝐺) adalah graf 

yang himpunan titiknya adalah elemen dari 𝐺 dan dua simpul berbeda 𝑎 dan 𝑏 

bertetangga jika dan hanya jika 𝑎𝑥 =  𝑏 dan 𝑏𝑦 =  𝑎  untuk suatu 𝑥 dan 𝑦 

bilangan bulat positif. (Chelvam & Sattanathan, 2013). 

Terdapat beberapa penelitian sebelumnya yang membahas tentang graf 

pangkat dari suatu grup atau semigrup. Salah satunya pernah dilakukan oleh 

Asmarani Evi dkk (2022) yang membahas tentang jenis graf pangkat dari grup 

dihedral. Kemudian yang dilakukan oleh Chelvam dkk  (2013) yang berjudul 
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Power Graph of Finite Abelian Groups. Sedangkan pada penelitian ini dipilih graf  

pangkat dari grup siklik karena sangat menarik untuk di bahas bentuk 

representasinya. Grup 𝐺 disebut grup siklik  jika terdapat 𝑎 ∈ 𝐺 sedemikian 

hingga untuk  setiap 𝑥 ∈ 𝐺  berlaku 𝑥 = 𝑎𝑛 untuk suatu bilangan bulat 𝑛. 

Selanjutnya 𝑎 disebut generator  𝐺 dan dinotasikan 𝐺 = ⟨𝑎⟩ (Suryanti, 2017). 

Jika melihat konsep dalam ajaran Islam, penelitian ini dapat di 

integrasikan dengan beberapa ayat al-Qur’an. Salah satunya ialah al-Qur’an surat 

Al-Hujurrat ayat 10. Ayat ini berbunyi: 

“Sesungguhnya orang-orang mukmin adalah bersaudara, karena itu damaikanlah 

antara kedua saudaramu dan berdakwalah kepada Allah supaya kamu mendapat 

rahmat”. 

 

Ayat tersebut menerangkan bahwasanya kita semua orang mukmin 

dengan mukmin lainnya adalah saudara, sehingga ketika kita saling mengenal, 

menolong dengan sesama agar terus menjalin tali persaudaraan hal ini dapat kita 

implementasikan terhadap teori graf. Setiap manusia kita anggap sebagai simpul 

pada setiap unsur di grup siklik dan hubungan tali persaudaraan merupakan sisi 

pada graf pangkat dari grup siklik. Sehingga dapat kita katakan perintah tersebut 

terdapat himpunan simpul dan sisi, semakin banyak menjalin tali persaudaraan 

maka akan membentuk suatu graf.  

Indeks Topologi digunakan dalam banyak bidang untuk mempelajari 

sifat dari objek kehidupan di dunia nyata seperti atom dan molekul dalam kimia. 

Indeks topologi diklasifikasikan ke dalam beberapa kelompok, salah satunya 

adalah indeks dengan derajat titik. Beberapa indeks topologi berbasis derajat yang 

sering dibahas adalah Indeks Zagreb pertama dan kedua, indeks Zagreb 

multiplikatif pertama dan kedua, Indeks konektivitas ikatan atom, Indeks Narumi-
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Katayama. (Ascioglu  & Cagul, 2018). Sedangkan penelitian yang membahas 

tentang indeks Narumi-Katayama pada suatu graf telah dilakukan beberapa kali 

diantaranya yaitu oleh Ascioglu dan  Cagul (2018) yang membahas tentang 

Indeks Narumi–Katayama dari graf subdivisi. Pernah juga dilakukan 

Hosseinzadeh dkk  (2013) yang berjudul On the Narumi-Katayama Index of 

Composite Graphs. Kemudian pernah dibahas  oleh Gutman dan Ghorbani (2011) 

yang membahas beberapa bentuk dari indeks Narumi-Katayama.   

Maka dari itu penelitian ini menggunakan salah satu indeks yang berbasis 

derajat yaitu Indeks Narumi-Katayama yang mana hasil dari penelitian ini akan di 

pergunakan kembali oleh peneliti lain pada bidang kimia atau pada bidang terkait 

karena kelebihannya dari waktu ke waktu.  

Kemudian mempelajari semakin jauh tentang tali persaudaraan ada 

pengintegrasian sebelumnya, sebagaimana dalam surat Al-Isra ayat 26: 

"Dan berikanlah haknya kepada kerabat dekat, juga kepada orang miskin dan 

orang yang dalam perjalanan; dan janganlah kamu menghambur-hamburkan 

(hartamu) secara boros." 

 

Jika direnungkan pada ayat tersebut, menyebutkan salah suatu cara 

menjaga silaturahmi yaitu dengan memberikan hak kepada keluarga dekat, bukan 

hanya berupa materi saja tetapi dengan hal lainnya seperti saling mendoakan. 

Maka bersedekah juga akan mempererat silaturahmi. Membahas bersedekah 

terdapat dalam surat Al-Qur’an Surah Al-Hadid ayat 11 yang artinya: 

“Barang siapa yang mau meminjamkan kepada Allah pinjaman yang baik, maka 

Allah akan melipat-gandakan (balasan) pinjaman itu untuknya, dan dia akan 

memperoleh pahala yang banyak.” 
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Sehingga dalam konteks ini ketika kita bersedekah ke banyak orang 

maka silaturahmi kita semakin banyak. Karena hal itu akan mempererat antara 

pemberi dan penerima.   

Hal ini dapat kita hubungkan terhadap indeks Narumi-Katayama. Yang 

mana membahas  perkalian setiap derajat. Sebagaimana kita bersedekah ke semua 

orang bisa kita anggap seperti derajat pada suatu graf maka akan berlipat ganda 

dan balasan yang kita dapat juga akan berlipat dan bahkan akan memperbanyak 

silaturahmi dengan berbagai macam orang tanpa membeda-bedakan seperi pada 

surat pertama yang telah di jelaskan.  

Penelitian ini akan menyajikan konsep indeks topologi pada konsep graf 

yang dibangun oleh suatu grup. Untuk membedakan dengan penelitian 

sebelumnya peneliti memilih Indeks Narumi-Katayama dari graf pangkat dari 

grup siklik. Namun graf pangkat yang dibangun dari grup siklik belum pernah 

dilakukan penelitian sebelumnya, maka sangat menarik dan sangat perlu untuk 

dibahas.. 

Sehingga dari beberapa uraian dan pengintegrasian yang telah di 

jelaskan, maka dari sinilah peneliti ingin mengulik lebih jauh dengan mengambil 

judul penelitian “Indeks Narumi-Katayama dari Graf Pangkat dari Grup Siklik” 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam dalam 

penelitian ini adalah bagaimana menentukkan rumus indeks Narumi-Katayama 

dari dari pangkat dari grup siklik? 
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1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah  

mengetahui proses menentukkan rumus indeks Narumi-Katayama dari graf 

pangkat dari grup siklik. 

1.4  Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut: 

1. Bagi penulis, menambah pengetahuan dan mengembangkan wawasan terkait 

konsep teori graf, khususnya pada Indeks Narumi-Katayama dari graf  

pangkat dari grup siklik. 

2. Bagi Pembaca, sebagai tambahan wawasan dan sebagai bahan informasi 

dalam melakukan kajian lebih lanjut tentang Indeks Narumi-Katayama dari 

graf pangkat dari grup siklik. 

3. Bagi lembaga, sebagai tambahan bahan pustaka terkait teori graf  khususnya 

tentang Indeks Narumi-Katayama dari graf pangkat dari grup siklik. 

1.5 Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini, permasalahan yang akan dibahas dibatasi  hanya 

pada indeks Narumi-Katayama dari graf pangkat dari grup siklik ℤ2𝑝 dan hanya 

menggunakan  𝑝 bilangan prima . 

1.6 Definisi Istilah 

Definisi istilah yang digunakan dalam penelitian ini, secara garis besar 

dapat ditulis sebagai berikut:  

1. Suatu graf (tak berarah) 𝐺 adalah pasangan himpunan (𝑉, 𝐸) dengan 𝑉 

adalah himpunan tak kosong berhingga dari elemen yang disebut simpul dan 
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𝐸 adalah himpunan berhingga (boleh kosong) dari sepasang simpul yang 

disebut sisi.  

2. Suatu himpunan tak kosong 𝐺 dikatakan membentuk grup jika di dalam 𝐺  

didefinisikan sebuah operasi ∗,  yang memenuhi sifat tertutup, asosiatif, 

memiliki elemen identitas dan mempunyai invers. 

3. Grup 𝐺 disebut grup siklik jika terdapat 𝑎 ∈ 𝐺 sedemikian hingga untuk  

setiap 𝑥 ∈ 𝐺  berlaku 𝑥 = 𝑎𝑛 untuk suatu bilangan bulat 𝑛. Selanjutnya 𝑎 

disebut generator 𝐺 dan dinotasikan 𝐺 = ⟨𝑎⟩.  

4. Graf pangkat dari grup 𝐺 Γ(𝐺) adalah graf yang himpunan simpulnya 

adalah semua elemen dari 𝐺 dan dua simpul berbeda 𝑎 dan 𝑏 bertetangga di 

𝐺 jika dan hanya jika 𝑎𝑥 =  𝑏 dan 𝑏𝑦 =  𝑎 untuk suatu 𝑥 dan 𝑦 bilangan 

bulat positif. 

5. Indeks Narumi Katayama dari suatu graf 𝐺 adalah  

𝑁𝐾 (𝐺)  =  ∏ 𝑑𝑒𝑔(𝑣)
𝑣 ∈𝑉(𝐺)

 

Rumus indeks Narumi Katayama merupakan perkalian semua derajat 

simpul pada suatu graf. 
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KAJIAN TEORI 

2.1 Teori Pendukung 

2.1.1   Operasi Biner 

Operasi ∗ pada suatu himpunan tak kosong 𝑆 adalah pemetaan dari setiap 

pasang berurutan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 dengan tepat suatu elemen 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝑆 atau dapat 

dikatakan bahwa operasi ∗ pada  𝑆  bersifat tertutup (Setiawan Adi, 2014). 

Contoh:   

1. Misalkan 𝑍 adalah himpunan semua bilangan bulat. Operasi (+) pada 𝑍 

merupakan operasi biner.  

Bukti  

Maka ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍 dan 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑍 sehingga jelas bahwa operasi (+) pada 𝑍 

merupakan operasi biner. 

2. Misalkan 𝑍 adalah himpunan semua bilangan bulat. Operasi (×) pada 𝑍 

merupakan operasi biner.  

Bukti  

Maka ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍 dan 𝑎 × 𝑏 ∈ 𝑍 sehingga jelas bahwa oprasi (×) pada 𝑍 

merupakan operasi biner.  

2.1.2       Konsep Dasar Keterbagian 

Suatu bilangan bulat 𝑎 membagi sesuatu bilangan bulat 𝑏, dengan 𝑎 ≠ 0 

yang ditulis 𝑎|𝑏. Apabila ada sesuatu bilangan bulat 𝑘 sedemikian sehingga 𝑏 =

𝑘𝑎. Sedangkan 𝑎 tidak habis membagi 𝑏 maka ditulis 𝑎 ∤ 𝑏 (Handayani, 2020). 
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Contoh: 

5|30 karena ada 6 bilangan bulat sehingga 5 ∙ 6 = 30 

7| − 21 karena ada −3 bilangan bulat sehingga 7 ∙ (−3) = −21 

3 ∤ 8 karena tidak ada 𝑘 bilangan bulat sehingga 8 = 3𝑘 

Setelah membahas tentang keterbagian, pada penelitian ini akan 

menggunakan materi kongruensi yang mana materi ini memang berhubungan 

dengan masalah keterbagian. 

Definisi Kongruensi 

Jika 𝑚 suatu bilangan positif, 𝑎 kongruensi dengan 𝑏 modulo 𝑚 dan 

apabila 𝑚 membagi 𝑎 − 𝑏, ditulis 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚). Jika 𝑚 tidak membagi 𝑎 − 𝑏, 

maka dikatakan 𝑎 tidak kongruen dengan 𝑏, ditulis  𝑎 ≢ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) (Irawan dkk, 

2014). 

Definisi Kongruensi  Linier 

Bentuk umum kongruensi linier adalah 𝑎𝑥 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) dengan 

𝑎, 𝑏, 𝑚 ∈ ℤ, 𝑎 ≠  0 dan 𝑚 >  0 (Irawan dkk, 2014). 

Teorema 2.3 

Jika 𝑚 suatu bilangan positif, maka kongruensi linier 𝑎𝑥 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) 

akan punya solusi jika 𝑑 = (𝑎, 𝑚)|𝑏, dan pada kasus ini 𝑑 adalah FPB dari 𝑎 dan 

𝑚. Jika 𝑎, 𝑚 relatif prima atau 𝑑 = 1, maka kongruensi memiliki satu 

penyelesaian (Irawan dkk, 2014). 
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Bukti: 

Kongruensi 𝑎𝑥 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) mempunyai penyelesaian jika 𝑚| 𝑎𝑥 − 𝑏 menurut 

definisi kongruensi. Diketahui 𝑑 = (𝑎, 𝑚) maka 𝑑|a dan d|𝑚. Karena 𝑑|𝑎 maka 𝑑 

habis membagi setia kelipatan 𝑎 yaitu 𝑑|𝑎𝑥 dengan 𝑥 sembarang bilangan bulat. 

Selanjutnya 𝑑|𝑚 dan  𝑚|𝑎𝑥 − 𝑏 maka berakibat 𝑑|𝑎𝑥 − 𝑏, karena 𝑑|𝑎𝑥  dan 

𝑑|𝑎𝑥 − 𝑏 yang berakibat 𝑑| − 𝑏  sehingga 𝑑|𝑏. Selanjutnya 𝑎𝑥 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) 

dapat dinyatkan sebagai 𝑑 (
𝑎

𝑑
) 𝑥 ≡  𝑑 (

𝑏

𝑑
) (𝑚𝑜𝑑 𝑚)  maka dapat ditentukan 

(
𝑎

𝑑
) 𝑥 ≡  (

𝑏

𝑑
) (𝑚𝑜𝑑 

𝑚

𝑑
) karena (

𝑎

𝑑
,

𝑚

𝑑
) = 1 dan (

𝑎

𝑑
) 𝑥 ≡  (

𝑏

𝑑
) (𝑚𝑜𝑑 

𝑚

𝑑
) maka 

menurut teorema kongruensi linear  (
𝑎

𝑑
) 𝑥 ≡  (

𝑏

𝑑
) 𝑥 (𝑚𝑜𝑑 

𝑚

𝑑
) akan mempunya 

satu penyelesaian 𝑥 = 𝑥0 + 𝑡.
𝑚

𝑑
 dengan 𝑥0 ≡ (

𝑎

𝑑
)𝜙(𝑚)−1. (

𝑏

𝑑
) (𝑚𝑜𝑑 𝑚) dan 𝑡 ∈

ℤ. Dengan demikian seluruh penyelesaian kongruensi tersebut adalah 𝑥 =

𝑥0 , 𝑥0 + 1 (
𝑚

𝑑
) , 𝑥0 + 2 (

𝑚

𝑑
) , … , 𝑥0 + (𝑑 − 1) (

𝑚

𝑑
) (Irawan dkk, 2014). ∎ 

Contoh: 

Dalam menentukan solusi 7𝑥 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 12), dapat dilihat karena FPB 

(7,12) = 1 dan 1|3, maka kongruensi tersebut mempunyai satu penyelesaian. 

Sehingga penyelesaiannya 𝑥 ≡ 9 (𝑚𝑜𝑑 12).  

Dalam menentukan solusi 3𝑥 ≡ 9 (𝑚𝑜𝑑 15), dapat dilihat karena FPB 

(3,15) = 3 dan 3|9 maka kongruensi tersebut mempunyai tiga penyelesaian. 

Sehingga penyelesaiannya 𝑥 ≡ 4, 𝑥 ≡ 9, 𝑥 ≡ 14 (𝑚𝑜𝑑 12).  
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2.1.3      Grup 

Suatu  himpunan tak kosong 𝐺 dikatakan membentuk grup jika di dalam 

𝐺 terdapat sebuah operasi ∗, dinotasikan (𝐺,∗) jika memenuhi aksioma berikut ini:  

1. Operasi ∗ merupakan operasi biner di 𝐺. Artinya ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 berlaku 𝑎 ∗

𝑏 ∈ 𝐺. Dengan demikian (𝐺,∗) berlaku bersifat tertutup.   

2. Operasi ∗ bersifat asosiatif. Artinya  ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, berlaku  (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 =  𝑎 ∗

 (𝑏 ∗ 𝑐). Dengan demikian (𝐺,∗) berlaku bersifat asosiatif  

3. Operasi ∗ memiliki elemen identitas. Artinya  ∃𝑒 ∈ 𝐺 dan ∀𝑎 ∈ 𝐺 

sedemikian sehingga berlaku 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎. Dengan demikian (𝐺,∗) 

memiliki elemen identitas.  

4. Setiap elemen 𝐺 mempunyai invers 

∀𝑎 ∈ 𝐺, ∃𝑎−1 ∈ 𝐺, sedemikian sehingga 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒,  maka 

𝑎−1 adalah invers dari elemen 𝑎 (Suryanti, 2017). 

Contoh: 

Himpunan bilangan bulat  ℤ terhadap operasi + merupakan grup  

Bukti: 

 Jika memenuhi ke empat aksioma grup maka (ℤ, +) adalah grup: 

1. ℤ  tertutup terhadap operasi + karena  𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. 

2. ℤ  terhadap operasi + bersifat asosiatif karena   (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 =  𝑎 +  (𝑏 +

𝑐) untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ  

3.  Terdapat sebuah elemen identitas operasi + pada ℤ yaitu 0  
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4. Setiap elemen pada  ℤ memiliki invers terhadap operasi +, untuk setiap 

𝑎 ∈ ℤ terdapat  𝑎−1 ∈ ℤ.  

2.1.4      Order Grup dan Order Elemen Grup  

Order suatu grup 𝐺 adalah banyaknya elemen dari 𝐺. Jika 𝐺 berhingga 

maka order 𝐺 berhingga dan sebaliknya jika 𝐺 tak hingga maka order 𝐺 tak 

hingga. Misalkan 𝑔 ∈ 𝐺 order dari 𝑔 dinotasikan dengan |𝑔| yang menyatakan 

bilangan bilangan bulat positif terkecil 𝑛 sehingga memenuhi 𝑔𝑛 = 𝑒,dengan 𝑒 

adalah elemen identitas. Jika tidak ada 𝑛 yang demikian maka |𝑔| =

+∞ (Suryanti, 2017). 

Setelah memahami definisi dari order grup dan order elemen grup, pada 

penelitian ini merujuk dua teorema yang dipergunakan , yaitu sebagai berikut: 

Teorema 2.1  

Misalkan  𝐺 grup dan 𝑔 ∈ 𝐺, maka 𝑔 memiliki order berhingga di 𝐺 

jika 𝐺 adalah grup berhingga (Febyola dkk, 2017). 

Bukti: 

Misal 𝐺 adalah grup, 𝑔 ∈ 𝐺 dan 𝑒 ∈ 𝐺  adalah elemen identitas dari 𝐺 . Karena 𝐺 

tertutup terhadap operasi  biner  maka 𝑔, 𝑔2, … , 𝑔𝑘, … , 𝑔ℎ dan seterusnya ada di 

𝐺.  

Misal 𝑔𝑘 = 𝑔ℎ dengan 𝑘 > ℎ maka 𝑔𝑘 ∗ (𝑔ℎ) = 𝑔ℎ ∗  (𝑔𝑘) 

Karena 𝑔𝑘−ℎ = 𝑒 akibatnya  |𝑔| = 𝑘 − ℎ bilangan positif , misal 𝑘 − ℎ = 𝑚. 
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Maka 𝑚 adalah bilangan bulat positif berhingga sedemikian sehingga 𝑔𝑚 =

𝑒, akibatnya  |𝑔| ≤ ℎ. Jadi orde dari 𝑔 berhingga dan  𝑔 adalah sembarang elemen 

dari 𝐺, maka orde dari grup berhingga adalah berhingga (Febyola dkk, 2017). ∎ 

Teorema  2.2  

Misalkan  𝑔 ∈ 𝐺 mempunyai order 𝑛, maka 𝑔𝑘 = 𝑒, dimana 𝑒 adalah 

elemen identitas  jika dan hanya jika 𝑛|𝑘 (Febyola dkk, 2017). 

Bukti: 

Akan ditunjukkan 𝑔 ∈ 𝐺 dan |𝑔| =  𝑛 , 𝑘 adalah bilangan bulat positif dan 𝑛|𝑘 

maka 𝑔𝑘 = 𝑒 

jika 𝑛|𝑘 maka 𝑘 = 𝑚𝑛, akibatnya  𝑔𝑘 =  𝑔𝑛𝑚  =  (𝑔𝑛)𝑚 = 𝑒𝑚   = 𝑒.  

Misal 𝑔𝑘 = 𝑒, dan andaikan 𝑘 =  𝑛𝑚 +  𝑟 dengan  0 < 𝑟 < 𝑛. Maka  

𝑒 = 𝑔𝑘 = 𝑔𝑛𝑚+𝑟 = (𝑔𝑛)𝑚𝑔𝑟 = 𝑒𝑚𝑔𝑟 = 𝑔𝑟 

Hal ini kontradiksi dengan kenyataan bahwa  |𝑔| = 𝑛. Maka haruslah 𝑟 = 0, 

karena bila  𝑟 = 0 maka 𝑔𝑟 = 𝑔0 = 𝑒 = 𝑔𝑘 sehingga 𝑘 = 𝑛𝑚  dengan kata lain 

𝑛|𝑘 (Febyola dkk,. 2017). ∎ 

Contoh: 

Misalkan (ℤ4, +)adalah sebuah grup. Order dari ℤ4 adalah 4, 

sedangkan  order dari masing-masing elemen di ℤ4, adalah sebagai berikut: 

1. Order 0 adalah 1, karena 01 = 0 

2. Order 1 adalah 4, karena 14 = 0 

3. Order 2 adalah 2, karena 22 = 0 
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4. Order 3 adalah 4, karena 34 = 0 

2.1.5       Grup Siklik 

Grup 𝐺 disebut grup siklik  jika terdapat 𝑎 ∈ 𝐺 sedemikian hingga 

untuk  setiap 𝑥 ∈ 𝐺  berlaku 𝑥 = 𝑎𝑛 untuk suatu bilangan bulat 𝑛. Selanjutnya 𝑎 

disebut generator 𝐺 yang dinotasikan 𝐺 = ⟨𝑎⟩ (Suryanti, 2017). 

Contoh: 

Misalkan (ℤ6, +), buktikan bahwa (ℤ6, +) adalah grup siklik dengan 

generator ⟨1⟩ dan ⟨5⟩  

Bukti: 

Dapat kita tunjukkan  

  ℤ6 = ⟨1⟩ = {1𝑛| 𝑛 ∈ 𝑍}  

yang mana  dapat kita lihat  

0 =  16 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1     3 =  13 = 1 + 1 + 1 

1 =  11 = 1          4 =  14 = 1 + 1 + 1 + 1 

2 =  12 = 1 + 1          5 =  15 = 1 + 1 + 1 + 1 + 

Begitu juga dengan ℤ6 = ⟨5⟩ = {5𝑛| 𝑛 ∈ 𝑍} 

0 =  56 = 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5   3 =  53 = 5 + 5 + 5 

1 =  55 = 5 + 5 + 5 + 5 + 5     4 =  52 = 5 + 5 

2 =  54 = 5 + 5 + 5 + 5      5 =  51 = 5 

Jadi terbukti bahwa (ℤ6, +) adalah grup siklik dengan generator ⟨1⟩ dan ⟨5⟩  
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2.1.6      Graf 

Suatu graf (tak berarah) 𝐺 adalah pasangan himpunan (𝑉, 𝐸) dengan 

𝑉 adalah himpunan tak kosong berhingga dari elemen yang disebut simpul dan 

𝐸 adalah himpunan berhingga (boleh kosong) dari sepasang simpul yang disebut 

sisi (Marsudi, 2016). 

Contoh: 

Sebuah graf 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan himpunan simpul 𝑉 =

{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} dan himpunan sisi 𝐸 = {(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑐), (𝑎, 𝑑), (𝑐, 𝑑)}. Maka graf 𝐺 

sebagi berikut:  

 

Gambar 2.1 Definisi Graf 

2.1.7      Graf Bertetangga dan Terkait Langsung 

Misalkan sebuah graf 𝐺 =  (𝑉, 𝐸),jika dua simpul 𝑢 𝑑𝑎𝑛 𝑣 ∈ 𝐺 

dihubungkan dengan sisi 𝑒 = (𝑢, 𝑣), maka di katakan bertetangga. Jika sisi 𝑒 =

(𝑢, 𝑣), maka simpul  𝑢  dan sisi 𝑒 dikatakan terkait langsung begitu pula dengan 

simpul  𝑣  dan sisi 𝑒  (Chartrand dkk, 1986). 

 

 

 



15 

 

 

Contoh:  

 

Gambar 2.2 Graf  Bertetangga dan Terkait Langsung 

Dari gambar 2.2  dapat dilihat bahwa 𝑣1 bertetangga dengan 𝑣2 dan 

terkait  dengan sisi 𝑒1. 𝑣1 bertetangga dengan 𝑣3dan terkait dengan sisi 𝑒2. 𝑣2 

bertetangga dengan 𝑣3 dan terakit dengan sisi 𝑒3. 

2.1.8     Derajat Graf 

 Simpul  𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) dinotasikan dengan 𝑑𝑒𝑔(𝑣) adalah jumlah sisi dari 𝐺 

yang terkait dengan 𝑣 (Marsudi, 2016). 

Contoh:  

Misalkan suatu graf digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 2.3 Derajat Graf 
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Maka dari gambar dapat ditentukan derajat setiap simpul di graf:  

deg(𝑎) = 3  𝑑𝑒𝑔(𝑏) = 3 

deg(𝑐) = 3  𝑑𝑒𝑔(𝑑) = 3 

2.1.9      Graf Pangkat 

Graf pangkat dari grup 𝐺, Γ(𝐺) adalah graf  yang himpunan simpulnya 

adalah elemen dari 𝐺 dan dua simpul berbeda 𝑎 dan 𝑏 bertetangga jika dan hanya 

jika 𝑎𝑥 =  𝑏 dan 𝑏𝑦 =  𝑎 untuk suatu 𝑥 dan 𝑦 bilangan bulat positif (Chelvam & 

Sattanathan, 2013). 

Contoh:  

Graf pangkat dari grup dihedral 𝐷2.3 

 Dalam menentukan representasi graf dari grup dihedral 𝐷2.3 =

 {𝑒, 𝑎, 𝑎2, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏} terlebih dahulu dibuat tabel 2.1 sebagai berikut: 

Tabel 2. 1 Pangkat dari Grup Dihedral 𝐷2.3 

Pangkat 𝑒 𝑎 𝑎2 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

1 𝑒 𝑎 𝑎2 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

2 𝑒 𝑎2 𝑎 𝑒 𝑒 𝑒 

3 𝑒 𝑒 𝑒 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

 

Berdasarkan tabel 2.1 dapat diperoleh bentuk graf pangkat dari grup dihedral 

𝐷2.3 pada gambar 2.4 sebagai berikut: 
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Gambar 2.4 Graf Pangkat dari Grup Dihedral 𝐷2.3 

2.1.10     Indeks Narumi-Katayama 

Indeks topologi diklasifikasikan ke dalam beberapa kelompok, salah 

satunya adalah indeks dengan derajat simpul contohnya yaitu indeks Narumi 

Katayama. Pada tahun 1980 Indeks  Narumi-Katayama didefinisikan sebagai 

berikut: 

𝑁𝐾 (𝐺)  =  ∏ deg(𝑣)
𝑣 ∈𝑉(𝐺)

 

Bentuk indeks Narumi-Katayam  merupakan perkalian semua derajat simpul pada 

suatu graf (Ascioglu & Cagul, 2018). 

Contoh:  

Perhatikan graf 𝐺 pada gambar 2.5: 

 

Gambar 2.5 Graf 𝐺 
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Dari Gambar 2.5 dapat diperoleh masing-masing derajat simpulnya sebagai 

berikut: 

deg(𝑎) = 4 , deg(𝑏) = 3 

deg(𝑐) = 3 , deg(𝑑) = 4 

deg(𝑒) = 2   

Setelah mengetahui masing-masing derajat graf  maka dapat kita 

tentukan Indeks Narumi-Katayama dari graf tersebut adalah sebagai berikut: 

𝑁𝐾 (𝐺) =  ∏ deg(𝑣)

𝑣 ∈𝑉(𝐺)

 

=  deg(𝑎) ×  deg(𝑏) × deg(𝑐) ×  deg(𝑑) × deg(𝑒) 

= 4 × 3 × 3 × 4 × 2 

= 288 

2.2   Kajian Integrasi Topik Dengan Al-Qur’an 

2.2.1      Integrasi Graf Pangkat dari Grup Siklik dengan Al-Qur’an 

Sebagai makhluk Allah hendaklah selalu saling menjaga silaturahmi 

dengan sesama manusia. Dengan saling berbuat baik kepada sesama, saling 

membagi rezeki dan juga saling meringankan beban saudara yang kesusahan. 

Sebagaimana  Al-Qur’an surat Al-Hujurrat ayat 10. Ayat ini berbunyi: 

“Sesungguhnya orang-orang mukmin adalah bersaudara, karena itu damaikanlah 

antara kedua saudaramu dan berdakwalah kepada Allah supaya kamu mendapat 

rahmat”. 
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Dalam tafsir Ibnu Katsir, ayat tersebut dijelaskan bahwa seorang mukmin 

dengan mukmin lainnya di ibaratkan seperti hubugan kepala dengan seluruh 

tubuh. Seorang mukmin akan merasa sakit karena orang mukmin lainnya 

sebagaimana badan akan merasakan sakit karena sakit kepala. Sehingga orang 

mukim dengan mukmin lainnya merupakan saudara.  

Hal tersebut jelas membahas bahwa islam menganjurkan bahwa untuk 

tetap menjalin tali persaudaraan karena sesama mukmin adalah saudara. Hal ini 

dapat kita dinyatakan dalam teori graf. Setiap manusia dengan manusia lain akan 

menjalin hubungan tali persaudaraan. Seperti halnya dalam konsep terbentuknya 

suatu graf  dari sepasang simpul yang bertetangga dengan sisi (Tafsir Ibnu Katsir, 

2003). 

2.2.2      Integrasi Indeks Narumi-Katayama dengan Al-Qur’an 

Membahas lebih jauh tentang tali persaudaraan dalam surat Al-Isra  

ayat 26: 

"Dan berikanlah haknya kepada kerabat dekat, juga kepada orang miskin dan 

orang yang dalam perjalanan; dan janganlah kamu menghambur-hamburkan 

(hartamu) secara boros." 

 

Dalam ayat tersebut diperintahkan cara menjaga silaturahmi yaitu dengan 

memberikan hak kepada keluarga dekat ataupun kepada sesama manusia yang 

saling membutuhkan untuk meringankan beban. Maka bersedekah juga akan 

mempererat silaturahmi.  

Membahas bersedekah selanjutnya, terdapat firman Allah dalam Al-

Qur’an Surah Al-Hadid ayat 11 yang artinya: 
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“Barang siapa yang mau meminjamkan kepada Allah pinjaman yang baik, maka 

Allah akan melipat-gandakan (balasan) pinjaman itu untuknya, dan dia akan 

memperoleh pahala yang banyak.” 

 

Dalam tafsir Ibnu Kasir, barang siapa yang meminjamkan sesuatu kepada 

sesama muslim dijalan Allah secara tulus, ikhlas dan dengan niat yang baik. Maka 

dalam ayat tersebut Allah berfirman akan melipat gandakan pembayaran 

kepadanya dengan lipat ganda yang banyak dan seseorang itu akan mendapatkan 

hal baik yang berlipat ganda pula. Sehingga dalam konteks ini ketika kita 

bersedekah ke banyak orang maka silaturahmi kita akan semakin banyak. Karena 

hal itu akan mempererat antara pemberi dan penerima. Sebagaimana dengan 

konsep pada perhitungan Narumi-Katayama pada perkalian setiap derajat dari 

suatu graf yang menghasilakn hasil yang berlipat ganda (Tafsir Ibnu Katsir, 

2003). 

2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung 

Untuk mencari Indeks Narumi-Katayama dari graf pangkat dari grup 

siklik, akan dicari terlebih dahulu  graf pangkat dari grup siklik ℤ2𝑝. Adapun salah 

satu graf  pangkat dari grup siklik ℤ2𝑝 adalah sebagai berikut: 

Jika 𝑝 = 3 maka dalam menentukan representasi grafnya terlebih dahulu 

menggunakan tabel pangkatnya pada tabel 2.2 sebagai berikut: 

Tabel 2.2 Pangkat dari Grup Siklik ℤ6 

Pangkat �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

1 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

2 0̅ 2̅ 4̅ 0̅ 2̅ 4̅ 

3 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 

4 0̅ 4̅ 2̅ 0̅ 4̅ 2̅ 

5 0̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

6 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
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Kemudian dari tabel 2.2 dapat di gambarkan bentuk grafnya  sebagai 

berikut: 

  

Gambar 2.6 Graf dari Grup Siklik ℤ2𝑝 

Selanjutnya dari gambar 2.6 akan dicari semua derajat dari masing-

masing graf. Sebagai berikut. 

deg(0) = 5  𝑑𝑒𝑔(1) = 5 

deg(2) = 4  𝑑𝑒𝑔(3) = 3 

deg(4) = 4  deg(5) = 5  

Kemudian dicari indeks Narumi-Katayama dari setiap graf  berpagkat 

dari grup siklik.  

𝑁𝐾 (ℤ6 ) =  ∏ deg(𝑣)

𝑣 ∈𝑉

 

=  deg(0) × deg(1) ×  deg(2) ×  deg(3) ×  deg(4)  ×  deg(5) 

= 5 × 5 × 4 × 3 × 4 × 5 

= 52 × 42 × 3 
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METODE PENELITIAN  

3.1 Jenis Penelitian  

Dalam penelitian ini, penulis menggunakan jenis penelitian kepustakaan 

(library research), yaitu mengkaji informasi dan data yang berasal bahan yang 

tertulis serta terkait indeks Narumi-Katayama dari Γ(ℤ2𝑝). Penelitian ini 

mengumpulkan informasi terkait penelitian dari buku, artikel jurnal, dokumen dan 

lainnya yang kemudian dari referensi tersebut diambil beberapa landasan  teori 

yang dipergunakan sebagai dasar penelitian ini. 

3.2 Pra Penelitian 

Proses penelitian diawali dengan mencari literatur landasan teori  yang 

dijadikan rujukan dalam penelitian. Landasan teori bersumber dari jurnal, buku 

dan lainnya yang akan dipergunakan sebagai tumpuan dasar dalam penelitian ini. 

Setelah  literatur pendukung yang berkaitan dengan topik penelitian telah 

terkumpul maka dapat juga memilih beberapa ayat dalam Al-Qur’an  yang dapat 

di integrasikan dengan topik penelitian ini. Kemudian dari tumpuan dasar landsan 

teori, perlu memahami konsep menyeluruh tentang  graf pangkat dari grup siklik, 

dan kemudian memahami pula  konsep tentang pengintegrasian pada beberapa 

ayat Al-Qur’an. Barulah proses selanjutnya adalah mulai menentukan elemen 

pada setiap graf pangkat dari Γ(ℤ2𝑝) dengan  𝑝 ∈ {2,3,5,7,11} untuk membantu 

proses memunculkan dugaan-dugaan sampai mengetahui rumus indeks Narumi-

Katayama dari Γ(ℤ2𝑝). 
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3.3 Tahapan Penelitian 

Tahapan penelitian yang dipergunakan pada penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Menentukan indeks Narumi-Katayama dari  Γ(ℤ2𝑝) dengan   

𝑝 ∈ {2,3,5,7,11}, untuk memunculkan dugaan. Dalam bercobaan tersebut 

terlebih dahulu menentukan representasi Γ(ℤ2𝑝) dengan menggunakan tabel 

dan selanjutnya membentuk grafnya, 

2. Menentukan derajat setiap simpul Γ(ℤ2𝑝)  dengan melihat dari bentuk graf 

yang telah diperoleh dan menentukan rumus indeks Narumi-Katayama dari 

setiap Γ(ℤ2𝑝), 

3. Menentukan indeks Narumi-Katayama dari Γ(ℤ2𝑝) pada percobaan 

sebelumnya, dan 

4. Membuktikan teorema dari pola yang telah didapatkan dengan bantuan 

beberapa materi yang ada di kajian teori. 
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PEMBAHASAN 

Pada bab ini akan dijelaskan proses menentukan  rumus Indeks Narumi-

Katayama dari Γ(ℤ2𝑝) dengan 𝑝 bilangan prima dengan 𝑝 ≥  3. Adapun pada bab 

ini terdapat dua poin yaitu poin pertama akan memberikan penjelasan berupa 

dugaan-dugaan representasi Γ(ℤ2𝑝), dugaan setiap derajat Γ(ℤ2𝑝)  serta dugaan 

pola Indeks Narumi-Katayama dan pada poin kedua akan dibuktikan pola  rumus 

Indeks Narumi-Katayama pada  Γ(ℤ2𝑝). 

4.1  Graf Pangkat dari Grup Siklik ℤ𝟐𝒑 

Adapun langkah-langkah dalam membentuk representasi  Γ(ℤ2𝑝)  yaitu 

dengan menggunakan tabel pangkat dari grup siklik, selanjutnya akan ditentukan 

setiap derajat dari graf dan kemudian menentukan rumus indeks Indeks Narumi-

Katayama Γ(ℤ2𝑝). Sedangkan pada poin ini akan mengambil dugaan  ℤ2𝑝 dengan 

𝑝 bilangan prima dengan 𝑝 ≥  3 dengan mengambil bilangan prima 2,3,5,7 dan 

11. 

4.1.1     Graf Pangkat dari Grup Siklik ℤ𝟒 

Dalam menentukan representasi graf pangkat dari grup siklik ℤ4 =

{0,̅ 1,̅ 2,̅ 3,̅ }, akan dibuat tabel 4.1: 

Table 4.1 Pangkat dari Grup Siklik ℤ4 

Pangkat 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

1 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

2 0̅ 2̅ 0̅ 2̅ 

3 0̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

4 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 
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Berdasarkan tabel diperoleh bentuk (Γ(ℤ4)) pada gambar 4.1: 

 

Gambar 4.1 Graf Pangkat dari Grup Siklik ℤ4 

Selanjutnya dari gambar 4.1 akan dicari semua derajat dari masing-

masing graf. Sebagai berikut: 

deg(0) = 3 , deg(1) = 3 

deg(2) = 3 , deg(3) = 3 

Berdasarkan dari derajat setiap graf maka dapat ditentukan rumus  

indeks Narumi-Katayama dari setiap graf  berpagkat dari grup siklik sebagai 

berikut: 

𝑁𝐾 (Γ(ℤ6)  ) =  ∏ deg(𝑣)

𝑣 ∈𝑉

 

=  deg(0) × deg(1) × deg(2) × deg(3) 

= 3 × 3 × 3 × 3 

= 34 
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4.1.2  Graf Pangkat dari Grup Siklik ℤ𝟔 

Dalam menentukan representasi graf pangkat dari grup siklik ℤ6 =

{0,̅ 1,̅ 2,̅ 3,̅ 4,̅ 5̅}, akan dibuat tabel 4.2: 

Table 4.2 Pangkat dari Grup Siklik ℤ6 

Pangkat �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

1 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

2 0̅ 2̅ 4̅ 0̅ 2̅ 4̅ 

3 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 0̅ 3̅ 

4 0̅ 4̅ 2̅ 0̅ 4̅ 2̅ 

5 0̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

6 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

 

Berdasarkan tabel diperoleh bentuk (Γ(ℤ6)) pada gambar 4.2: 

 

Gambar 4.2 Graf Pangkat dari Grup Siklik ℤ6 
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Selanjutnya dari gambar 4.2 akan dicari semua derajat dari masing-

masing graf. Sebagai berikut: 

deg(0) = 5 , deg(1) = 5 

deg(2) = 4 , deg(3) = 3 

deg(4) = 4 , deg(5) = 5 

Berdasarkan dari derajat setiap graf maka dapat ditentukan rumus  

indeks Narumi-Katayama dari setiap graf  berpagkat dari grup siklik sebagai 

berikut: 

𝑁𝐾 (Γ(ℤ6)  ) =  ∏ deg(𝑣)

𝑣 ∈𝑉

 

=  deg(0) ×  deg(1) ×  deg(2) ×  deg(3) ×  deg(4) ×  deg(5) 

= 5 × 5 × 4 × 3 × 4 × 5 

= 53 × 42 × 3 

4.1.3     Graf Pangkat dari Grup Siklik ℤ𝟏𝟎 

Dalam menentukan representasi graf pangkat dari grup siklik ℤ10 =

{0̅, 1,̅ 2,̅ 3,̅ 4,̅ 5̅, 6̅, 7,̅ 8,̅ 9̅}, akan dibuat tabel 4.3: 

Table 4.3 Pangkat dari Grup Siklik ℤ10 

Pangka

t 
�̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

1 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

2 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 0̅ 2̅ 4̅ 6̅ 8̅ 

3 0̅ 3̅ 6̅ 9̅ 2̅ 5̅ 8̅ 1̅ 4̅ 7̅̅ 

4 0̅ 4̅ 8̅ 2̅ 6̅ 0̅ 4̅ 8̅ 2̅ 6̅ 
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5 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 0̅ 5̅ 

6 0̅ 6̅ 2̅ 8̅ 4̅ 0̅ 6̅ 2̅ 8̅ 4̅ 

7 0̅ 7̅ 4̅ 1̅ 8̅ 5̅ 2̅ 9̅ 6̅ 3̅ 

8 0̅ 8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 0̅ 8̅ 6̅ 4̅ 2̅ 

9 0̅ 9̅ 8̅ 7̅ 6̅ 5̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

10 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

Berdasarkan tabel diperoleh bentuk (Γ(ℤ10)) pada gambar 4.3: 

 

Gambar 4.3 Graf Pangkat dari Grup Siklik ℤ10 

Selanjutnya dari gambar 4.3 akan dicari semua derajat dari masing-

masing graf. Sebagai berikut. 

deg(0) = 9 , deg(1) = 9  

deg(2) = 8 , deg(3) = 9 
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deg(4) = 8 , deg  (5) = 5  

deg(6) = 8  , deg(7) = 9 

deg(8) = 8 , deg(9) = 9 

Berdasarkan dari hasil derajat setiap graf maka dapat ditentukan 

rumus  indeks Narumi-Katayama dari setiap graf  berpagkat dari grup siklik 

sebagai berikut: 

𝑁𝐾 (Γ(ℤ10)  ) =  ∏ deg(𝑣)

𝑣 ∈𝑉

 

=  deg(0) × deg(1) × deg(2) × deg(3) × deg(4)  ×  deg(5) 

×  deg(6) ×  deg(7) ×  deg(8) ×  deg(9)  

= 9 × 9 × 8 × 9 × 8 × 5 × 8 × 9 × 8 × 9 

= 95 × 84 × 5 

4.1.4      Graf Pangkat dari Grup Siklik ℤ𝟏𝟒 

Dalam menentukan representasi graf pangkat dari grup siklik ℤ14 =

{0̅, 1,̅ 2,̅ 3,̅ 4,̅ 5̅, 6̅, 7,̅ 8,̅ 9,̅ 10,̅̅ ̅̅ 11,̅̅ ̅̅ 12,̅̅ ̅̅ 13̅̅̅̅ }, akan dibuat tabel 4.4: 
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Table 4.4 Pangkat dari Grup Siklik ℤ14 

 

Berdasarkan tabel diperoleh bentuk (Γ(ℤ14)) pada gambar 4.4: 

 

Gambar 4.4 Graf Pangkat dari Grup Siklik ℤ14 
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Selanjutnya dari gambar 4.4 akan dicari semua derajat dari masing-

masing graf. Sebagai berikut. 

deg(0) = 13 , deg(1) = 13  

deg(2) = 12 , deg(3) = 13 

deg(4) = 12  , deg(5) = 13  

deg(6) = 12 , deg(7) = 7 

deg(8) = 12  , deg(9) = 13 

deg(10) = 12  , deg(11) = 13  

deg(12) = 12  , deg(13) = 13 

Berdasarkan dari hasil derajat setiap graf maka dapat ditentukan 

rumus  indeks Narumi-Katayama dari setiap graf  berpangkat dari grup siklik 

sebagai berikut: 

𝑁𝐾 (Γ(ℤ14)  ) =  ∏ deg(𝑣)

𝑣 ∈𝑉

 

=  deg(0) × deg(1) × deg(2) × deg(3) × deg(4)  ×  deg(5) 

× deg(6) × deg(7) × deg(8) × deg(9)  × deg(10) 

× deg(11) × deg(12) × deg(13) 

= 13 × 13 × 12 × 13 × 12 × 13 × 12 × 7 × 12 × 13 × 12 × 13 

× 12 × 13 

= 137 × 126 × 7 
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4.1.5       Graf Pangkat dari Grup Siklik ℤ𝟐𝟐 

Dalam menentukan representasi graf pangkat dari grup siklik ℤ22 =

{0̅, 1,̅ 2,̅ 3,̅ 4,̅ 5̅, 6̅, 7,̅ 8,̅ 9,̅ 10,̅̅ ̅̅ 11,̅̅ ̅̅ 12,̅̅ ̅̅ 13̅̅̅̅ , 14,̅̅ ̅̅ 15,̅̅ ̅̅ 16,̅̅ ̅̅ 17,̅̅ ̅̅ 18,̅̅ ̅̅ 19,̅̅ ̅̅ 20̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ }, akan 

dibuat tabel 4.5: 

Table 4.5 Pangkat dari Grup Siklik ℤ22 

 

Berdasarkan tabel diperoleh bentuk (Γ(ℤ22)) pada gambar 4.5: 
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Gambar 4.5 Graf Pangkat dari Grup Siklik ℤ22 

Selanjutnya dari gambar 4.5 akan dicari semua derajat dari masing-

masing graf. Sebagai berikut. 

deg(0) = 21 , deg(1) = 21  

deg(2) = 20 , deg(3) = 21 

deg(4) = 20  , deg(5) = 21  

deg(6) = 20  , deg(7) = 21 

deg(8) = 20  , deg(9) = 21 

deg(10) = 20  , deg(11) = 21 

deg(12) = 20  , deg(13) = 21 
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deg(11) = 20  , deg(15) = 21 

deg(16) = 20  , deg(17) = 21  

deg(18) = 20  , deg(19) = 21 

deg(20) = 20  , deg(21) = 21 

Berdasarkan dari hasil derajat setiap graf maka dapat ditentukan 

rumus  indeks Narumi-Katayama dari setiap graf  berpagkat dari grup siklik 

sebagai berikut: 

𝑁𝐾 ( Γ(ℤ22) ) =  ∏ deg(𝑣)

𝑣 ∈𝑉

 

=  deg(0) × deg(1) ×  deg(2) ×  deg(3) ×  deg(4)  ×  deg(5) 

×  deg(6) ×  deg(7) ×  deg(8) ×  deg(9)  × deg(10) 

× deg(11) × deg(12) × deg(13) ×  deg(14) ×  deg(15) 

×  deg(16) ×  deg(17) × deg(18) ×  deg(19) ×  deg(20) 

×  deg(21)  

= 21 × 21 × 20 × 21 × 20 × 21 × 20 × 21 × 20 × 21 × 20 

× 11 × 20 × 21 × 20 × 21 × 20 × 21 × 20 × 21 × 20 × 21 

= 2111 × 2010 × 11 
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4.2 Menentukan Pola Rumus Indeks Narumi-Katayama  dari Graf 

Pangkat dari Grup Siklik ℤ𝟐𝒑 

Berdasarkan perhitungan beberapa sampel pada  Γ(ℤ2𝑝) dengan 𝑝 =

 3,5,7 dan 11 yang telah dilakukan sebelumnya , maka diperoleh  pola setiap 

derajat sebagai berikut: 

Table 4.6 Pola Setiap Derajat 𝛤(ℤ2𝑝) 

𝑝 deg(ℤ𝟐𝒑) 

3 5,5,4,3,4,5 

5 9,9,8,9,8,5,8,9,8,9 

7 13,13,12. . . ,7, . . .12,13 

11 21,21,20, . . . ,11, . . . ,20,21 

 

Sehingga diperoleh dugaan bahwa : 

deg(ℤ𝟐𝒑) =  2𝑝 − 1,2𝑝 − 1, … , 𝑝, … ,2𝑝 − 2,2𝑝 − 1 

Lemma 4.1 

Misalkan 𝑝 merupakan bilangan prima dengan 𝑝 ≥  3. Derajat masing 

masing simpul di Γ(ℤ2𝑝)  adalah :  

1. deg (0̅) =  2𝑝 − 1 

2. deg (�̅�) =  𝑝 

3. deg (𝑣) =  2𝑝 − 1, dengan 𝑣 bilangan ganjil ∈  ℤ2𝑝dan 𝑣 ≠  𝑝 

4. deg (𝑤) =  2𝑝 − 2, dengan 𝑤 bilangan genap ∈  ℤ2𝑝 dan 𝑣 ≠  0 
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Bukti: 

Diketahui bahwa elemen dari ℤ2𝑝 = {0̅, 1,̅ 2,̅ 3,̅ … , 2𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, 

1. Setiap 𝑢 ∈ ℤ2𝑝 memiliki order berhingga. Sehingga 𝑛 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga 𝑢𝑛 = 0. Dengan demikian 0 bertetangga dengan semua Γ(ℤ2𝑝) yang 

berarti deg (0) =  2𝑝 − 1. 

2. Misal 𝑣 ∈ ℤ2𝑝 dan 𝑣 ≠ 𝑝 

Jika 𝑣 ganjil, maka FPB (2𝑝, 𝑣) = 1 sehingga kongruensi 𝑣𝑥 ≡ 𝑝 (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) 

memiliki solusi. Akibatnya 𝑣 bertetangga dengan 𝑝. Jika 𝑣 genap, maka FPB 

(2𝑝, 𝑣) = 2 sehingga kongruensi 𝑣𝑥 ≡ 𝑝 (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) tidak memiliki solusi 

karena 2 ∤  𝑝. Dengan demikian 𝑝 bertetangga dengan 𝑣 ganjil yang berarti 

deg (𝑝) = 𝑝. 

3. Misal 𝑣 ∈ ℤ2𝑝 , 𝑣 ≠ 𝑝 dan 𝑣 ganjil 

Untuk setiap 𝑢 ∈  ℤ2𝑝 dan  𝑢 ≠ 𝑣, karena FPB (2𝑝, 𝑣) = 1|𝑢 maka 

kongruensi 𝑣𝑥 ≡ 𝑢 (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) memiliki solusi. Dengan demikian 𝑣 ganjil 

bertetangga dengan dengan semua Γ(ℤ2𝑝)  yang berarti deg (𝑣) = 2𝑝 − 1. 

4. Misal 𝑤 ∈ ℤ2𝑝 , 𝑤 ≠ 0 dan 𝑤 genap 

Untuk setiap 𝑢 ∈  ℤ2𝑝, dengan 𝑢 genap  𝑢 ≠ 𝑤, karena FPB (2𝑝, 𝑤) = 2|𝑢 

maka kongruensi 𝑤𝑥 ≡ 𝑢 (𝑚𝑜𝑑 2𝑝) memiliki solusi. Dengan demikian 𝑤 

bertetangga dengan semua Γ(ℤ2𝑝)  tetapi akibat dari poin 1 dan 2 deg (𝑤) =

2𝑝 − 2. ∎ 

 

 



37 

 

 

Teorema 4.1  

Misalkan 𝑝 merupakan bilngan prima dengan 𝑝 ≥  3, dan merupakan 

(Γ(ℤ2𝑝)). Maka Indeks Narumi-Katayama dari (Γ(ℤ2𝑝))  adalah: 

𝑁𝐾 (Γ(ℤ2𝑝) ) =  (2𝑝 − 1)𝑝 ×  (2𝑝 − 2)𝑝−1 × 𝑝 

Bukti:  

Berdasarkan lemma 4.1 bahwa (Γ(ℤ2𝑝))   memiliki graf dengan simpul yang 

terbagi menjadi empat dan masing-masing memiliki pola derajat maka dapat 

diperoleh: 

𝑁𝐾 (Γ(ℤ2𝑝) ) =  ∏ deg(𝑣)                             
𝑣 ∈𝑉

 

 𝑁𝐾 (Γ(ℤ2𝑝)) =  deg(0) ×  deg(𝑝) ×  ∏ deg(𝑣)

𝑣 ∈𝑉(𝐺)
𝑣 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙

𝑣≠𝑝

× ∏ deg(𝑤)

𝑤 ∈𝑉(𝐺)
𝑤 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

𝑤 ≠0

 

=(2𝑝 − 1) × 𝑝 × (2𝑝 − 1)𝑝−1 × (2𝑝 − 2)𝑝−1 

=𝑝 × (2𝑝 − 1)𝑝 × (2𝑝 − 2)𝑝−1 ∎
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PENUTUP 

5.1 Kesimpulan  

Berdasarkan  pembahasan pada penelitian ini, proses dalam menentukan 

rumus indeks Narumi-Katayama dari  Γ(ℤ2𝑝)  adalah sebagai berikut: 

1. Menentukan indeks Narumi-Katayama dari Γ(ℤ2𝑝) dengan   

𝑝 ∈ {2,3,5,7,11}, untuk memunculkan dugaan, 

2. Menentukan derajat setiap simpul Γ(ℤ2𝑝) dan menentukan rumus indeks 

Narumi-Katayama dari Γ(ℤ2𝑝), dan 

3. Menentukan indeks Narumi-Katayama dari  Γ(ℤ2𝑝). 

Sehingga  dari proses tersebut dapat diperoleh rumus Indeks Narumi-

Katayama dari graf pangkat dari grup siklik ℤ2𝑝 dengan 𝑝 bilangan prima sebagai 

berikut: 

𝑁𝐾 (Γ(ℤ2𝑝)) = {
(2𝑝 − 1)𝑝                                               𝑗𝑖𝑘𝑎  𝑝 = 2

𝑝 × (2𝑝 − 1)𝑝 ×  (2𝑝 − 2)𝑝−1         𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑝 ≥  3
 

5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan 

Berdasarkan kesimpulan pada penelitian ini hanya meneliti Indeks 

Narumi-Katayama pada graf pangkat dari grup siklik. Bagi penelitian selanjutnya 

diharapkan  dapat meneliti indeks topologi yang lain tetapi sama dengan graf pada 

grup atau dapat juga menggunakan indeks topologi yang sama tetapi dengan graf 

pada grup yang berbeda.  
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