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ABSTRAK

Dewanto, Miftahul. 2022. Ortogonalitas-G di Ruang Norm-n. Skripsi. Program
Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik lbrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Elly
Susanti, S.Pd, M.Sc. (lI) Erna Herawati, M.Pd.

Kata Kunci: Ruang Vektor, Ruang Bernorm, Ruang Bernorm-n, Ruang Hasil Kali
dalam, Ortogonalitas, Ortogonalitas-G.

Ortogonalitas merupakan salah satu konsep pada ruang hasil kali dalam
yang berhubungan dengan besar sudut antara 2 vektor, secara matematis dua vektor
x dan y dikatakan ortogonal pada ruang hasil kali dalam jika dan hanya jika <
x,y > = 0. Berdasarkan penelitian terdahulu yang dilakukan pada tahun 1986 oleh
J.R. Partington mengenai ortogonalitas pada ruang hasil kali dalam, diketahui
bahwa ortogonalitas pada ruang hasil kali dalam memenuhi beberapa sifat dasar
antara lain: nondegenerasi, simetri, homogenitas, aditif kanan, resolvabilitas, dan
kontinuitas. Ortogonalitas sendiri terbagi dalam beberapa definisi antara lain:
ortogonalitas-P ~ (Phytagorean  Orthogonality), ortogonalitas-1 ~ (Isosceles
Orthogonality),  ortogonalitas-BJ  (Birkhoff-James  Orthogonality), dan
ortogonalitas-G. Penelitian sebelumnya telah dilakukan oleh Gunawan, dkk namun
pada pemaparan hasil pembuktian masih kurang lengkap. Oleh karena itu,
penelitian ini bertujuan untuk memaparkan hasil pembuktian secara lebih rinci
mengenai ortogonalitas-G di ruang norm-n. Berdasarakan hasil pembahasan dapat
disimpulkan bahwa hasil kali dalam-n terpenuhi jika x =0 atau y = 0.
Ortogonalitas-G memenuhi sifat nondegenerasi, simetri, dan homogenitas.
Ortogonalitas-G ekuivalen terhadap ortogonalitas secara umum.
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ABSTRACT

Dewanto, Miftahul. 2022. G-Orthogonality in n-Norm Space. Thesis. Study
Program of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
Universitas Islam Negri Maulana Malik Ibrahim Malang.. Advisors: (I)
Dr. Elly Susanti, S.Pd, M.Sc. (I1) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: Vector Space, Normed Space, n-Norm Space, Inner Product Space,
Orthogonality, G-Orthogonality.

Orthogonality is one of the concepts in the inner product space that relates
to the size of the angle between two vectors, mathematically two vectors x and y
are said to be orthogonal to the inner product space if and only if (x, y) = 0. Based
on previous research conducted in 1986 by J.R. Partington regarding the
orthogonality of the inner product space, it is known that the orthogonality of the
inner product space satisfies several basic properties, including: nondegeneracy,
symmetry, homogeneity, right additive, resolvability, and continuity. Orthogonality
itself is divided into several definitions, including: P-orthogonality (Phytagorean
Orthogonality), I-orthogonality (Isosceles Orthogonality), BJ-orthogonality
(Birkhoff-James Orthogonality), and G-orthogonality. This study aims to examine
the properties of orthogonality in inner product spaces with n or infinite dimensions.
Therefore, this study aims to present the results of the proof in more detail regarding
the G-orthogonality in the n-norm space. Based on the results of the discussion, it
can be concluded that the n-in product is satisfied if x =0 or y =0. G-
orthogonality satisfies the properties of nondegeneracy, symmetry, and
homogeneity. G-orthogonality is equivalent to orthogonality in general.

Xiii



Gyl Galiti

¢ Lol oSy plall 2S¢ Lsl I s ey g bl INOTI-N ladl) @ deled) =G L Y.YY Al ¢ sl

G olygS> ¢ Blgles L)) (V) pter ) ¢ slogm ol o5 (V) 12,20 Ve 2oagS aadla Y oall Sle 650 malr
b.a.u‘

G sl ¢ el ¢ sl bl Bl ¢ D gl eliadl) ¢ gl eliadl) ¢ amall sl 1aemlail) LS

Y oo X el O W bbby ¢ Y Gnemie O gl e e 3lgn ) I el clad (3 ealdl) af s eladll
¢ J.R. Partington sl=f sl et ) bleal . = 0< 2,y > 13) daiby 13] a1l aid) alos 3 Olikalaza
oAbt o el 2l (3 gl d b 3 el OF Cgall n ¢ A1 el 2o (3 aladl ez Lk )V AAT Lo
Gl &t sl Wy 3yl azaVly ¢ Obadlly ¢ dmenall BLEYS ¢ uilndlly ¢ Bladly ¢ oSl pie told 3 L L)
Y s @ ) anlyd) ods Gud ¢ S LS e 1 Y 1Y il o Uy Gunawan, et al s ..
sUgll (-1 (3 oyl of e R Ex R E e cle L lall sladl 3 G by lay e Leaidl o a6
Jolay alail) =G il Blodlly oSl pis jailas 2, G-orthogonality . atauy = 0.x = 013 »

Xiv



IA

v

6 Z %5 ™ ! M W W M <

DAFTAR SIMBOL

: Kurang dari atau sama dengan
: Lebih dari atau sama dengan

: Untuk setiap

: Elemen dari himpunan

: Sedemikian hingga

: Terdapat

: Bukan elemen dari himpunan
: Alpha

: Beta

: Himpunan bilangan riil

: Himpunan bilangan asli

: Himpunan bilangan kompleks
: Mutlak x

: Norm

: Norm-n

: Hasil kali dalam

: Hasil kali dalam-n

: Ortogonalitas

: Ortogonalitas-G
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Matematika pada era milenial seperti sekarang telah menjadi sebuah unsur
yang sangat diperlukan untuk menunjang kehidupan baik secara langsung maupun
secara tidak langsung. Contoh sederhana dalam kehidupan adalah dalam
memperhitungkan waktu mengerjakan latihan soal, dan berbagai hal lainnya. Di
lain sisi, matematika merupakan salah satu cabang ilmu yang sulit untuk
didefinisikan secara deterministik, akan tetapi matematika memiliki beberapa ciri
khas yang hanya dimiliki oleh ilmu matematika yaitu merupakan abstraksi dari
dunia nyata, menggunakan bahasa simbolik, dan bersikukuh pada satu jenis
pemikiran (Nasoetion, 1980). Oleh karena itu pendalaman materi dalam ilmu
matematika haruslah dilakukan dengan teratur dan sistematik agar bisa
diimplementasikan dalam segala sesuatu, sehingga saat menghadapi permasalahan
yang berkaitan dekat ataupun jauh dari matematika bisa diatasi secara menyeluruh.
Dalam Al-Qur’an surat Yunus ayat 5 disebutkan secara tidak langsung dorongan
untuk mempelajari ilmu matematika. Ayat tersebut berbunyi :
Vs @ gl b Sledi G 338 06 i o355 08 5l tle s e sl 54
5320 g o et
Artinya : “ Dialah yang menjadikan matahari bersinar dan bulan bercahaya,
dan Dialah yang menetapkan tempat-tempat orbitnya, agar kamu
mengetahui bilangan tahun, dan perhitungan (waktu). Allah tidak
menciptakan demikian itu melainkan dengan benar. Dia

menjelaskan tanda-tanda (kebesaran-Nya) kepada orang-orang
yang mengetahui(Q.S Yunus: 5)”.



Dalam matematika sendiri memiliki berbagai macam konsentrasi seperti
salah satunya yakni analisis. Pengertian analisis adalah bukan hanya sekedar
penelusuran atau penyelelidikan, tetapi suatu kegiatan yang terencana dan
dilakukan secara sungguh-sunggguh dengan menggunakan pemikiran yang Kritis
untuk memperoleh kesimpulan dari apa yang ditaksir. Di antara banyaknya cabang
ilmu matematika, analisis fungsional merupakan cabang matematika abstrak yang
berasal dari analisis klasik yang sudah mberkembang sejak 80 tahun yang lalu.
Analisis fungsional tidak hanya memusatkan perhatian pada ruang yang berdimensi
dua, tetapi juga dimensi tiga, empat sampai tak hingga. Hingga saat ini, perannya
sangat penting dalam berbagai bidang dalam matematika serta aplikasinya
(Kreyzig, 1978).

Dalam pembahasannya cabang ilmu analisis ini meliputi ruang vektor pada
dimensi tak hingga, pemetaan, dan konsep kekontinuan serta kekonvergenan pada
ruang vektor. Dalam analisis fungsional ini terdapat objek yang meliputi ruang
bernorm, ruang hasil kali dalam, dan operator linier kontinu pada ruang vektor.
Ruang vektor merupakan penerapan konsep dasar dari ruang bernorm dan ruang
hasil kali dalam. Definisi secara umum untuk ruang bernorm adalah ruang vektor
yang dilengkapi dengan fungsi norm dengan memenuhi sifat ruang bernorm, istilah
norm (norm) sendiri didefinisikan sebagai fungsi bernilai riil pada sebuah ruang
vektor yang sedemikian hingga mempunyai sifat layaknya jarak.

Pada Al-Qur’an telah dijelaskan bahwa konsep tentang ruang vektor dan
ruang bernorm tak lepas akan ketetapan suatu ukuran sehingga kata kesempurnaan

dapat kita fahami secara jelas. Dalam surat An-Najm ayat 9 yang berbunyi :

431 51 g o6 0



Artinya : “Maka jadilah Dia dekat (pada Muhammad sejarak) dua ujung
busur panah atau lebih dekat (lagi) (Q.S An-Najm: 9) ™.

Sedangkan dalam surat Al-Furgon berbunyi :
518 sep Bl T 0 D2 4 K 5 Bek 8 gl el B 4
Artinya : “Yang memiliki kerajaan langit dan bumi, tidak mempunyai anak,
tidak ada sekutu bagi-Nya dalam kekuasaan (-Nya), dan Dia
menciptakan segala sesuatu, lalu menetapkan ukuran-ukurannya
dengan tepat (Q.S Al-Furgon: 2)”.

Ortogonalitas adalah salah satu konsep pada ruang hasil kali dalam yang
berhubungan dengan besar sudut antara 2 vektor, secara matematis dua vektor x
dan y dikatakan ortogonal pada ruang hasil kali dalam jika dan hanya jika < x,y >
= 0 (Anton & Rorres, 2004:327).

Salah satu ayat pada Al-qur’an bisa diambil adanya suatu pelajaran
sekaligus suatu konsep ortogonal yakni adanya suatu hubungan yang terikat antara
manusia dengan sang pencipta yakni Allah Swt atau biasa disebut habluminallah
serta manusia sesama manusia atau biasa disebut habluminannas. Untuk lebih jelas
memahami konsep ini, dalam Al-Qur’an surat ‘Ali Imron ayat 112 yang berbunyi :

belle Eaog B0 o a3 P 52 e 1 2 e ) G o 6D e 2
b3ding U tae G S B g Y Oty Al O TR a1 K
Artinya : “Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali
jika mereka (berpegang) pada tali (agama) Allah dan tali
(perjanjian) dengan manusia. Mereka mendapat murka dari Allah
dan (selalu) diliputi kesengsaraan. Yang demikian itu karena
mereka mengingkari ayat-ayat Allah dan membunuh para nabi,
tanpa hak (alasan yang benar). Yang demikian itu karena mereka
durhaka dan melampaui batas.(Q.S ‘Ali Imron : 112)”.
Berdasarkan penelitian terdahulu yang dilakukan oleh J. R. Partington pada

tahun 1986 diketahui bahwa ortogonalitas pada ruang hasil kali dalam memenubhi

beberapa sifat, antara lain nondegenarsi, simetri, homogenitas, aditif kanan,



resolvabilitas, dan kontinuitas. Ortogonalitas pada ruang bernorm terdapat beberapa
definisi, antara lain ortogonalitas-P (Phytagorean Ortogonality), ortogonalitas-I
(Isosceles Ortogonality), ortogonalitas-BJ (Birkhoff-James Ortogonality), dan
ortogonalitas-G. Antara satu ortogonalitas dengan ortogonalitas lain mempunyai
perbedaan definisi sehingga terdapat perbedaan pula sifat-sifatnya satu dengan
lainnya. Oleh karena itu, dalam penelitian ini penulis akan mengkaji atau lebih
tepatnya melengkapi pembuktian dari penelitian terdahulu dan mengambil judul

“Ortogonalitas-G di Ruang Norm-n”

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah dalam penelitian ini
adalah
1. Bagaimana syarat perlu ruang hasil kali dalam dengan dimensi n pada
dimensi n+1 atau lebih?
2. Sifat ortogonalitas apa saja yang memenuhi ortogonalitas-G di ruang norm-
n?

3. Bagaimana keekuivalensian ortogonalitas-G dengan ortogonalitas biasa?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini adalah
1. Untuk mengetahui syarat perlu ruang hasil kali dalam dengan dimensi n pada
dimensi n+1 atau lebih.
2. Untuk mengetahui sifat ortogonalitas apa saja yang memenuhi ortogonalitas-

G di ruang norm-n.



1.4

1.5

Untuk mengetahui keekuivalensian ortogonalitas-G terhadap ortogonalitas

biasa.

Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:
Bagi Peneliti
Sebagai bentuk pengimplementasian dan pendalaman ilmu yang telah
didapat selama masa perkuliahan khususnya mengenai analisis.
Bagi Instansi
Sebagai bentuk dari kontribusi nyata dalam bentuk referensi dan bahan
bacaan mengenai ilmu khususnya analisis di Program Studi Matematika
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Bagi Pembaca
Sebagai tambahan referensi, bahan bacaan, ilmu, dan wawasan baru

mengenai ortogonalitas-G pada di norm-n.

Batasan Masalah

Pembatasan suatu masalah bergunan untuk menghindari penyimpangan dan

pelebaran pokok masalah agar penelitian ini lebih terarah dan memudahkan dalam

pembahasan sehingga tujuan penelitian akan menghasilkan hasil yang diharapkan.

Adapun beberapa batasan masalah dalam penelitian ini sebagai berikut :

1. Sifat-sifat dasar ortogonalitas yang dikaji.

2. Ruang yang dibahas pada penelitian ini yakni ruang norm-n.

3. Ayat-ayat yang berhubungan dengan ortogonalitas pada Al-Qur’an.



1.6  Definisi Istilah
Untuk menghindari kesalahpahaman penafsiran pada penelitian ini, penulis

memberikan daftar istilah yang dapat mencegah kesalahpahaman sebagai berikut:

1. Ortogonalitas
Konsep ortogonalitas terdapat pada ruang hasil kali dalam (Nursupiamin,
2013). Pada penelitian ini hanya menggunakan definisi ortogonalitas-G
yang didefinisikan pada ruang norm-n.

2. Ruang norm-n

Norm-n didefinisikan sebagai berikut:

1
(B4l = (< X%, Y|Xp) o) Xy >)2
1
<xy> <xx,> v <X Xy >|\?
— <x21y> <x2,x2 > e <XZ,Xn >
<xn:y> <Xn,X2 > b <Xn,xn>

3. Ortogonalitas-G
Pada penelitian ini akan dibuktikan ortogonalitas-G di ruang norm-n
memenuhi beberapa sifat ortogonalitas dan keekuivalensian ortogonalitas-G
terhadap ortogonalitas secara umum

4. Ortogonalitas dalam al-Qur’an
Integrasi konsep ortogonalitas pada al-Qur’an yakni dua vektor dikatakan

ortogonal apabila hasil kali dalam kedua vektor tersebut sama dengan nol.
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KAJIAN TEORI

Seperti yang telah diketahui, bidang analisis berisikan berbagai hal yang
sangat terukur dan membutuhkan konsentrasi yang tinggi dalam memhamainya.
Hal tersebut tak lain dan tak bukan dikarenakan dalam bidang ini masih tergolong
abstrak dan dibutuhkan penalaran serta ketelitian dalam menelaah bidang ini.
Dalam analisis dapat ditemukan objek pembelajaran yang bernama ortogonalitas,
objek ini mempelajari sudut antara dua vektor. Namun sebelum menelaah objek ini,
diharuskan untuk memahami konsep-konsep dasar yakni tentang ruang vektor yang
merupakan suatu ruang berisikan vektor-vektor skalar yang dapat dioperasikan, lalu
ruang norm yang merupakan ruang vektor yang dilengkapi fungsi norm (dan
memenuhi sifat ruang bernorm), serta ruang hasil kali dalam yang merupakan
konsep dasar dari ortogonalitas itu sendiri.

Pada dasarnya konsep ortogonalitas berhubungan erat dengan hasil kali
dalam (dua vektor dikatakan ortogonal jika hasil kali dalam bernilai 0), dan pada
penelitian sebelumnya diketahui terdapat beberapa sifat ortogonalitas yang
terpenuhi pada ruang bernorm dan bernorm-2.

2.1  Teori Pendukung
2.1.1 Lapangan (Field)
Definisi 2.1

Lapangan adalah sistem bilangan riil dengan operasi penjumlahan dan

perkalian.

1. a+b=>b+auntuksetiapa,b € R



2. (a+b)+c=a+ (b+c)untuksetiapa,b € R
3. 30eR 3a+0=a
4, 3—a€eR3a+ (—a)=0.
5. a.b = b.auntuk setiap a,b € R
6. (a.b).c = a.(b.c) untuk setiap a,b € R
7. 31eR>3a.1=a = 1.a,untuk setiapa € R
8 3-€ Raa.(i) =1= (i).a, untuk setiap a € R
(Anton & Rorres)
Contoh 2.1
Diberikan C dengan x,y,z € C didefinisikan x = a; + byi, y = a, + b,i,
z = az + bsi dengan a, b € R dan i = v/—1. Tunjukkan C adalah lapangan.
Penyelesaian.
1. Ambil sebarang x,y € C, dengan x = a, + byi, y = a, + byi
dengan a,b € Rdani = v—1.
Akan ditunjukkan x + y = y + x untuk setiap x,y € C
x+y =(a, + bqi) + (a, + byi)
= (aq + byi) + (ay + byi)
=y+x
2. Ambil sebarang x,y € C,dengan x = a; + byi,y = a, + byi,z =
az + byi dengan a,b € Rdani = vV—1.
Akan ditunjukkan (x + y) + z = x + (y + z) untuk setiap
x,y,z€C

x+(y+z) =((ay+byi)+ (az + byi)) + (az + bsi)



= ((ay + az + byi + byi)) + (az + bsi)
=(aqy + ay + az + byi + byi + bsi)
= (a; + (a, + az) + byi + (byi + bsi))
= (ay + byi) + ((az + bi), (as + bsi))
=x+ Wy +2z2)
3. Ambil sebarang x € C, dengan x = a; + b;i dengan a,b € R dan
i =+v-1.
Akan ditunjukkan 30 € C 3 x + 0 = x untuk semua x € C
Pilih0 = (0+0i) eC
x+0 =(a, + byi) + (04 00)
= (a; + 0 + byi + 0i)
= (aq + bqi)
=x
4. Ambil sebarang x € C, dengan x = a4 + byi dengan a, b € R dan
i =+v-1.
Akan ditunjukkan 3 — x € C 3 x + (—x) =0 untuk semua x € C
Pilih —x = (—a; — byi) € C
x+(—x) = (aq + byi) + (—a; — byi)
= (aq + (—ay) + byi + (—bqi))
=(0,0)
=0
5. Ambil sebarang x,y € C, dengan x = a, + byi, y = a, + byi
dengan a,b € Rdani =+/—1.

Akan ditunjukkan x.y = y. x untuk setiap x,y € R?
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x.y =(ay + byi)(a, + byi)
=aq.a, + abyi + a,byi + byl. byi
=a,.a, + aybyi + abyi + byi. byl
= (a, + byi)(aq + byi)
Ambil sebarang x,y € C,dengan x = a; + byi,y = a, + byi,z =
as + bsidengan a, b € Rdani = v—1.
Akan ditunjukkan (x.y).z = x. (y.z) untuk setiap x,y,z € C
(x.y).z = ((aq + byi)(a, + byi))(asz + bsi)
= (ay.a, + a1byi + a,byi + byi. byi) (as + bsi)
=(a;.ay.a3 + a4.a,b3i + a,a3b,i + a,b,ibsi +
a,aszbqi + a,biibsi + azbqi. byi + byi. byibsi)
= ((ay + byi)(ay.az + aybsi + azbyi + byi. bsi))
=x.(y.2)
Ambil sebarang x € C, dengan x = a; + b;i dengan a, b € R dan
i =+v-1.
Akan ditunjukkan 31 € C 3 x.1 = x = 1.x untuk setiap x € C
Pilihl1=(14+0i)eC
x.1  =(aqy+bgi) (1 +00)
=(a;.-1+ a4.0i + byi. 1 + byi.00)
= (ay + bqi)
=x
Ambil sebarang x € C, dengan x = a, + b;i dengan a, b € R dan

i =+v-1.
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kan ditunjukkan EI% eC>ox. (i) =1= (i) .x, untuk setiap x € C

v () =t it (5)

_ a1+b1i

T ay+bqi
=1
2.1.2 Ruang Vektor
Ruang vektor (X, +, -) ialah ruang yang anggotanya berisikan sekumpulan
vektor skalar yang dapat dioperasikan baik secara penjumlahan maupun perkalian
dimana X merupakan himpunan tak-kosong berupa bilangan riil.
Definisi 2.2
Misalkan V adalah himpunan sembarang objek tak-kosong dimana dua
operasi didefinisikan: penjumlahan dan perkalian dengan angka yang disebut
skalar. Penjumlahan yang dimaksud adalah aturan untuk mengasosiasikan setiap
pasangan u dan v dalam V, u + v disebut jumlah dari u dan v; perkalian skalar
yang dimaksud adalah aturan untuk mengasosiasikan setiap skalar a dan setiap
objek u di V, ku disebut kelipatan skalar dari u oleh k Jika aksioma berikut
terpenuhi oleh setiap u, v, w di V dan semua skalar k dan m, maka V disebut ruang
vektor dan objek di VV sebagai vektor:

1. Jika u dan v adalah objek di V, makau + v adadi V

2. u+v=v+u (komutatif penjumlahan)
3. ut(v+w)=(u+v)+w (asosiatif penjumlahan)
4, 30eH3u+0=u (identitas penjumlahan)

5. 3—u€eH>3u+ (—u)=0. (invers penjumlahan)
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6. Jika k adalah sembarang skalar dan x adalah sembarang objek di V, maka
ku ada di V

7. a(u+v)=ku+kv

8. (k+m)u=ku+mu. (distributif perkalian)
9. k(mu)=(km)u (asosiatif perkalian)
10. lu=u (invers perkalian)

(Anton & Rorres)
Contoh 2.2
Tunjukkan bahwa (IR?, +, -) merupakan ruang vektor atas lapangan R.
Penyelesaian.

Ambil sebarang vektor x,y € R?, dengan x = (x;,x,), y = (y1,¥,) dan z =
(24, Z,), akan ditunjukkan bahwa R? merupakan ruang vektor atas lapangan R.
1. Ambil sebarang vektor x,y € R?, dengan x = (x1,x5),y = (¥1,¥5)

Akan ditunjukkan x + y € R?
x+y =(x1,x2) + (Y1, ¥2)
= +yux2+y2)
Karena (xq,x,),(v1,y,) € R? maka (x; + y1,x, +v,) € R?
2. Ambil sebarang vektor x,y € R?, dengan x = (x4,%3), ¥y = (y1,¥2)
Akan ditunjukkan x + y = y + x untuk setiap x,y € R?
x+y =(x1,x2) + (Y1, ¥2)
= (X +yux2 +y2)
= +x1,y2 +x2)

:y+x
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3. Ambil sebarang vektor x,y € R?, dengan x = (x1,x3), ¥y = (¥1,¥2),Z =
(z1,22)
Akan ditunjukkan (x + y) + z = x + (y + z) untuk setiap x,y,z € R?
x+(+z)  =((x2) + (1,¥2)) + (21, 22)
= ((xl T VX + 3’2)) + (21, 22)
= (G + 1) + 21, (02 + ¥2) + 2,)
= (1 + 1+ 21, %2 + (V2 + 22))
= (21, %2) + (1 + 20), (¥2 + 22))
=x+(y+2z2)
4. Ambil sebarang vektor x,y € R?, dengan x = (x1,%,), ¥y = (y1,¥2)
Akan ditunjukkan30€ER?3x +0 = x
Pilih 0 = (0,0) € R?
x+0 =(xq,x)+(0,0)
=(x1+0,x, +0)
= (x1,%2)
=x
5. Ambil sebarang vektor x € R?, dengan x = (x4, x;)
Akan ditunjukkan 3 -x ERZ 3 x + (-x) =0
Pilih vektor —x = (—x;, —x,) € R?
x+(=x) = (g,x2) + (=x1, —x2)
= (21 + (=x1), %2 + (—x2))
=(0,0)

=0
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6. Ambil sebarang vektor x € R?, dengan x = (x;,x,) dana = k € R
Akan dibuktikan ax € R?
ax = k(xq,x;)
= (kxq, kx,)
Karena (x4, x,) € R? maka (kxy, kx,) € R?
7. Ambil sebarang vektor x,y € R?, dengan x = (x;,x,), ¥y = (y1,,), dan
a=kp=1€R
Akan dibuktikan a(x + y) = ax + ay
a(x+y)  =al(x,x2) + (1,y2)
= k((x1,x2) + (y1,¥2))
= k((x1 + y1), (x2 + y2))
=k(x; +y1), k(xy +y,)
= (kxy + kyy), (kx, + ky,)
= (kxy + kyy), (kx, + ky,)
= (kxq, kxy) + (ky; + ky2)
= k(xq,x2) + k(y1,y2)
=ax +ay
8. Ambil sebarang vektor x € R?, dengan x = (x;,x,) dan piliha =k, =
leR
Akan dibuktikan (a + B)x = ax + fx
(a+B)x  =(a+p) (x1,x2)
= (a+ B)xy, (a + Bx;
= (axy + Bxy), (ax, + Bxy)

= (axy, axy) + (Bxy, Bx7)
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= a(xq, x3) + B(xq, x2)
=ax + fx
9. Ambil sebarang vektor x € R?, dengan x = (x4, x,) dan piliha =k, =
leR.
Akan dibuktikan a(Bx) = (af)x
a (Bx) = a (B(x1,x2))
= k(l(xq1,x3))
=k(l.xq,l.xy)
= (k(l.x1),k(l.x3))
= ((k-Dxq, (k. D)xy)
= (k. 1)(x1,x3)
= (ap)x
10. Ambil sebarang vektor x € R?, dengan x = (x4, x,)
Akan dibuktikan 1x = x
1x = 1(xq, x5)
=(1.xq,1.x,)
= (x1,%2)
=X
2.1.3 Himpunan Pembangun (Span)

Definisi 2.3

Jika S = {w;,w,, ...,w,} adalah himpunan vektor tak kosong di ruang
vektor V, maka subruang W dari V yang berisi semua himpunan kombinasi linier
yang mungkin dari vektor di S disebut subruang dari VV yang dibangun oleh S, dan

vektor wy, w,, ..., w,, disebut span W. Secara matematis ditulis sebagai berikut
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W = span{w;, w,, ..., w,, } atau W = span(S) (Anton & Rorres)
Contoh 2.3
Diberikan vektor x = (1,2,1),y = (2,—-1,1),z = (3,1,2) € R3, vektor x,y,z
disebut span(R3)
Penyelesaian.
Vektor x,y,z disebut span(R3) karena setiap vektor v = (a,b,c) € R® dapat

diekspresikan sebagai
v=(1439) =1(1,2,1) +2(2,-1,1) + 3(3,1,2)
=ax + by +cz

2.1.4 Bergantung Linier dan Bebas Linier
Definisi 2.4

Himpunan vektor S disebut bebas linier atas lapangan F jika terdapat vektor
Vi,V .., Uy €S dan ay,a,, ... ,a, € R yang tak semua 0, sedemikian hingga
memenuhi  a,v; + ayv, + -+ a,v, = 0. Himpunan vektor yang tidak
bergantung linier atas F disebut bebas linier atas F(Gallian, 2016).

Contoh 2.4(1)

Diberikan vektor pada R3 yakni v; = (2,—4,6),v, = (1,3,2),v; =
(2,5,3). Tunjukkan apakah vektor v,, v,, v3 bergantung linier atau bebas linier
Penyelesaian.

Vektor-vektor yang bergantung linier atau bebas linier dapat ditunjukkan
melalui kombinasi linier

kiviy + k3vy, + ksvs =0... (1)

ki(2,—-4,6) + k,(1,3,2) + k3(2,5,3) = (0,0,0)
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Sehingga didapat sistem persamaan linier berikut
2k, + ky + 2k =0
—4ky + 3k, +5k; =0
6k, + 2k, +3ks =0
Dari persamaan di atas dapat dibentuk matriks koefisien

2 1 2
-4 3 5

6 2 3

A=

Akan dicari det(A)

2 1 2

A|=|-4 3 5
6 2 3

4] = -12

Karena det(A) # 0 maka sistem persamaan (1) hanya mempunyai solusi trivial.
Sehingga v,, v,, v5 bebas linier.
Contoh 2.4(2)

Diberikan vektor pada R* yakni v; = (1,2,2,—1),v, = (4,9,9, —4),v; =
(5,8,9, —5). Tunjukkan apakah vektor v,, v,, v; bergantung linier atau bebas
linier.

Penyelesaian.

Vektor-vektor yang bergantung linier atau bebas linier dapat ditunjukkan
melalui kombinasi linier

kivy + k3v, + k3vs = 0... (1)

k,(1,2,2,-1) + k,(4,9,9, —4) + k5(5,8,9,—5) = (0,0,0,0)

Sehingga didapat sistem persamaan linier berikut

ky + 4k, + Sks =0... (1)



2k, + 9k, + 8k, =0...(2)

2ky + 9k, + 9k, =0...(3)

—k, — 4k, —5k; =0...(4)
Eliminasi persamaan (1) dan (2)

2k1+9k2+8k3:0_ IXl

Zkl + 8k2 + 10k3 = 0
2k1+9k2+8k3 =0 _

—k; =0

ks =0

Subtitusi persamaan (5) ke persamaan (3) dan (4)
2k; + 9k, +9(0) =2k, + 9k, = 0...(6)
—k, — 4k, —5(0) = —k; — 4k, =0...(7)
Eliminasi persamaan (6) dan (7)

_k1_4k2:0_ I)(l

2k, + 9k, = 0
— 2k, — 8k, = 0_

Subtitusi persamaan (8) ke persamaan (7)

—ky — 4k, =0
—k; —4(0) =0
—k; =0

ky =0

Dari persamaan di atas didapat penyelesaian

k1 = O,kz = 0,k3 =0

18
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Sehingga v,, v,, v3 bergantung linier
2.1.5 Determinan

Dalam membahas bab matriks seringkali ditemukan kata determinan.
Secara sederhana determinan dapat diartikan sebagai nilai real yang dihitung
berdasarkan nilai-nilai elemennya. Untuk lebih jelasnya determinan dapat

didefinisikan sebagai berikut :
Definisi 2.5

Jika A adalah matriks n x n, determinan dari A dinotasikan det(A) atau |A]|
adalah skalar yang dihitung sebagai penjumlahan hasil kali dari n elemen A masing-
masing dengan tanda yang sesuai, dengan tepat satu elemen dari setiap baris dan
tepat satu elemen dari setiap kolom.(Kolman & Hill, n.d.)

Contoh 2.5
Diberikan matriks A dengan ordo n X n, akan ditunjukkan determinan dari
matriks A.

Penyelesaian.

a11 a12 aln
a a Qon
A — 21 :22
an1  Qn2 Ann
ai1 Qg2 Q1n
a a o Qon
Al =L
an1  Qp2 Ann
= ((all. azz. ... .App + aAq13.023. ... .Anq + -+ A1p-Ao1- e - an(n_l)) —
(aln. az(n_l). e o Apq + a11.-Aype oon . Apop + -+

Ann- A(n—1)1- == - al(n—l)))
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2.1.6 Ruang Hasil Kali Dalam
Definisi 2.6
Jika V adalah ruang hasil kali dalam, maka norm dari vektor v di V atau
dinotasikan ||v|| dan didefinisikan sebagai
vl =v<v,v>

Dan jarak antara dua vektor dinotasikan sebagai d(u, v) dan didefinisikan sebagai

dlu,v) = |lu—v|| =+v<u—-—v,u—v > (Anton & Rorres).
Contoh 2.6

Diberikan V = R? dan vektor u, v € V didefinisikan u = (u,,u,) dan
v = (vy,0;).

Norm dari u atau dinotasikan ||v|| didefinisikan sebagai

”u” = V< uu>= \/(ull uZ)i (ull uZ)

dlw,v) =|lu—-v|l=Vv<u—-v,u—v>=

\/(uyuz) — (v1,v2), (Ug, up) — (V1,v2)
Definisi 2.7
Misal X ruang hasil kali dalam pada X, hasil kali dalam adalah fungsi <-,->

: X X X — R sedemikian hingga Vx,y,x € X dan a, f € R(Rynne & Youngson,
2008:51)

1. <x,x>=0;

2. < x,x >=0 jikadan hanya jika x = 0;

3. <ax+Pyz>=a<x,z>+p<yz>;

4, <x,y>=<y,x>.
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Contoh 2.7
Diberikan vektor u = (uq,u,), v = (v4,v,) dan w = (wy, w,), u,v,w € R?,
Tunjukkan bahwa < u, v > = 3u,v; + 2u,v, memenuhi 4 sifat hasil kali dalam.
Penyelesaian.
1. Akan dibuktikan < u,u > >0
<uu> =3uuy + 2uyu,
=3u; 2+ 2uy2 = 0
2. Akan dibuktikan < u,u > =0 jika dan hanya jika x = 0
Jika u = 0 maka
<u,u> =3uquq + 2uyu,
=3u? + 2u?
=3.0% +2.02
=0.
Jika<u,u>=0makau, =u, =0atauu = 0.
3. Akandibuktikan < ax + fy,z>=a<x,z> +f <y, z>
Piliha =kdang =1, a,f €ER
<au+ fv,w> =3(auq + pvy)wy + 2(au, + fvy)w,
=3(auq + pvy)w; + 2(au, + fry)w,
4., <u,v> =3u vy + 2uyv,
= 3(uy, uz2) (w1, v2) + 2(uy, uz) (v, 1)
=3(vy, v2) (g, Uz) + 2(v1, v2) (g, Uz)
=3v,uy + 2v5u,

=<vu>
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Definisi 2.8
Misalkan X suatu ruang vektor atas dimensi n atau lebih dan n > 2 bilangan
bulat non negatif. Fungsi bernilai riil <-|-,...,> pada X™*1 memenuhi lima
properti
1. < xq,%1|%9, ooy Xy > = 0; < xq, x4 | x5, ..., X, > = 0 jika dan hanya jika
X1, X5, ..., X, Dergantung linier;
2. < X1, X1| X2, ey Xy > = < X1, Xi1|Xizs ) Xip > UNtUk setiap permutasi
(iy, iy, ..., i) dari (1, ..., n);
3. <X, Y|x9, i, Xy > =<y, Xx|X5, ..., X >;
4. < ax,ylxy, v, Xy >= a < x,Y|x3, .., Xy >, €ER,;
5. <x+x,y|xg, i, X > =< X, Y|x0, 0, Xy > < X, Y| Xy, v, Xy >
disebut hasil kali dalam-n di X dan (X, <-,| -, ...,~>) disebut ruang hasil kali
dalam-n(H Gunawan et al., 2006).
Definisi 2.9
Diberikan X ruang vektor, jika (X, <-]|-, ...,>) adalah ruang hasil kali

dalam-n, maka norm-n dapat didefinisikan dengan formula

||X1,X2, ...,Xn” = \/< xl,xlle, vy Xp >

Dimana < x4, x1|x3, ..., x, > didefinisikan sebagai

<xx> <xx,> v <Xxp>

< XppX > < XgyXp > v < XpXp >
< X, X1 X0, ey Xy > = 2: :2 2 i zon

<Xy X > < Xp,Xp > <Xy, Xp >

(H Gunawan et al., 2006)
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2.1.7 Ruang Bernorm
Definisi 2.10
Misalkan (X, 4+, -) suatu ruang vektor atas lapangan R, dimana x,y € X .
Norm pada X didefinisikan sebagai fungsi ||-|| : X — R yang memenuhi
L lixl[=0
2. |lx|| =0 jika dan hanya jika x = 0
3. |lax|| = |a] ||x||, untuk setiap x € X, @ € R
4. |lx + y|l <llx|l + lly]l, untuk setiap x, y € X (Gozali, n.d.)
Contoh 2.10
Diberikan (X, +, *) ruang bernorm atas lapangan R?, dimana k,l € X
dengan k = (kq,k;) dan [ = (l;,1;). Fungsi norm pada R? untuk p =2
didefinisikan || k|| = (Z?zllkilz)%. Akan ditunjukkan vektor-vektor X memenuhi
sifat-sifat ruang norm.
Penyelesaian
1. Ambil sebarang vektor k € R?, dengan k = (k,, k,)

Akan ditunjukkan ||k|| = 0
oL
Ikl = izalkil?)?
= (lk11? + |k2|?)z
Karena |k;| = 0 maka ||k|| = 0
2. Ambil sebarang vektor k € R?, dengan k = (kq, k,)
Akan ditunjukkan ||k|| = 0, jika dan hanya jikap = 0

Jika k = 0, maka

Ikl = Cialkidl®):?



= (ka2 + ka2
= (10]2 +101%)2
=0
Jika ||k|| = 0, makak; =k, =0atauk =0
3. Ambil sebarang vektor k € R?, dengan k = (kq, k5)

Akan ditunjukkan ||ak|| = |a]| ||k]. Pilih @ = x
lakll = (5 ylaki]?)z

= (Ixcky |2 + |k, |2)2

= (IxI21ky |2 + |x|2 1k, )2

= (IxI2)2(lky |2 + [y 22

= [xl(lky |2 + [y |22

= Jal [Ik]

4. Ambil sebarang vektor k € R?, dengan k = (ky,k;), L = (I4,13)

Akan ditunjukkan ||k + 1]] < |k + |IL]]
1
Ik + 1l = Xlzalk; + 4152
1
= (lky + L1* + |ky + L]%)?

1
< (lky + L% + kg + 1,172

< NIkl + NIz

24

Jadi, vektor k = (kq, k,) dan | = (l4,1,) pada ruang vektor X memenuhi sifat-sifat

ruang bernorma.
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Definisi 2.11
Misalkan X suatu ruang vektor atas dimensi n atau lebih dan n > 2
bilangan bulat non negatif. Fungsi bernilai real |-, ...,"|| pada X™ memenuhi 4 sifat
1. |xq, ..., x|l = 0 jika dan hanya jika x4, ..., x,, bergantung linier,
2. ||xq, ..., x, || invarian di bawah permutasi,
3. laxy, x5, o, x|l = ||| xg, oo, x|l V@ € R
4, lx +x', %5 o, Xl S N2, 25 oo, x|l + X7, 25 oo, 2|
Disebut norm-n X, dan (X, ||+, ...,*|| ) disebut ruang norm-n.(H Gunawan et al.,
2006).
2.1.8 Proses Gram-Schmidt
Definisi 2.12
Untuk mengubah basis {u,, u,, ..., u, } menjadi basis ortogonal {v,, v, ..., v, }, akan

digunakan rumus:

vl = u1
< U, vy >
EMT T
< Uz, vy > < Uz, Uy >
V3=U3———— VU — U ————— D
3 3 o2+t v |12 72
_ _ <u4,v1> _ <u4_,v2> _ <u4_,173>
Va = U =7 1T T V2 T T Vs

(lanjutkan v,, langkah)

Untuk mengubah basis ortogonal menjadi basis ortonormal {q;,q2,qs},
normalisasikan basis ortogonal(Anton & Rorres).

Contoh 2.12

Misalkan R3® mempunyai hasil kali dalam Euclidian. Gunakan proses Gram-

Schmidt untuk mengubah vektor-vektor
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u, = (1,1,1), u, = (=1,1,0) dan uz = (1,2,1)
Menjadi basis ortogonal, lalu normalisasikan vektor basis ortogonal untuk
memperoleh basis ortonormal {q4, g5, q3}

Penyelesaian.

v1 = u1 = (1,1,1)
<u,,v1>
v =Uu, — v
2 2 ez 1

= (-1,1,0) - $(1,1,1) = (-1,1,0)

<U,3,'U1> <U,3,'U2>
- 1 2
llv4l2 llv2 12

U3 = Us

= (121) -3 (1,1,1) =3 (-1,1,0)

11 1
- (E'E’ h E)
Sehingga didapat v, = (1,1,1), v, = (=1,1,0), v; = (%%—g)
Dan norm dari masing-masing vektor di atas adalah

1
loall = V3, llv,ll = V2, llvsll = 7

Sehingga basis ortonormal dari R3 adalah

U _(1 1 1)
CE Tl T3 V33
(%)

_ _( 1 10)
= T T2

U3

1 1 2
= sl — (_ﬁ%%)
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2.1.9 Ortogonalitas
Definisi 2.13
Misal P adalah ruang vektor yang dilengkapi dengan ruang hasil kali dalam.

Vektor x,y € P dikatakan ortogonal jika < x, y > = 0, dan dapatditulisx L y
(Rynne & Youngson, 2008:60).
Contoh 2.13
Diberikan X = R3 merupakan ruang bernorm, x,y € X didefinisikan sebagai x =
(x1,x2,x3) = (=1,1,2) dany = (y1,¥2,¥3) = (4,0,2). Tunjukkan x L y.
Penyelesaian.
Diberikan:
x = (x4, x5,%x3) = (—1,1,2)
y = Y2, ¥3) = (4,0,2)
Maka
<xy> =X1y1 T XYz + X3Y3

=(=D®@ + MO+ (2)(2)

=—4+0+4

=0
Karena < x,y >=0,makax L y.
Definisi 2.14

Di ruang hasilkali dalam (X, [|-."]|) dua vektor x dan y dikatakan ortogonal
ditulis x L y jika dan hanya jika < x, y > = 0. Beberapa sifat dasar ortogonalitas di
ruang hasil kali dalam (X, ||-.-||) adalah:
1. Nondegenerasi, jika x L x maka x = 0.

2. Simetri, jikax Ly makay L x.
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3. Homogenitas, jika x L y maka ax L By untuk setiap a, 8 vektor.
4. Aditif kanan, jikax L ydanx L zmakax Ly 1 z.
5. Resolvabilitas, Untuk setiap x, y € X terdapat vektor a sedemikian sehingga
XL (ax Ly).
6. Kontinuitas, Jika x,, — X, y, — vy (dalam norm) dan x,, L x, untuk setiap n
maka x L y(Gunawan dkk., 2005:1).
Definisi 2.15
Diberikan (X, < |, ...,~>) ruang hasil kali dalam-n. Untuk setiap x,y €
X, x dikatakan ortogonalitas-G terhadap y dan ditulis x L; y jika dan hanya jika
terdapat V < X dengan codim(V) = 1 sedemikian hingga
< x,y|xq, ..., xp > = 0 untuk setiap x,, ..., x, € V(H Gunawan et al., 2006).
2.1.10 Himpunan Ortonormal
Definisi 2.16
Misalkan X ruang hasil kali dalam dan V = {v,,vy,...,v,}, V € X.
Himpunan V' disebut ortonormal jika X himpunan ortogonal dan panjang setiap
anggota V adalah 1, atau dalam bentuk lambang ditulis sebagai berikut(Rahayu,
2019)
1. <wv,v; >=0untuksetiapi,j =1,2,..,n
2. |lv;|l = 1 untuk setiapi = 1,2, ... ,n

Contoh 2.16

Diberikan vektor x,y € R? dimana x, y didefinisikan sebagai x = (\/—1E —%); y =

1 1 . . . .
(\/_E’ﬁ)' Akan ditunjukkan himpunan S = {x, y} himpunan ortonormal

Penyelesaian.
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Akan ditunjukkan < x,y > =10

cun> @R
-4}

- (17,1
vl =% +5
= l+l
\IZ 2
=1
Contoh 2.16

Diberikan vektor vy, v,,v; € R® dimana vy, v,,v; didefinisikan sebagai v, =

2 21 21 2 12 2 . . .

(—,——,—); vy = (—,—,——);v3 = (=,=,-). Akan ditunjukkan himpunan S =
3 3°3 3°3 3 3°3°3

{v1, v5, v3} himpunan ortonormal.

Penyelesaian.

Akan ditunjukkan < v;, v; > = O untuk setiap i,j = 1,2, ... ,n

<> QOO+



“2+(-) 43
<> =@+ QO+(H(
ieie ()

Akan ditunjukkan ||v;|| = 1, untuk setiap i = 1,2, ...

_ 22 2y, , 12
A -J3 + (=242

:\/T

=1

A
9 9
22 12 2y5
Jz*s +(=3)
N
9 9
2 2 2
L2202
3 3

v, ]

=1
1
llvsll =,f—
s [ry1ge
9 9 9
1

4
9
3

2.2  Kajian Integrasi Ortogonalitas dalam al-Qur’an

30

Pada sub bab ini akan dibahas bagaimana Al-Qur’an yang merupakan kajian

utama ajaran islam sekaligus pedoman penting bagi hidup seorang muslim
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menerangkan hubungan antara 2 subjek sebagaimana konsep ortogonalitas yang
telah dijelaskan pada bagian sebelumnya. Secara bahasa, ortogonal dapat
didefinisikan sebagai suatu hubungan garis yang saling tegak lurus. Sedangkan
ortogonalitas sendiri dapat diartikan sebagai konsep untuk menentukan besar sudut
antara 2 vektor. Sedangkan secara definisi konsep ortogonalitas ialah jika P adalah
ruang vektor yang dilengkapi dengan ruang hasil kali dalam. Vektor x, y € P
dikatakan ortogonal jika < x, y > = 0, dan dapat ditulis x L y(Rynne &
Youngson, 2008:60).

Pada salah satu ayat bisa diambil suatu pelajaran sekaligus suatu konsep
ortogonal yakni adanya suatu hubungan yang terikat antara manusia dengan sang
pencipta yakni Allah Swt atau biasa disebut habluminallah serta manusia sesama
manusia atau biasa disebut habluminannas. Untuk lebih jelas memahami konsep
ini, dalam Al-Qur’an surat ‘Ali Imron ayat 112 yang berbunyi :

talle Eaog A o3 by 8l 00 03 s 0 os i ) RS U 0 e 2
b3 P Ixan G G5 S iy (LY Oliig A o B P R s, K]
Artinya : “Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika
mereka (berpegang) pada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian)

dengan manusia. Mereka mendapat murka dari Allah dan (selalu)

diliputi kesengsaraan. Yang demikian itu karena mereka

mengingkari ayat-ayat Allah dan membunuh para nabi, tanpa hak

(alasan yang benar). Yang demikian itu karena mereka durhaka dan
melampaui batas.(Q.S ‘Ali Imron : 112)”

Agar semakin jelas, perhatikan ilustrasi berikut :

A g il &

ey o




32

o o S

o

Pada gambar di atas, garis lurus horizontal menunjukkan kedudukan semua
manusia di hadapan Allah Swt ialah sama, sehingga dalam menjalani kehidupan di
dunia perlu menjalin hubungan atau simbiosis kepada sesama manusia. Sedangkan
garis vertikal menunjukkkan hakikat dari hidupnya semua manusia yakni beribadah
hanya kepada Allah Swt. Terlihat jelas jika konsep ortogonal yang merupakan dua
vektor saling tegak lurus dapat dipahami selaras dengan ilmu dalam islam yakni
selalu menjaga hubungan antar manusia dan berpegang teguh kepada Allah Swt

atau secara islam disebut dengan habluminallah wa habluminannas.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung
Pada dasarnya konsep ortogonalitas secara umum bisa ditemui pada ruang
bernorm pada ruang barisan yang memiliki perbedaan definisi norm pada tiap

kasusnya, sebagai contoh jika X = #P dimana 1 < p < oo, maka norm pada X akan

1
didefinisikan sebagai ||x|| = (X2, x; |P)?. Pada penelitian ini akan diselidiki

konsep ortogonalitas-G pada ruang barisan dengan norm-n yang didefinisikan

sebagai
1
<xy> <X,Xp> e <X, X >\ 2
el = (< 2, Y[y D)2 = | | SF2Y 7 SHpFe> T ST
< xn;y > < x;l,xz > < xn,.xn >

(H Gunawan et al., 2006).

Sedemikian sehingga dapat dibuktikan beberapa teorema di bawah ini:
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Teoremal
Diberikan (X, <+, |-, ...,~>) ruang hasil kali dalam-n standar dengan
dimensi n + 1 atau lebih. Maka kondisi < x, y|x,, ..., x,, > = 0 untuk setiap
Xg, ., Xy & Span{x, y} akan terpenuhi hanya jika x = 0 atau y = 0.
Teorema 2
Diberikan (X, <+, |-, ...,~>) ruang hasil kali dalam-n. Maka
1. x L; yjikadan hanya jika x = 0;
2. x 1, yjikadanhanyajikay 1. x;
3. Jikax L; y maka ax L; By untuk setiap a, 8 € R.
Teorema 3
Diberikan (X, <, | -, ...,~>) ruang hasil kali dalam-n standar. Maka x L, y

jika dan hanya jika x L y.



BAB Il

METODE PENELITIAN

3.1  Jenis Penelitian
Jenis penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian

kualitatif dengan menggunakan metode kepustakaan (library reseacrch).

3.2  PraPenelitian
Langkah-langkah yang dilakukan peneliti sebelum melaksanakan
penelitian adalah :

1. Menentukan topik penelitian yang didapat dari membaca artikel, jurnal,
buku, skripsi terdahulu sebagai referensi.

2. Menentukan rumusan masalah yang akan dibahas dalam penelitian ini.

3. Menentukan tujuan dan manfaat dari dilakukannya penelitian ini.

4. Menyusun latar belakang dengan memahami serta mencantumkan definisi
dan konsep-konsep dasar mengenai ruang vektor (vector space), ruang
bernorm (norm space), bergantung linier dan bebas linier, determinan,
himpunan ortonormal, ruang hasil kali dalam (inner product space),
ortogonalitas serta ayat-ayat al-Qur’an yang akan diintegrasikan pada

penelitian.

3.3  Tahapan Penelitian

Setelah memahami dan menyusun latar belakang yang digunakan dalam

penelitian ini, selanjutnya peneliti melakukan langkah-langkah berikut :

34
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Mengkaji dan memahami jurnal penelitian yang ditulis oleh Gunawan dkk
(2006) yang berjudul “Ortogonalitas di Ruang Norm-n.

Mengumpulkan referensi terkait pembuktian konsep hasil kali dalam-n dan
konsep ortogonalitas-G di ruang norm-n.

Memaparkan definisi mengenai ruang vektor (vector space), ruang bernorm
(norm space), bergantung linier dan bebas linier, determinan, himpunan
ortonormal, ruang hasil kali dalam (inner product space), dan ortogonalitas.
Menentukan ayat al-Qur’an yang berkaitan dengan penelitian.

Mengkaji teori integrasi ortogonalitas pada al-Qur’an.

Membuktikan konsep hasil kali dalam-n menggunakan definisi.
Membuktikan ortogonalitas-G menggunakan definisi dan teorema sehingga
memenuhi sifat dasar ortogonalitas yakni nondegenerasi, simetri, dan
homogenitas.

Membuktikan keekuivalensian ortogonalitas-G menggunakan definisi dan
teorema sehingga terpenuhi x L y jika dan hanya jika x L y.

Menetapkan kesimpulan berdasarakan teorema pendukung yang digunkan

dalam pembuktian pada bab pembahasan.



BAB IV

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dilakukan pembahasan mengenai (1) pembuktian ruang
hasil kali dalam-n, (2) pembuktian apakah ortogonalitas-G memenuhi sifat

nondegenerasi, simetri dan homogenitas dan (3) keekuivalensian ortogonalitas-G.

4.1  Syarat Perlu Ruang Hasil Kali Dalam Berdimensi n
Jika V adalah ruang hasil kali dalam, maka norm dari vektor v di V atau
dinotasikan ||v|| dan didefinisikan sebagai

Ivil =vV<v,v>

Dan jarak antara dua vektor dinotasikan sebagai d (u, v) dan didefinisikan sebagai

d(u,v) =|lu—v|| =v<u—v,u—v> (Anton & Rorres).

Namun berbeda jika pada ruang norm-n, norm x didefinisikan sebagai

Ixll =< xylxg o, xq >

1
= (< x,y|xg, ey Xy >)2

<x,y> <Xx,Xx;> e <X,X, >\ 2
<Xpy > < XpXp;> ° < Xp,Xp >
<X, Y > <Xp,Xy > v < Xp,Xp >

(H Gunawan et al., 2006)
Misalkan X suatu ruang vektor atas dimensi n atau lebih dan n > 2 bilangan
bulat non negatif. Fungsi bernilai riil <-|-,...,> pada X™*! memenuhi lima

properti

36
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1. < xq,%1|%2, oy Xy > = 0; < xq, x4 | x5, ..., X, > = 0 jika dan hanya jika
X1, X5, ..., X, Dergantung linier;
2. < X1, X1| X2, ey Xy > = < Xj1, Xi1|Xi2, -, Xip > UNtuk setiap permutasi
(iy, iy, ..., i) dari (1, ..., n);
3. <X, Y|x0, e Xy > =< Y, X|Xg, oo, X >
4. < ax,y|xg, v, Xy >= a < x,Y|x3, ., Xy >, @ ER,;
5. <x+x",y|xg, 0, xn > =< X,Y|Xg, 0, Xy > < X, Y| X0, 0, X >
disebut hasil kali dalam-n di X dan (X, <+, | -, ...,~>) disebut ruang hasil kali
dalam-n(H Gunawan et al., 2006).
Teorema 4.1
Pada teorema ini sudah dibuktikan di artikel Gunawan, dkk dan penelitian
ini melengkapi bagian pembuktian yang belum lengkap pada kasus 1, 2a, dan 2b.
Diberikan (X,<-|", ...,~>) adalah ruang hasil kali dalam-n standar
dengan dimensi n + 1 atau lebih. Maka, kondisi < x,y|x,, ..., x, > = 0 untuk

setiap x5, ..., x,, & span{x, y} terpenuhi hanya jika x= 0 atau y = 0.

Bukti.
Diberikan
<x,y> <xx;> e <X, X >
<XV > < XpXp > v < XpXp >
<X Y|xp, Xy > = 2:}’ :2 2 . zon
<Xp,Y > <XpXy> o < Xp,Xp >
=0

Xg, ., Xy € span{x,y} yang berarti Vx,, ..., x, € X dan a; € R dengan kombinasi
linier xy, ..., x, # a1x + @,y

Untuk membuktikan Teorema 4.1 akan dipaparkan melalui 2 kasus berikut:



Kasus 1
Jika x, y bergantung linier
Andaikan x =#0dany # 0
Jika x dan y bergantung linier, sehingga dapat dibentuk y = ax untuk a # 0.
artinyavx,y € X3 a; € R, a; # 0, maka
<X, Y|Xg, Xy > =< X, Qx| X, o, Xy > (subtitusi y = ax)
Berdasarkan Definisi 2.8 (3) maka
<X, 0X|Xg, oy X > =< X, XX, e, Xy >
Berdasarkan Definisi 2.8 (4) maka
<ax, x|xg, ., Xy > =A< X, X|X9, 0, Xy >
Sehingga didapat
a < x,x|xy, o, Xy >=alx, xp, ..., X, |2
Pilih x5, ..., x, & span{x,y} > {x,x,, ..., x,} bebas linier
yang berarti Vx, x5, ..., x,, dengan a;x + a,x, + -+ a,x, = 0
dengana; = a, = =a, =0
Sehingga didapat < x, y|xy, ..., x, > = a|lx, x5, ..., x,|[> # 0
Karena x # 0 dan y # 0 maka a||x, x5, ..., x,||* # 0.
Kasus 2
Jika x, y bebas linier, maka terdapat 2 kondisi yakni
2a.  Andaikanx = 0dany # 0
Jika x, y bebas linier yang berarti Vx, y € X dengan kombinasi linier
ax+a,y=0dengana; =0 € R
Jikaxiyatau <x,y>#0

Maka pilih barisan ortonormal x,, ..., x,, € {x,y}* sehingga

38
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<xy> <Xxx;> e <X, Xy >

<Xy Y > < Xo Xy > v < XpXp >
<X, Y|Xg e, X > Z:y 22 _ 2o

<Xp V> <XpXxy> vt < Xp,Xp >

Karena x,, ..., x,, merupakan barisan ortonormal maka memenuhi
1. < Xi, x] >=0

2. |lxll =1

Maka

<A YS< Xy Xy > < X, Xy > < X, Xy >

< Xp, X3 > < Xp, ¥y >+ +< X, X, >

< Xp ¥ > < Xy Xpoq > — < Xp, Y >

< xn_l,xZ > e < x,xn > + < xn,xZ >

< Xpeiy X3 > <X, Y > 4 +< Xy, Xy >

< Xty ¥ > < X, Xppq >

=<x,Y ><X3,Xy > < Xp,Xp>+00.....0+

.+00....0-00....0+ 00.....0+--+

0.0.....0

Berdasarkan definisi norm diperoleh

=<xy > llxall® llxsll? ... llx,l1?

=<x,y>11l...1



2b.
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=<xy>

Karena x # 0 dany # 0 sehingga< x,y > # 0

Andaikan x = 0dany # 0

Jika x, y bebas linier yang berarti Vx, y € X dengan kombinasi linier

ax + a,y = 0dengan a; € R.

Jikax Lyatau<x,y>=0

Pilih vektor tak nol atau x, = x + y + u €& span{x, y}

dimana u adalah vektor tegak lurus tetap terhadap span{x, y}, dan vektor
tak nol xs, ..., x,, & span{x, y}

dimana x5 L span{x, y} dan x5 L1 span{x,y, xs,...,x,_ juntuki = 4,...,n

Sehingga didapat

<x,y> <xx;> e <X, Xp >
< Xp Y > < XoXp > vt < Xp,Xp >
<X Y|Xg, ey Xy > = Z:y :2 2 . 2 %n
< Xp, V> < Xp Xy > v < Xp,Xp >
0 < X, Xy > 0
N<xy> <Xx3,x;> - < Xz, Xp >
0 < Xpy Xy > < Xp,Xp >

S0<x,%x > < XpXp >+
<X, Xy >< Xp,X3 >0+ -+
0< x5,y > <Xp,Xp_q1>—
0<xp_1,x3 > <x,xp, >+
< XppXy >< Xp_1,X3 >0+ -+
< Xy Xy S< Xpp_q, Yy > 0 < X, Xpp_q >

=—< x,xZ >< xz,y >< x3,x3 > < xn,xn >
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= —<x,x, >< x5,y > ||x3]|? ... ||x,,]|? (Definisi
2.7)
=—<xxt+tytu><x+y+uy>
llx5]1? ... ||, ]]? (Subtitusi x, = x + y + u)
=K x>+H<x,y>+H<x,u>)(<x,y >
+<y,y > +<w,y 2)xsll® .. llxnll?
=—(Kx,x>+0+0)(0+<y,y > +0)
23117 ... llx I
=—<xx><y,y > [lxl? ... [Ix,l?
= = llxlZMy 2 1lxsll? oo lxnll? = 0
Contoh
1. Diberikan X = R3 merupakan ruang bernorm, x, x,, x5,y € X didefinisikan
sebagai x = (0,0,0), x,=(1,2,1), x3=(3,1,4) dan y = (4,0,2). Tunjukkan
<xY|xy, 0, %y, >=0
Penyelesaian.
Diberikan:
x = (0,0,0)
x,=(1,2,1)
x3=(3,1,4)
y = (4,0,2)

Maka

<xy> <xx> <xx3>
< X, Y|x9,x3 > =< x> <Xp,x; > < Xp,X3 >
<x3,y > < X3,Xp > < X3,X3 >
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0 0 O
6 6 10
20 10 20

0

2. Diberikan X = R3 merupakan ruang bernorm, x, x,, x5, y € X didefinisikan

sebagai x = (0,0,0), x,=(1,2,1), x3=(3,1,4) dan y = (4,0,2). Tunjukkan

<XY|xX3 i, Xy >=0

Penyelesaian.
Diberikan:

x = (4,0,2)
x,=(1,2,1)
x3=(3,1,4)
y = (0,0,0)

Maka

< x,Y|xy,x3 >

<xy> <xx> <xx3>
<X Y > < XpXp > < XpXg >
<XV > < XgXp > < Xz, Xg >

0 6 20
0 6 10
0 10 20

0

4.2  Sifat-Sifat Ortogonalitas-G

Diketahui definisi ortogonalitas-G terdapat pada Definisi 2.13. Dengan

menggunakan Definisi 2.11 dan Definisi 2.12, akan dilakukan pembuktian bahwa

ortogonalitas-G memenuhi sifat nondegenerasi, simetri, dan homogenitas.
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Definisi 2.11

Misal P adalah ruang vektor yang dilengkapi dengan ruang hasil kali dalam.

Vektor x,y € P dikatakan ortogonal jika < x, y > =0, dan dapatditulis x L y

(Rynne & Youngson, 2008:60).

Definisi 2.12

Di ruang hasilkali dalam (X, ||-.-]|) dua vektor x dan y dikatakan ortogonal ditulis

x Ly jika dan hanya jika < x,y > = 0. Beberapa sifat dasar ortogonalitas di ruang

hasil kali dalam (X, ||-.-||) adalah:

1.

2.

Nondegenerasi, jika x L x maka x = 0.

Simetri, jikax Ly makay L x.

Homogenitas, jika x L y maka ax L Sy untuk setiap a, B vektor.

Aditif kanan, jikax Lydanx Lzmakax Ly 1 z.

Resolvabilitas, Untuk setiap x,y € X terdapat vektor a sedemikian
sehingga x L (ax Ly).

Kontinuitas, Jika x,, — x, y,, — y (dalam norm) dan x,, L x,, untuk setiap

n maka x L y (Gunawan dkk., 2005:1).

Teorema 4.2

Pada teorema ini sudah dibuktikan di artikel Gunawan, dkk dan penelitian

ini melengkapi bagian pembuktian yang belum lengkap pada sifat 2 dan 3.

Diberikan (X, <-, | -, ...,~>) adalah ruang hasil kali dalam-n. Maka,

1. x 1; x jikadan hanya jikax = 0

2. x L; yjikadan hanyajikay L; x

3. Jikax L; y, maka ax L; By untuk setiap a, f € R
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1. x 1; x jika dan hanya jika x = 0

=)

(<)

Contoh.

Diketahui x L; x akan dibuktikan x = 0

Karena x L, x berdasarkan definisi maka Vx € X 3V < X dengan
codim(V) = 1 sedemikian hingga memenuhi < x, x|x,, ..., x, > =
0,Vx,,..,x, €V.

Karena x L, x sehingga kondisi < x, x|x, ..., x, > = 0 terpenuhi,
sedemikian hingga berdasarkan Teorema 4.1 < x, x|x,, ..., X, > =
0 terpenuhi jika x = 0.

Diketahui x = 0 akan dibuktikan x L; x

Karena x € X1 maka < x, x|xy, ..., X, >, X, X, ..., X, € X untuk
x =0 dengan kombinasi linier a;x + ayx, + -+ a,x, =0
terdapat a; # 0

Karena x, x5, ..., x, bebas linier sehingga < x, x|x5, ..., x, > = 0.
Katakan V = {x,,...,x,} € X, karena dimensi (X) =n+ 1 dan
dimensi (V) = n maka codim(V) = 1 sehingga terpenuhi

< X, X|%Xp, e, Xy >=0.

Diberikan X = R3 ruang bernorm atas lapangan bilangan riil, untuk x € X

didefinisikan sebagai x = (x;, x5, x3) = (0,0,0) berlaku jikax L x makax =

0.

Penyelesaian.

Diberikan x L x maka< x,x > =0

<x,x>

=X1X1 + XXy + X3X3
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=(0)(0) + (0)(0) + (0)(0)
=0+0+0

=0

Andaikan x = (xq,x,,x3) = (1,—1,2)

<x,x>

=X1Xq + XXy + X3X3
=(LMW+EEDED+ (@)
=14+1+4

=6+0

2. x 1; yjikadan hanyajikay L; x

=)

(<)

Jikax L; ymakay L. x

Diketahui x L, y akan dibuktikany L, x

Diketahui x L y yang berarti Vx,y € X 3V c X dengan codim(V)
= 1 sedemikian hingga memenuhi < x,yl|x,,..,x, >=0,
Vxy,..,X, EV.

Berdasarkan Definisi 2.8 (3) maka

<X, V|xX9, w0, Xy > =< y,X|x5, 0, Xy, >=10

Akan dibuktikan < y, x|x,, ..., x, > =10

Karena 3 x,, ..., x, € V dimana V c X dan memiliki dim(V) =n +
1 dan dim(V) = n sehingga codim(X) = 1 sedemikian hingga <
Y, X|x3, ..., Xy >=0atauy L; x.

Jikay L; xmakax L; y

Diketahui y L1, x akan dibuktikan x L; y
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Diketahui y L; x yang berarti Vy,x € X 3V < X dengan codim(V)
= 1 sedemikian hingga memenuhi <y, x|xy,..,x, >=0,
Vxy, ..., x, EV.
Berdasarkan Definisi 2.8 (3) maka
<Y, xX|x5, e, xyg > =< X,Y|X2, e, Xy >=0
Akan dibuktikan < x, y|x,, ...,x, > =10
Karena 3 x5, ..., x, € V dimana V c X dan memiliki dim(V) = n +
1 dan dim(V) = n sehingga codim(X) = 1 sedemikian hingga <
X, Y|x2, ., Xy >=0ataux L; y.
Contoh.
Diberikan X = R3 merupakan ruang bernorm, x,y € X didefinisikan sebagai
x = (x1,%2,x3) = (=1,1,2)dany = (y1,¥2,¥3) = (4,0,2), berlaku jika x L
ymakay L x.
Penyelesaian.
Diberikan
x = (x1,%2,x3) = (—1,1,2)
y = uY2¥3) = (40,2)
Akan ditunjukkan x L y
< Xxy> =X1y1 T XYz t X3Y3
= (D@ + (1) + (2)(2)
=—4+0+4
=0
Karena< x,y >=0,makax Ly

Selanjutnya akan ditunjukkan jika x L y makay L x
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< yx> = y1x1 + YaXy + YoXz
=@ D+ O+ @)(2)
=—4+0+4
=0
Karena < y,x > = 0, maka berlaku jikax L y makay L x.
. Jikax L; ymaka ax L; By untuk setiap o, 8 € R
Diketahui x L; y yang berarti Vx,y € X 3V c X dengan codim(V) =1
sedemikian hingga memenuhi < y, x|x,, ..., X, > =0...(1),Vxy, ..., x, €
V.
Dipilih @ € R kemudian dari persamaan (1) kedua ruas dikali «
a<xylxy, .., x,>=a.0,
Berdasarkan Definisi 2.8 (4) diperoleh
a<x,y|xy, .. x, >=<ax,y|xy, ., X, >
Berdasarkan Definisi 2.8 (3) diperoleh
< ax,ylxy, ., xp >=<y,ax|xy, .., xp >=0..(2)
Dipilih 8 € R kemudian dari persamaan (2) kedua ruas dikali 8
B <y, ax|xy, ..,x, > = .0,
Berdasarkan Definisi 2.8 (4) diperoleh
B <y, ax|xy, ..., x, >=< Ly, ax|xy, .., x, >
Berdasarkan Definisi 2.8 (3) diperoleh
< By, ax|x,, ..., x, > =< ax,fy|x,, .., Xy >
Jadi Vx,y € X dan a, 8 € R dapat dibentuk ax,fy € Xdan3 V c X
dengan codim(V) = 1 sedemikian hingga memenuhi < ax, By|x,, ..., X, >

=0.
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Sehingga terbukti jika x L; y maka ax L; By untuk setiap a, f € R.
Contoh.
Diberikan X = R3 merupakan ruang bernorm, x, y € X didefinisikan sebagai
x = (x1,%2,x3) = (—1,1,2) dan y = (¥4, V2, ¥3) = (4,0,2),berlaku jika x L
y maka ax L Sy untuk setiap o, 8 € Rx,y € X.
Penyelesaian.
Diberikan
x = (xq,x5,x3) = (—1,1,2)
y = (1 y2y3) = (4,0,2)
Akan ditunjukkan x L y
< x,y> =X1Y1 + X2Y2 + X3Y3
=(=D®@ + M)+ (2)(2)
=—4+0+4
=0
Karena< x,y >=0,makax Ly
Selanjutnya akan ditunjukkan jika x L y maka ax L By untuk setiap a, €
Rx,y € X.
Ambil @ = 2 dan g = 3, sehingga
< ax,fy > = (ax1Py, + ax; By, + axspys)
=af(x1y1 + X2V, + x3Y3) (Distributif)
=23(-D™® + (D) + (2)(2)
=6(—4+0+4)
= 6(0)

=0
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Karena < ax, Sy > = 0 maka berlaku ditunjukkan jika x L y maka ax L

By untuk setiap o, 5 € Rx,y € X.

4.3  Ekuivalensi Ortogonalias-G terhadap Ortogonalitas Biasa
Ekuivalensi ortogonalitas-G akan dibuktikan dengan menggunakan
definisi di bawah

Definisi 2.11

Misal P adalah ruang vektor yang dilengkapi dengan ruang hasil kali dalam.

Vektor x,y € P dikatakan ortogonal jika < x, y > = 0, dan dapat ditulis x Ly
(Rynne & Youngson, 2008:60).
Contoh.
Diberikan X = R3 merupakan ruang bernorm, x,y € X didefinisikan sebagai x =
(x1,x2,x3) = (=1,1,2) dany = (y1,¥2,¥3) = (4,0,2). Tunjukkan x L y.
Penyelesaian.
Diberikan:
x = (x4, x5,%x3) = (—1,1,2)
y =1 y2y3) = (4,0,2)
Maka
< X,y > =X1)1 + X2Y2 + X3Y3

=(=D@ + MO+ 2)(2)

=—44+0+4

=0
Karena < x,y >=0,makax L y.

Ruang hasil kali dalam-n atau ditulis < x4, x1|x5, ..., x,, > didefinisikan sebagai



50

<xx> <xx,> v <Xxp >

<Xy X > < XoyXo > v <X, Xp >
<x1,X1|X2,...,xn> = 2: :2 2 . 2- n

< Xn, X > <K X, X3 > < X, Xp >

Teorema 4.3

Pada teorema ini sudah dibuktikan di artikel Gunawan, dkk dan penelitian
ini melengkapi bagian pembuktian yang belum lengkap pada bagian proses
penyelesaian akhir.

Diberikan (X, <+ | -, ...,>) adalah ruang hasil kali dalam-n standar.
Maka x L. y jika dan hanya jika x L y.
Bukti.
(=) Diketahuix L; y

Akan dibuktikan x L y

Andaikan x L y, sehingga< x,y >=0danx,y #0

Maka dapat dipilih vV = {x}*

Sehingga jelas V < X dengan codim(V) =1

Sehingga Vxs, ..., x, € V_ memenuhi

<XY|xX3 i, Xy >=0
(<) Diketahuix Ly

Akan dibuktikan x L, y

Andaikan x_{'y, sehingga < x,y > # 0

Jelaslah x, y adalah vektor tak nol

Akan ditunjukkan x _L; y

Misal V € X dengan codim(V) =1

Karenadim(Vn {x}*) >n—1

maka terdapat himpunan ortonormal x,, ...,x,, €V
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sedemikian hingga < x,x; >=0Vi=2,..,n

Sehingga didapat

<xy> <Xxx3> e <X, Xy >

<Xy > < XpXxp> v < Xp,Xp >
<X, Y|Xgy ey Xy > = Z:y 22 _ 2o

<XpYV > <XpXy> v < Xp,Xp >

=X YOI<XyXy > < Xp,Xp >+ X, Xy >
<Xp,X3 > < Xp, Yy >+ +< X, %, >
<XV > o < Xy Xppmq > — < Xp, ¥ >
< Xpe1yXp > < X, Xy >+ < Xp, Xp >
< Xpop, X3 > <X,y >+ +< Xy, Xy >
< Xp_, Y > <X, Xpoq >
=<x,y ><X3,Xy > < Xp,Xp>+00.....0+
..+00....0-00....0+ 00.... 0+--+
0.0.... .0
Berdasarkan definisi norm diperoleh
=<2,y > |l lxsll? o llacg 117
=<x,y>11...1
=<xy>
Karena x # 0 dany # 0 sehingga < x,y > # 0.
Contoh.
Diberikan X = R3 merupakan ruang bernorm, x,y € X didefinisikan sebagai x =
(x1,x0,x3) = (—1,1,2) dan y = (y1,¥2,¥3) = (4,0,2). Tunjukkan x Lpy
ekuivalen dengan x L y.

Penyelesaian.
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Pertama akan ditunjukkan bahwa x L y
Diberikan:
x = (xq,x5,x3) = (—1,1,2)
y = Y2,¥3) = (40,2)
Maka
< xYy> =X1Y1 T X2Y2 T X33
= (D@ + MO + @22
=—44+0+4
=0
Karena< x,y >=0,makax Ly
Selanjutnya akan ditunjukkan x L, y ekuivalen dengan x L y
Pada ruang bernorma riil (X, ||-||), suatu vektor x dikatakan ortogonalitas-P
terhadap y jika dan hanya jika ||x — y||2 = ||x]|1? + |ly||?,
lx—ylI? =<x-yx—y>
=< x—y> < yx—y>
=< x> < xy>—-<yx>+< y,y>
=< x> < xy>—-<xy>+< y,y>
=< x>-"2<xy>+< y,y>
=< x>+ y,y >
=(DED+H MM+ @@) + (W@ + (0)(0) + (2)(2)

(6) + (20)

= 26
Ix]|? =< x,x >

==DED+H MM +(2)(2)



=6
Iyl =< y,y>
=@+ 00+ (22

=20
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BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

51  Kesimpulan
Berdasarkan definisi yang diberikan mengenai sifat-sifat pada ruang
bernorm dan pendefinisian ortogonalitas-G di ruang norm-n dapat disimpulkan
bahwa
1. Syarat perlu agar kondisi < x, y|x,, ..., x, > = 0 terpenuhi hanya jika x = 0
atauy = 0.
2. Ortogonalitas-G memenuhi sifat nondegenerasi, simetri dan homogenitas.

3. Ortogonalitas-G ekuivalen dengan ortogonalitas biasa.

5.2 Saran

Skripsi ini diharapkan dapat menjadi sarana pembelajaran serta referensi
bagi para pembaca mengenai ortogonalitas-G di ruang norm-n. Skripsi ini terbatas
hanya pada seputar ortogonalitas-G di ruang norm-n. Pada penelitian berikutnya
diharapkan dapat dikembangkan di ruang lingkup yang lebih luas baik dari segi

ortogonalitas-G maupun ruang norm-n.
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